Topologia Algebrica 2012-13.  Esercizi 6. Omologia simpliciale.

1. Hatcher, pag.131-132: Esercizi 1, 4, 6 (solo per n=0,1,2), 11.

Sol.: Hatcher, esercizio 1, pag. 131.
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Lo spazio in figura (1) ¢ omotopicamente equivalente allo spazio in figura (2), che ¢ il nastro di
Moébius.



Hatcher, esercizio 4, pag. 131.

Chiamiamo v il vertice ottenuto dalle identificazioni vg = v; = vo. Con un abuso di linguaggio
identifichiamo i simplessi che compongono la A-struttura di X con le rispettive funzioni caratter-
istiche

e’ AY = X, Y(A%) =, e1: A = X, ej(A') = a, etc. ...

Abbiamo
Co(X):Z'U, Cl(X>:ZCL@Zb@ZC, CQ(X):ZA,

80 = 0;

03 = 0, perché non ci sono celle di dimensione tre;

O1(a) = 01(b) = 01(c) =v—v =0;

02(A) = a+ b — c (vedi figura).

Di conseguenza

HQ(X) = ker@o/Im(al) = C()(X) = Z;

Hl(X) = ker@l/Im(62) = Cl(X)/Im(az) =2ZaPZbd ZC/Z(CL +b— C) =
=ZadZbdZ(a+b—c)/Zla+b—c)=Z L

HQ(X) = kerBQ/Im(Og) = 0.

Tutti gli altri gruppi di omologia simpliciale sono nulli, non essendoci celle di dimensione diversa
da 0,1, 2.



Hatcher, esercizio 6, pag. 131.

n = 0 (dunce hat): lo spazio ha una cella in ogni dimensione

Co(X) = Zp;

C1(X) = Za;

Ca(X) = Z4;

0o = 0;

01 = 0, perché tutti i vertici sono identificati;
%(A) = a;

83 =0.

Ne segue che
Ho(X)=Co(X)=Z, H;(X)=HyX)=0.

Tutti gli altri gruppi di omologia simpliciale sono nulli, non essendoci celle di dimensione diversa
da 0,1, 2.

n = 1: lo spazio ha una 0-cella, due 1-celle e due 2-celle

Co(X) = Zp;
Cl(X) = ZaEDZb;
Co(X) = ZA & ZB;
aOE )

8, = 0;

92(A) =a, 03(B)=2b—



ker 0o = 0: infatti
Oa(mA+nB)=ma+n(2b—a)=(m—n)a+2nb=0 <& { B < m=n=0.

83 =0.
Ne segue che
HQ(X):CQ(X)gZ, HQ(X):ker(?Q:O,

Hi(X) = Cy(X)/Im(8s) = Za & Zb/Za & Z(2b — a) = Za & Zb/Za & Z2b = Z,.

n = 2: lo spazio ha una 0-cella, tre 1-celle e tre 2-celle
Co(X) = Zp;

Ci1(X) =Za®ZbD Zc;

Cy(X)=ZADZBd LC,

80 = 0;

61 = 0,

(A)=a, 02(B)=2b—a, 05(C)=2c—1;

ker 05 = 0: infatti

O(mA+nB+rC)=ma+n2b—a)+r2c—b)=(m—-n)a+2n—r)b+2rc=0 <&

m—-—-n=2~0

& n—r=0 & m=n=r=0.
r=20

8350.

Ne segue che
Ho(X)=Cy(X)=Z, HyX)=kerds =0,

Hy(X) = C1(X)/Tm(2) = Za & Zb & Zc/Za + Z(2b — a) + Z(2c — b) = Z/4Z.

Per vedere I'ultimo isomorfismo a destra, osserviamo che b = 2¢c e a = 2b = 4c¢, ossia H1(X) ¢
generato da c e vale la relazione 4¢ = 0.

Nel caso generale, si dimostra che lo spazio X,, ha una 0-cella, n+1 celle 1-dimensionali ag, a1, . . ., an,
ed n + 1 celle 2-dimensionali Ay, A1,...,A,.

Ho(X,) = Co(Xp) 2 Z, Hy(X)=kerd, =0,
Hl(X) = Cl(X)/Im(ﬁg) = Zao@Zal@. . .EBZan/Za0+Z(2a1—ao)+. . .—|—Z(2an—an_1) = Z/an

Tutti gli altri gruppi di omologia simpliciale sono nulli, non essendoci celle di dimensione diversa
da 0,1, 2.

Osservazione. Lo spazio X ¢ compatto per ogni n > 0.

Per n = 0, lo spazio X (dunce hat) ha 'omologia del punto: & stato dimostrato che ¢ contrattile
(John Dalbec).

Per n =1, lo spazio X ¢ il piano proiettivo.

Per n > 2, lo spazio X non & omeomorfo né omotopicamente equivalente ad una superficie topologica
compatta: confrontare i gruppi di omologia di X con quelli delle superfici compatte.



Hatcher, esercizio 11, pag. 132. Siano i: A — X l'inclusione ed r: X — A una retrazione. La
composizione 7 0 ¢

A x5 A
¢ l'identita di A ed induce identita in omologia
Id,:H,(A) — H,(A).
Poiché Id, = (r oi). = r. o i, € anche la composizione degli omomorfismi
H,(A) - H, (X) 25 H,(A),
segue che i, € iniettivo.

2. Calcolare l’omologia simpliciale di T#T con la struttura di A-complesso descritta nella figura
a pag. 102 dell’Hatcher.

Sol.:

Lo spazio ha una 0-cella, nove 1-celle e sei 2-celle
Co(X) = Zp;

C’l(X):Zal@ZbiEBZozj, ’i:1,2, j:].,,5,
CQ(X):ZAJ, j:17,6,

60 = 0,



02(A1) = a1 + b1 — aq;
82(142) =01 —ap — Qg;
32(A3) = ag — by — ag;
02(As) = a3 + ag — ou;
02(As) = o + ba — a;
02(Ag) = a5 — ag — by;
835 .

ker(dy) € generato da Z?Zl A;.

Ne segue che
6
Hyo(X)=Co(X)=Z, Hy(X)=kerdy="17()_ A;)=Z,

j=1
Hi(X)=Cy(X)/Im(Be) = ... 2 ZBLBLS L.

Osservazione. [ gruppi trovati coincidono con quelli calcolati usando un’altra A-struttura di
T#T: dall’isomorfismo fra omologia simpliciale e omologia singolare segue infatti che i gruppi di
omologia simpliciale non dipendono dalla A-struttura dello spazio usata per calcolarli.



