GEOMETRIA (Geatti-Schoof) Appello 5 Roma, 8 luglio 2022, ore 10-12:30.
COGNOME .............................. NOME .....................ccoo...

Accompagnare le risposte con spiegazioni chiare, sintetiche e complete. Ogni esercizio vale
5 punti. Consegnare SOLO LA BELLA COPIA.

1. Determinare le soluzioni del sistema

w+y=1
z+y=2.

(Portare i numeri complessi nella forma a + ib, con a,b € R).

Sol.: Dalla prima equazione ricaviamo x = —ﬁ = % + 5, che sostituito nella seconda
equazione da y =2 —x = % — 5. Conclusione: il sistema ha un’unica soluzione data dal

vettore ) ;
3 i |-
2 2

2. Siano dati i sottospazi di R*

1 1
o 0 1 fr1+x3+x4=0
U=span{| || |} V¢ {x2+x3+2x4:().
1 0

Calcolare dimU +V edimU N V.

a+b
Sol.: 1l generico elemento u = _ab+ | @ b € R, di U appartiene a V se e solo se
a
soddisfa le equazioni di V', ossia
—b
{ l(aa++(€)a++(b)a++2z)i 0t 26;)1206 Do us 3bb bER.
—2b
-1
Dunque U NV = span{ ;) } ed ha dimensione 1. Per la formula di Grassmann,
-2

dimU +V =dimU +dimV —dimUNV =2+2—-1=3.

3. Sia r la retta di equazione x +y = 0 in R%. Determinare 'equazione dell'immagine

di r tramite la rotazione di 60° intorno al punto <1>



Sol.: Le formule della rotazione di 60° intorno al punto (1) sono date da
z1\, (12 =32\ (1 —1 1
F((x2))T(1)oR7r/3OT<1>(\/3/2 1/2 oy — 1 + 1
1 1

V3 1 1_ V3
2£U1+2$2+2 5

Siano P = (0) e = (_11> due punti su r. La retta cercata e la retta per
1, V3

5+ % 1+/3

: £> «a @)= (11Y7)

2 2

ed ha equazione

ai b1
4. Siano | as | e | by | vettori linearmente indipendenti in R3. Sia f:R? — R data
as b3
da
Z1 ap by
f( i) )zdet a9 bg xI9
T3 az by w3

(a) Verificare che f é lineare;
(b) Determinare una base del nucleo;
(c) Verificare che f é suriettiva.

Sol.: (a) La linearita di f segue dalla multilinearita del determinante.

X1
(b) Poiché f(| x2 |) # 0 se e solo se i vettori
r3
ax b1 X1
az ) b2 ) T2
as b3 x3

sono linearmente indipendenti, un vettore appartiene al nucleo di f se e solo se appartiene a

aq b1 a1 bl
span{ | a2 |, | b2 |}. In particolare | as |, | b2 |, che sono linearmente indipendenti,
as b3 as b3

sono una base del nucleo di f.



(c) Poiché dimker(f) = 2, la dimensione dell'immagine di f ¢ 1 ed ¢ uguale alla dimensione
del codominio. In particolare f e suriettiva.

5. Sia S la sfera di equazione x? +y?+ 2?2 —2x+2z = 3 in R3. Sia 7 il piano di equazione
x + vy + z = 3. Determinare il raggio della circonferenza S N .

1
Sol.: La sfera S ha centroC'= | 0 e raggio R = /5. La retta
-1
1 1 1
S xo |l =1 0 |+t 1],teR,
T3 —1 1

passante per C e perpendicolare a m, interseca 7w nel punto

2
c=11
0

Osserviamo che la distanza d(c, C') = v/3 < /5, per cui il punto ¢ & allinterno della sfera
e coincide col centro della circonferenza SN # (). Il raggio r di tale circonferenza si trova
col teorema di Pitagora

r=vR—d(c,C)2=5—-3 =2

6. Sian > 1esiae,...,e, la base canonica di R™. Sia f : R — R" la mappa lineare
data da

n

f(ei):Zej, perl <i<n.
j=1
G

Calcolare il determinante di f.

Sol.: La matrice rappresentativa di f ¢ la matrice n x n data da

0 1 1 1

1 0 1 1

A=1]1 1 0 1

111 ... 0
Per A = —1 il rango della matrice A — A1, € uguale a 1. Questo implica che la molteplicita
geometrica dell’autovalore A = —1 & uguale a n — 1. La molteplicita algebrica e quindi
almeno n—1. Poiché la traccia di A & zero, 'autovalore mancante ¢ 0—(n—1)(—1) =n—1e
la molteplicita algebrica di A = —1 ¢ esattamente n—1. Il determinante e uguale al prodotto

degli autovalori elevati a loro molteplicita algebrica ed ¢ quindi uguale a (—1)""!(n — 1),



