a.a. 2019-20 Esercizi 5

1. Sia L: V — W un’applicazione lineare iniettiva fra spazi vettoriali e siano vq,..., v
vettori linearmente indipendenti in V.
(a) Mostrare che L(vy),...,L(vk) sono linearmente indipendenti in W.
(b) Esibire un esempio di applicazione lineare dove questo non vale.

2. Sia A la matrice n x n data da

01 00 0
0O 0 1 0 0
0 0 0 1 0
A=1. . . :
o 00 0 --- 1
O 000 --- 0
(a) Sia f : R™ — R™ data dalla moltiplicazione per A. Sia ej,es,...,e, la base

canonica di R"™. Far vedere che f(e;) =0 e che
fle;) =e;i_1; peri=23,...,n.
(b) Per m > 0, sia f™ lapplicazione fo fo---o fesia A™ = A-A---A. Per ogni

m volte m volte

m > 0, calcolare la matrice A™ e determinare il nucleo e I'immagine di f™.

3. Sianon,m >1e
ail ce an1 bl a1 .. an1 bl
A= ], b= e A=
Alm  --- Gpm bm, Alm  +-- Gpm  bm
(a) Dimostrare che il sistema di equazioni lineari

a11T1 + ...+ An1Tn = bl

aim1 + ...+ apmTn = bn
ammette una soluzione se e solo se b & contenuto nello span delle colonne di A.
(b) (Rouché-Capelli) Dimostrare che il sistema di equazioni ammette una soluzione
se e solo se il rango di A" ¢ uguale al rango di A.

xr1 T

4. Sia V ={ 22 ER*:zy+xy—a3=0}esiaW={ 52 eV :ixg=ux4}.
3 3
Tq T4

(a) Determinare la dimensione di W.
(b) Esibire un complemento W’ di W in R*.
(c) Dimostrare che per ogni complemento W’ si ha che dim(V N W’) = 1.

5. Sia T4:R? — R? la traslazione di passo A = (2), data da

1

T N 1’1—|—2
X9 zo+1)°
1



10.

11.

12.

13.

(a) Calcolare

n(§ ) mal(§) maema((2 ) maemi ().

(b) Mostrare che per ogni P = (p1 ), Q= <QI> ed A = (al) in R?, vale
p2 42 az

IP — Q= |Ta(P) = Ta(Q)]-

. Sia f:R? — R? l’applicazione data da

(2)~ (3 ) ()
(a) Calcolare f(((l))) ed f((?));

(b) Concludere che f & una rotazione in senso antiorario di centro l'origine ed angolo 6.

Sia f:R? — R? I'applicazione data da
T cos@ sind T
— . .
To sinf@ —cos6 To
1 0
(a) Calcolare f((o)) ed f((l));

(b) Concludere che f & una riflessione rispetto alla retta passante per l'origine, che
forma con I'asse delle ascisse un angolo uguale a 6/2.

Scrivere la matrice che rappresenta la riflessione rispetto alla retta di equazione 2x —
y=0.

Determinare I'immagine della retta di equazione x — 2y = 3 tramite la traslazione 75,

di passo p = (3)

Scrivere le formule della rotazione di un angolo § = 7/3, in senso antiorario, intorno

al punto ( _21 ) .

s () (e an) (2)
(a) Determinare i punti fissi di f, ossia {(2) € R? | f(<i1>) = (xl)}.

2 T2
(b) Dare un’interpretazione geometrica di f.

Sia Rg:R? — R?2, la rotazione di un angolo #, in senso antiorario, intorno all’origine.
(a) Mostrare che ||Rgv]|| = ||v||, per ogni v € R?.

Calcolare le formule della riflessione del piano rispetto alla retta di equazione x—y = 1.



