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Questi appunti, insieme con il testo consigliato, completano il programma svolto nei corsi di Geometria e Algebra
Lineare I, per il Corso di Laurea in Fisica, A.A. 2007/2008.

Gli argomenti fondamentali, oggetto delle lezioni, sono suddivisiin vari capitoli la cui sequenza rispetta I'andamen-
to del programma svolto. Sono previsti, inoltre, alcuni capitoli dal titolo “Per saperne di pid” che contengono
precisazioni, dimostrazioni, esempi particolari che, pur non essendo oggetto del programma, contribuiscono alla
sua chiarezza e ne completano I'esposizione. Al termine di ogni argomento compariranno dei capitoli di esercizi,
tutti tratti dalle prove d’esame assegnate negli anni precedenti a Fisica, tutti gli esercizi sono risolti, a volte appare
solo la loro soluzione, a volte € inserito il procedimento di risoluzione ottenuto mediante I'uso del programma di
calcolo simbolicaVlathematicaversione 5.2.

Per una esposizione approfondita e accurata degli argomenti esposti si rimanda ai testi classici di Algebra Lineare
in commercio, queste note non intendono infatti sostituire un testo, ma solo fornire un rapido aiuto agli Studenti
per la preparazione dellesame.

Per chiarimenti, approfondimenti, suggerimenti non si esiti a scrivere a: elsa.abbena@unito.it, 0 a: annama-
ria.fino@unito.it, 0 a: gianmario.gianella@unito.it.
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Capitolo 1

Sistemi Lineari

In questo capitolo si introducono le nozioni di sistema lineare, matrici associate e teorema di Rouché—Capelli senza
dimostrare alcuni teoremi citati. | dettagli e le dimostrazioni sono rimandate al Capitolo 11.

1.1 Equazioni Lineari

Definizione 1.1 Un’equaziondineare nelle incognite X, %,, . .., %, € un’espressione del tipo:

Xy + Xy + ...+ aX, =D, (1.1)

dove icoefficienti a;,i = 1,...,n, e iltermine noto b sono numeri reali. L'equazione si dice lineare in quanto
ogni incognita compare a primo grado.

Nel Corso di Geometria e Algebra Lineare |l saranno studiate anche equazioni a coefficienti complessi.

. . , . . . . .0 0 .
Definizione 1.2 Una soluzionedell’equazione (1.1) & una n-upla di numeri regkii, %, . . ., %) che, sostituita
alle incognite, verifica I'equazion&isolvereun’equazione significa determinarne tutte le soluzioni.

Esempio 1.1 L'equazione:
2% + 3Ky = X3+ 4%, =5

ammette infinite soluzioni, che dipendono da 3 parametri reali, date da:

X =1

X =1,

X3 = =5+ 2t; + 3, + 4ty

X, =1, t, bt € R.

Si osservi che, risolvendo I'equazione rispetto ad un’altra incognita, si ottiene lo stesso insieme di soluzioni
(rappresentato in modo diverso).

Definizione 1.3 Un’equazione lineare si dicemogenease il termine noto & nullo.
E chiaro che un’equazione lineare & omogenea se e solo se ammette la soluzione formata da tutti zeri.

Esempio 1.2 L'equazione omogenea:
2x-3y=0
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ammette infinite soluzioni che dipendono da un parametro, date da:

Si osservi che la soluzion@, 0) si ottiene ponendb= 0.

1.2 Sistemi lineari

Un sistema linearedi m equazioni inn incognite € un insieme di equazioni lineari del tipo

: (1.2)
A Xy + X + ..l +an X, =by,, @ eR, b eR.

X1, %o, - - -, X%, SONO leincognite. | coefficientia;; sono dotati di due indici per agevolare il iconoscimento della loro
posizione nel sistema lineare. Lindicgindice di riga) stabilisce il numero dell’equazione in cui il coefficiente
compare, I'indicej (indice di colonna) stabilisce il numero dellincognita di @yj € il coefficiente. Per esempio

a, € il coefficiente della terza incognita nella seconda equazideemini noti b, hanno solo un’indice essendo
unicamente riferiti al numero dell’equazione in cui compaiono. Il sistema considerato & lineare in quanto ogni
equazione che lo compone € di primo grado. Analogamente al caso delle equazioni, un sistema lineare si dice
omogenecse tutte le equazioni che lo compongono hanno termine noto nullo, clog=s® perognii = 1,..., m

Anche in questo caso vale la:

Definizione 1.4 Unasoluzionedi un sistema lineare di m equazioni in n incognite € una n-upla di numeri reali
0 0 o . . . . L. . .

(X1, %2, ..., )ﬁ) che sostituita ordinatamente alle incognite verifitdte le equazioni del sistemaRisolvere un

sistema lineare significa determinarne tutte le soluzioni.

E chiaro che ogni sistema lineare & omogeneo se e solo se ammette la soluzione formata da t00,zeri;0).
Un sistema lineare si diammpatibile se ammette soluzioni, altrimentigcompatibile.

Vi sono metodi diversi per risolvere i sistemi lineari, in questo corso si dara ampio spambago di riduzionedi
Gauss in quanto piu veloce (anche dal punto di vista computazionale). Iniziamone la spiegazione con un esempio.

Esempio 1.3 Risolvere il seguente sistema lineare di due equazioniin due incognite usando il metodo di riduzione:
X+y=4
2Xx-3y="1.

Il sistema lineare dato € equivalente a:

X+y=4
2X+y)—(2Xx-3y)=2-4-7

X+y=4
Sy=1

ossia:

. . (19 1
che ammette come unica squzmr(e'g , E)'

I metodo usato per risolvere I'esempio precedente segue dalla:

Universita di Torino
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Definizione 1.5 Due sistemi si diconequivalenti se ammettono le stesse soluzioni.

e dal:

Teorema 1.1 Due sistemi lineari sono equivalenti se e solo se I'uno € ottenuto dall’altro eseguendo le quattro
operazioni sotto elencate:

1. scambiare tra di loro due equazioni;
2. moltiplicare un’equazione per un numero diverso da zero;

3. sostituire ad una equazione la somma di se stessa con un’altra equazione moltiplicata per un qualsiasi
coefficiente;

4. una qualsiasi combinazione delle operazioni 2. 3. prima elencate.

Dimostrazione. Dimostriamo che il sistema (1.2) é equivalente al sistema che si ottiene sostituendo alla prima
equazione se stessa moltiplicata per un coefficiange 0. Si osservi che se tale sostituzione avviene pér la
esima equazione é sufficiente operare con la prima operazione per ricondurci al caso in esame. In altri termini
dimostriamo che (1.2) é equivalente a:

A@gqXg + X +.o.ee +a,,%,) = Ab;
?21X1 +AyXy + + &y X, = b, (1.3)
A Xy +apXo + ..., +a,X% =0, A#0.

Si deve procedere in due passi.
) Hp: 03,59, ..., X)) & soluzione di (1.2); Tsxd, %, .. ., X)) & soluzione di (1.3).
i) Hp: 03,0, ..., ¥) & soluzione di (1.3); T3, ..., ¥) & soluzione di (1.2).

i) Owvio, per ogni valore di € R.

ii) E sufficiente dimostrare la tesi per la prima equazione. Per ipotesi si ha:
AMa S +a X0+ ... .. +a,xX) = Ab,,
essendal + 0 si possono dividere ambo i membri dell'identit4 precedent@ pda cui segue la tesi.
Per le altre due dimostrazioni si procede allo stesso mddo .

Esempio 1.41 due sistemi seguenti non sono equivalenti:

X+y=4 X+y=4
2X-3y=1, 02x-3y)+2x+y)=0-7+2-4.
Si osservi che le operazioni descritte nel Teorema 1.1 operano solo sui coefficienti del sistema lineare e non sulle

incognite. Cio suggerisce di sostituire ad un sistema una “tabella” dei coefficienti e dei temini noti ed operare solo
su questa. Illustriamo questo procedimento mediante I'Esempio 1.3.

Al sistema lineare:

X+y=4
2X-3y=7
associamo la tabella:

Dipartimento di Matematica
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1 1] 4

2 3|7
e operiamo su di essa per il passaggio successivo sostituendo alla seconda riga se’ stessa a cui sottraiamo il prodotto
di due volte la primaR, - R, — 2R, ottenendo cosi:

1 1 4
0 5| -1

X+y=4
Sy=1.

Benché la definizione intuitiva di sistema ridotto sia chiara, ne daremo la definizione formale pit avanti.

che corrisponde al sisteniaotto :

La tabella usata prende il nome iatrice completa del sistema lineare, o matrice dei coefficienti e termini

noti, il tratto verticale prima dell’'ultima sua colonna intende solo distinguere i coefficienti del sistema dai termini
noti. La trattaziane generale sulle matrici & rimandata al capitolo successivo, qui introduciamo solo alcune nozioni
elementari. E evidente che il numero delle righe della matrice completa associata ad un sistema lineare corrisponde
al numero delle equazioni del sistema, il numero delle colonne € pari al numero delle incognite aumentato di una
unita, ossia della colonna formata dai termini noti. Le operazioni di riduzione che permettono di trasformare un
sistema lineare in un sistema ridotto ad esso equivalente si traduconogh#ielella matrice in modo ovvio e si
pOosSsono riassumere, rispettivamente nelle seguenti:

1. RsR;
2. R > AR, 1 £0;

3. R>R+AR, 1eR;

4. una qualsiasi combinazione delle operazioni 2. 3. elen&gtes uR + AR;, 1 + 0.

In generale, al sistema (1.2) si associano due matrici:

; a5 .. Gy
A=| %1 %2 o %n (1.4)
e
dettamatrice dei coefficientt matrice dim righe en colonne,
e
ay, @, ... &, | b
ORI I (L.5)

8y 8p v 8 bm
dettamatrice completadi m righe en+ 1 colonne.

Esempio 1.5Nel sistema lineare seguente formato da tre equazioni in tre incognite:

X+y+2z=9
2X+4y-3z=1
3X+6y—5z=0

la matrice completa (formata da tre righe e quattro colonne) é:

11 29
[24—3 1].

3 6 5|0

Universita di Torino



Capitob 1 — Sistemi Lineari

Procedendo alla riduzione mediante le tre operazioni consentite si ottiene:

— 1 1 2 9 . 1 1 2 9
R, - 2R -R, [0 -2 7 17] R. 5 3R. - 2R [0 -2 7 17]
R,-3R-R; { 0 -3 11| 27 s 2 10 0 -1| -3
da cui si perviene al sistema ridotto:
X+y+2z=9
{—2y+7z=17
-z=-3

che ammette una sola soluzione:

N < X
I
W NP

|

Esempio 1.6 Nel sistema lineare seguente formato da tre equazioni in tre incognite:

=2X + Xy + 3Xg =2
=Xg + 2%, + 3X5 = -1

1 1 0f -1
-2 1 3| 2 |.
-1 2 3| -1

Procedendo alla riduzione mediante le tre operazioni consentite si ottiene:

{x1+x2=—1

la matrice completa é:

— 1 10
R,>R,+2R, | 0 3 3
R; - R;+R 0 3 3| -2
3~ Ryt Ry RR-R-R,

da cui si perviene al sistema ridotto:

che e chiaramente incompatibile.

Esempio 1.7 Nel sistema lineare seguente formato da tre equazioniin tre incognite:

2% + 2% + %3 =0
Xp+ X+ 2% =-1

1
o |.
-1

Procedendo alla riduzione mediante le tre operazioni consentite si ottiene:

{x1+x2—x3=1

la matrice completa é:
11 -1
[ 2 2 1

11

2

— 11 -1]1 . 11 -1]1
R2—>2R1—R2[00—3 2]R%R_R[00—3 2]
R,>R-R, (0 0 -3|]2) ™7™ s loo0 0]o0

Dipartimento di Matematica
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da cui si perviene al sistema ridotto:

X+ X —Xg=1
-3Xy =2

che ammette infinite soluzioni che dipendono da un parametro:

X = &t
173
Xo =t

2
X3:—§, tER

Gli esempi studiati impongono la definizione formale dell'ultima matrice che si ottiene, ossia della matrice asso-
ciata al sistema ridotto:

Definizione 1.6 Una matrice si diceidotta per righe se in ogni sua riga non nulla esiste un temine non nullo al
di sotto del quale vi sono tutti zeri.

Segue, in modo naturale, la definizione annunciata di sistema lineare ridotto:

Definizione 1.7 Un sistema lineare si dicadotto se la matrice dei coefficienti ad esso associata e ridotta per
righe.

Risolvere un sistema lineare con il metodo di riduzione comporta pervenire, mediante le operazioni consentite,
alla matrice dei coefficienti ridotta per righe. Dai teoremi che seguono sara chiaro che tra tutte le matrici complete
ridotte per righe, dovremmo considerare solo quelle in cui anche la matrice dei coefficienti & ridotta per righe. Si
possono allora presentare queste possibilita:

a. quellaillustrata nell'esempio 1.5. Il numero delle righe non nulle della matrice completa ridotta per righe &
uguale al numero delle righe non nulle della matrice dei coefficienti ridotta per righe ed € uguale al numero
delle incognite, quindi I'ultima riga non nulla della matrice dei coefficienti contesitanto un numero non
nullo, allora il sistema ridotto associato € compatibile e ha una sola soluzione.

b. Quellaillustrata nel’esempio 1.7. Il numero delle righe non nulle della matrice completa ridotta per righe
uguale al numero delle righe non nulle della matrice dei coefficienti ed & minore del numero delle incognite;
I'ultima riga non nulla della matrice dei coefficienti contieaneno un numero non nuflallora il sistema
ridotto € compatibile e ammette infinite soluzioni che dipendono da un parametro.

c. Quella illustrata nell’esempio 1.6. Il numero delle righe non nulle della matrice completa ridotta per righe
€ maggiore (di una unitd) del numero delle righe non nulle della matrice dei coefficienti ridotta per righe e
pertanto il sistema ridotto associato € incompatibile.

La definizione seguente (che avra un ruolo cruciale in tutto il corso) permette, in modo elementare, di distinguere
le situazioni prima esposte.

Definizione 1.8 Si dicerango di una matrice ridotta per righe il numero delle righe non nulle.

In letteratura, le notazioni piu comuni per indicare il rango di una matrice sonofApakg(A) = r(A) = p(A).
| tre esempi prima elencati possono essere riscritti, quindi, nel modo seguente:

a. rankA) = rankKAB) = 3; il rango delle due matrici € uguale e coincide con il numero delle incognite;

b. rankA) = rank AIB) = 2; il rango delle due matrici € uguale ma ¢ inferiore di una unita al numero delle
incognite;

Universita di Torino
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c. rankA) = 3,rankAIB) = 4; i due ranghi sono diversi, quindi il sistema é incompatibile.
Abbiamo cosi  “quasi” dimostrato il famoso:

Teorema 1.2 Teorema di Rouché—CapelliUn sistema lineare & compatibile se e solo se il rango della matrice
dei coefficienti coincide con il rango della matrice completa.

Si osservi, infatti, che il Teorema di Rouche -Capelli € banalmente dimostrato solo nel caso dei sistemi ridotti; per
completare la dimostrazione & necessario introdurre la definizione di rango di una matrice qualsiasi e provare che
le operazioni di riduzione per righe di una matrice non ne alterano il rango; cio sara oggetto del Capitolo 11.

Osservazione 1.1 | sistemi lineari omogenesi osservi che il Teorema di Rouché Capelli € sempre verificato nel
caso dei sistemi lineari omogenei, che sono, quindi, sempre compatibili. Percio & solo interessante capire se essi
ammettano una sola soluzione (quella nulla) o infinite, e cio dipende dal rango della matrice dei coefficienti. Per
la loro soluzione e sufficiente ridurre per righe la matrice dei coefficienti (questo caso sara esaminato in dettaglio
nel Paragrafo 1.2.1).

Osservazione 1.2Anche se € gia intuitivamente chiaro, si dimostrera formalmente che il rango della matrice dei
coefficienti di un sistema lineare & un numero inferiore o uguale al minore tra il numero delle equazioni e il numero
delle incognite.

Osservazione 1.3Al piu il rango della matrice completa differisce di una unita dal rango della matrice dei
coefficienti.

Esercizio 1.1 Discutere e risolvere, al variare del parametra R, il seguente sistema lineare:

X+2y-3z=4
3X-y+52=2
Ix+y+(@2-1hz=a+2.

Iniziamo con la riduzione per righe della matrice completa, sono riportati i passaggi essenziali.

1 2 -3 4 — 12 -3 4 .
(AB)=| 3 -1 5 2 |R-3R-R [0 7 -14 10 |2 &r_r
4 1 a®-14| a+2 ) Ry>4R -R; | 0 7 2-a2| 14-a ) 3~ 27 "8

1 2 -3 4
0 7 -14 10 |.
0 0 a®-16| a-4

La matrice dei coefficienti e ridotta per righe, quindi si presentano i seguenti casi:
1. rankKA) = 3 se e solo s@? — 16 # 0 ossia se e solo se¢ {—4, 4);
2. rankKA) = 2 se e solo sa = —4 oppurea = 4.

Per determinare le soluzioni del sistema dobbiamo considerare tre casi:

1. a¢ {-4,4}: poiché rankA) = 3 anche rantA|B) = 3. Il sistema & compatibile e ammette una sola soluzio-
ne, che si determina o a partire dal sistema ridotto associato, oppure procedendo all’ulteriore riduzione della
matrice completa nel modo seguente:

1 2 -3 4 12 3 °
10 - 10 -
0 7 -14 oL lo |01 2| T |RoR+R,
a_4 2 772 R, - R +3R,
oo 1| 2% 00 1 1
@+ d)@-4) 2
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4a+ 19 8a+ 25
120 a+4 10 0| /@+4
10a+ 54 — 10a+ 54
01 0 ——— 01 0 —/]// =
7(a+ 4) R1—>R1_2R2 7(a+ 4)
001 1 001 1
a+4 a+4

In questo modo si leggono, ordinatamente in colonna, i valori delle tre incognite.

2. a= -4. Sostituendo nell'ultimo passaggio di riduzione della matrice compiéB si ha:
12 -3 4
0 7 -14| 10
00 O -8

da cui segue che ragX = 2 mentre ran{AB) = 3, il sistema €, quindi, incompatibile.

3. a= 4. Sostituendo nell’'ultimo passaggio di riduzione della matrice comp¢B si ha:

1 2 -3 4
12 3| 4 - 10
0 7 -14]| 10 1 |lo 12| 7|
[oo 0 O]Rﬁ?Rz

00 0] O

da cui segue che ra@X) = rankAB) = 2 (2 < 3, con 3 numero delle incognite) il sistema €, quindi,
compatibile e ammette infinite soluzioni che dipendono da un parametro date da:

wo 8 _
7

10
y—7+2t
z=1, teR.

Osservazione 1.4Le soluzioni del sistema precedente possono essere riscritte nel modo seguente:

(x,y,z):(§ —t,1—0+2t,t)=(§,1—70,

- - O)+t(—1,2, 1), teR,

mettendo cosi meglio in evidenza la dipendenza dal pararmetro

Esempio 1.8 A maggior chiarimento di quanto esposto nell’esempio precedente osserviamo che si pud procedere
in modo leggermente diverso per determinare le soluzioni di un sistema lineare. Quando si perviene alla matrice
completa ridotta per righe, anziche continuare I'esercizio scrivendo il sistema ridotto associato si pud, in modo
equivalente, procedere allo stesso calcolo mediante un’ulteriore riduzione della matrice completa allo scopo di
pervenire alla lettura nell’'ultima colonna (quella dei termini noti) delle soluzioni del sistema. Questo metodo,
molto efficace quando si ha una sola soluzione, pud presentare alcune difficolta di calcolo negli altri casi. Lo
illustriamo con un esempio e precisamente partiamo dall’'ultima passaggio di riduzione nel’Esempio 1.5. Quando
la matrice dei coefficienti & ridotta per righe si inizia con il far comparire 1 sulla sua diagonale principale e poi,
partendo dall’'ultima riga e risalendo verso la prima, si annullano i numeri sopra la diagonale principale.
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_)
L1 219 1 71 17
0 -2 7|17 |R>-2R, |0 1 L | -
0 0 -1| -3 2 2 2
Ry - -Rg
o0 1] 3

— ., (110
R2—>R2+§R3[0 10
R, >R -2r, \0 01

1
2.
3

Si osservi che sull’'ultima colonna, si legge, in ordine, proprio la soluzione del sistema.

1.2.1 | sistemilineari omogenei

Ricordiamo che un sistema lineare omogeneo € un sistema lineare avente tutti i termini noti nulli, del tipo:

A Xy FagX .. +a,,X, =0
falel +ayXy + et +a,X, =0 (1.7)
Ay Xy + X + .o +a,%, =0, a; eR,
la cui matrice dei coefficienti coincide con (1.4) e quella completa é:
a, a, ... a,| 0
AB)=| % o f ) O (1.8)

i 8 v un | O

quindi i loro ranghi coincidono, infatti un sistema lineare omogeneo ammette sempre almeno la soluzione nulla. E
molto interessante distinguere il caso di una sola soluzione da quello di infinite soluzioni, si ha:

i) se rankA) = n =numero delle incognite, esiste solo la soluzione nulla.
i) Se rankKA) = k < n esistono infinite soluzioni che dipendonowla k parametri.
Esempio 1.91l seguente sistema lineare omogeneo di quattro equazioni e cinque incognite:
Xg + X, + %5 =0
=X = X5 +2X3 = 3%, + X5 =0
Xy + Xy —2X3 = X5 =0

2% + 2 = X3+ %5 =0

€ associato alla matrice dei coefficienti:

Procedendo alla sua riduzione per righe (si osservi che ¢ inutile ridurre per righe la matrice completa) si ha:

1 1 -2 0 -1 . 11 -2 0 -1
— 0 0 1 1 1| oo 00 1 1 1
ResR | -1 -1 2 -3 1 | 372728 100 0 -3 0
2 2 -1 0 1)™7™M " loo0 3 o0 3
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— 11 -20 -1 11 -20 -1
Ry>—2R, |00 1 1 1 N 00 1 1 1
£ 00 0 1 0|R-R-R |00 0 1 0
R,-3R, {00 1 0 1 00 0 1 O

Si deduce che raigk) = 3, esistono, quindi, infinite soluzioni che dipendono da%= 2 parametri.
Il sistema ridotto associato é:
{ Xy + X — 2% —X; =0

Xg+ X, +% =0 (1.9)
X, =0

le cui soluzioni sono:

X =-1 -t
X =1

X3 = -1,

X, =0

X =t, t,t,eR.
Osservazione 1.5Le soluzioni del sistema precedente si possono scrivere come:
(Xq, Xy Xgy Xy, X5) = (=t; — 1y, 1, =1;,0,t) =1,(-1,0,-1,0,1) +t,(-1,1,0,0,0), Vt;,t, eR.
Osservazione 1.6Si consideri il sistema lineare:

Xy + X —2X3 = X5 =5
Xg+ Xy + %5 =4
X, =3
che ha la matrice dei coefficienti coincidente con il sistema lineare omogeneo (1.9). Le sue soluzioni sono:
(Xg1 %o, Xgy X, X5) = (=t =1, + 7,15, -1, +1,3,t)) =1,(-1,0,-1,0,1) +1,(-1,1,0,0,0)+(7,0,1,3,0), Vt,,t, eR.

Si osservi chg7,0, 1, 3,0) é soluzione del sistema dato, mentre-1,0,-1,0,1) + t,(-1,1,0,0,0) € soluzione
del sistema omogeneo associato.

Analogamente, il sistema lineare, dello stesso tipo del precedente,

X+ X =2 = X5 =1
Xg+ Xg + X5 =2
Xy =-1

ha soluzioni:

(X1, Xy Xgy Xy, X5) = (=1, -, +7, 4, 1,43, -1, ) =t;(-1,0,-1,0,1)+t,(-1,1,0,0,0)+(7,0,3,-1,0), Vt;,t, eR.
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2.1 Esercizi
Discutere e risolvere, al variare degli eventuali parametri reali, i seguenti sistemi lineari:

Xp+ X=X =1
[1] § 2+ 2% +%X;=0

Xy + Xy + 2%y = = 1.

=2+ X+ Xy =1

Xy — 2Ky + X5 = =2
X+ Xy — 2%5 = 4.

(2]

2% =X = X3 — 4%, =9
4X; —3X3 =%, =0
8X; — 2%, — 5X3 — 9%, = 18.

2X-2y+z+4 =0
X—-y-4z+2t =0
-X+y+3z-2t=0

|
|
|
|
|

X+y+az=1
X+2y+bz=3
y+cz=2.

X+y—-z=1
X+2y-22=0
X-y+2z=-1
X-y+z=k.

ax—-y+z=2
X—ay+z=3-2a?
X—y+az=a+1

(7]
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X+y+z=a
[8] { x—ay-z=1

2X+y+az=a+ 1

X+Ay+z=2A

X+y+Az=21-1
(9]
AX+y+z=1

2X+az=1
X+ay—-2z=2
ax+2z=1

(10]

Xx+y-z=1
2X+3y+kz=3
X+ky+3z=h

(11]

kx+y+z=1
X+ky+z=1
X+y+kz=h.

(12]

X-y+z=5
2X+y+2z=hb
-3x-3y+az=1

(13]

[14] § x+y-— 22—

4X—-y+az=h.

B-kx-y-z=
- 4-Kky- 22 = b
-3y-56-kz=

[15]

2-kx-ky+(1-kz=1-2k
(4-2kx—3ky+ (1-2kiz=1-k
(2 - kx — 2ky + kz = —5k.

[16]

(h+ DHx-hy+ (2h+1)z= 3+ 2h
[17] § (h+ 1)x—hy+2hz=1+3h
(-h=1x—-(2h+ 1z=-3(h+1).

(M-Dx+y+mz=0
m(1 - mx+ (1 - my - 2n?z =
(M-1Xx+2y—2z=m+ 3.

(18]

|
|
|
{
E
|
|
|
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(K+Dx+k+1y+2z=1
X+ky+z=1
1-kx+(k-1z=0.

kx—2(k+1y+z=4-2k
(k+1ly+z=k+3
2kx—5(k + 1)y + 2z = 8 — 9k.

kx+2y+2kz=1
kx+ (3-Ky+3kz=1
kx+ (k+ 1y + 2kz= 2.

X+ X +X;=2a
ax; + X, +2%3 =2
Xy +aX + Xy = 4.

X—-y+z-t=2a?
2X+y+5z+4t=a
X+2z2+t=2.

X+ X +ax =4
X+ X + X5 = a.

X+2z2+2t=2
X—-y+z+t=2a?
AX+y+2z+ 5t =a.

2X-y+3z+t=0
AX+y-22-1t=0
2X+5y+az-5 =0.

Xy + 2% = X3+ A%, =0
X+ (A =2)X, +X%X3=0
2%y + X3 =0

=X = 2X; + X3+ AX, = 0.

X+y-z=0
X+A+1y—-QA+Dz=22+1
X+Ay—-z=A1-1

(28]

|
|
|
|
|
|
|
|
|

X-y-z=0
[29] { 3X+y+2z=0
4x+ 2y = 0.

Dipartimento di Matematica
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X+2y+z=1
5x+3y+3z=2
7X+4y+52=3
X+y-z=0.

X+y+hz=2h
X+y+2z=-1
2X—hy+4z=-2.

2X-y+2z=-h-1
3X+3y+(h+2z=-h-2

X—ay+z=a
ax—2y+3z=-1
3X—-2y+az="5a.

2x+ay=1
X+y—-z=-2
ax—-y+z=2

|
|
|
|

X+y+2z=-1

X+y+((h-1z=2h-2
[35]
2X+ (=h+ Dy + (h-1)%z=-2.

[36] Verificare che pea = —1 il seguente sistema lineare & incompatibile:

-X+z=1
X+4y+az=0.

{x+2y—z=0

[37] Discutere la compatibilta del seguente sistema lineare, al variare dei
h, ke R. Determinare esplicitamente le soluzioni, quando & possibile:

-hx+y+z=2
Xx-y=-1
hx -2y —2z=k.

[38] Discutere la compatibilta del seguente sistema lineare, al variare dei
h, ke R. Determinare esplicitamente le soluzioni, quando & possibile:

X, +2-x, +(2+hxg =2

X+ 2%+ X3 =1
Xy + (2+ 3h)x, — 2hx; = k.

parametri

parametri
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[39] Discutere la compatibilita del seguente sistema lineare, al variare dei
h, ke R. Determinare esplicitamente le soluzioni, quando & possibile:

2% =X, = X3 =0
- +2+hx,—%; =1
(2+ 3h)x; — 2hx, — X5 = k.

[40] Dato il sistema lineare:

2-hx; +2+hx,—%;=0

2% =Xy = X3 =0
(2+3x, —2hx, —X; =k, h,keR,

i) determinare tutte le soluzioni nel casold& k = 0;
i) discutere I'esistenza delle soluzioni e determinarle (quando & possibile) al vartare«liR .

[41] Dato il sistema lineare:

X; —Kx + %3 =-1

Xy + X%+ %X =K
X, +kx + X =Kk, KkeR,

i) determinare tutte le soluzioni nel casoldi —1.
i) Discutere I'esistenza delle soluzioni, al variarekdt R.

[42] Alvariare dei parametiin, ke R, determinare le soluzioni del seguente sistema lineare:

X+ 2%, —%; =0
2%+ (3+ KX, —3x3 =0
(k= Dx; +4x, — 3% = h.

[43] Discutere e risolvere il seguente sistema di equazioni lineari, al variare del paraeeRo

@a-x+y-z=1
Xx+ay+z=a+1
X+y+2z=2a.

[44] Discutere e risolvere al variare del paraméira R il seguente sistema lineare:

Xy + 2%, —hx; =0,
hx, + 3%, + (1 - h?)x; =h+ 1,
(6 - 20?)X, + 2% = h? + 3h + 2.

[45] Discutere e risolvere al variare del paraméira R il seguente sistema lineare:

X=X +hx=1
X; + hx, —%; = -h
(h— 1%, — 2hx, + (h? + 1)X; = 2h

[46] Discutere e risolvere al variare del paramdteoR il seguente sistema lineare:

Xy + X, +tX3 =0

X + (L=1)X, — 22Xy = 2
2 + 1, +tXg =1

Dipartimento di Matematica
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[47] Discutere e risolvere al variare del paramékre R il seguente sistema lineare:

X; — X + 2X5 = —K
2% — KX, — X3 =1
kX, — 2%, — X3 = —4

[48] Determinare le soluzioni del seguente sistema lineare al variare del pardneeRo

X-2y—2=6
hx—-2y—-z=2
X+y=h.

[49] Discutere e determinare le soluzioni del seguente sistema lineare, al varairecimpo reale:
X+y-z=-1

2x+ 3y —2az= -3
X+ay—-3z=a.

[50] Discutere e determinare le soluzioni del seguente sistema lineare, al vakdareadimpo reale. Determinare
esplicitamente le soluzioni, quando € possibile:

X+ky+z=0
kx—-y+2z=-1
X—y+2z=-Kk.

2.2 Soluzioni

(1]

A={{1, 1, -1}, {2, 2, 1}, {1, 1, 2}}; X={x1, x2, x3}; B={1, 0, -1};

Sol ve[A. X == B, X]

Solve : 1 svars’” : Equations may not give solutions for all solve variabl es.
Hxl == - X2, X3 > 75}}

(2]
A= {{-2,1, 1}, {1, -2, 1}, {1, 1, -2}};
X = {x1, X2, x3}; B={1, -2, 4};

Reduce[A. X == B, X]
Fal se

Il sistema é incompatibile.
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(3]

25

A= {{2, -1, -1, -4}, {4, 0, -3, -1}, {8, -2, -5, -9}};
X = {x1, x2, x3, x4}; B={9, 0, 18};

Sol ve[A. X ==B, X]

Solve ::”” svar s’ : Equations may not give solutions for all solve variabl es.
3x3 x4 x3 7x4
{{X1—> +—,X2—>—9+———}}

4 4 2 2
3 1 1 ’
Xl: ZA1+ ZAQa XZ:_9+ EA’I_ EA'Z’ XS:A’l’ X4:A,2, /\1,7L2€[R.

(4]

A=1{{2, -2,1,4}, {1, -1, -4, 2}, {-1, 1, 3, -2}, {3, -3, 1, 6}};

Nul | Space[A]
{{-2,0,0,1}, {2,12,0,0}}

X=A =21, y=2, z=0, t=2, AL eR.

(5]

A={{1, 1, a}, {1, 2, b}, {0, 1, c}}; X={X, Yy, z}; B={(1, 3, 2};

Reduce[A. X ==B, X]

a==-b-c&&x==-1-bz+2cz&y==2-cz||
X == -1&8y == 2&&z == 0&8%a -b+c +0

Sea+b-c: x=-1,y=2 2=0;
sea=b-c: X=-1+(2c-bA, y=2-cA, z=2, AeR.

(6]

A= {{2, 1, -1}, {1, 2, -2}, {3, -1, 2}, {1, -1, 1}};
X={X,y,2}; B={1, 0, -1, k};

Reduce[A. X ==B, X]

2 11 10
k::l&&x==§&&y==—?&&z==—?
Sek # 1: non esistono soluzioni;
sek=1: x—2 . u zZ= 10

s X=g¥ETg =g
[7]

A= {{a, -1, 1}, {1, -a, 1}, {1, -1, a}};
X={X,y,2z}; B={2,3-a"2, a+1};
Reduce[A. X == B, X]

a==18&X ==2+y -z||a==-28&8 == -1 +2&8y == -7 | |
X ==1&8y == a&&z ==2&&-1+a +0&&2 +a + 0

Sea¢ {-2,1}: x=1,y=a, z=2;
sea=-2: x=-1+t,y=-t,z=t, teR;
sea=1: X=2+A-pu, y=A,z=u, AueR.
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(8]

A= {{1, 1, 1}, {1, -a, -1}, {2, 1, a}}; X={X, Yy, z}; B={a, 1, a+1};

Reduce[A. X == B, X]

a==088X==1+28 8y ==-1-22z||a==18&8X ==1&8y == -2 | |
X == a&&y == 188z == -1&& -1 +a + 0&&a + 0

Sea¢ {0,1}): x=a,y=1,z=-1;
sea=0: x=1+t,y=-1-2t,z=t, tekR;
sea=1: x=1,y=-t,z=t, teR.

9]

A= {{1,1, a}, {1, a, 1}, {a, 1, 1}}; X={X,y, z}; B={2a-1, a, 1};

Reduce[A. X == B, X]
a==18&x ==1-y -2z| |
2 a

2 (1l+a)
x__-2+a&&y--2+a&&z-- 2+a

& & -1+a+0&82 +a+0

2 A 20+,

Sed é(l,-2: X:_/I+2’y:)t+2' ToA+2 ]

seA = —2: non esistono soluzioni;
seA=1: x=-h-k+1 y=h,z=k, hkeR.

(10]

A={{2, 0, a}, {3, a, -2}, {a, 0, 2}}; X={X, Yy, z}; B={1, 2, 1};

Reduce[A. X == B, X]

a::2&&x::%(1—22)&&y::%(1+1OZ)H
oot ggy o2 3128 gor . 1 gg 2.a:088a:0882+a+40
2+a a(2+a) 2+a
1 2a+3 1

Sead¢ {-2,0,2}: x= 2+a’y: a(2+a)'2: 2+a;

sea=0,a=-2: il sistema e incompatibile;

sea—2'x—1 t —1+5t z=t, teR
SeXspThy=g bt '

[11]

A={{1, 1, -1}, {2, 3, k}, {1, k, 3}}; X={x,y, z}; B={1, 3, h};

Reduce[A. X == B, X]

—— 388K —- 388X - 08&y == 1 +z | |

h —- 288k = 288X == 57288y == 1 -4 27| |

X 1 6 3h 2k h k
AT v k2t v k2 8 kw2 e kK2
’8*5h|§k*ﬁk;&zk LTS &&6 2k kk¢0&&3 k+#0

- - —Da n

Y —6 + k + k? -6 + k + k?

&&

Sek ¢ {-3,2}, Yh € R: esiste una sola soluzione;
sek = -3, h=-3: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
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sek = -3, h # —3: non esistono soluzioni;
sek = 2, h=2: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
sek = 2, h+ 2: non esistono soluzioni.

(12]

27

A={{k, 1, 1}, {1, k, 1}, {1, 1, k}}; X={x,y, z}; B={1, 1, h};

Reduce[A X==B, X]
h==188k == 18&x ==1-y -z |

h::72&&k::72&&x::71+z&&y::71+z\\x::_h7+k2
h +k 2+h+hk 2ekek

S — == = -1+k #0882 +k
y 2 +k +K? —2+k+k2&& +k+0 +k+0

Sek & {1,-2}, Yh € R: esiste una sola soluzione;

sek = -2, h=-2: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
sek = -2, h+ —2: non esistono soluzioni;

sek =1, h=1: esistono infinite soluzioni che dipendono da due incognite libere;
sek =1, h# 1: non esistono soluzioni.

(13]

A = {{1, -1, 1}, {2, 1, 2}, {-3, -3, a}}; X={X,Vy, z}; B= {5, b, 13;

Reduce[A. X == B, X]

a == -3&&b == 2&8&x ==% (7-3z)88y == —g||
__27+5a-3b+a 1 2 (-2+b)
W == 33:a) 773(710+b)&&z” 3.2 &3 +a+0

Sea+ -3, Yb e R: esiste una sola soluzione;
sea= -3, b= 2: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
sea= -3, b# 2: non esistono soluzioni.

(14]

A= {{2, -3, 2}, {1, 1, -2}, {4, -1, a}}; X={X, Yy, z}; B={1, 2, b};

Reduce[A. X == B, X]

1
a::72&&b::5&&x::g (7 +42)8&&% ::g (1+22z) ]
-6+7a+4b 3(-8+a+2h) -5 +b
X== 5 2+a) =" 52.a By p%2+az0

Sea+ -2, Yb e R: esiste una sola soluzione;
sea= -2, b= 5: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
sea= -2, b+ 5: non esistono soluzioni.
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(15]

A= {{3-k, -1, -1}, {2, -4+k, -2}, {3, -3, -5+Kk}};
X={x,y,2}; B={a, b, c};

Reduce[A. X == B, X] 1
3a==c&3b ==2c&8k == 2&8&x =3 (c+3y+32z) ||

::—a—c&&k::S&&x::i(—3a+c—62)&&
18

1 7a-b-c-ak

Y == -3a-5c+12z)||X == 1 T8 10k K2

%a 6b+2c+bk 3a+ %b 05c+ck

- 8& -8 +K £ 08& -2 + K £ 0
16 10Kk - K2 16 10Kk - K2 e T

Y =

Sek ¢ {2,8}, Ya,b,ce R: esiste una sola soluzione;

sek = 2, b= 2a e ¢ = 3a: esistono infinite soluzioni che dipendono da due incognite libere;
sek =2, b+ 2a, o c # 3a: non esistono soluzioni;

sek =8, a+ b+ c=0: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
sek =8, a+ b+ c =+ 0: non esistono soluzioni.

(16]

A= {{2-k, -k, 1 -k}, {4-2k, -3k, 1 -2k}, {2-k, -2k, k}};
X={X, Yy, z}; B={1-2k, 1-k, -5k};

Reduce[A. X == B, X]

K == 088X == 0887 == 1 |
x--2 ('21+kk>&&y ::4_k3k&&z::73&&72+k¢0&&k¢0
-2+

Sek ¢ {0, 2}: esiste una sola soluzione;
sek=0:x=0,y=t,z=1, teR;
sek = 2: non esistono soluzioni.

(17]

A = {{h+1, -h, 2h+1}, {h+1, -h, 2h}, {-h-1, 0, -2h-1}};
X={X,y,z}; B={3+2h, 1+3h, -3h-3};

Reduce[A. X == B, X]

h==088x == 1&8&z == 2] |

1+2h?
"2 g8y -- 188z == 2 - h&&h + 0&&1 +h # 0

X == 1+h

Seh ¢ {—1,0}: esiste una sola soluzione;
seh = —1: non esistono soluzioni;
seh=0:x=1y=t,z=2, teR.

(18]

A={{m-1,1, m, (Mm1-m, 1-m -2m 2}, {m-1, 2, -2}};
X={X, Y, z}; B={0, 2, m+3};

Reduce[A. X == B, X]
m== -1&8x == 1&8y ==2 +z | [m== 1&8y == 1&&z == -1 |
1 1 1

L 77—4—m
2 3m:nf_ 1-m 2-m  -2:+m
—4+2m+nt
y==——&&8Z == && -2 +m#+ 0&& -1 + m+ 0&&1 + m+ 0

-2+m -2+m
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Sem¢ {-1,1,2}: esiste una sola soluzione;
sem= -1, m=1: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
sem = 2: non esistono soluzioni.

(19]

A={{k+1 k+1,2}, {1, Kk, 1}, {1-k, 0, k-1}};
X={x,y,2z}; B={1, 1, 0};

Reduce[A. >1(== B, X]

1+k
X::—iz&&y::;2
—2+kik -2+k +k
Z::*iz&&*l‘*k#o&&zi’k#o
-2+k +k

Sek ¢ {-2,1}: esiste una sola soluzione;
sek = -2, k= 1: non esistono soluzioni.

(20]

A= {{k, -2(k+1), 1}, {0, k+1, 1}, {2k, -5(k +1), 2}};
X={X,y,2}; B={4-2Kk, k+3, 8-9k};

ouce =8 1,
+
X == &&y == Tk

K &8z == 3 - 4 k&8&k # 0&&1 + Kk + 0

Sek ¢ {-1,0}: esiste una sola soluzione;
sek = -1, k= 0: non esistono soluzioni.

(21]

A= {{k, 2, 2k}, {k, 3-k, 3k}, {k, k+1, 2k}};
X={x,y,2z}; B={1, 1, 2};
Reduce[A. X == B, X]

2 1 1 1

X == -+ 88y —= T 88Z —= - &&-1:K + 088K £ 0

Sek ¢ {0,1}: esiste una sola soluzione;
sek = 0, k= 1: non esistono soluzioni.

(22]

A={{1, 1,1}, {a, 1, 2}, {1, a, 1}}; X=(X, Y, z}; B={a, 2, 4};

Reduce[A. X == B, X]

a-- 288y —- 2887 == x| |
1-2 4-
X == A8y -- =% g7 --3:a88-2+a+08&-1+a+0
-l+a -l+a

Sea¢ {1, 2}: esiste una sola soluzione;
sea = 1: non esistono soluzioni;
sea = 2: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.
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(23]

A= {{1, -1, 1, -1}, {2, 1, 5, 4}, {1, 0, 2, 1}}:
X={x,y,2z,t}; B={a 2, a, 2};
Reduce[A. X == B, X]

== -3&&X ==2 -t -22&8y == -7-2t -z |
a==28&8X==2-1 -2288y ==-2-2t -z

Sea ¢ {-3,2}: non esistono soluzioni;
sea e {-3,2}: esistono infinite soluzioni che dipendono da due incognite libere.

(24]

A={{2, a, 1}, {1, 1, a}, {1, 1, 1}}; X={x1, x2, x3}; B= {2, 4, a};

Reduce[A. X == B, X]
a ==28&8&x1 == -x2&8x3 == 2| |

X1 =3+ a88x2 - - 2%exg__ 4
-l+a -1+

aa&&—2+a¢0&&—1+a¢0

Sea ¢ {1, 2}: esiste una sola soluzione;
sea = 1: non esistono soluzioni;
sea = 2: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.

(25]

A={{1,0,1, 2}, {-1, -1, 1,1}, {4, 1, 2, 5}};
X={x,y,2z,t}; B={2,a 2, a};
Reduce[A. X == B, X]

a=-=-38&&x ==2-2t -z& 8y ==-11+3t +22z]| |
a==288X==2-2t -z&8y == -6 +3t +2z

Sea ¢ {-3,2}: non esistono soluzioni;
sea e {—3,2}: esistono infinite soluzioni che dipendono da due incognite libere.

(26]

A= ({2 -1, 3,1}, {4, 1, -2, -1}, {2, 5, &, -5}};
X={x,y,z,t}; B={0, 0, 0};
Reduce[A. X == B, X] 1
a -- -1388x ==—%&&y == (3t +82) ]
X == 088y -~ t &8z == 08813 +a £ 0

Sea# —13: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
sea = —13: esistono infinite soluzioni che dipendono da due incognite libere.
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(27]

31

A={{12 -1, a}, {-1,a-2, 1,0}, {0, 2,1, 0}, {-1, -2, 1, a}};

Sol ve[Det [A] == 0]
{{a->0}, {a->0}}

Nul | Space[A/.a - 0]
{{0, 0,0, 1}, {4, -1, 2, 0}}

Sea + 0: esiste solo la soluzione nulla;
sea = 0: esistono infinite soluzioni che dipendono da due incognite libere.

(28]

A={{1,1, -1}, {1, 2a+1, -a-1}, {1, a, -1}};
X=1{x,y,2z}; B={0,2a+1, a-1};
Reduce[A. X == B, X]
a==188x == -3 +y&&z == -3 +2Vy| |

- a"a&&y ~- 1887 == - _8&-1+a+088a +0

X ==

SeA & {0, 1}: esiste una sola soluzione;
seA = 0: non esistono soluzioni;
seA = 1: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.

(29]

A= {{1, -1, -1}, {3, 1, 2}, {4, a, 0}};

Sol ve[Det [A] == 0]

{fa--5}}

Nul | Space[A/.a - -4/5]

(-3 5 1)

(30]

A= ({3, 2, 1}, {5, 3, 3}, {7, 4, 5}, {1, 1, -1}};
X={Xx,y,z}; B={1, 2, 3, 0};

Sol ve [A. X==B, X]

{{x>1-3z,y->-1+4z}}

Solve ::”” svar s’ : Equations may not give solutions for all solve variabl es.

x==-3t+1 y=4-1 z=t, teR.
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(31]

A= {{1, 1, h}, {1, 1, 2}, {2, -h, 4}}; X={X, Yy, z}; B={2h, -1, -2};

Reduce[A. X == B, X]

::72&&x::1(7572y)&&z::§||
5h 2 14+2h
x::—72+h&&y::0&&z_: — h&& 2+h+08& 2 +h +0
5h -1-2h
h¢ {-2,2): XxX= ——, y= = ;
Seh¢ {-2,2}: x h Y 0z 5Th
seh——2'x——§—t =t,z= -, teR;
- . - 2 ;y—, _41 L]

seh = 2: il sistema & incompatibile.

(32]

A= {{h, 1, h}, {2, -1, 2}, {3, 3, h+2}};

X={x,y, z}; B={-1, -h-1, -h-2};

Reduce[A.X::lB, X1
::—2&&x::§ (1-22)&8y ==

188X == -1 -7&8y == 0] |
388y == -1 +h&&z == -4&& -1 +h # 0&&2 + h # 0

%(—1+22)H
h=
X =

Sehé¢ {-2,1}: x=3,y=-1+h, z= -4;

1-3t
seh=-2:x=t,y=-t, z= — teR;

seh=1:x=-1-2,y=0,z=21, XeR.
(33]

A= {{1, -a, 1}, {a, -2, 3}, {3, -2, a}}; B={a, -1, 5a}; X={X, Yy, 2};

Reduce[A. X == B, X]
a==18&X ==3+28&y ==2 (1+2) | |X == -
15 20a
+ = +
12 -13a+a’ 12—13a+a3 12_1:3a+a3
62 64 2a

2(1+9a)
12 +a+a?
5a2

y == -

Z == — —
12-13a+a% 12- 13a+a3 12 -13a+a’
-3+a+0&&-1+a+0&84 +a+0

Sea¢ {-4,1,3}: esiste una sola soluzione;
sea = —4: non esistono soluzioni;
sea=1:x=3+t,y=2(1+t),z=1t, teR;
sea = 3: non esistono soluzioni.

(34]

A= {{2, a, 0}, {1, 1, -1}, {a, -1, 1}}; B={1, -2, 2}; X={X, Y, 2};

Reduce[A. X == B X1
—= 188X == +y&&z::_ 5+3y) |

22

X == 0&&y == —&&z
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Sea¢ {-1,0}: x=0,y= },z= 1+2a;
a a

1+t 1
sea=-1:x= %,y=t,z= 5(6+3), teR;

sea = 0: il sistema € incompatibile.

(35]

A={{1,1, h-1}, {1, 1, 2}, {2, -h+1, (h-1)"2}};
B={2h-2, -1, -2}; X={X, Y, z2};
Reduce[A.X::lB, X1 3

h==-188&x == = (7572y)&&z::1||

2 (-1-h+h?) -1+2h

W == 3.h &ly == -1 +2h&&z == _3+h&&—3+h¢0&&1+h¢0
_ 2(-1-h+h?) -1+2h
Seh¢ {-1,3}: X——T,y——1+2h,z_ —3ih

1 3
h=-1:x= -(-5-2t),y=t,z= -, teR;
se X 2( ),y z 2 S
seh = 3: il sistema & incompatibile.

(36]

A ={{1, 2, -1}, {-1, 0, 1}, {1, 4, -1}}; X={x,y, z}; B={0, 1, 0};

Reduce[A. X == B, X]
Fal se

(37]

A = {{-h, 1, 1}, {1, -1, 0}, {h, -2, -2}}; X={Xx, Yy, z}; B={2, -1, k};

Reduce [A. X==B, X]

h=--088K == 488y == 1 + X&&z == 1 - X | |
. _4h_k&&y: _4+hh_k&&2::4_3h;k-hk&&w0

Seh # 0,Yk € R: esiste una sola soluzione;
seh =0,k # —4: non esistono soluzioni;
seh = 0,k = —4: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.
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(38]

A ={{1, 2,1}, {1,2-h, 2+h}, {1, 2+3h, -2h}};
X={x1, x2, x3}; B= {1, 2, k};
Reduce[A. X == B, X]

== 288K == -2&8x1 == -2 (-1 +2x2)8&8x3 == -1 +2x2] |
-2h+h2-2k-3hk

h == 088k -= 08&8X1 == -2 Xx28&8X3 == 1| [X1 == > 8&
h+k+hk 2 +k 2010
x2==m&&x3==2+h&&h¢0&&2+h¢0

Seh ¢ {—2,0}, Yk € R: esiste una sola soluzione;

seh =k = -2: esitono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
seh = -2, k+ —2: non esistono soluzioni;

seh =k = 0: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
seh =0, k# 0: non esistono soluzioni.

(39]

A= ({2, -1, -1}, {2-h, 2+h, -1}, {2 +3h, -2h, -1}};
X={x1, x2, x3}; B={0, 1, k};

Reduce[A. X == B, X] 1

h == -10&&k == -3&8x2 == Z (-1 +10x1)&8&x3 ==
1

(1+4x1) ||

ENTI

1 1
h == 088k == ~&&x2 == ~&8x3 == - (-1 +6x1) |

3
-1+2h+3k+hk +k
-2 +h+ +
X3==W&&h¢0&&10+h¢0

Seh ¢ {-10,0}, Yk € R: esiste una sola soluzione;
seh = -10, k= —3: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
seh = -10, k # —3: non esistono soluzioni;

seh=0, k= 3 . esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
1 . _—

seh=0, k+ 3 : non esistono soluzioni.

[40]

A= {{2, -1, -1}, {2-h, 2+h, -1}, {2 +3h, -2h, -1}};
X = {x1, x2, x3}; B={0, 0, k};
Reduce[A. X == B, X]
== -10&8K == 0&&x2 ==
h == 0&8K == 0&&x2 == 0&8x3 == 2 x1] |

(3+h)k k (6 +h) k
2T D R8X2 == 88X ==
10 h + h? 10 + h 10 h + h?

x1 == &&h + 0&&10 +h # 0

Seh ¢ {-10,0}, Yk € R: esiste una sola soluzione;

seh = -10, k= 0: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
seh = -10, k# 0: non esistono soluzioni;

seh =0, k= 0: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
seh =0, k# 0: non esistono soluzioni.
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[41]

A= {{1, 1, 1}, {1, -k, 1}, {-1, k, 1}}; X={x1, x2, x3}; B={k, -1, k};

Reduce[A. X == B, X]
k == -18&&x1 == -x2&8x3 == -1 |

X1 == 1 (114 K)&&X2 ~= 188X3 —=

5 (-1+k)&1 +k 0

N| =

Sek# -1:x, = %(—1+ K, X, =1, x5 = %(—1+ k);
sek=-1:x =~-t, % =t, Xx;,=-1, teR.

[42]

Reduce[{x1 +2x2 -x3 == 0, 2x1 + (3 +k)x2 -3x3 == 0,
(k =1)x1 +4x2 -3x3 == h}, {x1, x2, x3}1]
h == 0&8K == 2&8&x1 == -x2&8&x3 == X2 | |

h==0&&k==5&&x1=:2x2&&x3=:4xz||X1::L+k)2
h h (-1+k) 10-7k +k
- +
2== — 58 X3 == 58 -5+k+08&-2+k £ 0
§ 10 - 7k + k? 10 - 7k + k2 +K ¢ + K #
hik—3) h hik - 1)

Seké2,5X= y = 'X_i;
S X = 10 T Tk 10 © T K- 7K+ 10

sek=2, h=0:x =-1, %, =t, x3=t, teR;
sek=5 h=0:x,=2t, x, =t, X3 =4t, teR;neglialtri casi il sistema é incompatibile.

(43]

A={{a-1,1, -1}, {1, a, 1}, {1, 1, 1}};
X={X,y,2}; B=(1, a+1, 2a};

Reduce[A. X == B, X]

a::l&&y::3_X&&z::1_x\\(—l+a)a¢0&&
3:2a 12 1
x::T&&y::E(lJrZafax) ::5(71+2a72x+ax)
2a+3 2a®—a-3
Sea¢ {0,1}: x= a ,y=—1,Z=T:

sea = 0: il sistema é incompatibile;
sea=1: x=3-2t,y=t,z=t-1,teR.

1—hx_ h+1 . = h+1
2 27 22-h""" 22-h)’

[44] Seh# 0,h+ 2, esiste una sola soluzione; = —

seh = 0, esistono infinite soluzionik, =t, X, = X =1+ 3t VteR;

_t
27

seh = 2, non esistono soluzioni.

[45] Seh + —1: esistono infinite soluzioni dipendenti da un parametro lilketd +t,-1+1,t), t € R.
seh = —1: esistono infinite soluzioni dipendenti da due parametri lite#t u + v, u, V), u,ve R.
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—t2 -2t +2 Z_t2+t—3_
1+t 7 1+t

[46] Set + 0 et + -1, esiste una sola soluzione=t, y =
set = 0, esistono infinite soluzionk =0, y=2, z= a, Yae R;

set = -1, non esistono soluzioni.

[47] Sek + -3 ek # 2, il sistema é compatibile e ammette una soluzione:

=2k 2T ik 8T

k+3 7-k 1-k
2

sek = -3, il sistema ha infinite soluzionk, =2-t, X, =t -1, X; =t, t e R;

sek = 2, il sistema € incompatibile.

[48] Seh + 1 esiste una sola soluzione:

4 h2—h+4 _ -2(h*+2h+3)

i ho1

seh =1, il sistema é incompatibilile.

. . -2 1
[49] Sea ¢ {0, 2}, esiste una soluzmne{:3 a_2 );

a-2'a-2"a-2
sea = 0, esistono infinite soluzioni dipendenti da un paramei8g:1 - 2t,t),t € R;

sea = 2, non esistono soluzioni.

il

k
"14+2kT 1+2k

1 -1 -k-k-1
[50] Perk ¢ {1, -5 } esiste la soluzione(:l )

perk = 1, esistono infinite soluzioni dipendenti da un paramette: 3t,t,-1+ 2t), t € R;

1 . I
perk=— > non esistono soluzioni.
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Capitolo 3

Matrici

Scopo di questo capitolo e formalizzare il concetto di matrice gia introdotto nel Capitolo 1 e studiare le proprieta
essenziali dell'insieme delle matrici, che costituisce un valido esempio di Spazio Vettoriale, struttura algebrica che
sara oggetto di studio del Capitolo 9.

3.1 Lo spazio vettoriale delle matrici

Definizione 3.1 Una matrice di m righe e di n colonne, ad elementi reali, & una tabella del tipo:
&, Qp - Gy
A=| %1 82 -+ @ 3.1)
8 @ 0 8m
cong eR,i=1....,m j=1,...,n.
Per convenzione, le matrici vengono indicate con le lettere maiuscole dell’alfabeto e I'insieme della matrici di

righe edn colonne sara indicato cdR™", o, talvolta, Mg (m, n). In forma compatta, la matrice (3.1) si pud anche
scrivere come:

A=), 1<i=m1=<j=n. 3.2
Esempio 3.11 numeri reali possono essere considerati come matrici di una riga ed una cdoaria,!.

Esempio 3.2 Le matrici che hanno lo stesso numero di righe e di colonne si digoadrate e tale numero si

diceordine della matrice. Per esempi& = ( é Z ) € una matrice quadrata di ordine 2.

Esempio 3.3 Le matrici con unariga a colonne si diconmnatriciriga , per esempid\ = ( 1 2 3 4 ) e R
€ una matrice riga.

Esempio 3.4 Le matrici conm righe e una colonna si dicommatrici colonna, per esempidA = e R*t ¢

A WN PR

una matrice colonna.

Esempio 3.5La matrice(a;;) € R™", con tutti gli elementi; = 0, Vi, j, si dicematrice nulla e si indica con 0,
da non confondersi con il numero<OR .
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Esempio 3.6 Nel caso di una matrice quadrata= (a;;), tutti gli elementi del tipog; costituiscono laliagonale
principale. Rivestiranno in seguito molta importanza le matdizigonali, vale a dire le matrici aventi elementi

tutti nulli al di fuori della diagonale principalea(; = 0, ¥i, j | i # j), in altri termini l'insieme delle matrici:
a, 0 ... O
R =4 9 % .8, cR}. (3.3)
0O 0 ... a,

Esempio 3.7Un caso particolare dell’esempio precedente e costituito dadlrice unita | € R™" ossia la
matrice diagonale avente tutti 1 sulla diagonale principale:

10..0
o1 ..o
00 ..1

La definizione che segue stabilisce la relazione di uguaglianza tra matrici.
Definizione 3.2 Due matrici A e B sonaguali se:

i) hanno lo stesso numero di righe e di colonne:zl{\aij), B= (bij) e R™N

i) gli elementi di posto uguale coincidonoj;a= by, Vi=1,...,m¥j=1,...,n.

Introduciamo ora le definizioni di somma di matrici e di prodotto di una matrice per un numero reale.

Definizione 3.3 Si definiscesommadelle due matrici A= (&), B = (bij) entrambe appartenenti R™", la
matrice:
A+B=(g; +bij), (3.4)

quindi anche A- Be R™".

Esempio 3.8 La somma delle matrich = ( L2 ) eB= ( 0 5 ) e la matriceA + B = ( Lo )

3 4 -2 7 1 11
N - . . 0 3 2
Non e definita la somma della matriéecon la matriceC = 15 6/

Teorema 3.1 R™" con l'operazione di somma di matrici ha la struttura di gruppo commutativo, vale a dire per
la somma di matrici valgono le proprieta: commutativa, associativa, esistenza dell’elemento neutro ed esistenza
dell'opposto.

DimostrazioneE lasciata per esercizio ed & la naturale conseguenza del fat® chipé un gruppo commutativo.
L'elemento neutro € la matrice nulla introdotta nell’'esempio 3.5, I'opposto della matriee(a;) e la matrice

-A= (_aij) |

Definizione 3.4 Si definiscgrodotto di un numero reale A per una matrice A = (@) € R™" |a matrice che si
ottiene moltiplicando ogni elemento di A per lo scalareossia:

AA = (Aq;)),
quindi AA é ancora una matrice di 'R".
. 1 2). R . 3 6
Esempio 3.9SeA = ( 3 4 ) il prodotto A é la matrlce( 9 12 )
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Teorema 3.2 Per il prodotto di un numero reale per una matrice valgono le seguenti proprieta:

1. MA+B)=AA+ B, YA €R,VA, Be R™";
2. A+ wA=2AA+uA YA, ueR, YAe R™":
3. QWA= AA), YA, u e R, YAeR™",;

4. 1A= A, YA R™",

DimostrazioneSi tratta di un semplice esercizio.

Osservazione 3.1Si osservi che I'insieme di matri® ™", rispetto alle operazioni di somma e di prodotto per
numeri reali appena definite, ha le stesse proprieta dell'insieme dei wtdello spazio, rispetto alle operazioni

di somma di vettori e di prodotto di un vettore per un numero reale; sono, infatti, entrambi esempi di spazio
vettoriale, come sara precisato nel Capitolo 9.

3.2 |l prodotto di matrici

La definizione di prodotto di matrici, oggetto di questo paragrafo, trova una sua giustificazione nella rappresen-
tazione mediante matrici dei movimenti in uno spazio vettoriale e nella composizione di tali movimenti. Per una
completa esposizione dell’argomento si rimanda al Capitolo 17.

Definizione 3.5 Il prodotto della matrice A= (&) € R™" con la matrice B= (bij) e R"P ¢ la matrice C=
(c;;) € R™Picui elementi sono dati da:

Gj = &by + @by + ..+ &by = Ty (3.5)

Per definizione quindi, si possono solo moltiplicare matrici di tipo particolare, ossia il primo fattore deve avere |l
numero di colonne pari al numero delle righe del secondo fattore. La matrice prodotto avra il numero di righe del
primo fattore e il numero di colonne del secondo fattore. Da questa affermazione segue che stiamo per definire un
prodotto non commutativo. A titolo di esempio, consideriamo il prodotto delle matrici:

1 -1 2 3
Az(iég), B=| 0 1 2 4].
3 5 79
Vogliamo definire una matric€ = (c;;) = ABe R?4 di cui calcoliamo in ordine gli elementi:

c,, Si ottiene sommando i prodotti degli elementi della prima riga don gli elementi della prima colonna Bi
€;=1-1+2-0+3-3=10.

c,, Si ottiene sommando i prodotti degli elementi della prima riga dion gli elementi della seconda colonna di
B:c,=1-(-1)+2-1+3-5=16 e cosi via. La matricE€ é dunque:

c_( 10 16 27 38
|22 31 60 86)

Per la sua particolare definizione, questo tipo di prodotto di matrici sigfm#otto righe per colonne

Osservazione 3.2E chiaro che il prodotto di due matrici quadrate dello stesso ordine & ancora una matrice dello

. . s . 1 2
stesso ordine, ma anche in questo caso non vale la proprieta commutativa, per esemeo:daé e

€3 4
0 1 . 4 7 3 4
B_( > 3)SI haAB_( 8 15)mentreBA_( 11 16)'
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Osservazione 3.3l prodotto di matrici ha singolari particolaria, per esempio:

(2 2)3 (3 2)

in assoluto contrasto con il solito prodotto di numeri reali in cuibe- 0 allora necessariamenteac= 0 o b = 0.

1
Esempio 3.10Si osserviche,datd = (1 2 3 4)eReB= g e R*1, allora: AB = (30) € R11,
4
mentre:
1 2 3 4
|24 6 8 4a
BA=l3 6 o 12|R™
4 8 12 16

Teorema 3.3 Per il prodotto di matrici valgono le seguenti proprieta:

1. la proprieta associativa(AB)C = A(BC), per ogni Ac R™", B e R™¥, C e R*P;

2. le proprieta distributive del prodotto rispetto alla sommaBA C) = AB+ AC, per ogni A« RP™ B,Ce

R™"e (X +Y)Z=XZ+YZ,perogni X,Ye R™", Z e R™X (si osservi la necessita di enunciare entrambe

le proprieta per la mancanza della proprieta commutativa del prodotto);

3. nel caso delle matrici quadrate, la matrice unitaslR"™" e I'elemento neutro rispetto al prodotto, ossia:

Al=1A=A, YAeR"".

DimostrazioneE lasciata per esercizio nei casi pitl semplici, per gli altri si rimanda al Capitolo 4.

3.2.1 | sistemi lineari in forma matriciale

Usando la definizione di prodotto di matrici, si pu6 scrivere in modo compatto un generico sistema lineare di

equazioni inn incognite del tipo (1.2). Siano:

&y & .- G
A-| B % % | g

8 G 8m

la matrice dei coefficienti,

X
X=|" |er
Xn
la matrice colonna delle incognite e
bl
B= b.2 e R™
bm

la matrice colonna dei termini noti, allora il sistema lineare (1.2) si pué scrivere come:
AX = B.
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3.2.2 La matrice inversa

Avendo introdotto il prodotto di matrici (che generalizza il prodotto di numeri reali) appare naturale introdurre il
concetto di inverso; a differenza del caso dei numeri € necessario prestare particolare attenzione alla definizione in
guanto il prodotto di matrici non é commutativo.

Definizione 3.6 Sia Ae R™" una matrice quadrata. A di dicewvertibile se esiste una matrice X R™" tale
che:
AX =XA=1, (3.6)

dove | indica la matrice unita di ordine n.

Teorema 3.4 Se esiste una matrice inversa dig®R ™", allora essa € unica.

Dimostrazione:Si supponga per assurdo che esistano due matrici diver¥¢  R™" che verificano la (3.6).
Allora:

X' = IX’ = (XAX’ = X(AX’) = XI = X
che é assurdo. Si ossservi che, nella dimostrazione, si é usata la proprietd associativa del prodotto df matrici.
La matriceX cosi definita di dicenatrice inversa di A e si indica conA™1.
Per la matrice inversa valgono le seguenti proprieta la cui dimostrazione € lasciata per esercizio.
Teorema 3.5 1. Se A, B= R™" sono due matrici invertibili, allora AB)~* = B1A™L.
2. (A"H~1 = A, per ogni matrice invertibile A.
Nei paragrafi successivi affronteremo il problema di calcolare I'inversa di una matrice, di conseguenza, si trattera
di trovare le condizioni affinché una matrice quadrata sia invertibile. Si consiglia, prima di continuare la lettura, di
svolgere il seguente esercizio.
Esercizio 3.1 Determinare le condizioni affinché la matrice:
A= ( a; ap )

8
sia invertibile e, in questi casi, calcolafe®. Si osservi che I'esercizio equivale a discutere e risolvere il sistema
lineare:

AX:( a1 ap )( X1 Xp2 ):( 1 O)
8 Ay X1 X 01

di quattro equazioni nelle quattro iNCOgNKe,, X; 5, X1, Xos -

3.2.3 Latrasposta di una matrice

Definizione 3.7 Data una matrice Ac R™" si definiscaraspostadi A, e la si indica confA, la matrice diR™™
che si ottiene scambiando le righe con le colonne della matrice A, in simboli sea;) allora 'A = (b;) e
b”- = a;, i=1,....,m, j=1,...,n.

1
Esempio 3.118eA=( i é Z)allora‘Az 2 .SeA=(1 2 3 4)allora’A=
3

[©20¢2 >N

A WOWN PR
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Osservazione 3.4Si osservi che se una matrice é quadrata, allora anche la sua trasposta é una matrice quadrata
dello stesso ordine.

Per la matrice trasposta valgono le seguenti proprieta la cui dimostrazione € lasciata per esercizio e si pué leggere
nel Capitolo 4.

Teorema3.6 1. {A+B)= A+'B, VYA BeR™"
2. (AA) = AA, VA€ R™" VA eR.
3. (AB) = BA, YAeR™"VBe Rk,

4. Se A= R™ ¢é una matrice invertibile e 2 é la sua inversa, allorg’d)~1 = {(A™1).

3.3 Matrici Quadrate di Tipo Particolare

1. Le matrici triangolari superiori del tipo:

&, 8, ... ... ... @
Q 8y SRRETITE 3

: . ‘. . : : c [Rn’n,
O 0 ... 0 ... a,

come é gia stato osservato nel Capitolo 1, ci permettono di calcolare agevolmente il loro rango. E facile
osservare che la somma di due matrici triangolari superiori € ancora una matrice triangolare superiore, lo
stesso per il prodotto di un numero reale per una matrice triangolare superiore. Molto pil sorprendente € il
fatto che il prodotto di due matrici triangolari superiori, entrambe dello stesso ordine, € ancora una matrice
triangolare superiore. Supponiamo, infatti, di calcol@re: (c;;) € R™" prodotto delle matrici triangolari
superioriA = (&) € R"MeB = (bij) e R"", Il fatto che A sia una matrice triangolare superiore equivale
aa; = 0 coni > j, analoga affermazione per la matriBe Per semplicita calcoliamo I'elemento,;

della matrice prodott€ = AB, lasciando il calcolo in generale per esercizio. Per definizione di prodotto di
matrici (3.5) si ha:

Cyy = A1y + 80, + ... 8 b, =0by; +a,,0+...+a,0=0.
Si possono definire in modo analogo le matrici triangolari inferiori, con proprieta simili a quelle descritte
nel caso delle matrici triangolari superiori.

2. Le matrici diagonali introdotte nellEsempio 3.6. La caratteristica principale di tali matrici € la loro analo-
gia al campo dei numeri reali, infatti il prodotto di due matrici diagonali € ancora una matrice dello stesso
tipo, avente ordinatamente sulla diagonale il prodotto degli elementi corrispondenti delle due matrici date. ||
rango di una matrice diagonale é pari al numero degli elementi non nulli della diagonale principale, nel caso
di rango massimo, I'inversa di una matrice diagonale ha sulla diagonale principale ordinatamente gli inversi
dei corrispettivi elementi della matrice data, (la verifica di queste affermazioni é lasciata per esercizio).

3. Le matrici simmetriche sono definite come I'insieme delle matrici quadrAtéali che:

A=A

Scrivendo esplicitamente la definizione data si ottiene che una matrice simmetrica é del tipo:

&y 8 ... Ay
Aol B B o3
aln a'2n qqn
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in altri termini, una matriceA = () € R™" é simmetrica se:
q; = &y, Vi,j=1,...,n.
Per esercizio si calcoli la somma di due matrici simmetriche, il prodotto di una matrice simmetrica per un

numero reale, il prodotto di due matrici simmetriche, la trasposta di una matrice simmetrica e si decida se si
ottiene ancora una matrice simmetrica.

4. Le matrici antisimmetriche sono definite come I'insieme delle matrici quadrAteali che:

A=-A

Scrivendo esplicitamente la definizione data si ottiene che una matrice antisimmetrica é del tipo:

0 A, ... &,
A=| 22 O .. B
-, -a, ... O

in altri termini, una matriceA = () € R™N é antisimmetrica se:
a;=-a;, VYij=1....n,
quindia; =0, i = 1,...,n. Per esercizio si calcoli la somma di due matrici antisimmetriche, il prodotto di

una matrice antisimmetrica per un numero reale, il prodotto di due matrici antisimmetriche, la trasposta di
una matrice antisimmetrica e si decida se si ottiene ancora una matrice antisimmetrica.

5. Le matrici ortogonali sono definite come I'insieme delle matrici quadrate R ™" tali che:

'AA= |

con| matrice unita di ordinen. Si verifichi per esercizio che ogni matrice ortogonale € invertibile e che

la trasposta di una matrice ortogonale é una matrice ortogonale. Si verifichi inoltre che il prodotto di due
matrici ortogonli € ancora ortogonale e I'inversa di una matrice ortogonale é ortogonale. Si decida se tale
proprieta é ancora valida per la somma di due matrici ortogonali e per il prodotto di una matrice ortogonale
per un numero reale qualsiasi. L'esercizio € risolto nel Capitolo 4.

3.4 Le equazioni matriciali

Perequazione matricialesi intende un’equazione le cui incognite sono matrici. Se si escludono gli esempi banali

di equazioni lineari (ogni numero reale puo essere considerato una matrice), abbiamo gia studiato nel Paragrafo
3.2.1 un esempio di equazione matrici&® = B conA € R™" X € R™,B € R™! risolvendo un generico
sistema lineare. In questo paragrafo ci occupiamo dello studio di un’equazione del tipo:

AX =B (3.7)

conAe R™" X € R"P,Be R™P. Le incognite sono, quindi, gli elementi .
Si osservi che, se si € in grado di risolvere I'equazione (3.7), si € anche in grado di risolvere un’equazione del tipo:

YC=D (3.8)

con incognitaY ; infatti operando con la trasposta su ambo i membri di (3.8) ci si riconduce a (3.7), avendo cura di
notare che 'incognita ricavata safé.

Scrivendo esplicitamente (3.7) ci si riconduce alla risoluzione di un sistema lineare. Infatti posti:
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&, 8p - & X1 Xppo - Xqp
Ao I S A T S I B
8y G - Gy X X2 o Xip
b, by, ... blp
N L P
R R O

la prima riga del prodotté&\X = B corrisponde al seguente sistema lineare di p-righe:
Ay1Xqp + 8ypXo1 F -+ ByXy = Dyg
81X + BypXop + -+ BgpXp = Dy (3.9)
A1 Xqp + yXop + -+ ypXp = blp.

Mettendo in evidenza le righe & e di B nel modo seguente:

X, X X2 e Xy B, by b ... by
X = XZ —| % X2 e %2 , B= 32 = b?l b.22 e b?p ,
X X X2 -0 Xp B, Py b -or Byp

il sistema (3.9) si puo scrivere come:
a Xy +a,X, +...+3,X, =B;.

Ripetendo lo stesso calcolo per le altre righé\i = B si ottiene che tale equazione matriciale equivale al sistema
lineare di equazioni vettoriali:

a; X, +aX, +...+9, X, =B;

X, +a,X, +...+3,,X, =B,

Ay Xy +apX, +.. 8, X, = By,
con incognite le righeX,, ..., X, . Peril Teorema 1.2 di Rouché—Capelli, essendo tale sistema equivalente ad un
sistema lineare din x p equazioni inn x p incognite, esso ammette soluzioni se e solo se il rango della matrice

dei coefficientiA e il rango della matrice complet&lB) coincidono. Si procede, pertanto, alla riduzione per righe
della matrice completa:

o

e by
2 e by

8 8w -+ Gmn | b B .o by

a; , ... &, | by
@B =| %1 ¥ o | ba

-.U

Si distinguono tre casi:
i) rank(A) + rank/AlIB): non esistono soluzioni;
i) rank(A) = rankAIB) = n ossia il numero dei vettori incogniti: esiste una sola soluzione;
iii) rank(A) = rankAlB) = k < n: esistono infinite soluzioni che dipendonola k vettori.
Esempio 3.12Per determinare le soluzioni dell’'equazione matricid¥e = B, con:
2 3 1 1 2 2
10 l], B:[O 1 —1]

0 3 -1 1 0 4

A=
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si procede con la riduzione per righe della matrice compl&id), per esempio nel modo seguente:

23 1|1 2 2 . 23 1|12 2
AWB=|10 1|01 1|, =7 - 103-1/10 4|
03 -1|10 4) ™2™ 203 -1|10 4

da cui si deduce che rat® = rankAIB) = 2; si ottengono cosi infinite soluzioni che dipendono da un vettore
libero. Ponendo:
Xl
X = [ X, ] e R%3
X3

la matrice(AIB) ridotta per righe da luogo al sistema ridotto:

2X,+3X,+X, = (1,22
3X, - X, (1,0,4)

le cui soluzioni sono:

X, =(a,b,0

X, =(-3a+1,-3b+1,-3c+3)
X;=(3a-1,3b,3c-4), Va,b,ceR.

3.4.1 Calcolo della matrice inversa, primo metodo

Come immediata conseguenza del paragrafo precedente procediamo al calcolo dell'eventuale matrice inversa di
una matrice quadrata = () € R"" risolvendo I'equazione matriciale

AX =1.
Dobbiamo, quindi, ridurre per righe la matrice completa:

Ay a5 ... | 1
Ah=| %1 %2 o 3|0

a; a, ... 4,/ 0 0 ... 1
E evidente che rarik|l) = n, infatti si ha l'importante:

Teorema 3.7 Data A R™" si ha:
A & rankA) = n. (3.10)

DimostrazioneSe esisteA™! allora rankA) = n é ovvia conseguenza dell'osservazione che precede I'enunciato
del Teorema. Il viceversa non pué essere dimostrato a questo punto del corso, si rimanda, pertanto al Capitolo
11. Infatti se rankd) = n allora esiste una sola matricé € R™" tale cheAX = | (per il Teorema 1.2 di
Rouché-Capelli), ma per dimostrare che an¥i#e= | e dedurre quindi chX = A~ si deve risolvere I'equazione
matriciale’AX = |. Pertanto é necessario dimostrare che ariH®a lo stesso rango @i, oggetto del Teorema

24.1 .1

Segue un esempio di calcolo della matrice inversa usando il metodo qui indicato. Un secondo metodo saréa spiegato
nel Paragrafo 24.1.

Esercizio 3.2 Se esiste, determinare I'inversa della matrice:

00 2 0
10 0 1
A=l -1 3 o0
2 1 5 -3
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Procediamo alla riduzione per righe della matriéd ), il calcolo del rango diA € contenuto in questo procedi-
mento.

0 02 0[1000 1 00 1[0100
100 1/{0100| — |0-130[0010 —
Ry = R Ry = SRy

013 0[0010[RSR|[0 0 2 0|1000|g_ g%0p

2 1 5-3/0001 2 1 5-3/000 1

10 o0 1101 0 0 100 110 1 0 0

—

00 10200 of*RRloo 1 0/lo 0 o
2 2

0 -1 55|45, o 1 00 -85|¢g 5 1 4
01300010

-

Ri28R*R | o 0 1 o %o 0 o

00 0 504 21 1

A questo punto dell’'esercizio si deduce che 1@)k= 4, pertanto la matricé é invertibile. Per calcolare diretta-
mente I'inversa conviene procedere riducendo ulteriormente la matrice a sinistra come descritto nel’lEsempio 1.8
nel Capitolo 1. Dall’'ultimo passaggio segue:

4 3 1 1
01 0 0O £ E E B
10 0 1 1000 °° 553
0 0 -1 0 3
— 01 -30 — o100 3 0 -10
1 R, - R, + 3R,
R,-» =R b
1 400102000Rl—>Rl—R40010%000
4 2 1 1
000155‘5‘5 o001l , , .
5 5 5 5

Si legge cosi a destra, nell'ultimo passaggio I'espressionfe 8] infatti le operazioni di riduzione che iniziano
dalla matrice complet@A|l), essendo rarfl) = rankAll) = n non possono far altro che portar¢lfd —1). In altri
termini dall’equazione matricial&X = I, moltiplicando a sinistra pe& ! si ottienelX = AL,

Esercizio 3.3 Data la matrice:

1 -3 1 2

h 0 0O
A=l1 100

0 0 0 h

stabilire per quali valori dh € R esiste la sua inversa. Determinare esplicitaméntequando possibile:
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Procediamo, come nell’esercizio precedente, alla riduzione per righe della matrice capleta

1 -3 1 2|1
h 0 0 OO
1 -1 0 0] O0
0 0 0h|O
1 -3 1 2|1
0O -2 1 2|1
0 -3h h 2h| h
0O 0 O h|oO

[cNeN T Ne)
O, OO

0 N 1

0 0

0 R, - hR -R, 0

1 R; » R — Ry 0

0 O

-1 0 —

0 0| Ry—»2R;—-3hR,
0 1

(o NNl

1
h
1
0

0
-1
0
0

0 O
0 O —
-1 0| RRsR,
0 1
1 0 0 O
1 0 -1 0
-h -2 3 0|’
O 0O 0 1

a questo punto si deduce che re®k= 4 se e solo sé # 0, quindi solo in questo caso eside!, assumiano
percioh + 0 e procediamo con la riduzione per ottenere la matrice inversa:

Ry

1
R2—>R2+§R3
R, = R - Ry

R, - R, + 3R,
R, - Ry — 2R,

1 0 0 O
2
1 1
12930
2
1 £ _
5 - 30
1 1
0 0 0 =
2
0 -2 3 o0
0 h
1
- 1
0| 0 = 0
1 2 2
1 - 30
0 1
1
0 0 o0 -
o X o0 o
0 h
1
0| 0§ -1 0
0 2 2 |
1 £ 3 _=Z
h 3R
1 1
00 0 -

A1 silegge a destra nell’ultimo passaggio di riduzione.
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3.5 Latraccia di una matrice quadrata

Definizione 3.8 Sia A una matrice quadrata, di ordine n, ad elementi reali. Si defirtisoeia di A, e si indica
contr(A) la somma degli elementi della sua diagonale principale. Se(4;;) allora:

tr(A) = aj, + 8y, + ...+ 8y, = 5, 8. (3.11)

Si ha il seguente:

Teorema 3.8 1. tr(A+ B) = tr(A) + tr(B);
2. tr(kA) = ktr(A);

3. tr(AB) = tr(BA),
per ogni A, Be R™", per ogni ke R.

DimostrazioneE quasi un esercizio ed é riportata nel Capitolo 4
Come immediata conseguenza dell’ultimo punto del precedente teorema si ottiene:
tr(P~AP) = tr(A), (3.12)

per ogniA € R™" e per ogni matrice invertibil® di R™", proprieta che sara molto importante nel Capitolo 18.

3.6 |l Determinante

Scopo di questo paragrafo é associare ad ogni matrice quadrata un numero particolateteletimante della
matrice in modo da dimostrare il seguente:

Teorema 3.9 Una matrice quadrata A € invertibile se e solo se il suo determinante non & nullo.

Introdurremo la definizione di determinante in modo “sperimentale” senza troppo rigore matematico; per una
discussione precisa e per la dimostrazione di tutte le proprieta si imanda al Capitolo 23.

Il determinante di una matrice quadrata & una funzione dRt"" — R che verifica queste prime proprieta:
1. Sea € un numero reale, ossia una matrice quadrata di ordine 1, alloaa=cket

&3 8

a; a
2. SeA= ( 11 ) allora detA = = @18y, — A1,y -
8 8

8 8y

Osservando con attenzione lo sviluppo del determinante nel caso della matrice quadrata di ordine 2, si nota che
compaiono 2 addendi, ciascuno dei quali € il prodotto di due fattori, ciascuno dei quali inizia con la sequenza
(1,2) seguita dalle 2 permutazioni dl,2): (1,2) e (2,1), la prima permutazione (pari) impone il segno positivo
alladdendoa,,a,,, la seconda permutazione (dispari) impone il segno negativo all’addepdsg, .

Possiamo cosi indovinare la legge del determinante di una matrice qualsiasi. Per capire meglio, controlliamo

ancora il suo sviluppo del determinante nel caso delle matrici di ordine 3. L'esempio che segue riassume, nel caso
particolare dell’ordine 3, la teoria dei determinanti delle matrici di ordirehe stiamo per esporre. Si consiglia

di studiarlo con grande attenzione e farne riferimento per dimostrare le proprieta generali dei determinanti che

verranno man mano esposte.

Esempio 3.13E noto dal calcolo combinatorio che le permutazioni dei numgtj3 sono 3!= 6, tre di esse sono
pari (le permutazioni circolari) e precisamentg; 2, 3), (3,1, 2), (2, 3, 1) e tre sono dispari(1, 3, 2), (3,2, 1), (2, 1, 3).
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Pil precisamente, se a partire dalla te(hg2, 3) si perviene alla tern@2, 1, 3) si € effettuato un@cambioche
comporta un segno negativo associato alla permutaziyre3); effettuati due scambi si ha segno positivo e cosi
via. Per meglio visualizzare le permutazioni e contare il numero degli scambi intermedi in modo da ottenere il
segno della permutazione finale € utile la classica notazione del calcolo combinatorio:

1 2 3
2 1 3)
Infatti una permutazione di, 2, 3 non é altro che una funzione biiettiva dall’insiefig2, 3} in sé.

Parafrasando lo sviluppo del determinante di una matrice quadrata di ordine 2, “indoviniamo” lo sviluppo del
determinate di una matrice quadrata di ordine 3, ponendo:

d, 3 a3
B @y Q3 | = A18pydzz t 138183y T 81583831 — 8118383y — A13995837 — A158r1333
831 3 Az

= 2, €(0)8,1)89,(2) 8353

doveo indica una qualsiasi permutazione dei numef, B e €(0) il suo segno. Si osserva che, per costruzione,
ogni addendo contiene un elemento appartenente a ciascuna riga e a ciascuna colonna, in altri termini in ogni
addendo non esistono due elementi appartenenti ad una stessa riga o ad una stessa colonna.

Possiamo, quindi, enunciare la definizione di determinante di una matrice quadrata dinordine
Definizione 3.9 1l determinante di una matrice quadrata A (aij) di ordine n é dato da:
detA = X, €(0)31,1)820(2) - - + () (3.13)
doveo indica una qualsiasi permutazione dei numgr®, ..., n ee(o) € il suo segno.
Da questa definizione di deducono le seguenti proprieta.

Teorema 3.10 1. Sia A una matrice quadrata di ordine n avente una riga (oppure una colonna) formata da
tutti 0, allora detA = 0.

2. detA = det 'A. Da questa proprieta segue che ogni affermazione dimostrata per le righe di una matrice é
anche valida per le colonne.

3. Se Ac R™" & una matrice triangolare superiore allordetA = a,,;a,,...4a,,, la stessa proprieta vale nel
caso di una matrice triangolare inferiore.

Dimostrazione:. E una ovvia conseguenza della Definizione 3.9 e dell’'osservazione nell’Esempio 3.13.

2. Consideriamo il caso del determinante di una matrice di ordine 2, il caso generale é una generalizzazione di
guesto ragionamento. Come gia osservato, in questo casé:=da{,a,, — a,,8,,, mentre

8, 8y
12

t _ _ _ _ .
det’A= = 8918y — A1@yp = 8418y — Apdy; = detA;

infatti il determinante della matrice trasposta si ottiene semplicemente applicando la proprieta commutativa del
prodotto ad ogni addendo.

3. Dimostriamo per semplicita la proprieta nel cascdde R*# e lasciamo al lettore la dimostrazione nel caso

generale. Sia:

Q; 8y @3 Ay
0y ay a
0 0 ag a
0 0 0 ay

A=
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dalla definizione di determinante (3.13) si ha:
detA = £, €(0)ay,(1) 202,303 Qo)
L'unico elemento non nullo dell'ultima riga &,,, quindi la formula precedente si riduce a:
detA = X, €(0)ay,1)325(2) 3303 Raas (3.14)

con o permutazione dei numeri, 2, 3. Di nuovo, 'unico elemento non nullo di tale somma, appartenente alla
terzariga, éa,,, quindi (3.14) si riduce a:

detA = X, €(0)ay,(1) 82233384
con o permutazione dei numeri 2. Procedendo allo stesso modo si perviene alla tgsi .

E di importanza fondamentale il teorema che segue:

Teorema 3.11Sia A una matrice quadrata di ordine n ridotta per righe, allora:
ranklA) =no detA+ 0 (3.15)

e, analogamente:

rank(A) < n < detA=0. (3.16)

Dimostrazione:Ovvia dal fatto che il determinante di una matrice quadrata ridotta per righe é data dal prodotto
degli elementi della diagonale principale, come osservato nel Teorema 3.10.

Il teorema che segue permette di estendere il risultato precedente ad una matrice qualsiasi.

Teorema 3.12 1. Moltiplicare il determinante di una matrice per un numerce R equivale a moltiplicare
tutti gli elementi di una sua riga (o di una sua colonna) per

2. Scambiare tra di loro due righe (o due colonne) di una matrice equivale a cambiare segno al suo determi-
nante.

3. Una matrice con due righe (o due colonne) uguali ha determinante nullo.

4. Se allariga Rdi una matrice si sostituisce la particolare combinazione lineaferRR; (dove R indica
unariga parallela) il determinante non cambia, analoga proprieté vale per le colonne.

Dimostrazione:

1. E ovvio dalla definizione di determinante.

2. E conseguenza della definizione di determinante e del fatto che lo scambio di due righe comporta il cam-
biamento di segno di ciascuna permutazione. Per esempio, nel caso della matrice quadrata di ordine 2 si
ha:

8, 8

= Qy18y, — QA
11%22 12421
Ay Ay

invece

B @y

ay A = 81815 — 88y = —8118pp + 898 -
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3. Segue dalla proprieta precedente, infatti scambiando le due righe (colonne) uguali si ottiene la stessa ma-
trice, se prima dello scambio il suo determinate &ralopo lo scambio esso diventerd (per la proprieta
precedente), ma poiché la matrice non canmibia—A, da cui la tesi.

4. Calcoliamo il determinante di una matrice quadrata di ordingettendo in evidenza le sue righe e I'opera-
zione richiesta.

Ry R, Ry

R, + AR, . R,
: = +A|

R; R, R;

R, R, R,

l'uguaglianza precedente € una evidente conseguenza della definizione di determinante, quindi la tesi segue
dalla terza proprieta ]

Come ovvia conseguenza del teorema precedente si ha:
Teorema 3.13 Sia A una matrice quadrata di ordine n allora:
rankA) = n< detA+ 0 (3.17)

e, analogamente:

rank(A) < n < detA=0. (3.18)

Osservazione 3.5Quando si riduce una matrice quadrata allo scopo di calcolarne il determinante si pué procedere
(a differenza del caso del calcolo del rango) operando indifferentemente sia sulle righe sia sulle colonne.

Esercizio 3.4 Calcolare il determinante della seguente matrice, riducendola a forma triangolare superiore:

1 -1 2 1
31 1 2
A= 2 2 -2 1
1 0 1 -1
Per esempio si pu6 procedere come segue:
1 -1 2 1 -11 2 1 . -1 1 2 1
31 1 2 _)—1312R—>R+RO433
2 2 -2 1]|CsC 2 2 -2 1 R2—>R2+2R} 0 4 2 3
1 0 1 -1 0O 1 1 -1 =% "' "1]0 11-1
-1 1 2 1
— -1 1 2 1
0 4 3 3 — 1
R3—>R3_1R2 0 0 -1 O R3—>—R3 _4_1 8 g i g
R,»R,—-R 1 71 R -4R
4 47221 0 0 = -= 4 4 0O 0 1 -7
4 4
-1 1 2 1
— _1. 0 4 3 3 _7
R,-R,-R;, 4/ 0 0 1 0]
0 0 0 -7
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Il Teorema che segue stabilisce importanti proprieta del determinante in relazione al prodotto di una matrice per
uno scalare, al prodotto di matrici e alla somma di matrici.

Teorema 3.14 1. defAA) = A"detA, YAeR"" VA eR;
2. Teorema di Binet de{AB) = detAdetB, VA,BeR™";
3. Se A é una matrice invertibile, allo@detA1 = (detA)1;

4. In generale:defA + B) + detA + detB con A, Be R™".
Dimostrazione:

1. E ovvia dalla Definizione 3.4 di prodotto di un numero reale per una matrice e dalla definizione (3.9) di
determinante.

2. Sitratta di una proprieta sorprendente e di difficile dimostrazione. E vera nel caso di matrici triangolari su-
periori, ricordando che il prodotto di due matrici triangolari superiori € ancora una matrice dello stesso tipo
e che il determinante di una matrice triangolare superiore é il prodotto degli elementi della diagonale princi-
pale (lo stesso é anche vero nel caso delle matrici triangolari inferiori). Nel capitolo 18 si dimostrera questa
proprieta nel caso delle matrici diagonalizzabili, ma solo nel Capitolo 23 si arriverd ad una dimostrazione in
generale.

3. E una conseguenza del Teorema di Binet applicadda = | con| matrice unitd. Si ha détdetA! =
detl = 1 da cui la tesi. Si deduce, da tale proprietd, che:

se A e R™" é invertibile, allora def = 0.

4. E sufficiente un controesempio, si considerino a questo scopo le mPatrh(i é i ) B= ( j, _52 ) N |

3.6.1 | Teoremidi Laplace

Esempio 3.14Consideriamo lo sviluppo del determinate di una matrice di ordine tre descritto nel’Esempio 3.13
e svolgiamo qualche calcolo.

8, ap 3
B @ Q3 | T A18prdzz t 138183y T 81583831 — 8118383y — A13995837 — 31581333
831 a3 Aagg

= 8414(8py833 — Ay383p) — 8y9(8g1833 — By38gy) + 813(8183, — BnyB3y)

a. a. a. a. a. a.
_ by A3 by A3 by Ao
=4 a. | &2 a.. | Tés a
8y g3 8 833 & g
a. a a. a a. a
_ 12 3 11 43 11 Qo
=33 a. |~ %2 a. | T s a
&, 8y 8 8y B @y
_ & a3 a; a3 a; a3
%2 o ag | T ay, a 2| a, a
b1 33 b1 33 b1 3

Il calcolo precedente permette di indovinare una regola di calcolo del determinante, valida per le matrici di ordine
n. Per fare cié conviene introdurre alcune definizioni.

Definizione 3.10Sia A= (a;;) € R™", si chiamaminore dell’elemento ! della matrice A il determinante M
della matrice di ordine »- 1 che si ottiene da A togliendo I'i-esima riga e la j-esima colonna.
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Esempio 3.15Data la matrice

1 2 3 4
A_|S> 6 7 8

9 10 11 12

1 -2 3 -4

il minore M, €:

5 7 8
Mp,=|9 11 12|=64

1 3 -4

Definizione 3.11Sia A= (&) € R™", si chiamacofattore o complemento algebricadell’elemento 3 il numero
C,; definito da:
C, = (—1)”1Mij.

Esempio 3.16Nell’Esempio 3.15 il cofattore dell’elementn;, € C;, = -M,, = —64.
L'Esempio 3.14 suggerisce il seguente importante teorema per il calcolo del determinante di una matrice quadrata.
Teorema 3.15 Primo Teorema di Laplacell determinante di una matrice quadrataA(a;;) € R™" e dato da:

detA = Xp 13y Cy = Zf18,,Cyj- (3.19)

In altri termini, fissata la riga i-esimadetA si ottiene moltiplicando gli elementi di tale riga per i rispettivi
cofattori, inoltre tale calcolo non dipende dalla riga scelta. L'ultimo membro di (3.19) afferma che tale proprieta
vale anche per la j-esima colonna.

DimostrazioneE un calcolo che segue da (3.13), allo stesso modo con cui & stato condotto nellEsempio 3.14.

Esempio 3.17Usiamo il Primo Teorema di Laplace per calcolare il determinante della matrice oggetto dell’'Eser-
cizio 3.4. La presenza del numero 0 al pogt8) di tale matrice suggerisce di sviluppare il determinante rispetto
alla seconda colonna oppure rispetto alla quarta riga. Scriviamo esplicitamente entrambi i calcoli:

31 2| |1 2 1 12 1
detA=|2 -2 1 |+[2 -2 1[-2[3 1 2
1 1 1| |1 1 1 11 -1
2 1| |2 1 2 -2
RS FIE R
-2 1,2 1,2 -2
1 1 1 -1]7|1 1
1 2 3 2,31
R B HEAR
-1 2 1| |1 -1 1] |1 -1 2
=-|1 1 2(-|3 1 2[-[3 1 1|
2 21| |2 2 1| |2 2 -2

si lascia la conclusione dei calcoli al lettore, osservando pero che la determinazione dello stesso determinante
condotta nell’Esercizio 3.4 & stato molto piu agevole.

Teorema 3.16 Secondo Teorema di Laplacén una matrice quadrata A= (a;;) € R™" la somma dei prodotti
degli elementi di una riga (o colonna) per i cofattori di una riga (0 una colonna) parallela é zero, in formule:

D3y Cy = ZnganCy =0, i # | (3.20)
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Dimostrazione:E una evidente conseguenza del Teorema 3.12, secondo punto, infatti (3.20) si pud interpretare
come lo sviluppo del determinante di un matrice in cui, nel primo caso, lajrdgaima coincide con la riga
i-esima e nel secondo caso, la colorjrasima coincide con la rigaesima . ||

3.6.2 Calcolo della matrice inversa, secondo metodo

In questo paragrafo si introdurra un altro metodo di calcolo della matrice inversadi una matrice datad,
facendo uso della nozione di determinante. Iniziamo, a tale, scopo, con la definizione di una matrice particolare
associata ad una qualsiasi matrice quadfata

Definizione 3.12Data A R™", si consideri la matrice B= (Cij) € R™" avente ordinatamente come elementi i
cofattori di A, la trasposta di tale matrice prende il nomeadigiuntadi A e si indica coradjA).

1 2 3
A=l -1 2 5

0 1 2

Esempio 3.18Data:

la sua aggiunta é

-1 -1 4
adiph=| 2 2 -8|.
-1 -1 4

Teorema 3.17 Sia A una matrice quadrata di ordine n, getA + 0 allora esiste l'inversa di A e:

Al= 5 1t Aadj(A) (3.21)

DimostrazioneSiaB = (b;;) = madj(A), il teorema € dimostrato s&B = (c;;) = |, in altri termini sec;; = ¢;;,
doved;; € il simbolo di Kronecker, ossig; =1 ed;; = 0, i # j. Calcoliamo:

G = ZE:laikbik detA=1;

—— =

detA tA 184G = Fora tA

la precedente uguaglianza segue dal Primo Teorema di Laplace.
n

Cj = Zk=1dy by = de tAZk 13, Cy =0

per il Secondo Teorema di Laplacq.

Osservazione 3.6l Teorema precedente, insieme con il Teorema 3.14 e il Teorema 3.11 permettono di concludere
che, nel caso di una matrice quadrate R™":

JA ! o detA # 0 = rankA) = n. (3.22)

Esempio 3.19E agevole applicare il metodo di calcolo della matrice inversa appena introdotto nel caso di una
matrice quadrata di ordine 2, infatti se
A:( a; ap )
81 8y

1
detA

e detA £ 0 allora:

Al 8y 9

=8 8
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Esempio 3.20Considerata la matric& descritta nel’Esempio 3.2, calcoliamone l'inversa usando il procedimento
descritto. Si tratta di calcolarne il determinante e poi 16 determinanti di matrici quadrate di ordine 3, quindi la
matrice aggiunta. Si ottiene:

86 2 2
. 1115 0 -10 o0

_l_ _ =
AT =115 0 0o o
8 8 -2 -2

3.6.3 Il Teorema di Cramer

E conseguenza del paragrafo precedente un metodo di calcolo che permette di risolvere i sistemi lineari che hanno
il numero delle equazioni pari al numero delle incognite, del tipo:

(3.23)

La matrice dei coefficienth = (a;;) € R™" é quadrata, se dét+ O allora il sistema (3.23) € compatibile (questa
affermazione segue dal Teorema 1.2 di Rouché—Capelli), in notazione matriciale (cfr. Paragrafo 3.2.1) (3.23)
diventa:

AX =B, (3.24)

dove X € R™ é la matrice dei coefficienti 8 € R™. Poiché def + 0, A é invertibile, possiamo moltiplicare
ambo i membri di (3.24) peA, ottenendo cosi:

X =AB. (3.25)

Dal Teorema 3.17, sostituendo I'espressionadi, si ha:

Xy Ciu Cun oo Gy (b
x=|% |= —1 C.12 C?Z C!‘Z p2
: detA : : : :
Xn Cln C2n e Cnn bn
da cui, uguagliando, si ricava:
b, a; A
X = 1 1b, &, %n
17 detA :
b, ap 8

e, in generale:

a, a, ... b ... a,
X = —— %1 o - b2 o0 G

ay a8y .- b ...oa,
dove I'i-esima colonna é quella dei termini noti. La formula precedente, che permette di determinare le soluzioni
(una per volta) del sistema lineare del tipo (3.23) aventé\de0d, & nota com&eorema di Cramer.

Esempio 3.21Dato il sistema lineare:

3X; + 2%, —5%X53 =1

2% =X+ X3 =0
X+ 3K —2%; =4

il determinante della matrice dei coefficienti:
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2 -1 1
detA=|3 2 -5(=28+0
1 3 -2

quindi esiste una sola soluzione che puo essere determinata usando il Teorema di Cramer nel modo seguente:

Lo 11 2 0 1 L2 1o
x,= |1 2 5|, %=—|3 1 5|, x=--03 2 1
2814 3 -2 2811 4 -2 2811 3 4

Non é difficile osservare che il il Teorema di Cramer, appena dimostrato nel caso dei sistemi lineari compatibili,
aventi pero lo stesso numero di equazioni e di incognite, pué essere agevolmente esteso anche ad un qualsiasi
sistema lineare compatibile, infatti vale il Teorema seguente.

Teorema 3.18 Ogni sistema lineare compatibile é di Cramer.

DimostrazioneSia AX = B un sistema compatibile cohe R™" X € R™, B € R™ e siar = rankA, B). Non

€ restrittivo supporre che le primrerighe della matrice completa siano l.i. (eventualmente permutando 'ordine
delle equazioni). Supponiamo, quindi, di avere un sistema equivale®& adB con matrice completéA’, B').
Dalla matriceA” é possibile estrarre una matrice quadi@tei ordiner con determinante non nullo. Portando a
secondo membro le colonne Al diverse da quelle dT si ottiene la matrice completa di un sistema di Crampr .

Esempio 3.22Si consideri il sistema lineare:

X+3y+z=-1
-X+2y-2z2=0,

osservato che il rango della matrice dei coefficienti € 2 e assuiotene incognita libera, il sistema dato si pué

scrivere:
X+3y=-z-1
X+ 2y =2z
Tale sistema (quadrato) é di Cramer per%h_él g l = 5. Le soluzioni sono:
-z-1 3 1 -z-1
3 z 2| 2 -1 z 1
X=—"% %5 YT 5  ~7F
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Per saperne di piu sulle matrici

Esercizio 4.1 Si dimostri che:
(ABIC = ABC), YAcR™"V¥BeR"P,VC e R

Soluzione:Siano A = (@) € R™N B = (bij) e R"P, C = (c)) € RP!: Allora AB = (dij) e R™Pe dij =
Zﬂzlaikbkj. (ABIC = (g)) € R™' con 8 = Zﬁzldihchj = Zﬁzl(ZEzlaikbkh)chj = Zﬁzlzﬂzlaikbkhchj che é l'espres-
sione del generico elemento della matrice a primo membro. Per il secondo membrd€l ha(:fij) e R™ con
fij = Zhabycy;. quindi: ABC) = (g;) € R™ doveg; = Skeagy fij = Sheady (BhabyCy) = SkeaZhoadybyCr;.
da cui segue la tesi.

Esercizio 4.2 Si dimostri che:
‘AB) = B'A, VAeR"P, VBeRP™

Soluzione:Date la matriciA = (&), i=1...,n, j=1,...,peB= (bij), i=1...,p, j=1,...,milloro
prodotto € la matric€ = AB=(c;;), i=1,...,n, j=1,...,mdi R"™ dovec;; = Zlea,»kbkj. La matrice a primo
membro'(AB) = (d;;), i=1,...,m, j=1,...,ndi R™" ha elementi del tipod;; = c; = Zleajkbki.

La matrice'A = (&), i=1,...,p,j=1,...,ndi RP" ha elementi del tipoe”- = a. La matrice’B = (fij), i =
1,...,m,j=1,..., pdi R™P ha elementi del tipof;; = b;. La matrice prodottdB ‘A = (g, i = 1,...,m, ]

1,...,ndi R™" ha elementi del tipog;; = Zlefikekj = EIE:lbkiajk = EIE:lajkbki, da cui la tesi.

Esercizio 4.3 Si dimostri che:
(A= YA,

per ogni matrice invertibilé € R™",
SoluzioneSi tratta di dimostrare chgA1) é I'inversa di(A), infatti:

CADA) = (AN = Y =1,

Esercizio 4.4 Dimostrare le principali proprieta delle matrici ortogonali.

Soluzione:1l prodotto di due matrici ortogonali € una matrice ortogonale, infatti’sgé = | e BB = |, allora
Y{(AB)(AB) = B(AAB = BB=1.

In modo analogo si dimostra che I'inversa di una matrice ortogonale é una matrice ortogonale.

Da'A = A segueA =! (A1) da cui si ottiene che anch& é una matrice ortogonale.
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Il determinante di una matrice ortogonale valg, infatti da 'AA = | segue dgf)? = 1. D’altra parte esistono
1

1

Si osservi che la matrice unitaé ortogonale, mal2non lo é, quindi I'insieme delle matrici ortogonali non é
chiuso rispetto alla somma, ovviamente neanche rispetto al prodotto per scalari.

matrici aventi determinantel senza essere ortogonall, peresem I(b

Esercizio 4.5 Dimostrare che:
tr(AB) = tr(BA), VA,BeR™".

SoluzioneGli elementi della diagonale principale del prodo#B sonoc; = Zh-1a,by,;, quindi:
tr(AB) = I1L1Gy = Zf 11 8by-
D'altra parte, sianal; gli elementi della diagonale principale del prodoB8, si ha: d;. = Zk-1b,a,;, la traccia

diventa:
tr(BA) = X110 = Z e 1Brmicm

da cui segue la tesi.
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Matrici e Determinanti — Esercizi

5.1 Esercizi

[1] Dopo aver verificato che la matrice:

@ invertibile, calcolareA1.

[2] Dopo aver verificato che la matrice:

& invertibile, calcolarea—1.

[3] Data la matrice:

A=

1 2 3
0 1 2|,
-1 4 h

al variare del parametro realediscutere I'esistenza della matriée® e calcolarla, quando & possibile, usando
due metodi diversi.

[4] Data la matrice:

1 -3 1 2

h 0 0O
A=l1 100

0 0 0 h

determinare i valori dh per cuiA & invertibile, e in questi casi, scrivefe™.

[5] i) Stabilire per quali valori dh € R la matrice:

A=

NEF RPN
PR OPR
b2 OopRr

WONPF
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e invertibile.
if) Postoh = 0, determinare I'inversa dA.

[6] Stabilire per quali valori dh € R la matrice:

0 h1o0
0 1 2 1
A=l hi1 0 0 0
0 21 3

e invertibile.

Calcolare il determinante delle seguenti matrici, riducendole, eventualmente, a forma triangolare superiore.

0 2 -1 -3
4 1 0 0
[TA=l 5 1 1 o
1 0 -2 0
1 2 3 4 -1
5 26 0 -1
8] A=| 2 -3 4 -1 7
01 2 3 4
1100 0
00 0 1 2
1 3 2 -1 0
O] A=| 4 3 2 1 5
1 12 1 3
0 2 3 -1 4
1 2 3 -4
2 03 -4 1
[0 A= 5 4 1 2
4 1 -2 3

k+1 k+2 k+3
[11] A= 1 2 3
1-2k 2-2k 3-2k

X Xx—1 x-2
[12] A= 1-x 2-x 3-x |.
4 5 6
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11 0 X 2
A=l1 0 -1 |, X=|x| B=|3],
0 -1 a-2 X, a

determinare le soluzioni del sistema line@x€ = B, al variare dia in R. Quando é possibile effettuare il calcolo
delle soluzioni anche usando il Teorema di Cramer.

2 -3 1 X, 4
1 a?2-14 4|, X=|x% |, B=|a+2 |,
-1 5 3 X, 2

determinare le soluzioni del sistema line@ = B, al variare dia in R. Quando é possibile effettuare il calcolo
delle soluzioni anche usando il Teorema di Cramer.

[13] Date le matrici:

[14] Date le matrici:

A=

[15] Date le matrici:

2 3 -2 1 il
A= 4 -6 1 -2 x=[2]|

6 -9 -1 -1 3

Xy

1 1 0
B,=| 2|, B,=|2]| By=|0
0 3 0

determinare le soluzioni dei sistemi line&X = B,, AX = B,, AX = B;.

[16] Determinare le soluzioni del seguente sistema lineare, al varidgréndiampo reale:
-1 2h 3-2n? Xy 2h
1 h 2 X [=] 1 |, heR.
-1 h 1-n? X3 h

[17] Al variare dei parametri reali e k, determinare, quando esiste, una matictale che:

3 1
-1 2.
k O

[18] Al variare dei parametri reah e k, determinare, quando esiste, una matictale che:

XA=B,

dove:

B

OWwWOorr
SO N
I

XA= B,
dove:

0 1 -1

1 2 3 21 0

A:(—l h Zh)' 8= 3 0 «

0 0 k
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[19] Si considerino le seguenti matrici:

5 1 0 21
3 0 1], B:[Z 0] h,ke R,

4 -1 3 h k

A=

stabilire per quali valori dih,k € R I'equazione matricialeAX = B & compatibile e determinare, quando &
possibile, le soluzioni di tale equazione.

[20] Al variare del parametra € R, discutere e risolvere, quando é possibile, I'equazione matrigidle- B,
dove:
A1l -1 A1
[o 2 1 ] ( 0 ]
01 A A+2 0
[21] Al variare del parametra € R, discutere e risolvere, quando é possibile, I'equazione matrigidle- B,
dove:
A1 A1
-1 A A+2 0

[22] Stabilire per quali valoridh e k in R le seguenti equazioni matriciali:

AX=B, XA=B,

3 -1 11 -1
A= 1 2 , B= 0 1 3 [l
2 h 0 k h+k

sono compatibili. Determinare, quando € possibile, le loro soluzioni.

2 -1 3 -1 k
A=lh 2 |, B=| -2 0 -3
1 0 4 -k 1

determinare, al variare di, k e R, le soluzioni dell’equazione matriciakeX = B.

dove:

[23] Date le matrici:

[24] Al variare diA,u € R, discutere e risolvere, quando possibile, I'equazione matriciale:

AX = B,

dove:

[25] Date le matrici:
1 -1 2 3 1 -1
A:{—l 0 5 6], B:[S —3],
3 h -1 0 k -1

determinare, al variare di, k € R, le soluzioni dell’'equaziondX = B.
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[26] Risolvere la seguente equazione matrici#i& = B, dove:

1 1 0 -1
A:[ 2 k], B:[l 1], h, ke R.

-1 h 0 k

[27] Risolvere la seguente equazione matricidi = B, dove:

1 1 -1 0
A= h -1, B=| k 0], hkeR.
1+k 3 0 1

[28] Stabilire per quali valori dh e k in R le seguenti equazioni matriciali:

AX=B, XA=B,

1 0 -1 1 -3
A=l 2 1 3|, B=f 1 O
-4 h k 3h -6

sono compatibili. Determinare, quando € possibile, le loro soluzioni.

dove:

[29] Risolvere, in campo reale, I'equazione matricialé = B, dove:

2 1 -1 -2 5 -8 -1
A:(—lo 5)' B:(G -7 7 9)'

5.2 Soluzioni

(1]

A= {{1, 2, 0}, {-1, 2, 2}, {1, -1, -1}};

Det [A]
2

Mat ri xFor m[l nver se [A] ]

(1) l1 2
= -— -1
2 7
2 2
0 1 2
1 11 -1
detA=2, A= 2 2
1 3
- 2 2
2 2
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(2]
A= {{1, 3, -1}, {2, 1, -1}, {2, -1, 0}}:
Det [A]
=3
Mat ri xFor m[l nver se [A] ]
1 1 2
[2 R
i 3 3
3 3 3
112
3 3 3
detA= -3 Al=| 2 _2 1
3 3 3
4 75
3 3 3

(3]

A= {{1, 2, 3}, {0, 1, 2}, {-1, 4, h}};

Sol ve[Det [A] == 0]

{{h>9}}

Mat ri xFor m[l nver se [A]]
-8+h -2h 1
—9§h —39++hh —géh
—91+h —Qéh —91+h
-9+h " 9+h -9+h

EsisteA™! per ognih # 9;

-8+h 12-2h 1
-9+h -9+h -9+h

AL — -2 3+h -2
-9+h -9+h -9+h
1 -6 1

-9+h -9+h -9+h
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(4]

A= {{1, -3, 1, 2}, {h, 0, 0, 0}, {1, -1, 0, 0}, {0, 0, O, h}};

Sol ve[Det [A] == 0]
{{h>0}, (h->01}}

Mat ri xFor m[l nver se [A]]

0 % 0 o
0 b 1 0

2
1L -3 b
o o o

EsisteA™! per ognih # 0;

1
0 - 0 0
1
0 & -1 0
Al =
2 -2
1o 3
1
00 0
[3]

A= {{1, 21,1}, {2,1, 0,0}, {0, 1, 1, h}, {3, 2, 1, 1}};

Sol Ve[mt [A] == 0]

{{h->1}}
Mat ri xFor m[l nverse[A/.h - 0]]
1 5 o 1
2 2
1 1 0 =il
=i =4 1 1
1 1
z 13

1 1
- 0 0 =
2 2
1 1 0 -1
i) Al =
-1 -1 1 1
1 1
- 1 -1 =
2 2
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(6]

A={{0, h, 1,0}, {0, 1, 2,1}, {h+1, 0,0, 0}, {0, 2, 1, 3}};

Sol ve[Det [A] == 0]

(=1 (n- 2]}

A é invertibile perh ¢ {—1, %}

[7]
A= ({0, 2, -1, -3}, {4, 1, 0, 0}, {2, -1, 1, 0}, {1, O, -2, 0}};
Det [A]
39

detA = 39.

(8]

A={{1, 2, 3,4, -1}, {5, -2, 6, 0, -1},
{2, -3,4, -1, 7}, {0, 1, 2, 3, 4}, {1, -1, 0, 0, 0}};

Det [A]
93

detA = 93.

(9]

A={{0,0,0, 1,2} {1, 3, 2, -1, 0},
{4,3,2,1,5}, {1, -1, 2, 1, 3}, {0, 2, 3, -1, 4}};

Det [A]
99

detA = 99.

[10]

A={{1, -2, 3, -4}, {-2, 3, -4, 1}, {8, -4, 1, -2}, {-4, 1, -2, 3}};

Det [A]
160

detA = 160.

(11]

A= {{k+1, k+2, k+3}, {1, 2, 3}, {1-2k, 2-2k, 3-2k}};

Det [A]
0
detA=0.
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(12]

A= {{x, x-1,x-2}, {1-x,2-X,3-x}, {4, 5, 6}};

Det [A]

0
detA=0.
[13]

A={{1, 1,0}, {1,0, -1}, {0, -1, a"2-2}};
X={x1, x2, x3}; B={2, 3, a};
Reduce[A. X == B, X]

a==1&8x1 == 3 + X3&8&X2 == -1 - x3| |

4 - 1
1= 238 cenn - Ag8X3 = —— &&-1+a+0881 +a +0

1l+a l+a l+a

Sea ¢ {-1,1}: esiste una sola soluzione;
sea = —1: non esistono soluzioni;
sea = 1: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.

(14]

A= ({2, -3, 1}, {1, a"2-14, 4}, {-1, 5, 3}};
X={x1, x2, x3}; B= {4, a+2, 2};

Reduce[A. X == B, X]

I N

1
==

a--488x1 == = (5+7x2)88x3 - 8-7x2) ||
2 (27 +5a) 1 25+8a
X1 == S X2 == @G s T8 -4 42 40884 12 4 0

Sea# +4: esiste una sola soluzione;
sea = —4: non esistono soluzioni;
sea = 4: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.

(15]

A= {{2, -3, -2, 1}, {4, -6, 1, -2}, {6, -9, -1, -1}};

X = {x1, x2, x3, x4}; BL={1, 2, 0};B2 = {1, 2, 3}; B3={0, 0, 0};
Reduce[A. X == B1, X]

Fal se

Reduce[A. X == B2, X]

1 4 x4
X1== 75 (5+15x2+3x4)88x3 == ~—

Reduceg[A. X == B3, X] 4xd
X
x1 == 10 (5X2 +x4)&8X3 == 5

AX = B; é incompatibile AX = B, ammette infinite soluzioni (non nulle) che dipendono da due incognite libere:
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3
3 A 1
2 10 2
1 0 0
X = A+ 4 Ay + y ApA, eR.
0 — 0
5
0 1 0

3 3
2 10
1 0

X = A+ A AuA, ER.
0 5
0 1

[16]

Reduce[{{-1, 2h, 3-2h"2}, {1, h, 2}, {-1, h, 1 -h"2}}. {x1, x2, X3} ==
{2h, 1, h}, {x1, x2, x3}]
h == 1&8x1 == -x388&x2 == 1 - X3 |
+h

1 2 1
1oo =~ gex2-- —“"" gey3 .-~ @& 1:h+088h +0881+h +0
=1 h (1+h) “1-h hE 7 hE

1 2+h 1

Sehé{—l,O,l}: X1= m, X2= m, X3_ _1_h'

seh=1:x=-t, %=1-1t, x3=t, teR.
seh = -1 eh =0 il sistema & incompatibile.

(17]

a={{1, 2}, {0, 1}, {3, 5}, {0, h}}: b= {{3, 1}, {-1, 2}, {k, 0}};
X = {{x1, x2, x3, x4}, {x5, x6, x7, x8}, {x9, x10, x11, x12}};
Reduce[Transpose[a]. Transpose[x] == Transpose[b]]

k ==3x11 + x9&8&x1 == -3 (-1 + x3) &&x10 == -5x11 - h x12 - 2 X9&&
X2 == -5 + X3 - h x4&8x5 == -1 - 3X7&8&X6 == 4 + X7 - h x8

3-3a -5+a-hd a d
X=| -1-3b 4+b-he b e|, abcde f hlR.
k-3¢ -2k+c—-hf ¢ f

(18]

{{1,2,3},{—1,h,2h}};
{{0, 1, -1}, {-2, 1, 0}, {-3, 0, k}, {0, O, k}};
{{x1, x2}, {x3, x4}, {x5, x6}};

a
b
X

Reduce[Transpose[a]. Transpose[x] == Transpose[b]]
Fal se

L'equazione matriciale & incompatibile, per ognk e R.
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(19]

a={{5 1, 0}, {3, 0, 1}, {4, -1, 3}};
b={{2, 1}, {2, 0}, {h, k}}; x = {{x1, X2}, {x3, x4}, {x5, x6}};

Reduce[a.x ==b]
h==488k == -1&8&x3 == 2 - 5Xx1&&Xx4 == 1 - 5X2&&X5 == 2 - 3Xx1&&X6 == -3 X2

Seh + 4 ok # —1: non esistono soluzioni;

seh =4 ek = -1: 'equazione matriciale ha infinite soluzioni che dipendono da un vettore libero:

a b
X=| 2-5a 1-5b |, abeR.
2-3a -3b

(20]

a={{,1, -1}, {0, 2, 1}, {0, 1, | }};
b={{l, 1}, {0, 1}, {I +2, 0}}; x = {{x1, X2}, {x3, x4}, {x5, x6}};

Reduce[a. x ==b]

2 (3+1 +12) -2+
120 ) geyo e EF g
X G2l Tezn L .
-2 - +
X8 == g 884 == o XS = o 88X6 == T

1 . .
Sel € {O, 5}: non esistono soluzioni;

-2A%2+21+3) 2-21
A(1-22) A(1-21)
seA & {O, }} alloraX = A+2 A
2 1-20 1-20
20 +2) 1
1-21 1-21

[21]

Reduce[a. x ==b]

5

a={{l, 1}, {1, 2}, {-1,11}};
b={{l, 1} {0, 0}, {I +2, 0}}; x = {{x1, X2}, {x3, x4}};

2
5

1

== -288X1 == —&8X2 == - —&&X3 == - —&&X4 == —

5

69

SeA # —2: non esistono soluzioni;

4 2

5 5
selr=-2: X =

2 1

5 5
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(22]

a={{3, -1}, {1, 2}, {2, h}}; b= ({1, 1, -1}, {0, 1, 3}, {0, k, h+k}}:
X = {{x1, x2, x3}, {x4, x5, x6}};

Reduce[a. x ==b] .

h == 488K == 2&8&x1 == —&8&x2 == §&&
1 1 ! 2 ! 10
RE == 7&&X4 == *7&&X5 == 7&&X6 == 7

Seh+ 4 ok # 2: 'equazione matricial&X = B é incompatibile;

seh=4ek=2:X=}(

-1 2 10

2 3 1
- .

L'equazioneX’A = B é priva di significato.

(23]

a={{2, -1}, {h, 2}, {1, 0}}; b= {{3, -1, k}, {-2, 0, -3}, {4, -k, 1}};
X = {{x1, x2, x3}, {x4, x5, x6}};
Reduce[a. x ==b]

== -3&8K == 2&8&x1 == 4&&
X2 == -288&X3 == 1&8x4 == 5&8X5 == -38&8X6 ==

Seh + -3 ok # 2: 'equazione matriciale € incompatibile;

seh=—3ek=2:X=(4 -2 1).

5 -3 0

(24]

a={{1, 2,1, -3}, {0,3,1,5} {(1,1, 0, -8}};
b={{2, 1}, {0, 1}, {m-3, 0}};
X = {{x1, X2}, {x3, x4}, {X5, X6}, {x7, x8}};
Reduce[a. x == b]
| == -1&&m==5&8x1 == 2 + X3 + 8 X7&&
X2 == X4 + 8 X8&&X5 == -3 X3 -5X7&8x6 ==1 -3 x4 -5x8] |

M==5+X3 +| Xx3&8x1 ==2 + x3 + 8 X7&_&X2 == 8 x8&&
X4 == 0&&X5 == -3 X3 - 5x7&8&%6 ==1 -5x8&&1 +| £ 0

SeA # —-1: 'equazione matriciale ammette infinite soluzioni che dipendono da un vettore libero:
X, =(@,b, a,beR;

seA = -1, u # 5: non esistono soluzioni;

se) = -1, u = 5: esistono infinite soluzioni che dipendono da due vettori liberi:

X, =(@b, X3=(c,d), a,b,c,deR.
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[25]
a={{1, -1, 2, 3}, {-1, 0, 5, 6}, {3, h, -1, 0}};
b= {{11 _l}! {51 _3}! {k, _1]‘]‘1'

X = {{x1, X2}, {x3, x4}, {x5, x6}, {X7, x8}};
Reduce[a. x == b]

1 1

—— 342x3+hx38&8x1 == > (-3+2x3+x5) 2::7(17 +x6)&&
) ;3 1 3! 2+n
x4==—m&&x7==§(6+x3—7x5)&&x8==§(—4—m—7x6)

Seh = -2: non esistono soluzioni; 9 + —2: esistono infinite soluzioni che dipendono da un vettore libero:
X, = (@b, a,beR.

(26]

A= {{11 l}! {21 k}! {_11 h}},‘
B={{0, -1}, {1, 1}, {0, k}}; X= {{x1, x2}, {x3, x4}};

Reduce[A. X == B]
== -1&8K == 18&8&x1 == 1&8X2 == 2&&Xx3 == -18&8x4 == -3

1 2

Seh:—lek:l:X:( 1 -3

); in tutti gli altri casi non esistono soluzioni.

[27]

A= {{1, 1}, {h, -1}, {1 +k, 3}};
B={{-1, 0}, {k, 0}, {0, 1}}; X = {{x1, x2}, {x3, x4}};

Reduce[A. X ==B, {x1, x2, x3, x4}1]
== -188K == 18&8&%1 == -3&8X2 == -18&8X3 == 2&&x4 ==

Seh:—lekzl:X=( 5 1

=1 ); in tutti gli altri casi non esistono soluzioni.

(28]

A= {{1, 0, -1}, {2, 1, 3}, {-4, h, k}}:
B={{1, -3}, {1, 0}, {3h, -6}}; X = {{x1, X2}, {x3, x4}, {x5, x6}};

Reduce[A X == B, {x1, x2, x3, x4, x5, x6}1

’ 3 (22 +3h k)
x1 = &8x2 == -——— — 7
X34_*_51'é+'15h+k 44_*56h(1f+k> 5. Ad+h) oo
- 64(+35r}11>k " 4:+5h-k 4+5h-k
F
X6 == ") 883 h+0&&-4-5h+k 0] |
4+5h-k 29 —k
h--_388x1 == "~ &&X2 -= -3&&X3 == -~ &&X4 —- 6&&
8 11 + k 11 + k

x
(&)
I
1]

-———&&x6 == 08&11 +k + 0&& -4 -5h +k +#+0
11 +k

X’A = B non ha senso.

AX = B ammette una soluzione sel — 5h + k # 0, allora:
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h-k _3(—2+3h—k)
4+5h-k 4+5h-k
X = 16+ 15h+ k B 6(11 + k)
| 4+5h-k 4+5h-k
41+ h) 6(3+ h)

" 4+5h-kK 4+5n0—k

In tutti gli altri casi I'equazione é incompatibile.

(29]

a:={{2, 1, -1}, {1, 0, 5}};
b:={{-2,5, -8, -1}, {6, -7, 7, 9}};

X := {{X1, x2, X3, x4}, {X5, X6, x7, x8},
{x9, x10, x11, x12}};

Reduce[a. x == b, {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9,

x10, x12}1
X3 == 7 - 5x1188X5 == 15—6 - 115X1
X6 == (1353 - 115X2&&x7 —= 22+ 11x1188x8 ::% - 115X4&&
x1 7 X2 9 X
ngzg—g&&X10::—§—?&&X12::§—?

5, -6 5L,+7 5l,—7 5,-9

X=| -9, -14 -9,-9 -9;-22 -9,-19 |, A, 1,151, R,

A A, Ay A
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Capitolo 6

Calcolo Vettoriale

Il calcolo vettoriale elementare costituisce il fondamento per I'Algebra Lineare e la Geometria Analitica nel piano
e nello spazio, inoltre si rivela uno strumento prezioso per le matematiche applicate e la Fisica in particolare.

6.1 Definizione di vettore

Definizione 6.1 Si consideri un segmento AB appartenente ad una retta r dello spazio ambignte S

Esso ha unairezionequella della retta r, urversg ad esempio, quello da A verso B e unalunghezza, la lunghezza
di AB indicata conllABIl e dettanorma di AB.

Un segmento suddetto si disegmento orientatce la totalita di tutti i segmenti orientati paralleliad AB, equiversi
e della stessa lunghezza si digttore u.

direzione
Quindi ad un vettoren si associay verso

norma = llull e R*

SeA = B il segmento orientato si indica cdhe si dicevettore nullo, per il quale valgono le proprieta:
0 e l'unico vettore corl0ll = 0, direzione e verso indeterminati.

Sellull = 1, u si diceversore
Notazioni:u; AB, u= B - A, AB. AB & detto urrappresentantedel vettoreu.

1. V;: insieme dei vettori nello spazio;
2. V,: insieme dei vettori nel piano;

3. V,: insieme dei vettori nella retta.

6.2 Somma di vettori

Definizione 6.2 La somma di due vettoti, v di V5 € un vettore, che si indica com + v, definito nel seguente
modo: fissato un punto O di;Ssiano OA e OB rispettivamente due segmenti orientatieiv allora u+v = OC,
dove OC é il segmento orientato che si determina con la regola del parallelogramma.

Il punto C € il simmetrico diO rispetto al punto medio dAB.

N.B. Dati i vettoriu, v, il vettoreu + v € un vettore complanare cane v cioé ammette un rappresentante nello
stesso piano.
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Teorema 6.1 1. Yu,v € V3, u+ v =v +u (proprieta commutativa);
2. Yu,v,w € V;,(u+v)+w =u+(v+w) (proprieta associativa);
3. 30 e V5| Yu € V3, u + 0 = u. (0 e detto vettore nullo o elemento neutro);

4. YueV;I-ueV;|u+0=u. (—u édetto I'opposto diz).
Inoltre:
Yu,veVy:llu+vil < llull + vl lha + vil = llall = lIvIF | .

Osservazione 6.1Sianou, v € V; due vettori e scelti due rispettivi segmenti orientati consecutiv AB,

v = BC, risulta: u + v = AC:

Dato un qualsiasi vettora e due direzioni non parallele tra di loro, esistono e sono unici due vettori in quelle
direzioni, diciamo:u, edu, taliche:u = u, + u,. L'operazione prende il nome di scomposizione di un vettore
lungo le due direzioni assegnate.

6.3 |l prodotto di un numero reale per un vettore

Definizione 6.3 Il prodotto di un numero reale per un vettoreu € V, € un vettore che
si indica conAu, detto prodotto dix per u, definito nel seguente modo:

1. seA=0ou=0,allorariu=0

2. Sel £ 0 eu # 0 siponeiu = v, dove:
la direzione div coincide con la direzione di;
il verso div & concorde con quello di seA > 0, discorde se\ < 0;
vIl = [Alllall.

Teorema 6.2 1. VAeR,Yu,veV;:A(u+v)=2Au+Av;
2. VA ueR,YueV;: (A+pu = Au+ puu
3. VA, peR,Yu e V;: A(uu) = (Apu;
4. lu=u,YueV,.

Definizione 6.4 L'insieme \} con le operazioni di somma di due vettori e relative quattro proprieta e di prodotto
di uno scalare per un vettore e relative quattro proprieta, si dipazio vettoriale suR.

Osservazione 6.2V, & il primo esempio di spazio vettoriale. Scopo dell'algebra lineare & studiare gli spazi
vettoriali in generale.

Osservazione 6.3Anche(V3, +,., V5, +,.) e (Vy, +,.) sono esempi di spazi vettoriali &1. Poiché le operazioni
di somma e di prodotto sono le stesse perV,, Vs, glispazi V , V, sono dettisottospazi vettorialidi V.

Definizione 6.5 Si dicecombinazione linearedei vettoriv,, v, ...,v,,, un’espressione del tipox,v, + a,v, +
...+ a,v,, dovea,, a,...,, sono numeri reali e prendono il nome di coefficienti della combinazione lineare.

Definizione 6.6 | vettori u, v € V; si diconoparalleli se hanno la stessa direzione.
| vettori u, v, w € V; si diconocomplanari se le loro direzioni sono parallele ad uno stesso piano.
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6.4 Dipendenza lineare e basi

Definizione 6.7 | vettori v;, v,, ..., v, Si diconolinearmente indipendenti(l.i.) se 'unica combinazione lineare
che da il vettore nullo e quella con i coefficienti tutti nulli. i@,v, + vy, + ...+ @ v, =0 -5 a; =, = ... =

a, = 0. lvettori v,, v,, ...,v,, sono linearmente dipendenti (I.d.), in caso contrario, cioé se esistono dei coefficienti
ay, @y, ...,@, NON tutti nulli tali che: ey v, + @,v, + ...+ @, v, = 0.

Esempio 6.1Seu = 2v; alloraAdu + uv = 0 conA = 2,4 = 1. Pertanto i vettoriu e v; sono |.d.

Teorema 6.3 n vettori sono linearmente dipendenti se e solo se uno di essi (almeno) si puod rappresentare come
combinazione lineare dei rimanenti.

DimostrazionePer la dimostrazione si deve procedere in due passi. Se, per ipotesi, sono dati iwgttori.u,
tali cheAd,u, +A,u, + ...+ A,u,, = 0 si ottiene con i coefficientl,, A,...A,, non tutti nulli. SeA; + 0, poiché esiste
(Ap7tsihaiu; = —((A)HA)(W,) — ... = (A)™)(A,)(u,,). Per il viceversa si procede in modo analogp .

Teorema 6.4 1. Due vettoriu e v € V; sono linearmente dipendenti se e solo se sono paralleli, ossia se e
solo se appartengono alla stessa retta vettoriale.

2. Tre vettoriu, v e w € V; sono linearmente dipendenti se e solo se sono complanari.

3. Quattro vettori di \{ sono linearmente dipendenti.
Conseguenze:

1. Il numero massimo di vettori Li. i/, & 1;
2. Il numero massimo di vettori Li. iW/, € 2;

3. Il numero massimo di vettori Li. iN; € 3;

Dimostrazione.

bl
1. Seallb, 1 €R|b =Aa, conlAl = -

2. Se i vettoriu, v, w sono complanari (esclusi casi banali di parallelismo o vettori nulli), si puo ottenere, ad
esempion = Av + uw. Il viceversa € owvio.

3. Partendo da quattro vettoti = OA,v = OB,z = OC,w = OD tali che tre di essi almeno non siano
complanari, ad esempio: siano i primi tre, ed i primi due individuino un piant’'estremoD del quarto
vettore lo proiettiamo st secondo la direzione del vettozeed otteniamo un punt® estremo del vettore
OP. Tale vettore sur si decompone in modo unico nella base,v) nel seguente modo:

OP = a(OA) + b(OB), dove a,be R. Intersechiamo ora il vettorg = OC con un piano peD e parallelo
a rr ottenendo un punt® estremo del vettor¢OQ) = c(OC), dovec € R. Poiché é evidente ch®©D) =
(OP) + (OQ),per la complanarita dei vettori, risult®D) = a(OA) + b(OB) + c(OC) e, per I'arbitrarieta dei
vettori scelti, si ha la lineare dipendenza dei vettori ddi .

Teorema 6.5 Dati 3 vettori Li. u,;,u,,uz, ogni vettorex € V; si scrivein modo unico come combinazione
lineare dei3 vettori dati.

DimostrazioneDal Teorema precedente segue shé decomposto nel seguente magle: x ;u; + X,u, + X3u;.
Sex = y,u, +Y,u, + Y;u, cio implica che:0 = (X, — y)u; + (X, — Yo)u, + (X3 — Y3)us.
Poichéuy, u,, u; sono Li., segue che, = y;, % =Y, %3 =VY; . |l

Osservazione 6.4l Teorema precedente vale anche nel caso gievdi V;, infatti: in V, dati due vettori L.i.
u;, u,, ¥x €V, x = X1, + Xu,. Ossia il vettore dato si scrive in modo unico come c.l. dei due vettori L.i.

Analogamente in )/ dato un vettoreu,, Yx € V,;,x = X;u; in modo unico.
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Definizione 6.8 Si dicebasedi V; una qualsiasi terna di vettori linearmente indipendenti. Si diteensionedi
V; il massimo numero di vettori linearmente indipendenti in essa contenuti.

Osservazione 6.53 vettori L.i. di V5 costituiscono una base; 2 vettori l.i. @ costituiscono una base; 1 vettore
Li. di V; costituisce una base;

In V; esistonanfinite basi (ogni terna di vettori l.i.)

Definizione 6.9 Fissata una baseB= (e, e,,e;) di V5, per ogniv € V,, esiste una combinazione lineare in
mMOodo UNico:v = X;e; + Xe, + Xze5, dove: (Xq, X, X;) sSono dettecomponentidi v rispetto alla baseB. Si ha
quindi un’applicazione biunivoca che associa ad ogni vettorke sue componentix ;, X,, X;) rispetto alla base
8. Percio un vettore di Y sara anche indicato con le sue componenti o, in forma matriciale, con:

Postou = u;e; +Uye; + Ugez, v = Ve +V,e; + Vzes, rispetto alla basés, per le proprieta dello spazio vettoriale
V;, risulta:

u+v = (U + Ve, + (U, + Vy)e, + (Ug + Vg)eg;
Au = (Auye; + (Auy)e, + (Auy)e,,

cioé le componenti della somma di due vettori si ottengono semplicemente sommando le rispettive componenti,
mentre le componenti dilv) si ottengono moltiplicanda per ogni componente di.

Teorema 6.6 n vettori (n=1,2,3) di  sono linearmente indipendenti se e soltanto se la matrice A avente per
righe rispettivamente le componenti degli n vettori, ha rango n, ossia (n vettorj doWo |.d. < rankA <n).
Casi importanti

1. xlly & x =Xy (vettori paralleli) In termini di componenti si ha = (X1, X%, %3), ¥ = (Y1, Yo ¥3)

Y1 =A%
Yo, =A%, & rank( X% X ) =1
y3 — )(X3 yl y2 y3

Esempio 6.2 In termini numerici:x = (1,-2,3), y = (2,4, 6).

2. Tre vettori(x,y,z) sono complanari= (x,y,z) sono l.d., per esempip = Ax + uy, conx,y € Vs. In
termini di componenti:

;= Mg + pyy X X X3
L,=M+py, < rankl y;, Y, Y; [=2.
Z3 = MX3 + Y3 4L L 4

Esempio 6.3 In termini numerici, sea = (1,3,-1), b = (4,1,0), ¢ = (2,-5,2) Come sono posizonati i tre vettori
nello spazio?

1 3 -1 R 1 3 -1
4 1 0 41 0

oppure:

Universita di Torino



Capitolo 6 — Calcolo Vettoriale 77

1 3 -1
0 11 -4 |.
0 11 -4

Il rango della matrice € 2 e cio implica che i vettori siano I.d. ossia complanari. Poiché i we#ds non sono
paralleli, determiniamo il valore dei coefficienti:

A+4u=2 \=_2
A+u=-5, _1
A=-2 "=

e percioc = —2a + b.

Teorema 6.7 Sia 8B = (e, e,, e;) una base di Y, i vettori x = (X, %, %),y = (Y1, Y2, ¥3), 2 = (Z;, Z,, Z3) SONO L.i.
< nonsono l.d. e quindi devono avere:

XX X
rank[ Vi Yo VY3 ] =3.
4h4 5 4

Dimostrazionel tre vettorisono |.i. se e solo sgx+X,y +A;z = 0 se e solos@; = 0,i = 1,2,3. Le componenti
del precedente vettore conducono al sistema:

Axq + Ay + A3z, =0
AMX, + Ay, + 432, =0,
AXg + Ay + 4325 =0
che ammette la sola soluzione nulla se e solo se:
X1 Y1 7
rank| X, Y, 2z, |=3.
X3 Y3 43

Esercizio 6.1 Stabilire per quali valori dh € R i vettori u; = (1,0,-h), u, = (2,-1,1-), ug = (h,1,-1) dati,
rispetto ad una bas8 = (x, y, z), formano una nuova base \di.

1 0 -h
Deve essererank2 -1 1 |[=3, allora:
h 1 -1
1 0 -h — 1 0 -h . 1 0 -h
[2 -1 1 ] R, - R, -2R, [O -1 1+2h2] Ry = Ry + 2R, [O -1 1+2h2 ]
h 1 -1)R->R-hR {0 1 -1+h 0O 0 2h+h

Cio implica cheh? + 2h sia diverso da zero o equivalentemente che: 0,h = —2.

Esempio 6.4 1. Provare cheivettoni = e; — e, + 3e;,v = 2e; + e, — 5, W = e; + 2e, + e, SONO Una base
di V;.
3

1 -1 3 — 1 -1 3 . 1 -1 3
A=l 2 1 -1| RR>R+R |3 0 2 rR_r |3 0 2]
1 2 1)RoR+R (3 0 7)RB?R"Rly o 5

rankA) = 3 < u, v, w sono Li. e percio formano una baseV.

2. Sono dati i vettoria = 2e, + e, —e;, v = e; + 5, W = e, + e, — 2e,. Verificare cheu, v, w sono |.d. ed
esprimerne uno di essi come combinazione lineare dei rimanenti.
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Posto

11 -2
e;) +v(e; +e,—2e;3) = (A +u+v)e; + (A +v)e, + (=1 + u — 2v)e; = 0. se e soltanto se esistono valori
non tutti nulli di A, u, v per i quali le tre precedenti componenti sono tutte nulle. Ossia:

{ 2+u+v=0

2 1 -1
[1 0 1 ],ranKA)=2< 3 & u,v,w sono l.d. ossidu + uv + vw = A(2e; + e, — e3) + u(e; +

A+v=0
“-A+u—-2vr=0

quindi:

O Rk
N —

{2/\+ﬂ+v: A+u=0 { =-2

| vettori u, v, w sono percio |.d. e quindi, posto per esempie 1, si ottieneu = v + w.

6.5 Il cambiamento di base inV;

Siano date due bagt = (eq, e,,e;) € B’ = (e'1,€,,€3) di V5. Ad un vettorex € V; sono associate le compo-
nenti: (x;, X,, X;) rispetto alla bases e le componentixi, X2, X3) rispetto alla basé’. Si vuole trovare il legame
intercorrente tra le componenti di uno stesso vettore nelle due basi differenti. Poiché é datefd ,lsm® note
le componenti dei suoi vettori rispetto alla ba8ePoniamo cioe:

’ J—
€' = appe1 + 8ye; + 83763

[A—

{ €1 =8y.€1 + 38 + 83183
’ J—

€3 = @13€; + ay3e; + 83363

Affinché il sistema precedente rappresenti un cambiamento di basgdancorre che i vettori della bas®’ siano
li., ossia che:

a7 o 83
P=| ay ay ay |,
83; 83 Aag3
dove ranle = 3. Cid premesso, determiniamo le espressioni che legano le componentetle basiB e B'.

el e,
Scriviamo in foma matriciale il legame fra le due basie> | = tP[ e, ] e cosi pure il vettore:
eé e3
X X1
x:X=| X% |eX =| X2 |, nelle rispettive basi.
X3 X3
Poiché¥x € V; : x = Xje; + X,e, + Xse5 = X1€’; + X2€’, + X3e’5, determiniamo la relazione tra le componenti:
(Xj_l X21 X3) € (X/ll X,2| )é)'

’
X1

/
X2

/7
X3
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Per I'unicita delle componenti si ha:

da cui:

X, X1
X |=P| x2 |
X3 X3

Si ottengono cosi le equazioni del cambiamento di riferimento in notazione matriciale, dove si osservi che le
colonne della matrice P sono le componenti della nuova base rispetto alla vecchia base.

In forma sintetica si pud anche scriveXe= PX’.

Esempio 6.5Dati i vettoriu = 2e; +e,+e5, v = —e; +2e,+€5,z = e; —e,— 2e5, W = —e; — 2e, + ez, verificare
cheB = (u,v,z) € una base dV; e trovare le componenti di rispetto as.

2 -1 1 — 2 -1 1 . 2 -1 1
1 2 -1|R->R+2R |5 0 1 5 0 1],
11

p=
2 ) RyoRy+R (3 0 2) R7RIR g o o

dove rankP) = 3, quindi i vettoriu, v,z sono l.i.

Si cercano le componerty, X2, X3) € R® tali chew = xju + Xov + X3z. Risolviamo il sistema:

X1+ 26 —x3= -2

2X1 — Xo + X3 = =1
X1+ X0 —2x3 = 1.

2 -1 1]-1 — 2 -1 1]-1 . 2 -1 1]-1
{1 2 -1 —2]R2—>R2+2R1{5 0o 1 —4] {5 0 1—4],
3 0

1 1 2|1 ) R>R+R -1|0

2:2 R, - 2R, — 5R, 83
0 RI->2R-3Ry | , g

’

. . . 3
Si perviene alla soluzione; x; = -3 Allora w = —su - 3v - 3z.

S
-

X3

Osservazione 6.6Quanto & stato detto paf, si pud particolarizzare facilmente in modo da ottenere risultati
analoghi per i vettori dv, e V.
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6.6 Langolo tra due vettori

Considerati due vettori non nulii = OA, v = OB e scelti i rispettivi rappresentanti con estremi in comune, si
definisce angolo di due vettori 'angolo convesséormato da due loro segmenti orientati= OA, v = OB.
6 = AOB= uv, dove 0< 0 < .

6 =0 implicaull v
0 = implicaull v
v/
6= - > ulv
2 . . . . .
L'angolo tra i vettori0 = u e v € un qualunque angolo; in particolare il vettore nullo & parallelo ed ortogonale a
qualunque vettore.

Introduciamo tre nuove operazioni che coinvolgono la nozione di angolo:
1. prodotto scalare tra due vettori
(La piu importante e la si puo generalizzare a i)

2. Il prodotto vettoriale o esterno tra due vettori
(Solo inV; e di grande significato fisico)

3. Il prodotto misto tra tre vettori
(Combinazione lineare delle 2 relazioni precedenti)

6.7 |l prodotto scalare tra due vettori

Definizione 6.101l prodotto scalare di due vettori & una funzione che si indica coW 5 x V; - R che ad ogni
coppia di vettoriu, v associa un numero reale che indichiamo con:

u - v = llullllvll cosuv

Osservazione 6.7 1. Sipuo dare la stessa definizionevn
2. si puo generalizzare a dim n.

3.5e0<f<F->u-v>0

4. Sef=5->u-v=0

5.

Sef >

NN NIN

-»u-v<0

Osservazione 6.8Seu = v, cio implica cheu - u = llullllull - llull = y/u - u.
Quest'ultima formula sara usata per calcolare la lunghezza di un vettore.

Osservazione 6.9Dati 3 vettori complanari non paralleli si ha che per ogni vetter@ppartenente al piano
individuato dai 3 vettori, si scompone in infiniti modi diversi rispetto ai 3 vettori dati.

u=Avg+u; =Avg+ A, vy +A,v,
(Si sceglie una direzione arbitraria nel piano individuato dai vettqriv,)
Definizione 6.11Una terna di vettoriu, v, w di V; si dicepositiva (negativa) se la pit piccola rotazione nel
pianou, v, che sovrappona a v €& vista dal semispazio individuato da in senso antiorario (orario).
u=0A
u=0B
w = OC.
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Definizione 6.12Una base diV ; e dettaortogonalese é costituita da tre vettori a due a due ortogonali, si dice
ortonormale se € ortogonale ed € formata da versori.

Notazioni

1. Seu e ortogonale a allora: u,v e uLv € unaterna ortogonale.

2. Una base ortonormale positiva®= (i, j, k).

Il prodotto scalare gode delle seguenti proprieta:

Teorema 6.8 1. u-v=v-u,VYu,v eV, proprieta commutativa.
2. u-v=0 u=00v=00udlv.
3. VAe RYu,veV; Au-v)=QAu)-v=u-(Av).

4. u-(vi+vy)=u-vy+u-v,

Dimostrazione
La 1) & una conseguenza immediata della definizione di prodotto scalare;
Per la 2) Tenuto conto della relazionesar’v = i, se il prodotto scalare di due vettarjv & zero, cio implica

cheollull=0ollvll =0 o cosaiv = 0 o uLv. Siricordi che il vettore nullo & ortogonale ad ogni vettore. Per il
viceversa si procede a ritroso.

A=0
Per la 3) occorre distinguere A > 0
A<O0
Consideriamo ad esempio il cago< 0. Otteniamo(Au) - v = llAu vl cosAu)v = lIAullllvllcosB =

[AlllallllviicosB = Au - v = Mlullllvil cose, dove co@ = — cosa. La 4) si lascia al lettore per esercizio.
Prodotto scalare in componenti

Sia B = (v, v,, v5) una base dv,.

X1 Y1
X=XV + XV + XV =| X |y =Y Vi + YoV +Yava=| Y, |.
X3 Y3

Xy = XY, ViVy + (XY + XYV vy +

Abbiamo 9 termini, non conosciamq - v; che dipendono dalla posizione e dalla lunghezza dei vettori della base.
Per facilitare i conti scegliamo una base ortonormale.

Sia8 = (i, j, k) una base otonormale positiva\dj, si ha:

1.i-i=j-j=k-k =1, ossiaivettori della base sono tre versori;

2. i-j=j-k=1i-k =0, vale adireivettori della base sono vettori a due a due ortogonali.

Osservazione 6.10Esistono infinite basi ortonormali; nel caso del piano avremmo ogni base ortonormale é costi-
tuita da due versori ortogonali.

Sianou = X;i + X,j + Xk e v = y;i + V,j + y;k le decomposizioni dir e v nella baseB, risulta:
u-v =Xy, + X5 + X3Y3
lhall? = X5 + %3 + X3,
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X1Y1 + XY, + X3Y3

cosuv = '
2 2 2
\/x1+x2+x3\/y%+y§+y§
Inoltre, Vv # 0, si ha:
cosiv = I cosjv = 22, coskv = 3
vl vl vl

| coefficienti di v) sono dettcoseni direttori del vettorev. Essi sono le componenti, rispetto alla b&$edel
versore—-, quindi:

lIvil?

codiv + codjv + cofk, v = 1.

Il significato geometrico del prodotto scalare
Siau # 0 ed r unaretta orientata parallelaad
Sianov € V;, v = AB, AB’ le proiezioni ortogonali dei punt\B sur.

Definizione 6.13 Definiamocomponente ortogonaleli v rispetto au, la misura con segno del segmentéBA
Siindica conv,, e risulta : v, = llvil.cosu,v.

Osservazione 6.11Si noti cheu - v = llullv, = livilu,. Siav = (X;, %, X;) rispetto alla base ortonormale
B = (i,j, k). Le componentix,, %, X;) sono le componenti ortogonali i, rispetto ai versori, j, k.

Vettore proiezione ortogonale di un vettore

Sianou # 0, r una retta orientata parallela adche individua una retta vettorial¢, v € V5, v = AB, A'B’ le
proiezioni ortogonali diA e B sur, indichiamo conv , il vettore rappresentato da/B’.

v, € dettovettore proiezione ortogonaledi v sulla retta vettoriale U.

Lo ~ u u.vu
Siricava:v, = livllcosuv — = —.
lball Tl

Teorema 6.9 v, proiezione ortogonale di un vettore sul vettoreu ha le seguenti proprieta, & il vettore:

1. Au étale chev — Au sia perpendicolare au;

2. Au @il vettore com tale chellv — Aull? sia minima.

6.8 Il prodotto vettoriale o esterno

Definizione 6.141l prodotto vettoriale € la legge che ad ogni coppia di vettatj v € V5 associa il
vettoreu A v detto anchegu vettorev), o vector cross product, in simboli:
A :V3x V3 =V, (v,v) - uAv e cosi definito:

1. llu Avll = llall llvilsinu, v,
2. u A v e ortogonale al piano individuato sia da che dav,

3. (uAv,u,v) € una terna positiva (oppure: regola della mano destta:= indice, v = medio,u A v =
pollice).

Osservazione 6.12 prodotto vettoriale ha senso soltanto\fg, non inV,, non in dim maggiore di 3.

Teorema 6.101 prodotto vettoriale di due vetton, v € il vettore nullo se e soltanto se i due vettori sono paralleli.
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Dimostrazione

u=0
uAv=0-4 oppure v=20
oppuresimv = O(che implica uv =0 0 =)

Per il viceversa basta ripercorrere al contrario la dimostrazione precedente.
Il prodotto vettoriale gode delle seguenti proprieta:

Teorema 6.11 1. Yu,v € V;:uAv =-uA v, proprieta anticommutativa;
2. Yu,veVyVle R: (Au)Av =uA(Av) = A(u A v): proprieta di omogeneita;

3. Yu,v,weV;:uA(v+w)=uAv+uAw, proprieta distributiva;

Dimostrazione di 2). Si possono presentare i seguenti gasi0,A < 0,4 > 0.
Consideriamo il casa > 0.
E’ sufficiente sviluppare I'espressiofielu) A vl per avere

QW vl sin@wyv = Il Iviisin(a)v, perd sinr = sinB = sin(r — a) e percidllAllllull llviisinuv =
HAllla A vilw A v.

La dimostrazione di 3 & al Cap 7.

Osservazione 6.13Verificare che non vale in generalet A (v A w) = (u A v) A w, come si pud controllare
facilmente per esercizio.

Definizione 6.15Sianou # 0 ed a un piano perpendicolare ath. Siav € V5, u = OA con= 0 € a; la
proiezione di A sur sia A'. Il vettore v, rappresentato da O’Aé dettoproiezione ortogonaledi v su . Si
osservi cherisultauAv=uAv,.

Il significato geometrico del prodotto vettoriale

1. Lanorma del prodotto vettoriale di due vettari\ v rappresenta 'area del parallelogramma
individuato dai due vettori. In simboli, s& = OA,v = OB ,u A v = OC, poiché:

llu A vIl = llull llull cosuv = S(OAMB), ossia la superficie che si ottiene dal prodotto della base per I'altez-
za, ossia la norma di un vettore per la lunghezza del segmento uscente dall’altro vettore e perpendicolare al

primo.

2. Siano:u un versore ev un vettore tale cheirLv. Siano: OA, OB due segmenti orientati rispettivamente
relativi ai vettoriu e v € V; ed a il piano perO perpendicolare al vettora. Sia OB’ ottenuto daOB
mediante la rotazione dir sul pianoa in senso antiorario rispetto al semipiano individuatowa E’
immediato verificare chea A v = OB'.

Vettore proiezione ortogonale di un vettore su di un piano individuato da due vettori

Siano dati tre vettoriu = OA, v = OB, w = OC. Detto r il piano di u, v, su di esso si vuole ottenere la
proiezione ortogonale del vettore che chiamiamax = OP. Per questo si consideri il vettone A v e vi Si
proietti ortogonalmente il vettoresr ottenendaz = OD. Per costruzione i vettork, w,z sono complanari ed il
quadrilateroOACD €& un parallelogramma, perciak:+ z = w. La proiezione richiesta € quingi = w — z ossia:

uAv.w(uAv)

X =W = v

Il prodotto vettoriale in componenti
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E’ fondamentale distinguere tkemse ortonormale positiva i A j = k ebase ortonormale negativai A j = —k.
Scegliamo una base ortonormale posit®a= (i,j, k). Siricavano:iAi = jAj=kAk =0.iAj =k,
kAi=j,jAk=i jAi=-k,iAk=—jkAj=-i.

Allora scelti due vettorix = X;i + X,j + Xk ey = y;i + Y,j + Y5k, risulta:

XAy = (Xi+ %] + XgK) A (Vi + Yoj + Y3k) = (XY, = Xo¥ Dk + (=XY3 = X3¥1)j + (=X5Y, + Xo¥5)i =

per definizione si considera come:

X, X X, X X, X iJ ok
— 2 3 _ 1 3 1 2 —
Yo Vs Y1 Y3 Y1 Y2 k=X % X,
Yi Y2 Y3
dove| %2 %8 | & il determinante della matricé X2 X ) ed il risultato ottenuto prende il nome di pseudo
2 3 2 3

determinante.

6.9 Il prodotto misto di tre vettori

Definizione 6.16 1l prodotto misto € la funzione: & V;xV,; - R che ad ogni terna ordinata di vettoti, v,w €
Vj;, associa un numero reale cosi determinato:v A w che si ottiene eseguendo i prodotti nell’ordine in cui sono
eseguibili.

Teorema 6.12 1. u-vAw =0- u,v,w sono complanari;
2.u-vAw=uAv-w,Yu,v,we V,

BuvAw=v-wAu=w-uAv=-w-vAu=-u-wAv=-u-wAv,Yu,v,we V,

DimostrazionePer dimostrare 1) basta usare le componenti;
Le 2)e 3)si dimostrano pure agevolmente per via algebrica;

la dimostrazione geometrica di tutte le proprieta € un’immediata conseguenza del significato geometrico del
prodotto misto.

Il significato geometrico del prodotto misto

1. Sianou, v, w vettori di V5 non complanari. Allora valgono le seguenti equivalenae:v Aw > 0
u, v, w SOno una base positiva¥di; u-vAw < 0 < u, v, w Sono unabase negativadj, Vu, v, w € V;;

2. SianoOA, OB, OCtre segmenti orientati relativi ai vettod, v, w rispettivamente. Consideriamo il paral-
lelepipedo® di spigoli: OA, OB, OCe proviamo che il valore assoluto del prodotto misto dei 3 precedenti
vettori eguaglia il volume dP. In simboli: llu - v A wll = Vol(P).

DimostraziongDsservato char - v A w = llv A wll - u.co®, doved indica I'angolo formato dai vettori
v A w ed u mentreucosf € l'altezza relativa alla base individuatae w, si ha I'asserto. Il volume
del parallelepipedo rappresenta 6 volte il volume del tetraedro individuatg daw, come si prova con
semplici calcoli.

Attenzione:e un volume con segno:
si parla diterna positivaseu A v -w > 0,
Si parla diterna negativaseu A v - w < 0,

Esempio 6.6 i A j.k = 1, terna ortonormale positiva i A j.k = -1, terna ortonormale negativa

Teorema 6.131l prodotto misto di tre vettori & nullo se e solo se i vettori sono complanari. In simboli
u/Av-w =0 se e solo seivetton, v, w sono complanari.
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Dimostrazionea A v - w = 0 se, per esempics = 0, oppureu A v = 0 cioé ullv oppureu A v_Lu. |l viceversa
e analogo.

Il prodotto misto in componenti

Continuando ad usare una base positiva, dati i vettori:
u = Xi+Xj+xk v=yi+yj+ykw=zi+zj+zk, siottiene:

X X X3
u-(VAW) =Y, Y, Va3 |=X%

4L 5 4

Yo Y3
5 Z

Y1 Y3
L

Yi Y
Z 7

=X + X3

Osservazione 6.14Si e cosi ricavato un sorprendente legame tra il prodotto misto di tre vettori ed il determinante
avente per righe rispettivamente le componenti dei vettori stessi. Cio consente, sia pure soltanto in dimensione 3,
di leggere le proprieta dei determinanti attraverso le proprieta del prodotto misto.

Osservazione 6.15Riassumendo le proprieta precedenti si puo dire che il prodotto misto di tre vettori & nullo se

e solo se i vettori sono complanari, se e solo se il determinante della loro matrice € zero, se e solo se il rango della
loro matrice & minore di 3.

6.10 Cambiamenti di basi ortonormali

Siano8 = (i,j) e 8’ = (', j’) due basi ortonormali d¥, e si supponga ch® sia positiva. Postg = i,i’,siha, a
meno di multipli di Z:

se®’ é pure positiva, mentre:

se B’ & negativa e pertanto:

NI NIX

3. i’ = (cospi + Singj, j’ = (- Singi + cosyj), dovee = +1.
Detta A la matrice avente come colonne le componeriti dj’ rispetto alla bases,
cioé:

_ [ cosp —esing

| sing ecosp

si verifica che ded = AA= 1. Percio A & una matrice ortogonale di ordine 2. Indicate poi@ow), (X’,Y)
le componenti di uno stesso vettdd®, relativo alle due basi, rispettivamente, si ottiene:

4,
X = X' cosp — Yesing 6.1)
y = X' sing + y'eCoSyp '
0 anche, utilizzando la regola di Cramer, le formule inverse ci forniscono:
5.

({ X = xc_oage +ysing 6.2)
Y = e(—XSing + Y COSyp)

Pertanto (22.5) o (25.4) rappresentano le formule di trasformazione delle componenti del®Btadli@rché
si passa da una base ortonormale ad un’altra base ortonormale nello\épazio

Siano8 = (i,j, k) e 8’ = (i’,j’, k') due basi ortonormali &/; e si suppong@ positiva. Se si indica con:
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a7 o 83
A= ay ay ayg |
831 83 dg3
La matrice avente per colonne le componenti dei veitoff, k’ rispettivamente, risulta:
AA= | (6.3)

ossia'A=A"! edinoltre & def = i’ - j Ak’ = +1 a seconda che la ba%? sia positiva o negativa.

Una matriceA soddisfacente (23.6) prende il nomendatrice ortogonale di ordine 3 e rappresenta la
matrice del cambiamento di basi ortonormali nello spazjo
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Per saperne di piu sul calcolo vettoriale

7.1 Per saperne di piu sul calcolo vettoriale

Presentiamo una definizione di vettore piu rigorosa, che si basa sul concetto di relazione di equivalenza e di classi
di equivalenza.

Definizione 7.1 Due segmenti orientati AB e CD dello spazio sono agftiipollenti se i punti medi dei segmenti
AD e BC coincidono.

Teorema 7.1 La relazione di equipollenza € una relazione di equivalenza, basta verificare che:
AB ~ AB, proprieta riflessiva;

AB~ CD - CD ~ AB, proprieta simmetrica,

AB~ CD e CD~ EF - AB~ EF, proprieta transitiva.

L'insieme dei segmenti orientati dello spazio viene suddiviso in classi di equipollenza, ogni classe contiene tutti e
soli i segmenti orientati equipollenti ad un segmento dato e puo essere rappresentata da un qualsiasi segmento che
la costituisce.

Definizione 7.2 Le classi di equivalenza di segmenti orientati dello spazio sono dettteri liberi .
Notazioni: U, u: vettore libero;AB, u = B— A: AB & un rappresentante della claase

Definizione 7.3 Si dicevettore nullo 0 la classe di equivalenza costituita da tutti i segmenti orientati di lunghezza
nulla.

Siav2 0,v = AB, associamo al vettore:

1. unadirezione, quella della retta AB.
2. unversg quello da A a B.

3. un numero strettamente positivo, dettodulo, uguale alla lunghezza del segmento AB ed indicato anche
con

IIABII.

Definizione 7.4 1 vettori di modulol sono dettiversori. L'insieme dei vettori liberi dello spazio viene indicato

con V.

Osservazione 7.1Fissato un punto dello spaz®, dettoorigine, si stabilisce una ovvia corrispondenza biunivoca
tra i punti P dello spazio e i vettori definita d®DP+— v = OP.
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7.2 Ulteriori proprieta sul prodotto vettoriale
Si verifica che sussistono le seguenti proprieta:

L (uAv)-(Wi+wy)=UAv-w)+ulAv-w,),Yu,v,w, w, € Vy;
2. WAVIAW=(u-w)v—(v-wu),Yu,v,w € V;;
3. (uAVv)-(WAz)=(u-w)(v-2)—(u-z)(v.w),Yu,v,w € V,;

4. uAVIAW+ (VAW Au+(wWAu)Av0,Yu,v,w e V.
DimostrazioneDimostreremo le proprieta (1) e (2).

(1) Scelto un vettore generieoe V, eseguiamo il seguente prodotto scalare:

a-x =a)-[wA(vy +v,)] che, perla propriera 1.7 (b) equivale a

aAw- (v, +v,. Orasiapplica la proprieta distributiva del prodotto scalare e si ottiene - v, + aAw - v,) =
a-wAv;+a-wAv,) equindia:-[wAv;+wAv,]=a-y.

Alloraa-x =a-yepurea-x—a-y = 0,Ya € Vg, e perciox —y = 0, ossiax = y e cio e |'asserto
WAV +Vy)=wWAV +WAV,.

2) Yu,v,w € V;, il vettoreu A v A w & ortogonale al vettora A v e quindi complanare con e v. Esistono
pertanto degli scalart, y € R tali da potere scriverea A v - w = Xu + yv.

Se moltiplichiamo ambo i membri scalarmente perabbiamo:
0 = x(u-w) + y(v - w) a cui si soddisfa ponenda:= —pv - w, y = pu - w(con p arbitrario), si ha percio

uAvAw =plu-w)v— (v -w)ul. (7.1)

Si puo verificare che lo scalagenon dipende dai, v, w 0ssia € costante. Infatti supponiamo per assurdqche
dipenda, ad esempio, dae scriviamo:(u A v) A w = p(u)[(u- w)v — (v - w)u].

Scelto un vettore arbitraria, abbiamo le seguenti identita:
(uAv)-a=(uAv)(wAa)=(aAw)(vAuma(uAv)-a=p|u-w)v-a—-v-w)u-al, e scambiandm
cona:(uAw)-u=pula-v)w-u-w-v)a-ul; edal confronto si dedugea) = p(u).

Ossia essenda arbitrario non dipende da e analogamente si verifica cpenon dipende da e daw.

Postou =i,v =j=w =1iin(7.1) troviamoi A j A i = p(j), 0ssiap = 1 in quanto si riconosce direttamente che
iANjAL=].

Sostituendg = 1 in (7.1), rimane provato I'asserto].
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Calcolo Vettoriale — Esercizi

8.1 Esercizi
Tutti gli esercizi, a meno di esplicita dichiarazione contraria, sono da considerarsi nello spazio vettoriale reale

V, dei vettori ordinari, riferito ad una base ortonormale positi¥a= (i, j,k). | simboli: “- ", * A”indicano,
rispettivamente, il prodotto scalare e il prodotto vettoriale (esterno) tra due vettori.

[1] Datii vettori:
a=hi-j+3k, b=i-hj+kk, c=-2i+kk, hkeR,

trovare per quali valori dn, ke R esistono dei vettork € V, tali che:

aAx+xAb=c

e determinare, quando & possibile, le componenti.di

[2] Sea e c sono vettori non nulli, ortogonali, calcolare:

a/lA(aAc),
a-(alc).

[3] Datii vettori: a = (1,2,0) e b = (0,1, 1), determinare una base ortogonale positiv& gicontenentea e un
vettore complanare aal e ab.

[4] i) I'vettori: a = (1,2,0) e b = (0,1, 1) possono rappresentare i lati di un rettangolo?
if) Determinare i vettoriv che rappresentano le altezze del parallelogramma individuaioaddab.

[5] i) I vettori: a = (1,1,0) e b = (2,0, 1) possono rappresentare i lati di un rombo?
i) Determinare le rette vettoriali bisettrici degli angoli individuati da& dab.

[6] Datii vettori: a = (1,0,-2) e b = (0,1,-1), determinare una base ortogonale positiva contenergain
vettorec ortogonale sia aé sia ab.

89



90 E. Abbena, A.M. Fino, G.M. Gianella — Lezioni di Geometria e Algebra Lineare |

[7] Datii vettori:
a=(1,3h, b=(-150, c=(1-2-1),

determinare per quali valori di € R, esiste un vettor& di V; che verifica tutte le seguenti condizioni:
i) x sia complanare ad e ac;

i) x sia perpendicolareb A c;

iii) il vettore proiezione ortogonale di suc sia—c.

[8] Datiivettori: u = (2,1,3) e v = (0, 2,3), determinare il vettor& simmetrico diu rispetto av.

[9] Datiivettori: u = (2,1,3) e v = (0, 2,3), determinare i vettori bisettori degli angoli individuati dae v .

[10] Dati i vettori:
a=(1,23), b=(-13-1), c=(011),

determinare, se esistono, i vettaritali che:

2x-a)b+xAb=c.

[11] Calcolare il valore della seguente espressione:
(a+b-c)-(a—-b+c)A(-a+b+c),
dovea, b, c sono vettori qualsiasi dello spazio vettoriale redle

[12] Datiivettori: u = (1,1,1) e v = (1,0,0), scomporre il vettorer nella somma di un vettore parallelo ade
di un vettore ortogonale ad.

[13] Sianou, v vettori diV,, provare che:

luAvVIE=@u-u)(v-v)-(u-v)

[14] Verificare che i vettorin = 2(i + j — k) e v = i + k sono ortogonali e determinare le componenti del vettore
w =1i- 3j + 2k rispetto alla bas®’ = (u,v,uAv).

[15] Datiivettori: u=i-k e v =i+ j, determinare i vettork di V5, complanari ax e av, ortogonali au + v
edinorma 1.

[16] Datiivettoriu=i-2j-kev=i+j-k,
i) verificare cheu € ortogonale a;
i) determinare i vettorix talicheu Ax = v.

[17] Datiivettori: u = (1,1,0) e v = (0,1, 1), determinare i vettork di V tali che la loro proiezione ortogonale
sul piano individuato dan e v sia il vettorea = 3u + 4v.
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[18] Dati i vettori:
u=(1,-1,h, v=(20h, w=(-210),

determinare per quali valori dii € R esistono uno o pitl vettos € V4 che verificano simultaneamente le seguenti
condizioni:

i) x e perpendicolare ad;

ii) il vettore proiezione ortogonale di suv € 2v;

iii) il volume con segno del tetraedro individuato dai vetteriv, w vale 8.

[19] i) Dati i vettori: a = (1,0,-1) e b = (2,1, 2), si determini il vettorex tale che:
a) I'area del parallelogramma individuato dae dax sia 6.
b) 8’ = (a, b, x) sia una base ortogonale positiva.

i) Si determinino le componenti del vettoee= 4i — j + 3k rispetto alla bas&’.

[20] i) Dati i vettori: a = (2,1,1) e b = (0,1, 1), si determinino tutti i vettori tali che la proiezione ortogonale
di x sul piano vettoriale generato aae dab sia il vettorea + b.

i) Scelto un vettorex particolare, si determinino le componenti del vettere- 4i — j + 3k rispetto alla base
B =(a,b,x).

[21] Datii vettori:

x =1i-j+ 2k,
y = Ai + 1j — 2k,
z =1,

i) esistono dei valori d € R per cui i tre vettori risultino complanari?
i) Esistono dei valori dih € R per cui il vettorex bisechi I'angolo formato dg e daz?

[22] Datii seguenti vettori:
a, =(1,3,-2),
a, =(-2,a-6,a+4),
a;=(-la-3a+a+1),
b=(0,-2,a-1), aeR,

i) determinare i valori del parameteoper cui i vettoria ;, a,, a; sono linearmente indipendenti.
i) Postoa = 2, determinare le componenti del vettdseispetto alla base ;, a,, a.

[23] Datii vettori: u; = (1,1,2),u, = (2,-1,3),uy = (3,0, h), dire per quali valori dh i vettori u,, u,, u; sono
linearmente indipendenti.

[24] Dati i vettori: u = (1, 3,2),v = (-2,1,1), verificare che sono linearmente indipendenti. Trovare per quali
valori di t il vettore w = (t,0,-1) appartiene al piano vettoriale individuato dae dav e, per tali valori,
determinare le sue componenti rispetto ai vettog v .

[25] Datiivettoria = (0,1,2),b = (3,-1,1),c = (-1, 2,2), determinare la proiezione ortogonalecdsul piano
individuato daa e b.
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[26] Datii vettori: v, = (-1,-2-2K,-2),v, = (1, -2+ 2k,16),v; = (4,-7-k,8), ke R,
i) per quali valori dik i vettori v,, v,, v5 sono linearmente dipendenti?

ii) Per tali valori provare che8 = (v;,v,) € una base del piano vettoriale generatovdav,, v, € trovare le
componenti div; rispetto aB.

[27] Dati i vettori:
a=i+2j+k, b=2i-j+k, c=i-}],
i) verificare che(a, b, ¢) € una base dv,.

i) Costruire una base ortonormale;, e,, e;) di V; tale chee; sia parallelo ach ed e, sia complanare ad e a
b.

[28] Dati i vettori:
u=i-hk, v=hj-k, w=hi+2hj-k, heR,
i) determinare, se esiste, un valoredper cui i vettoriu, v, w siano complanari.
if) Determinare, se esiste, un valoreldper cui i vettoriu e v siano paralleli.
iii) Determinare, se esiste, un valoreldper cui i vettoriu, v, w costituiscano una base ortogonale.
iv) Postoh = 2, determinare il vettore proiezione ortogonalexdsul piano generato da e daw.

[29] Determinare un vettore unitario perpendicolane & i — j e av = i + k, con componente positiva lundga

[30] Dati i vettori:

u=2hi-j+hk, v=hi-j, w=i-hj heR,
i) determinare, se esiste, un valoredper cui i vettoriu, v, w siano complanari.
if) Determinare, se esiste, un valoreldper cui i vettoriu e v siano paralleli.

[31] Datii vettori:
a=2i+2j+hk, b=i—j+2hk heR,
i) determinareh in modo chella A bll? = 56.

i) E possibile determinar in modo chea sia ortogonale &? E in modo chea sia parallelo eb? Giustificare
le risposte.

[32] Datiivettori: u=(1,0,1) ev=(0,1,1),
i) determinare i vettori complanaria e av, ortogonali adu e aventi normay'2 .
if) Determinare le componenti del vettoreispetto alla base formatadgv,u A v.

[33] Datiivettori: u = (1,2,-1), v=(10,2),w = (-t,t,t + 2), t e R,
i) determinare il valore di in modo tale cha, v, w siano complanari ed esprimewe come combinazione lineare
diuedv.

ii) Postot = —1, determinare il vettorav’ perpendicolare a1, a v, avente norma uguale alla normawi e
formante un angolo ottuso cgn

[34] Utilizzando il prodotto scalare, dimostrare che:
un parallelogramma ha quattro lati uguali se e solo se le diagonali sono perpendicolari.
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[35] Utilizzando il prodotto scalare, dimostrare che le diagonali del rombo sono bisettrici degli angoli.

[36] Dati i vettori:
u= (A’a _Ayl)a v:(11211)1 W = (Ay_lal)y A'E[Ry

i) determinare, se esistono, dei valoriXdper cui il volume del tetraedro individuato dav, w sia 5.
if) Determinare, se esistono, dei valoridiper cuiu, v, w siano complanari e I'angolo tra e w sia ottuso.

iif) Posto A = 2, dopo aver verificato ch€ = (u, v, w) é una base non ortogonale, determinare le componenti di
j rispetto aC.

[37] Datii seguenti vettori:
a=ai-j+3k, b=i-2j+k,
c=i-j-k, d=i+3j-ak,
stabilire per quali valori dir € R esistono dei vettork complanari cora e b e tali che:
xAc=d.

Determinare, quando € possibile, le componenti di

[38] Dati i vettori:

a=hi-j-k, b=j+k,

determinare, al variare die R, se esistono, tutti i vettost € V5 che verifichino contemporaneamente le seguenti
condizioni:

i) a,b e x devono essere complanari;
ii) a deve essere ortogonalexa
iii) la proiezione ortogonale dk sub deve esserel

[39] Dato l'insieme di vettori:

H=fu=i+k, v=j+k w=2i-j+k t=3i—j+3k}.

i) Calcolare(u + v) Aw - t;
if) Determinare le componenti del vettoreispetto alla baseu, v,u A v).
iii) Determinare il vettore proiezione ortogonale del vettarsul vettorew .
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8.2 Soluzioni

«G& aphi cs‘ Shapes’ ;

ConeRadi us=0. 1;

Arr owdD[
{x1_,yl ,z1 },
{x2_,y2_,z2_},
nome_String]:=

Bl ock[
{dx, dy, dz, rho, rhoxy, g, 91, g2, 93, | , thet a, psi },
ConpoundExpr essi on[
dx =x2-x1;
dy =y2-yl;
dz =z2-z1;

rho = Sqrt[dx"2+dy”*2+dz"2];
rhoxy = Sqrt[dx"2+dy”2];
(* Calcolianmp ora gli angoli di Eulero *)
theta = I f[rho==0, 0, ArcCos[ dz/rho]];
psi = | f[rhoxy==0,
0,
| f [ dx>=0,
Ar cCos[ dy/ r hoxy],
2Pi - ArcCos[ dy/ rhoxy]]];

g =G aphi cs3D[ Cone[ ConeRadi us, ConeRadi us, 10]];
gl = Transl at eShape[ g, {0, 0, rho- ConeRadi us}];
g2=Rot at eShape[ g1, 0, t het a, psi ];
g3 = Transl at eShape[ g2, {x1, y1, z1}];
| = G aphi cs3D[ { Thi ckness[ 0. 005],

Text [ Styl eFor n{ none,

Font Si ze- >24,
Font Wi ght - >" Bol d"],
{x2,y2,22}],

Line[ {{x1,y1,z1}, {x2,y2,2z2}}]}];
{1, 93}1;
ArrowdD[ {x1_,yl ,z1 },{x2_,y2 ,z2_}]:=Arrow3D] {x1,y1, z1},{x2,y2,z2},""];
ArrowdD[ {x2_,y2_,z2_},nonme_String]:=ArrowdD[ {0, 0, 0}, {x2,y2, z2}, none] ;
ArrowdD[ {x2_,y2_,z2_}]:=ArrowdD[ {0, O, 0}, {x2,y2,z2},""];

Programma scritto dal prof. Stefano Berardi per la rappresentazionne grafica dei vettori nello spazio.

(1]

a={h, -1, 3}; b={1, -h, k}; c={-2,0, k}; X={X,y, 2};

Reduce[Cross[a, X] +Cross[)2(, bl ==c, X]
h==1&&k==0&&x==0&&y==§\\
k z 1 2
_ 2 __o_ __t° __ =
Bk+k? -2 -2h&8x —= —- &8y 2k(71+h

+z)&&fl+h¢0

K k( 2
Seh+ 1 ekk-3) =2 2h: x_(ét,i(m +t),t), teR:

seh = 1 ek(k — 3) # 2 — 2h: non esistono soluzioni;
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seh:lek:O:x:(O,%,t), teR;

seh=1 ek # 0: non esistono soluzioni.

[2] aA(aAc)=-lal’c; a-(aAc)=o.

(3]

a={1,2 0}; b={0, 1, 1};

ab =Cross[a, b]
12, =i, i}

c=Cross[a, Cross[a, b]]
12, =i, =B}

- G aphi cs3D

Show[Ar r ow3D[a, “a”’], Arrow3D[b, b1, ArrowdD[ab, “a"~b’"], Arrow3dD[c, “a” (a"b)"11]

b)

B =(a,aAb,aA(aAb), peresempio.
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(4]

a={1,2,0}; b={0, 1, 1};

a.b
2

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zati on*

vl=b-Projection[b, aj

2 1
{5351
v2 =a-Projection[a, b]
1, i, =4y

Show[Ar r owdD[a, a], Arrow3D[b, b], Arrow3D[v1, v1], Arrow3dD[v2, v2]]

Ul

4]

,
I
=

- G aphi cs3D

i) No;

. 2 1

ii =(+1,+1,¥1 =|F=,+=,%1
)v]_ ( ’ y + )1 V2 (+51 51 )
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[3]
a={1,1,0}; b={2,0, 1};
a.a-b.b
-3

bl = Nornmalize[a]
{l 2 1 1

2 5oz

% 7

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zati on*

+ Normal i ze[b]
b2 = Nornal i ze[a] - Nornal i ze[b]
1 2 1 1

Show[Arrow3D[a, a], Arrow3D[b, b], Arrow3dD[b1, bl],
Arrow3D[b2, b2], Vi ewPoi nt - > {0. 499, -2.226, 0.084}]

- G aphi cs3D

i) No;
V2 V5 V2 VE)
[6]

a={1,0, -2}; b={0, 1, -1};

c =Cross|[a, bl
12, i, i

Cross|a, c]
{2, -5, 1}

B=(a,c=(2,1,1),alAc).
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(7]

a={1,3, h};b=(-1,5 0}; c={1, -2, -1}; X={X, Y, 2};

Reduce[{Cross[a, c]. X==0, Cross[b, c]. X==0, X.c/c.c == -1}, X]
=3 ::g(*18+5Y) ::§(30*11Y)||
X == -1&8y == 288z == 1&&8 +3h # 0

8 .
Seh+ - 3 esiste una sola soluzione;

seh=— 3 esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera.

(8]

u={2, 1, 3};v={0, 2 3};
<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zati on*
X = 2Projectionf[u, v] -u

{-2 35 &)
Show[Ar r ow3D[u, ul, Arrow3DI[v, v], Arrow3D[x, X]11]

- G aphi cs3D

<= (_2 31 27).

'13'13
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9]

u=4{2,1, 3}; v={0, 2, 3};
<<Li near Al gebra‘’ Ort hogonal i zat i on*
Normal i ze[u] + Normal i ze[Vv]
{ iz 2 4 ii}
7' 13 /14 V13 /14
Normal i ze[u] - Nornmal i ze[V]

f 2 1 3 3
W7 & v v i)

b V14 1314+ 2813 39V14+ 42113
7 182 ’ 182 '

(10]

a={1,2,3}; b=(-1, 3, -1}; c={0, 1, 1}; x = {x1, x2, x3};
Solve[2 (x.a) b+ Cross[x, b] == ¢, X]
{{Xl—>i X2e—i X3e0}}

11’ 11’

Show[Arrow3D[a, ““a’’], Arrow3D[b, b1, ArrowdD[c, ““c”], Arrow3D[ {5/11, -2/11, 0}, " x""1,
Vi ewPoi nt - > {0. 09, -2.28, -0.02}]

- G aphi cs3D
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5 2
X = (ﬂ y — ﬂ y 0) .

[11] (@a+b-c)-(a—-b+c)A(-a+b+c)=-4a-bAc.

(12]

Show[ArrowdD[ {1, 1, 1}, ul, ArrowdD[{1, 0, 0}, v1,
ArrowdD[{1/3, 1/3, 1/3}1, ArrowdD[{2/3, -1/3, -1/3}11]

- G aphi cs3D

_1+(2 1 1)
V=3%" 373 3)

[13] Usare le definizioni e le identita trigonometriche.

(14]

u={2, 2, -2}; v=1{1,0, 1};

m= {u, v, Cross[u, v]}
{{2, 2, -2}, {1, 0, 1}, {2, -4, -2}}

Li near Sol ve[Transpose[m], {1, -3, 2}]

2 3 5
{75’ 2’ 2}
vV = 311 2V 1211 V).
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[15]

101

u={1,0, -1}; v={1, 1, 0}; x = {X1, x2, x3};

Sol ve[{Det [{u, v, X}] ==0, X. (u+V) ==0, X.x ==1}, X]

{{xl—>0, xze_%, X3—>—i2}, {xleo, X2 - % X3 - %}}
X:(O,i%,i%)
[16]

u={1, -2, -13}; v={1, 1, -1}; x = {xX1, x2, x3};

u.v

Sol ve[{Cross[u, X] ==V}, X]

Solve ::”” svar s’ : Equations may not give solutions for all solve variabl es.
{{X1->-1-x3,x2->1+2x3}}

Show[Ar r ow3D[u, u], Arrow3D[v, v], Arrow3D[{-1, 1, 0}, x],
Arrow3dD[{-2, 3, 1}, x], Arrow3D[ {0, -1, -1}, X1,
Arrow3dD[ {-3, 5, 2}, x], Vi ewPoi nt - > {1.88, 0.09, -0.02}]

w y

- G aphi cs3D

x=(-1-1,1+21,1), AeR.
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[17]

Show[ArrowdD[ {1, 1, 0}, ul, Arrow3D[{O, 1, 1}, v]I,
Arrow3dD[ {3, 7, 4}, a], Arrow3D[ {4, 6, 5}, X1,
Arrow3D[{2, 8, 3}, x], Arrow3DI[ {6, 4, 7}, X11

- G aphi cs3D

x=B+A17-1,4+1), 1eR.

(18]

u={1, -1, h}; v={2,0, h}; w={-2, 1, 0}; x = {x1, X2, x3};

Reduce[{x.u==0, X.Vv/v.v ==2, Det [{X, V, W}] == 48}, X]
—= 288X1 == 8 + X3&8X2 == 8 - X3 |
Xl__4(72+7h72h2+h3)

2 (4+10h-2h2+hd)
68 3hTn2 ~2+h
x3::7%&&72+h¢0&&2+h¢0&&4+h2¢0

-2 +

Seh # +2 esiste un solo vettore,
seh = 2 non esistono vettort,

seh = -2 esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera
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(19]

a={1,0, -1}; b={2, 1, 2}; X={X, Y, z};

Sol ve[{Cross[a, X].Cross[a, X] ==36, Cross[a, b] == X}, X]
{{y->-4,x-1,2-51}}

Li near Sol ve[Transpose[{a, b, {1, -4, 1 , {4, -1, 3
{E o 11}[ p [{ { 111 { 11

2’ 9’ 18

i) x = (1,-4,1). ii)c:(l 13 11).

29’18
(20]

a={2,1,1}; b=(0, 1, 1}; x = {2, 0, 4};

Li near Sol ve [Transpose[{a, b, x}1, {4, -1, 3}1
(i, =2, iy

)x=a+b+A(aAb), AeR.
i) c=a-2b+x,sex=(204).

(21]

x={1, -1, 21 }; y=A{l, II, -2}; z = {1, 0, O}

Sol ve[Det [{X, Yy, z}]1 ==0, | ]
ol --13, {I -1}}

<<Linear Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

Sol ve[Cross[Normal i ze[y] + Normalize[z], x] == {0, 0, 0}, | ]
{}

Sol ve[Cross[Normal i ze[y] - Normalize[z], x] == {0, 0, 0}, | ]
{}

) A==+1. i) No.
[22]

al={1, 3, -2};a2={-2,a-6, a+4};
a3=({-1,a-3,a 2+a+1};b={0, -2, a-1};

Sol ve[Det [{al, a2, a3}] == 0, a]
{{a->-1}, {a=>0}, {a>1}}

Li near Sol ve[Transpose[{al, a2, a3}/. a-» 2], b/. a-»2]
{-3, -2, 1}

i) a¢ {-1,0,1}; i) b=-3a; —2a, +as.
[23]

ul={1, 1, 2};u2 = {2, -1, 3}; ud = {3, 0, h};

Sol ve[Det [{ul, u2, u3}] ==0]
{{h->5})
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h+5.

(24]

u={1, 3, 2};v={-2,1, 1};w={t, 0, -1};
RomReducle[{u, V1] 5

({03} o 3]}

Sol ve [Det [{u, v, w}] == 0]

{{t =7}}

Solve[ (W .t »7) ==au+bv, {a, b}]
{{a->1,b->-3}}

t=7,w=u-3v.

[25]

a={0,1,2};b={3 -1, 1}; c = {-1, 2, 2};

p=c-(c. Cross[a, b])/ (Cross[a, b].Cross[a, b]) Cross[a, b]
{_Z > B}
6" 3" 6
Show[Ar r ow3D[a, a], Arrow3D[b, b], Arrow3D[c, c1,
Arrow3D[p, pl, Vi ewPoi nt - > {1. 63, 0.09, 3.59}]

- G aphi cs3D

Z'+§'+1—3k
6 73T
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[26]

vl={-1, -2-2k, -2};v2= {1, -2+ 2k, 16}; v3 = {4, -7-k, 8};

Solve[v3 ==avl+ bv2]

Ha»%, b -0, ke—g}}

, 5
i) k=—§. i) vy = —4v,.

[27]

a={1,2 1}; b={2, -1, 1}; ¢ = {1, -1, 0};

Det [{a, b, c}]
2

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zati on*

g =G anschm dt [{a, b, c}]
1 f 1
{z 5 &

11 2 5 3 1 5
(A o o) (% -2

Show[Arrow3D[a, a], Arrow3D[b, b], Arrow3D[c, c1,
Arrow3D[g[[11]1, Arrow3dD[g[[2]1], Arrow3D[g[[3111]]

- G aphi cs3D

i) Per esempioe; = (

%61 ?1 %6); e2: i(_ll,s,_s), e3=el/\ez.

V210
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u={1, 0, -h}; v=1{0, h, -1}; w= {h, 2h, -1};
Sol ve[Det [{u, v, W}] ==

{{h>0}, {h-> -1}, (h->1i}}

Sol ve[Cross[u, v] == {0, 0, 0}1]

{}

Solve[{u.v ==0, u.w==0, v.w==0}]
{1

(lil- é Cross[v w])/ (Cross[v, w].Cross[v, w])Cross[v, w])/.h-2
a5

i) h=0. ii)No. ii)No. i) (5 g,—%).

[29]

u={1, -1, 0}; v={1, 0, 1}; X={X, Yy, 2};

Solve[{X.u==0, X.v==0, X.X==1}, X]

1 1 1 1
{{ye—ﬁ,Z%ﬁ,X%—%}, {yaﬁ,Z%— 3,X%%}}

i(—i—j+k).

V3
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(30]

u={2h, -1, h}; v={h, -1, 0}; w= {1, -h, 0};
Sol ve[Det [{u, v, w}] ==0]
{{h>-1}, {h->0}, (h->1}}

Sol ve[Cross[u, v] ==0]
{{h>0}, (h->01}}

h=0;
Show[Arr ow3D[u, “u”’], Arrow3D[v, ”“v’’1, Arrow3D[w, " wW"],

Paranetri cPlot3D[axVv +b*w, {a, 0, 1.5}, {b, 0, 1.5}1,
| rageSi ze -» 300]

- G aphi cs3D

)h=0,h==x1. i) h=0.

(31]

a={2,2, h}; b={1, -1, 2h};
Sol ve[Cross[a, b].Cross[a, b] ==56]

(frs-2 [ ). fro2 [2])

Sol ve[a. b == 0]
{{h>0}, (h->01}}

Sol ve[Cross[a, b] ==0]
{}

5
yh=s2 [ 2.
hh==+2]37

i) Si perh = 0, no perché le loro proiezioni ortogonali sul piano vettoriale individuatbeldaj sono ortogonali.
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[32]

u={1,0, 1}; v=1{0,1, 1}; X={X, Y, 2};

Solve[{X Cross[u v] ==0, X.u==0, XX==2£ X]

R e A
O NERRNNE

Liznear150I :\L/e[Transpose[{u, v, Cross[u, v1}1, {1, 0, 0}1]

{3 -3 -3}

. V3 (2 1 1

)+x—@1,-2,-D. i)|[=,—-=,—=|.

) 3 ( ) H ) ) (31 31 3)

[33]

u={1, 2, -1}; v={1,0, 2}; w={-t, t, t +2}; W = {X, Yy, 2};

Sol ve[Det [{u, v, w}] ==0]

{fe~-5)}

Solve[w==au+bv]

&
<
(0]
[
3
=
n
n
o
=
<
n
n
o
s
s
n
n
s
=
&

4

9
, (43 3V3 23
(&%

[34] SelixlI? = llyll?, dalla definizione di norma e dalle proprieta del prodotto scalare, segue:
(x+y)-(x—1y)=0. Il viceversa si ottiene in modo analogo.

[35] Siassume chéxll? = llyll?. Dalla formula del prodotto scalare, segue:
Co9x,x +y) = COSy, X +y) € CO$x,x —y) = COJy,X — y).
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(36]

109

u={l, -, 1y;v={1,2, 1};w={l, -1, | };

Sol ve[Det [{u, v, w}] == 30]
({1~ 5 (2-vam)}. (15 - vam) )
A=Sol ve[Det [{u, v, w}] ==0]

(1~3) 0 )

V. W . A[[1]1]
-3

V. W . A[[2]1]
0

| =2;

Det [{u, v, w}]
5

Li near Sol ve[Transpose[{u, v, w}], {0, 1, 0}]

2 1
{o.5 -5

i) A= 11\/249.
4
- 1
||))L_—§.
iii) j= 2,1
J—5V 5W.
(37]

a={t,-1,3}; b={1, -2, 1};c={1, -1, -1};
d={1, 3, -t};x={x1, x2, x3};

Reduce[{Det [{X, &, b}] ==0, Cross[x, c] ==d}, x]
t == 2&8Xx1 == 1&8X2 == 1&&X3 ==

a=2,x=(112).

. . 4 . .
[38] Seh + 0: esiste una sola soluzione:= (— , 2, 2); seh = 0: non esistono soluzioni.

h
[39] i) -3;
.2, 1. 1 . . .
II)1—:—))(1+k)—§(3+k)—§(—1—3+k),

ii) %(2i—j+k).
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Capitolo 9

Spazi Vettoriall

Introduciamo in questo capitolo la definizione di spazio vettoriale, concetto su cui si basa l'algebra lineare. In
Geometria e Algebra Lineare | si studieranno solo gli spazi vettoriali costruiti sul campo dei numeri reali, in
Geometria e Algebra Lineare Il si studieranno gli spazi vettoriali sul campo complesso. La definizione trae origine
dal ben noto esempio dell'insieme dei vettori nello spazio tri-dimensionale ordinario, si intende algebrizzare tale
concetto con il duplice scopo di dimostrare teoremi dalle conseguenze essenziali nel caso dello spazio ordinario e
di estendere tali nozioni a dimensione superiore a 3.

Definizione 9.1 Un insieme V si dicepazio vettoriale sul campo dei numeri realiR se sono definite su V le
seguenti due operazioni:

i) la somma:+ : V xV — V rispetto alla quale V ha la struttura di gruppo commutativo, ossia valgono le
proprieta:

1. commutativax+y =y +x, VYx,yeV;
2. associativai(x+y)+z=x+(y +2), VYx,y,z€V;
3. esistenza dell'elementoneutd0 eV |0+x=x+0, VYxeV;

4. esistenza delloppostééx eV I-x eV |[x+(—x) = (-x) +x = 0;

ii) il prodotto per numerireali:R xV — V tale che(A, x) = Ax per cui valgono le seguenti proprieta:

1. Ax+y) = Ax+dy, Vx,y €V, YA € R; siosserviche tale proprieta non pud essere chiamata distributiva
del prodotto rispetto alla somma, in quanto coinvolge elementi appartenenti ad insiemi diversi;

2. A+ wx=Ax+ux, VYxeV,V¥VA,ueR;
3. (Awx = Aux), VxeV,VAueR,;
4, Ix=x, VxeV.

Gli elementi di V prendono il nome dettori e saranno, in generale, indicati in grassetto, gli elementRdi
prendono il nome dscalari, I'elemento neutrd di V viene dettaettore nullo.

Osservazione 9.1Si puo dare una definizione analoga di spazio vettoriale ma costruito su un qualsiasi campo, per
esempio sul campo dei numeri razion@lio dei numeri complesst.

Verranno descritti di seguito gli esempi ritenuti piu significativi, si rimanda al Capitolo 12 per ulteriori esempi ed
esercizi.
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Esempio 9.1 Iniziamo con gli esempi che hanno dato il nome alla struttura di spazio vettoriale appena definita.
V., V., V;: gli insiemi dei vettori della retta, del piano e dello spazio rispettivamente, sono esempi di spazio vetto-
riale suR rispetto alle operazioni di somma di vettori e di prodotto di un vettore per un numero reale definite in
modo elementare.

Esempio 9.2 Linsieme delle matricR™" di m righe en colonne, ad elementi reali, definite nel Capitolo 3 sono
una famiglia di esempi di spazi vettoriali rispetto alle operazioni di somma e di prodotto per numerireali la definite.

Esempio 9.3 L esempio fondamentale
R" = {(X, %, ..., %) X €R,i=1,...,1.

E un caso particolare dell’esempio precedente ma, visto il ruolo fondamentale che avra in tutto il corso, lo trattiamo
a parte.
La somma di duen-uple diR" & definita come:

(Xl,X2,...,)§1)+(y1,y2,...,yn)=(X1+y1,X2+y2,...,)§1+yn).

Il vettore nullo & dato dalla n-upl&0, 0, . . .,0) e 'opposto del vettorex ,, X, . . ., %) € il vettore(=x;, =Xy, .. . ,=X;).
Il prodotto di un numero reale per un elementdrdi & definito da:

AXy, X, vy %) = (AXg, AXy, o, AX).

Si osservi che, come caso particoldReha la struttura di spazio vettoriale 8u In questo caso, le operazioni di
somma e di prodotto per scalari coincidono con le usuali definizioni di somma e di prodotto di numeri reali.

Esempio 9.4 1l campo dei numerirazional) € un esempio di spazio vettoriale®uma non stk ), analogamente
il campo dei numeri comples@i ha la struttura di spazio vettoriale su se stesso e andRe Silascia per esercizio
la spiegazione dettagliata di tali affermazioni.

Esempio 9.5L'insieme delle funzioni reali di variabile realeF(R) = {f : R - R} & un esempio di spazio
vettoriale suR , dove la somma é definita da:

(f+9x=fx+9gx, Vf,ge FR),¥xeR
e il prodotto di una funzione per un numero reale €:

AHX) = A(F(X), YfeFR),YAeR,¥xeR.

Si verifica facilmente che il vettore nullo € la funzione null@(x) = 0, ¥x € R, 'opposto dif & la funzione—f
definita in modo evidente:

(-Hx) = -f(x), VYxeR.
Vale il seguente teorema, il cui enunciato € naturalmente intuibile.
Teorema 9.11n V, spazio vettoriale reale, si ha:

. il vettore nulloO & unico;

. per ogni vettorex € V I'opposto—x & unico;

1

2

3. sex+y =x+z alloray =z, per ognix,y,z € V;
4. =x=0,conleRexeV < A=0oppurex =0;
5

. (-Dx = —x, perognix € V.

DimostrazionelLa dimostrazione, quasi un esercizio, si puo leggere nel Capitolo 12.
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Capitolo 10

Sottospazi Vettoriali

La nozione di sottospazio vettoriale, oggetto di questo capitolo, intende estendere l'idea dell'insieme dei vettori
del piano visto come sottoinsieme dei vettori dello spazio aventi entrambi la stessa struttura di spazio vettoriale,
con le stesse operazioni, riferite allo stesso campo di scalari.

10.1 Definizione ed Esempi

Definizione 10.1Sia V uno spazio vettoriale real8)’ c V & unsottospazio vettorialedi V se‘W & uno spazio
vettoriale rispetto alle stesse operazioni di V, ossia shi@sorispetto alle operazioni di somma e di prodotto
per scalari definite in V, vale a dire:

Vx,ye W=x+yeW,
VAeR,Vxe W= Ax e W,

che equivale a:

YL ueR,Vx,y e W= Ax+uy € W.

Osservazione 10.1Segue dalla definizione che il vettore nullo deve necessariamente appartenere ad ogni sotto-
spazio vettoriale.

Esempio 10.1Llinsieme dei vettori ordinari del pian¥, & un sottospazio vettoriale 8, insieme dei vettori

dello spazio. Linsieme dei vettori di una retfa & un sottospazio vettoriale ¥, e diV;. Si noti il comune abuso

di linguaggio, corV, é da intendersi una retta vettoriale (graficamente un insieme di rette parallele, una direzione),
conV, e daintendersi un piano vettoriale (graficamente un insieme di piani paralleli, una giacitura).

Esempio 10.2Si osservi che, nonostanfec R, I'insieme dei numeri razionali (spazio vettoriale®) non & un
sottospazio vettoriale dR , in quanto suQ non é definito lo stesso prodottoHi, il prodotto di un numero reale
per un numero razionale non & necessariamente razionale.

Esempio 10.3In ogni spazio vettorial® compaiono necessariamente due sottospazi vettokak: {0}. Essi
coincidono solo s& = {0}. Tali sottospazi si diconwnproprii .

Ci occupiamo ora della rappresentazione dei sottospazi vettoriRI dnediante equazioni. Per capire meglio la
teoria, iniziamo con un esercizio.
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Esercizio 10.1 Dati i seguenti sottoinsiemi @R 3:

A = {(%g, X, Xg) € R3 [ 2% + 3%, — X3 = 0},
B = {(Xg, %, Xg) € R3 [ 2X) + 3%, — X3 = X, + X3 = 0},
C = {(Xy, %, Xg) € R3| 2¢; + 3%, — X3 = 5},
D = {(X, % Xg) € R®| 24 + 3%, — X = O},

dire quali sono sottospazi vettoriali & giustificando la risposta.

Soluzione:E facile osservare ch€ non & un sottospazio perché non contiene il vettore nullo, in altri termini
I'equazione lineare che definis¢enon € omogenea.

Dimostriamo cheAl & un sottospazio vettoriale 8. Siano(xy, X, X3) € (Y, Y,, Y3) due elementi diAl ossia tali
che: X; +3x, — X3 = 2y, + 3y, — Y5 = 0, dimostriamo che la loro somngg, +Y;, X, + Y,, X3 +Y3) € un elemento di
A, vale a dire 2, +y;) +3(X, +Y,) — (X3 +Y3) = 0, che € ovvia conseguenza dell'appartenenzaati (X, X,, X;)
e di (Y, ¥, ¥3) . Analogamente si dimostra Clgx,, X,, X3) = (AX;, AX,, AX3) € un elemento diAl per ognit eR e
per ogni(Xy, Xy, X3) € A.

Si dimostra in modo analogo ct# & un sottospazio vettoriale 3.

D non & un sottospazio vettoriale R, pur contenendo il vettore nullo, infatti dati, 0, 2),(2,0,8) € D la loro
somma(3, 0, 10) non appartiene @ (2- 32 -10= 8).

L'esercizio precedente suggerisce il seguente risultato di carattere generale.
Esempio 10.4 Esempio fondamentale di sottospazib.insieme delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo

di n incognite & un sottospazio vettorialeRIl'. La dimostrazione, che & una conseguenza evidente dell'esempio
precedente, puod essere anche ottenuta procedendo in modo sintetico. Infatti, sia

NA) = {X eR"|AX =0, Ac R™"
l'insieme da considerarsi, dove si identifiBd! conR". Dati X;, X, € N(A), alloraAX;, = AX, = 0. Si deve
dimostrare che.X; + uX, € N(A) per ognid, u € R, maAAX; + uX,) = AAX + uAX, = 0. Si osservi che co®
si indica la matrice nulla dR™. N(A) prende il nome diullspace(o nullificatore) diA.

Osservazione 10.2Quanti vettori contiene un sottospazio vettoriale?

Continuiamo con un elenco di sottospazi notevoli dello spazio vettoriale delle niRtfi€i Le verifiche sono
lasciate per esercizio.

Esempio 10.511 sottoinsiemeD(R ™™ di R™" (spazio vettoriale delle matrici quadrate di ordimeformato dalle
matrici diagonali, definito in 3.3, & un sottospazio vettoriale.

Esempio 10.61l sottoinsieme7(R™") di R™" delle matrici triangolari superiori, definito in 3.3, & un sottospazio
vettoriale; analoga affermazione per il sottoinsieme delle matrici triangolari inferiori.

Esempio 10.7L’insieme delle matrici simmetriche (cfr. 3.3):
SR™) = {AcR™ | A=A

€ un sottospazio vettoriale 8" ", Infatti se A;, A, € S(R™" si hacheA, = A, e'A, = A,, allora'(A, + A,) =
A, + A, = A, + A,, la dimostrazione della chiusura rispetto al prodotto per scalari € lasciata per esercizio.

Esempio 10.8Linsieme delle matrici antisimmetriche (cfr. 3.3):
AR ={AeR"™ | A+ A=0}

€ un sottospazio vettoriale (per la dimostrazione si procede in modo analogo all’esempio precedente.)
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Osservazione 10.3Si osservi che l'insieme delle matrici ortogonali (cfr. 3.3):
o) = {AeR™ | 'AA=1}
non e un sottospazio vettoriale &"", perche non contiene il vettore nullo.
Osservazione 10.4Si osservi che l'insieme:
W ={AeR™"| detA =0}

non e un sottospazio vettoriale &"". Perché?

10.2 Somma di sottospazi vettoriali

SianoW; e ‘W, due sottospazi vettoriali di uno spazio vettorisleostruito suR . Si ha:

Teorema 10.1L’intersezione insiemisticdd’; N ‘W, € un sottospazio vettoriale di V .

DimostrazioneE immediata conseguenza delle definizioni di sottospazio vettoriale e di intersezione insiemistica.

Esempio 10.9Siano:
W =1{(X, %, X5) € R3| 3X; + X, + X3 = 0},
W, = {(Xy, %, Xg) € R¥| X, — X5 = O}

La loro intersezione ¢ il sottospazio:

WINW, = {(X, %, %) € R3|3X, + X, + Xg = % — X3 = O}
{(@a,-4a,d, ac R}.

Esempio 10.10In V3, spazio vettoriale reale dei vettori ordinari, riferito ad una base ortonormale positiva
B = (i,], k), i sottospazi:
Wl = L(ivj)a WZ = ‘L(ivk)

si intersecano nella retta vettoriale:
W, NW, = L(i).

Si ricordi che la notaziond’(a) indica I'insieme di tutti i vettori che sono paralleli a&d analogamente’(a, b)
indica I'insieme dei vettori complanari ad b; nel Capitolo 11 si generalizzera questa notazione.

L'unione di due sottospazi non €, in generale, un sottospazio vettoriale, come si deduce dagli esempi prima citati.
Infatti si ha:

Nell’Esempio 10.9W, U ‘W, non € un sottospazio perché, per esempio, la sommii 8i-5) € ‘W, insieme
con(2,3,2) € W, non appartiene &/, U W,.

Nell’Esempio 10.10 il vettorer = (2i + 3j) + (4k) non appartiene &/, U ‘W, pur essendo somma di un vettore
di ‘W, e diun vettore diy,.

Esercizio 10.2In quali casi I'unione di due sottospazi € un sottospazio?
Gli esempi precedenti giustificano la seguente:

Definizione 10.2 Si definiscsommadi ‘W, e ‘W, l'insieme:

Wi+ W,=xeV|x=x+Xx,, x, € W, x, € W,
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Teorema 10.2 1. ‘W, + W, & un sottospazio vettoriale.

2. ‘W, + W, &l pil piccolo sottospazio conteneri&’, e ‘W,.

Dimostrazione 1. Segue dalla definizione di somma di sottospazi e dalla definizione di sottospazio vettoriale.

2. W, € W, +W, in quanto i suoi elementi possono essere scritti came, per ognix € W, considerando

il vettore nullo0 come elemento di,. Dimostrazione analoga pe#’,. La sommaW, + W, & il piu pic-

colo sottospazio contenentd’, e ‘W, perché ogni altro sottospazio con questa proprieta deve necessariamente
contenere tutte le combinazioni lineari di elementilgt, e di ‘W, e, quindi, deve contenerd/; + W, . |

La definizione di somma si estende in modo naturale a pit di due sottospazi:
Definizione 10.3SianoW,, i = 1,...,k,sottospazi vettoriali di V. La loro somma & data da:
Wi+ Wo+. .+ W ={xeVix=x+x,+...+x, x, € W;,i=1...K.
Anche in questo caso si puo dimostrare una proprieta analoga al Teorema 10.2.
Si presti particolare attenzione ai seguenti esempi.
Esempio 10.11Siano:
(W]_ = {(Xll X2|0) € Rsl Xllxz € R}l
W, =1{(0,0,%) € R®, X, € R}.

Si verifica cheWw,; N W, = {0} e W; U W, = R3. Ogni elementdx,, %, X;) € R si scrive, in modo unico,
come somma di un elementod/; e di un elemento dilW,, infatti:

(Xg) X9y Xg) = (X5 %o, 0+ (0,0, X3).
Esempio 10.12Siano:
W, = {(%, %, 0) € R3, x;,% € R},

ZZ = {(X1101 X3) € [R31 Xj_, X3 e [R}

Si verifica cheW,; N Z, = {(x;,0,0),%, € R} e W; U Z, = R3. In questo caso, per esempid, 2,3) € R3 si
puo scrivere in infiniti modi diversi come somma di un elementdfdj e di un elemento diZ,, infatti:

1,2,3)=(a,2,0)+ (b,0,3), a,beR |a+b=1.
Cio suggerisce la seguente:
Definizione 10.4 SianoW,, W, sottospazi vettoriali di V , la somn1#/, + W, si dicediretta e si scrive:
W, W, (10.1)

se ogni vettorex € W, & ‘W, si decompone in modo unico come= x,; + x, conx, € W, ex, e W,.

La precedente definizione si estende a piu di due sottospazi nel modo seguente:

Definizione 10.5SianoW;, i = 1,...k,sottospazi vettoriali di V ; la loro somma si didéretta e si scrive:
W, eW,d...0 W,

se ogni vettorex di tale somma si decompone in modo unico come:
X:X1+X2+...+Xk

conx; e W, i=1,...k.
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Sara utile la seguente:

Definizione 10.6 ‘W, e ‘W, sottospazi vettoriali di V , si dicorsupplementari se:
W, oW,=V.
Osservazione 10.9.a somma di due o piu sottospazi € generata dall’'unione dei medesimi nel senso che i vettori
del sottospazio somma sono combinazioni lineari dei vettori dei sottospazi addendi.
Osservazione 10.6V; = LA @ LG @ Lk) = LE )OS LK) =.......
Esercizio 10.3In V; quanti sono i sottospazi supplementarifii, j) ?
Teorema 10.3 Lo spazio vettoriale delle matrici quadrate si decompone nel modo seguente:

R™ = SR™ & AR,

dove S(R™M indica il sottospazio delle matrici simmetriche ®I"", AR"") e il sottospazio delle matrici anti-
simmetriche definiti negli Esempi 10.7 e 10.8.

DimostrazioneSegue dalla scrittura:
2A=(A+ A +(A- A

e dal fatto cheA + 'A & una matrice simmetrica, mentée- 'A & antisimmetrica.
| seguenti teoremi caratterizzano la somma diretta:

Teorema 10.4
W=w,oeW,eW=W,+W,eW,NW,={0}.

DimostrazioneSe la somma dei due sottospazi e diretta, allora agai'’ si scrive in modo unico come ; +x,,

conx, € W, ex, € W,. Perassurdo, sg(* 0) € W, N W, allora I'espressione& = (x; +y) + (x, - y)
contraddice l'ipotesi.

Si supponga chéV, N W, = {0} e W = W, + W, ed, inoltre, per assurdo, ska= x; + X, = y; + y,, CON
X,y € Wy, x,,y, € W, ex; £y, oppure (0 anchex, # y, . Segue che, -y, = —-x, +y, da cuisi
perviene ad una contraddizione.
Il seguente esempio mostra che tale teorema non puo essere esteso al caso della somma diretta di piu sottospazi.
Esempio 10.13In V;, rispetto ad una base ortonormale posita (i, j, k), si considerino i sottospazi vettoriali:
W, =L34,j); W,=Li+k); W;=Lj+k).

E chiaro cheW, N ‘W, N W, = {0}, e W, + W, + W, =V, malaloro somma non é diretta; per esempio:

i+j+k=[la+(1-ajl+(1-ai+(1-ak]+(aj+ak), aeR.

Il teorema che caratterizza la somma diretta di pit di due sottospazi, €, infatti, il seguente:

Teorema 10.5

W=W, eoeW,®..0W < (Wiﬂ((Wl+‘W2+...+@\i+...+(Wk)={0},
eW=W, +W,+..+W,i=1...Kk

((T/V\i indica che si deve escludere il sottospa#d, dalla somma).
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Esercizio 10.4 Avvertenza:1l seguente esercizio é risolto a titolo di esempio per chiarire i concetti esposti in
guesto paragrafo. Nel capitolo successivo indicheremo un metodo pit rapido per risolvere problemi analoghi.

In R* si considerino i sottospazi vettoriali:

W, = {(Xg, X1 X3, %) € R* [ X; + 2X, + 3X3 + X, = O},
Wy = {(Xg, %o, Xg,%,) € RAIX; + Xy = Xg + X5 = X; — X, + X5 = O},

dimostrare cheW; & W, = R*.

Soluzioneinnanzi tutto osserviamo che effettivamerité, e ‘W, sono sottospazi vettoriali ®* essendo definiti
tramite sistemi lineari omogenei. La loro intersezioWé, N W, coincide con le soluzioni del sistema lineare
omogeneo formato da tutte le equazioni che definiscdrig e da tutte le equazioni che definiscoi¥y,, nel
nostro caso si ha:

Xy + 2% + 3Xg + X, =0

X, +X% =0

X +% =0

X, =X +X%; =0

le cui soluzioni, come spiegato nel Paragrafo 1.2, dipendono dal rango della matrice dei coefficienti:

2

1

0
-1

N
PRk, ow
cCoor

riducendo per righe la matrick si ottiene rankA) = 4 da cui segue ch&/; N ‘W, = {0}.

Per dimostrare che¥; + W, = R* si devono scrivere esplicitamente le espressioni dei vettsWdie di ‘W,.

Nel primo caso, risolvendo I'equazione che definidég , si ottiene cheXx;, X, X3, Xy) € W, S€(Xy, Xo, Xg, %) =

(-2t — 3t, — t5, 1,8, t3), Vi, t,,t; € R. Invece, risolvendo il sistema lineare che definisdé,, si ha che
(X0s X1 X3, %4) € W, s€ (X, %, %3, %) = (0,0,0,1), VA € R. Si ottiene la tesi provando che un generico vet-

tore (X;, %, X3, X,) € R* si pud scrivere come somma di un vettoreldf, e di un vettore diW,, in altri termini

dato(X;, X, X3, X,) €sistono opportuni valori di,, t,,t;, A € R per cui(X;, X, X3, X,) = (=2t; = 3t, —t5, 1, t,, t; + A),

che é owvio dalla scrittura stessa. |l Teorema 10.4 e il calcolo dell'intersezione dei due sottospazi assicurano che
tali valori sono unici.
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Capitolo 11

Generatori, Basi e Dimensione

11.1 Base di uno spazio vettoriale

Definizione 11.1Dati i vettori v, v,, ...,v, di V, spazio vettoriale si, il vettore x definito da:

X=XV + XV, . XV, (11.12)

si dicecombinazione lineare(c.l.) di vy, v,,...,v
combinazione lineare

n- I numeri reali x,X%,,...,x, si diconocoefficienti della

Fissati i vettorivy, v,, ...,v, in V sivogliono considerare tutte le loro combinazionilineari. Tale insieme indicato
con:
LV, Vo V),

0 CON< Vy,Vy, ...,V >, prende il nome (dall'inglese) dipandi v,,v,,...,v,, di cUi v;,v,,...,v, SONO i
generatori. Si ha:

Teorema 11.1 L(v,,v,,...,v,) & un sottospazio vettoriale di V ed & il piu’ piccolo sottospazio vettoriale di V
contenente i vettor,, v,, ..., v,.

La dimostrazione € lasciata per esercizio.

Esempio 11.11In V,, rispetto alla base ortonormal® = (i, j, k), il piano vettoriale £(i,j) € un sottospazio
vettoriale.

Il teorema che segue, la cui dimostrazione & un esercizio, permette di cambiare generatori in un sottospazio
vettoriale.

Teorema 11.2In L(v4,v,,...,v,) Si possono aggiungere o sostituire pit generatori con loro combinazioni li-
neari.

Osservazione 11.1Come immediata conseguenza del teorema precedente si ottien®&(¢hev,, ...,v,) am-
mette infiniti generatori.

Esempio 11.21l piano L(i, j) di V, si puo definire comeL(i, j) = L(3i + 4j,i — 100j, 4i, 0) e cosi via, ma non
comeL().

Esempio 11.3Lo spazio vettoriale dei numeri reali pud essere generato da un qualsiasi numero nofRnsllo:
L(1) = L(35).

Esempio 11.4R3 = £((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) = £((1,2,3),(2,3,0),(0,0,2),(4,5,6)).
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Esempio 11.5R?? & generato, per esempio, dalle matri i:(l) 8 ) )( 8 (1) ) ma anche
daIIematrici:(2 O) (O 4) ( 0 0) (O O) (0 O) (7 2).
o o/))lo o)'\-7 0o)'{0 8)'{0 O 0 9
Esempio 11.6Consideriamo il sottospazio vettoriale:
B = {(Xy, X%, Xg) € R®| 2% + 3%, — Xg = X, + X = O}
introdotto nell’Esercizio 10.1 e determiniamone un sistema di generatori. A tale scopo si deve risolvere il sistema

lineare omogeneo, come descritto nel Paragrafo 1.2 e si ottengono infinite soluzioni che dipendono da un parametro
t € R date da:

X =2t
Xy = 1
Xg = 1.

In altri termini, il generico elemento &8 e del tipo(2t, —t,t) = t(2,-1,1), ¥t € R, ossia(2, -1, 1) € un generatore
di B.

Le definizioni e le proprieta che seguono preparano alla definizione rigorosa di dimensione di uno spazio vettoriale.

Definizione 11.21 vettori vy, v,, ...,v, di V sidicondinearmente indipendenti(l.i.) se I'unica loro combina-
zione lineare che da il vettore nullo ha coefficienti tutti nulli, vale a dire:

X Vi +XVo+ .+ X Vv, =02 X =X=...=x,=0. (11.2)
L'insieme{v,, v,,...,v,} divettori Li. si dicelibero.
Osservazione 11.2Si osservi che in (11.2) vale anche 'implicazione opposta.

Enunciamo, ora, la definizione che nega la Definizione 11.2.

Definizione 11.31 vettori v, v,,...,v, di V si diconolinearmente dipendenti(l.d.) se esiste almeno una loro
combinazione lineare che da il vettore nullo a coefficienti non tutti nulli.

Prima di proporre alcuni esempi conviene dimostrare la seguente proprieta, molto facile, ma utile per riconoscere
vettori l.d. o L.i.

Teorema 11.31 vettori v, v,,...,v, di V sono l.d. se e solo se uno di essi si pud esprimere come c.l. dei
rimanenti.

DimostrazioneHp: Sianovy, v,, ..., v, L.d. Allora: x;v, + X,v, + ...+ X,v, = 0 conx; # 0 (se il coefficiente

non nullo non fosse&, potremmo commutare in modo da porre al primo posto il coefficiente non nullo), & percio
possibile ricavare:

da cui la tesi. Il viceversa é lasciato per esercizjo .
La verifica degli esempi che seguono € lasciata per esercizio:
Esempio 11.70gni insieme del tipoZ = {x} conx # 0 ¢ libero.

Esempio 11.8In V; i vettori di una base ortonormalg = (i, j, k) sono linearmente indipendenti, lo stesso vale
per ogni sottoinsieme non vuoto #i.
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Esempio 11.9Se in un insieme di vettod compare il vettore nullo, allor& non é libero.
Esempio 11.10Se A é un insieme libero, allora ogni suo sottoinsieme non vuoto € libero.
Esempio 11.11SeC é un insieme di vettori l.d. allora ogni insieme che lo contiene é formato da vettori I.d.

La definizione che segue estende la nozione di base data nel caso particeladedvettori ordinari dello spazio
e diV, dei vettori del piano.

Definizione 11.4Sia V uno spazio vettoriale g, un insieme di vettor8 = (v, v,,...,v,) di V si chiama
basedi V se:

1. B é uninsieme libero:

2. B é uninsieme di generatoridi V, ossigB) = V.

Esempio 11.12 1. InV,; unabase é datada = (i, j, k), in V, una base é data d&.= (i, j).

2. InR" una base e data d& = (e; = (1,0,...,0),e,=(0,1,...,0),...,e,=(0,0,...,1)).

Questa base particolare, molto naturale, prende il nonbask standardo base canonica Per esempio,
nel caso particolare dR* si ha che la quaternatl, 2,3,4) si scrive come &, + 2e, + 3e; + 4e,, da
cui la giustificazione della particolare denominazione della base usata. Senfpfesia si considera, per
esempio, la baseB’ = (f; = (2,0,0,0),f, = (0,3,0,0),f, = (0,0,1,0),f, = (0,0,0,4)) si ha: (1,2,3,4) =

1

2 \ .
> f, + C_sz + 3f; + 1f, che & una decomposizione molto meno naturale della precedente.

3. Analogamente al caso &", la base canonica dello spazio vettoriale delle maR{Ei" & formata, ordinata-
mente, dallenn matrici E;; aventi il numero 1 al postgj e O per ogni altro elemento. Nel caso particolare
di R%2 la base canonica & formata dalle 6 matrici seguenti:

100 010 00 1
Ell‘(o 0 o)’E12‘(o 0 o)'E13‘(o 0 o)’
000 00 0 000
E21—(1 0 0),E22—(0 1 o)'E23‘(o 0 1)’
quindi:
12 3
45 6 = Ey; + 2B, + 3E5 + 4E,; + 5E,, + 6E,;.

Il teorema che segumaratterizzale basiinV.

Teorema 11.4 1. SiaB = (v, v,,...,v,) una base dello spazio vettoriale reale V, allora ogni vettgreli
V si decompone in modo unico come:

X=XV + XV, + ..+ XV (11.3)

n'n’

con (Xg, %y, ..., %) € R".

2. Se(vy,vy,...,v,) & uninsieme di vettori di V tale che ogni vettotedi V si decompone in modo unico
rispetto a tali vettori come in (11.3) allora l'insieme ;, v, . ..,v,) € unabase di V.

La dimostrazione di questo teorema € lasciata per esercizio.
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Osservazione 11.3rissata una bas8 in V, per ogni vettorex di V la n-upla, individuata univocamente da
X
(11.3), si indica spesso con la matrice colonXaz= [ ] | numeri realix; sono lecomponentidi x rispetto

Xn
alla baseB.

Osservazione 11.4Fissata una basg in V, dati due vettorix e y di V le cui matrici colonne delle componenti

Xq Y1
X
sono:X =| “?

eyY = y:2 , il vettore x + y ha componenti:
Xy Yn
Xty
X+y=|2tY
Xa + Yn

e il vettoreAx (YA € R) ha componenti:

AX =

Si osservi, inoltre, I'assoluta coerenza tra le definizioni di somma di matrici e somma di vettori e tra prodotto di un
numero reale per una matrice e prodotto di un numero reale per un vettore.

Dalla definizione di base di uno spazio vettoriale e dal teorema ad essa relativo emergono naturalmente le seguenti
domande:

1. In ogni spazio vettoriale esiste sempre almeno una base?
2. Nel caso affermativo, quante basi esistono?

3. Nel caso in cui esistano molte basi, quanti vettori contengono ciascuna?

Nel caso particolare degli spazi dei vettori ordindgie V,, aiutati dalla visualizzazione geometrica, conosciamo

gia le risposte alle precedenti domande, i teoremi che seguono permettono di dare analogheokpudteaso
particolare degli spazi vettoriali che ammettono un nunfi@ito di generatori, ossia per gli spazi vettoriali detti
finitamente generati Pertanto tutta la trattazione che segue sara esclusivamente rivolta a questo tipo di spazi
vettoriali, quali, ad esempidR" e lo spazio delle matridR ™", (cfr. Esempio 11.12). Per non perdere la scansione
logica del discorso, enunciamo uno di seguito all’altro i teoremi previsti, anteponendo il commento e le loro
conseguenze alla loro dimostrazione.

Teorema 11.5(Teorema dell’esistenza di una basg. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato e sia
G = (w;, w,,...,w,) un sistema di generatori. L'insien® contiene almeno una base.

Osservazione 11.9Dal teorema precedente e dall’Osservazione 11.1 segue che, essendo possibile ottenere infiniti
sistemi di generatori, esistono infinite basi in uno spazio vettoriale finitamente generato.

Teorema 11.6 (Lemma di Steinitz) SiaB(v,,v,, ...,v,) unabase di uno spazio vettoriale V e sia
I = (ug,uy,...,uy) uninsieme libero, allora g n.

Teorema 11.7 (Teorema della dimensiond. Tutte le basi di uno spazio vettoriale V hanno lo stesso numero di
vettori.

Definizione 11.5In uno spazio vettoriale V finitamente generato il numero dei vettori appartenenti ad una base
prende il nome dilimensionedi V e siindica cordimV .
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Esempio 11.13 1. Segue dal’Esempio 11.12 che dith = n.
2. Segue dallEsempio 11.12 che difi" = mn.

Per dimostrare il Teorema 11.5 é necessario anteporre il seguente lemma tecnico:

Teorema 11.8Sial = {a;, a,,...,a,} uninsieme libero di V. Sia € V un vettore che non € c.l. dei vettori di
I, alloral'insiemes U {x} é liberoin V.

DimostrazioneSi procede per assurdo, i dettagli sono lasciati al Lettore.

Dimostrazione del Teorema 11Ber la dimostrazione si procede con un numero finito di passi applicati all'insie-
me G, procedimento autorizzato dal fatto cgeé finito. Si inizia supponendo che ogni vettore@isia diverso
dal vettore nullo, in caso contrario si procede togliendo tutti gli eventuali vettori nufli da

Primo passoSi considera l'insiemel’; = {w,} e i vettori rimanentiw;, i = 2,...,m Se ogniw; é l.d. da
w,, 0Ssia se esistono numeri redlitali chew; = 4w, i = 2,...,m alloraZ, é una base dV e il teorema

€ dimostrato. In caso contrario si considera il primo vettorg dihe non verifica questa condizione. Sia, per
esempio:w, # A,w,, Si procede conil:

secondo pass@i considera I'insieme libero (cfr. Teorema 118) = {w,, w,}. Si presentano due possibilita: o
ogni vettore rimanente i € c.l. dei vettori dif ,, allora, € una base d&¥ (quindi segue la tesi) oppure esiste
almeno un vettore di che non é c.l. dif ,, supponiamo siav; in questo caso si procede con il:

terzo passoSi considera I'insieme libero (cfr. Teorema 118) = {w,, w,, w3} e si procede come nel secondo
passo. Il procedimento termina dopo un numero finito di passi, ahpiBi € cosi costruita una base\dia partire
dal primo vettorew, di G. E evidente che procedendo con lo stesso metodo a partire da un altro vetooedai
un’altro sistema di generatori ¥ si ottengono infinite basi ||

Osservazione 11.61 metodo descritto nella dimostrazione precedente prende spesso il nametatio degli
scarti successivproprio per il procedimento di calcolo che prevede.

Esercizio 11.1In ARS33), sottospazio vettoriale dR®3 delle matrici antisimmetriche, si consideri I'insieme

G = (AL A, AL AL AL A A con:

0 1 2 0
A=| -1 0 3],A2=[o

0 1 0 0 0
0 -1|,A=l0 0 5
10 0 0

2 -3 0 -1 -5
000 0 -1 2 0o 1 -1 0 5 1
A,={0 0 0|,A=| 1 0 O, A=[-1 0 4| A=|-50 -2
000 2 0 0 1 -4 0 1.2 0

Si dimostri cheg € un sistema di generatori (R 33) e se ne estragga una base.

SoluzionePer rispondere al primo quesito si deve esprimere la generica matdcg (R 33) come combinazione
lineare degli elementi di7. Tale verifica é lasciata per esercizio.

Procedendo come nella dimostrazione del Teorema 11.5 si ha:

primo passoSia I, = {A;}. Si verifica subito ch¢A,, A,} é un insieme libero itA(R3?), si passa quindi al:
secondo pass®@ia l, = {A;, A,}. Siverifica che{A,, A,, A;} € un insieme libero, si procede, quindi, con il:
terzo passoSia I 5 = {A;, Ay, As}. Si verifica che ogni altro vettore df é c.l. di T 5, si deduce, cosi ch&; é una
base diARS3). Tutte le verifiche sono lasciate per esercizio.

Per la dimostrazione del Teorema 11.6 si rimanda al Capitolo 12.
Dimostrazione del Teorema 11.3iano8 = (v4,v,,...,v,) € B = (w,, W,, ..., w,) due basi dV, si tratta di

dimostrare chex = m. Si consideriB base diV e 8’ insieme libero dV, dal Teorema 11.6 segue che=< n,
invertendo i ruoli diB e di 8’ si perviene alla tesi ||
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Esempio 11.14 1. A partire dalla scrittura di una matrice diagonale si verifica facilmente cheDdii") é
n. La sua base canonica é formata ordinatamente dalle m&jrjdi= 1, ..., n, definite nel’Esempio 11.12.

2. A partire dalla scrittura di una matrice triangolare superiore, si verifica facilmente ch&(®ifd) =
nn+1)

e la sua base canonica € data, ordinatamente, dalle mficion 1 < i < j =< n definite
nellEsempio 11.12.

3. A partire dalla scrittura di una matrice simmetrica si verifica facilmente cheSdf") = M elasua
base canonica é:
10 0 o 1 . 0 00 1
0 0 0 1 0 . 0 0 0 0
0 0 0 0O 0 . 0 10 0
0 0 ... 0 0O 0 ... 0 0 0 ... 0
0 1 0 Do Do 0 0 0
: e 1 o o 11 :
00 0 0 1 0 0 0 1
. . . . . . . . . nin-1)
4. A partire dalla scrittura di una matrice antisimmetrica si verifica facilmente cheAdR®") = > e
la sua base canonica é:
0O 1 0 0 0O 0 1 0 0O 0 ... 0O
-1 00 0 0O 0 O 0 0O 0 ... 0O
0O 0O ol,] -1 0 O of,....) + &+ =~ =+
R R 0O 0 ... 0 1
0O 00 ...0 O 0 ... ... 0 00 ... -1 0

Concludiamo con I'enunciato di un teorema che sara molto usato nel corso.

Teorema 11.9(Teorema del completamento della basg.Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n e sia
B = (v, Vy...,v,) Una sua base. Dato l'insieme libed = (a;, a,,...,a,), (K < n), esiste una nuova bag#

di V contenente tutti i vettori di’ e n— k vettori di 8.

DimostrazioneSi consideri I'insiemeA = 7 U B, poichéA contiene una bas¥, = L(A). Si applichiil Teorema
11.5 adA partendo dai vettori di’, segue cosi la tesif

Esercizio 11.2 Nel sottospaziaS(R %) delle matrici simmetriche di ordine 3 completare I'insieme libero:
1 20 1 0 O 0O 1 -1
I=4ql,=12 0 O|,lb=0 -1 O, I3=( 1 0 O
0 0O 0O 0 1 -1 0 O
fino ad ottenere una base.
SoluzioneSi consideri la base canonica8iR 32) contenente ordinatamente le matrici:

100 010 00 1
A=[0 00 A=[100[A=[00o0]

000 000 100
AA:[ ]'

ISTHN

[eNeNe]

0
1
0

[oNeoNe]
= O O
[oNoNe]

0
0
0

= O O
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allora si possono riscrivere (per comodita di calcolo) i vetto disando le loro componenti rispetto alla b&#e
Siha:l; = (1,2,0,0,0,0), I, = (1,0,0,-1,0,1), I; = (0,1,-1,0,0,0). Si applica il Teorema 11.5 all'insieme
di generatorig = {14, 15, 15, A, Ay, Ag, Ay, As, Ag) partendo dagli elementi df. Si ottiene, al quarto passo, che
(I3, 15,13, A, Ay, Ay) € una base dB(R33). | dettagli di calcolo sono lasciati al Lettore.

Dai teoremi precedenti segue subito il:

Teorema 11.10 1. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione & & (v 4,v,,...,v,) uninsieme libero di vV,
allora 7 e una base di V.

2. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione & & (v,,v,,...,v,) un sistema di generatori di V, allor&
eunabasediV.
11.1.1 Basie Somma diretta
SiaV uno spazio vettoriale, sR, di dimensionen e sia8 = (v, v,,...,v,) unasua base, allora:
V = L(Vl) (&) -E(Vz) D...0 L(Vn)a

oppure, per esempio:

V= L(vy,vy) @ L(v3 vy, V5) D ... L(Vy_1, V).
La seguente proprieta, in un certo senso, inverte I'affermazione precedente:

Teorema 11.11SiaV=W, & W, & ...® W, allora & possibile formare una base di V mediante I'unione dei
vettori appartenenti ad una base per ciascuno dei sottospzii = 1,. .. K.

Dimostrazione Siano dintW; = n;,dimW, = n,,...,dimW, = n,le dimensioni dei sottospazi considerati e
siano:(ay, ay, . . .,a;, ) Unabase diVy, (ayy, ay, . . .,a,, ) Unabase diV, e cosiviafino aay, ay,, . . . ay, )
base diW,. Linsieme di vettori:

(A17, A1 -+ 1101 A1, Bgpy 18 s+ v s AYegs Ay -+ -1y )
€ una base dello spazi6. Il risultato segue dalla definizione di somma diretta e di base.

Immediata conseguenza del teorema precedente € il seguente:
Teorema 11.12Se V=W, & W, & ...® W,, allora:

dimV =dimW, +dimW, +...+dimW,.
Esercizio 11.3Vale il viceversa del teorema precedente?

Nel caso della somma di due sottospazi ricordiamedemula di Grassmann la cui dimostrazione € scritta nel
Capitolo 12.

Teorema 11.13Se W = W, + ‘W,, allora:
dimW =dimW, + dimW, — dim(W,; N W,).
Esercizio 11.4In R® si consideri il seguente sottospazio vettoriale:
W = {(Xy, X5, Xg, Xgs X5) | X1 + X5 + 2X5 + X, — X5 = O}.

i) Si decomponga¥’ nella somma diretta di due sottospdai, e W,,.

ii) Si scriva il vettore(-5, 2, -1, 3, -2) di ‘W come somma di un vettore di’; e di un vettore diW,.
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Soluzionei) Per esempio si controlla che i sottospazi:

W, =2L((-1,1,0,0,0),(-2,0,1,0,0)),
W, =L((-1,0,0,1,0),(1,0,0,0,1))

verificano la condizione richiesta; infatti la loro intersezione si riduce al vettore nullo e la loro somma riproduce

W.
Quante sono le risposte possibili? Si provi ad elencarne almeno due diverse.

i) Dal calcolo diretto si ha:
(_5; 2; _11 3; _2) = (01 21 _1; 05 0! ) + (_5! 0; 01 31 _2)

Esercizio 11.5In R?? si considerino i sottospazi:

X, X

le{( L Z)E[RZ'ZIX1+X4:X2+X3=O},
X3 X
3 %4

X, X

(sz{( 1 2)e[szzlxl—x4=x2—x3=O}.
X3 X
3 %

Provare cheW, & W, = R?2,

Soluzione: Per l'intersezione é sufficiente osservare che la matrice dei coefficienti del sistema lineare omogeneo:

X, +X% =0
X, +X%X3=0
X, = X3 =0
X, =% =0

ha determinante non nullo. Rimane da provare 8l & W, = R?2. Per quanto osservato, per ogni matrice

a b . R
( ) € R??, con semplici calcoli, si ottiene:

c d
1( a-d b-c +} a+d b+c) (a b
2\ -=b+c -a+d 2\ b+c a+d ) | c d

e cio prova la decomposizione (unica) di un vettor®di nella somma di due vettori dW; e ‘W,, rispettiva-
mente.

Esercizio 11.6In R332 si considerino i sottospazi:

0 ab
W,;=3] 0 0 ¢ ] eR33|a,b,ceRy, W,=DR3>),
0 0O

X, 0 0
Wy=14| % X 0 [€eR33|2x; —%3=0,% +3%x3=0;.
X, X5 0

Provare cheW, & W, & W, = R33.

Soluzione: Si puo verificare direttamente che ogni vettoiR ¥ si decompone in modo unico come somma di tre
vettori di W,, W, e Wj, rispettivamente.
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Osservazione 11.7Come immediata conseguenza dei Teoremi 11.9 e 11.11 segue che, dato un sottospazio vetto-
riale A di V con dimA = k e dimV = n un suo supplementai® tale cheA & 8 = V ha dimensiona — k.

Una sua base si ottiene considerando i vettori che si aggiungono ad una ¥ageedbttenere una base \di. Si

ottiene, quindi, che esistono infiniti spazi supplementarfidiovviamente seA + V e A + {0}.

Esercizio 11.7 Dato il sottospazio vettorialg( di R* definito da:
H = {(Xy, Xp, Xgy Xg) € R* [ X) + X, + X, = X = O}
si determinino due sottospazi diversi entrambi supplementghi.di

Soluzione:Risolvendo il sistema lineare omogeneo che definiatsi ottiene che un generico vettore ¢ é

del tipo: (t;,t,,0,-t; —t,), Vt;,t, € R da cui segue che dif = 2 e(a; = (1,0,0,-1),a, = (0,1,0,-1)) é

una base diH. Si verifica facilmente (usando il metodo degli scarti successivi descritto nella Dimostrazione del
Teorema 11.5) che, ad esempia,, a,, e; = (1,0,0,0),e; = (0,0,1,0)) é una base dR*, quindi un sottospa-

zio supplementare dH € dato dak; = L(e;,e3). Con un procedimento analogo si verifica che, ad esempio,
(a;,a,,e5 = (0,0,1,0),e, = (0,0,0,1)) € un’altra base dR*, quindi possiamo definire un altro sottospazio,
diverso dal precedente, supplementaréfdiato dak’, = L(es, e,).

Osservazione 11.8 introduzione del concetto di rango di una matrice permettera di risolvere gli esercizi proposti
in questo paragrafo in un altro modo, a volte pil rapido.

11.2 Rango di una matrice

In questo paragrafo introdurremo la definizione formale di rango, mentre quella data nel Capitolo 1 ne costituisce
il metodo di calcolo.

SiaA = (g;) € R™" una matrice dm righe en colonne. indichiamo nel modo seguente le righe:

R,=@y8...,8,
32 = (3.21, Ay v vy azn) (114)

Ry = @ s - -+ &)
| vettori R; € R" prendono il nome dvettori riga della matriceA e il sottospazio:

e lo spazio vettoriale delle righe diA. Per costruzion®(A) € un sottospazio dR ", ed avendan generatori la
sua dimensione sara al piu pari al minore tra i numegd n.

Ripetiamo lo stesso discorso per le colonnédiSiano:

Cy = (33,8, )
Cy =@ 8-+ ) (11.6)

Cn = (aln' a2n' e an)
i vettori colonnadi A. Lo spazio vettoriale:

€ lospazio vettoriale delle colonne diA. Per costruzion€(A) & un sottospazio dR ™, ed avenda generatori la
sua dimensione sara al piu pari al minore tra i numegd n.

Vale il seguente:
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Teorema 11.14(Teorema del Rango) In una matrice A= R™" si ha:
dimR(A) = dimC(A). (11.8)

Nel Capitolo 12 si propone una dimostrazione di questo teorema, ma si dovré aspettare il Capitolo 17 per un’altra
dimostrazione, molto pil sintetica.
Il teorema appena enunciato giustifica la fondamentale:

Definizione 11.6 Si definiscegango di una matrice A= R™" la dimensione dello spazio vettoriale delle righe di
A (o delle colonne) di A:
rank(A) = dimR(A) = dimC(A). (11.9)

Osservazione 11.9Come conseguenza immediata del precedente teorema si ha andlzakite = rank('A),
per ogni Ac R™".

Le proprieta che seguono sono volte a dimostrare che la definizione di rango di una matrice, appena enunciata,
coincide con la definizione di rango data nel Paragrafo 1.2. Si procede come segue:

1. SiaA’ una matrice ridotta per righe, dimostreremo che il numero delle righe non nilé cldincide con la
dimensione dello spazio delle righe Ali

2. Dimostreremo che il processo di riduzione di una matrice per righe descritto nel Paragrafo 1.2 non cambia
la dimensione dello spazio delle righeAlj pur cambiando la matricA.

3. A corretta conclusione, si devono aggiungere la definizione di matrice ridotta per colonne e il procedimento
di riduzione per righe.

Teorema 11.15Nel caso di una matrice ridotta per righe AR ™" le due definizioni di rango coincidono.

DimostrazioneSia A una matrice ridotta per righe del tipo seguente:

a; 4 .- ... ... 8y
Q Q2 -er cie oo By
A= 0 e O akk e q(n
o ... 0 ... 0 O
0o o o0 ... 0 O

si tratta di dimostrare che il numero delle righeAdhon nullek coincide con dinR(A). Il risultato é quasi ovvio
ed é la conseguenza della particolare posizione delle componenti nulle nelle righinéitti, dal’'equazione:

MR+ LR+ + AR =0

segue il sistema lineare omogeneo la cui prima equaziohgag = O ed essend@,, + O alloraA, = 0.
Sostituendo questo risultato nella seconda equazione si oftiere0 e cosi via, da cui segue che le righe non
nulle della matriceA ridotta per righe sono L.i J

Teorema 11.16Le operazioni autorizzate per ridurre una matrice A per righe non cambiano la dimensione dello
spazio vettoriale delle righe di A.

DimostrazioneSiricordino le operazioni, descritte nel Paragrafo 1.2, autorizzate per ridurre per righe una matrice,
segue in modo evidente che esse hon cambiano lo spazio vet®@gleguindi non cambiano la sua dimensiong.

Si pué ripetere tutto il procedimento di riduzione di una matrice sulle colonne, di conseguenza, dajpéeer
per colonnela matrice, il suo rango saré dato dal numero di colonne non nulle. Pil precisamente:

Universita di Torino



Capitolo 11 — Generatori, Basi e Dimensione 129

Definizione 11.7 Una matrice A si diceidotta per colonne se in ogni sua colonna non nulla esiste un elemento
non nullo a destra del quale ci sono tutti zeri.

Esempio 11.15La seguente matrice € ridotta per colonne:

0 0

10
A=l2 3 4
6 7

1
1
2
5
Teorema 11.171l rango di una matrice A (inteso come la dimensione dello spazio delle colonne di A) si calcola
riducendo la matrice A per colonne, in altri termini eseguendo sulle colonne le operazioni seguenti:

1. scambiare tra di loro due colonne & Cj ;

2. moltiplicare tutti gli elementi di una colonna per un numero reale non nullp+Q.C;;
3. sostituire ad una colonna una c.l. di se stessa con una colonna paraljea@ + AC; ;
4.

una combinazione delle operazioni precedenti;

e poi, contando il numero di colonne non nulle della matrice ridotta per colonne ottenuta.
La dimostrazione é un evidente esercizio.

Osservazione 11.108i osservi che riducendo per colonne la matrice completa di una sistema lineare non si ottiene
un sistema lineare equivalente al sistema dato.

Esercizio 11.8 Calcolare il rango della matrice:

1 2 -1
1 1 O
A= -1 2 4
1 1 -1
-3 -1 2

riducendola per colonne.

Teorema 11.18(Teorema di Nullita pit Rango.) Sia AX = 0 un sistema lineare omogeneo con matrice dei
coefficienti Ae R™" e incognite Xe R™. Si indichi consS il sottospazio diR" delle soluzioni del sistema
lineare dato e sia k (k n)ilrango di A, allora:

rank(A) + dimAN(A) = n. (11.10)

Anche se la dimostrazione del teorema precedente é ovvia, la sua importanza sara fondamentale nel resto del corso.
La denominazioneullita deriva dalla traduzione del termine “nullspace "che indica in inglese il sottosp4a&in

Una delle applicazioni della definizione di rango di una matrice € la possibilita di risolvere in modo pit agevole
alcuni degli esercizi gia proposti. Sia, infatl8 = (v,,v,,...,v,) una base dV e sianow,,w,,...,w, i
generatori di un sottospazWy/ di V. Per trovare una base W si pu6 procedere scrivendo la matriges R k"
che ha come vettori riga i vettoww;, i = 1,...,Kk. Riducendo la matrice per righe, i vettori riga non nulli della
matrice ridotta per righe che si ottiene costituiscono una bas#’ @ la dimensione dil’ coincide con il rango
della matriceA.

Attenzione al fatto che se si riduce la matrideper colonne i vettori riga della matrice ridotta per colonne non
determinano pit una base d’.

Analogamente sé//; e W, sono due sottospazi ¥ di cui si conoscono i vettori della base, per determinare
una base e la dimensione’, + W, si pu6 procedere scrivendo la matriBeche ha come vettori riga i vettori
precedenti. Riducendo la matri@eper righe si ha che il rango @ coincide con la dimensione d¥ ; + ‘W, e
vettori riga non nulli della matrice ridotta per righe che si ottiene costituiscono una base di ‘W,
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Esercizio 11.9 Determinare una base del sottospa#iali R4 cosi definito:
H=L((1,2,01),(24,-11),(00,1,1),(1,24,5),(1,-1,0,5)).

SoluzioneSi riduce per righe la matricA ottenuta ponendo in riga i generatori#i. Si ha:

1 2 0 1 . 1 2 01
2 4 -1 1 00 11

A=lo 0o 1 1|R?R-Riy o 7 3 -
1 2 4 5| R2R-Ritbg o 4 4| RSk
1 -1 0 5) FB>R-Ri | 30 4

1 2 01 1 2 01

0O -3 0 4 — 0 -3 0 4

0 0 1 1|R>4R,-R, |0 0 1 1

0 0 4 4| R>R,-R, |0 0 0 0

00 11 0 0 00

da cui segue che ratk = 3, quindi dimH = 3 e una sua base é data dalle prime tre righe della maiiceoé

dai vettori:
Z]_ = (11 21 Ol 1)1 Z2 = (0! _31 Ol 4)1 Z3 = (0! 0! 11 1)'

Osservazione 11.11Si consiglia di rifare gli esercizi precedentemente svolti usando il metodo proposto in questo
capitolo (Esercizi 9.1, 9.2,9.5e 9.6)

Esercizio 11.10Dato il sottospazio dR*
K = {(Xys Xor Xg, Xg) € R [ X) — Xy = X — X5 = 0},
determinare la dimensione e una basétht K e H N K, conH definito nell’Esercizio 11.9.

Soluzione:Una base diK e data ad esempio d&,; = (1,1,1,0),w, = (0,0,0,1). Per trovare una base e la
dimensione diHf + % e si riduce per righe la matride ottenuta ponendo in riga i vettati,, z,, z;, w,, w,. Si ha:

1 2 01 1 2 0 1 1 2 0 1
0 -3 0 4 -~ 0 -3 0 4 -~ 0 -3 0 4
B=lo 0 1 1 00 1 1 00 1 1
1 1 10|RPR-R|g 1 1 4 |R2R-R|y 5 3 7
00 01 0 0 0 1 00 0 1

Si vede quindi che il rango d ¢ 4, cioé cheH + K = R4. Dalla Formula di Grassmann si ha che @i ) =
3+ 2-4=1. Pertrovare una base # N K si pué procedere nel seguente modo: un vettore dell'intersezione é
della forma:

MZq + AyZy + AgZg = (W + W),

Per trovare il vettore della base si deve risolvere il sistema lineare omogeneo nelle inCogniteA,, iy, u,) as-
sociato alla precedente equazione. Si puo allora procedere per risolvere il sistema lineare omogeneo alla riduzione
per righe della corrispondente matrice dei coefficienti:

1 0 0-1 0
o 2 -3 0 -1 0
0O 0 1 -1 O
1 4 1 0 -1

. . . 1 - 10 .
Si trova come soluzione del sistem&; = puy, A, = 5#1:/13 = Uy, 1y = 0. Qumdl(w1 + sz) € una base per
HNK.
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11.3 Il cambiamento di base

Nello spazio vettorial& (costruito suR ), di dimensionen, si considerino due basi:

B=(V,Vy,...,v), B =(v], vy ..., V).
Siponga:
’
v/l = Pyvy+ PorVo o+ Py Vi
V2 = PV F PopVp + -+ PV (11.11)
Vi = PVt PonVa + ot PV
La matrice:

P:MB'B/=(DH), i,j:l,...,n,

che e cosi determinata e che prende il nomeairice del cambiamento di baseé ottenuta ponendo ordinata-
mente in colonna le componenti dei vettori della b&seispetto ai vettori della bass.

La ragione della scelta delle colonne sara giustificata nella trattazione delle applicazioni lineari (cfr. Capitolo 17).
P e una matrice quadrata, ad elementi reali, di rango massimo. (Perché?)

Le equazioni (11.11) si possono scrivere, in hotazione matriciale, come:

vi v,
V2=t 2| (11.12)
Vi Vi

Considerato un qualsiasi vettaxes V, il problema del cambiamento di base consiste nel determinare le relazioni
che intercorrono tra le componentixirispetto alle due basi introdotte.

Supponiamo, quindi, che:

4 ’

— — v/ ’ 4 ’
X =XV + XV L XV, = XV XOVS L XV,

vale a dire, in notazione matriciale:

v, vi

’

x=(% X ... X ) V2 =(x X2 ... %) V2
Vv, v

Sostituendo le (11.12) ed uguagliando si perviene alle relazioni:

’

Xl X1
% |_p Xa
Xn XA
che saranno spesso indicate come:
X =PX,

dove X e X’ sono, rispettivamente, le matrici colonna delle componenti dispetto alla baséB e alla baseB’.
Tali relazioni prendono il nome diquazioni del cambiamento di base risolvono il problema posto.

.. . .po ’ _ 1 _2 2 1 4 _1 N 2’2
Esercizio 11.11i) Verificare cheB’ = (( o )( 1 3 )( 1 -5 )) € una base dB(R+%).
4 -11

ii) Trovare le componenti della matriok = ( -1 -7

) rispetto alla bases’.

Dipartimento di Matematica



132 E. Abbena, A.M. Fino, G.M. Gianella— Geometria e Algebra Lineare |

00 10 01
di base, ottenuta ponendo in colonna le componenti dei vett@#i dispetto aB, é:

1 2 4
P:[—Z 1 —1].

1 3 -5

Soluzionei) Sia 8 = (( 10 )( 01 )( 00 )) la base standard &(R22). La matrice del cambiamento

Si verifica che: deP = —52, quindi i tre vettori dati formano, effettivamente, una bas8(@ 2?).

i) Le componenti richieste sono le soluzioni del sistema lineare:

4 N
-11 |=P| x5 |,
-7 X'3

ossia: Xy =4, % = -2,x3 = 1.

11.4 Iperpiani Vettoriali

Definizione 11.8 Sia V uno spazio vettoriale (dR) di dimensione n. Ogni sottospazio vettoriale di dimensione
n— 1 prende il nome diperpiano vettoriale.

Per definizione, quindi, un iperpiano vettoriale & generato €d vettori diV linearmente indipendenti.

Esempio 11.16In R* si consideri I'iperpiano generato dai vettasi = (1,0,1,4), a, = (0,1,1,2), a; =
(0,0,3,4). Sitratta del sottospazio:

W = {(X1, %o, Xg, Xg) = Kja; + Kya, + Kgag, ki, Ky, K3 € R},
Vale il:

Teorema 11.19SiaB = (v4,V,,...,v,) unabase di V, e sian®y, X, . .., %,) le componenti di un qualsiasi vet-
torex di V, rispetto alla base, allora tutte e sole le equazioni lineari omogene@in, X,, . . ., %,) rappresentano
un iperpiano vettoriale di V..

La dimostrazione € lasciata per esercizio.

Esempio 11.17In R*, 'equazione:
X + Xy + 3% + 2%, =0

individua l'iperpiano generato, ad esempio, dai vettet, 1,0, 0),(-3,0,1,0),(-2,0,0,1).
Esercizio 11.12Qual & I'equazione dell‘iperpiano considerato nell'Esempio 11.167?
Soluzione:l vettori a;,a,, a5, x = (X;, %, X3, X,) appartengono @V se e solo se sono linearmente dipendenti,

ossia se la matrice quadrata, di ordine 4, le cui righe sono le componenti dei 4 vettori, ha determinante nullo.
L‘equazione richiesta é:

o OoR
oOr o
wE R
AN D

Xg X Xg X4

La motivazione dell‘'ultimo passaggio € lasciata al Lettore.
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Capitolo 12

Per saperne di piu sui sottospazi vettoriali

In tutto il capitolo,V indichera uno spazio vettoriale reale finitamente generato.

12.0.1 Per saperne di piu sugli spazi vettoriali
Esempio 12.1SiaR[x] I'insieme dei polinomi nella variabil& a coefficienti reali, ossia:
RIX] = {p(X) = 8y + X + &)X + ...+ a X" +...,Ya € R}. (12.1)

Le usuali operazioni di somma di polinomi e di prodotto di un polinomio per un numero reale conferisRxijo a
la struttura di spazio vettoriale. E chiaro dRe- R[x], i numeri reali sono, infatti, i polinomi di grado 0. Il vettore
nullo di R[x] & il numero O, mentre I'opposto del polinompgx) = ay+a;X+a,X2 +...+a,x"+... & il polinomio
—p(X) = —ay— aX—ax° —...—a,x"—.... Sottospazi notevoli dR[X] sono gli insiemi dei polinomi di grado non
superiore ad un numero fissato, in formule, indichiamo:

R, [X] = {p(X) = ag + ax+ax* +...+ax",Va eR,i=1,2,...,n (12.2)

il sottospazio dei polinomi di grado minore o ugualerad(La verifica cheR ,[X] sia un sottospazio vettoriale &
lasciata per esercizio).

Si osservi che, per esempio, I'insieme dei polinomi di grado 3 non & un sottospazio vettoriale (non contiene il
vettore nullo enon coincide corR 4[x].

E facile verificare che:
R,[X] = £(1,x,%, ..., %) (12.3)

inoltre (1, x,%, ..., X") & un insieme libero, quind® ,[x] ha dimensione + 1.
Si osservi inoltre ch&®[x] € un esempio di spazio vettorialen finitamente generato.
Esercizio 12.1i) Verificare che il campdR dotato delle seguenti operazioni:

X®y =X +y (12.4)

LOx=VAX, YAeR, ¥x,yeR,

€ uno spazio vettoriale su se stesso.

i) Verificare se tale proprieta & ancora valida nel caso delle operazioni:

x@y=x+y}, (12.5)

Lex=vVIx, YAeR, ¥x,yeR.
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Soluzione:i) Si verifica facilmente chéR, @) € un gruppo abeliano, con 0 elemento neutrexeopposto di

x € R. Anche la verifica delle quattro proprieta del prodotto per scalari € semplice.

i) La definizione di prodotto per scalark © x non verifica, per esempio la seguente proprieta:
A+p)ex=10xeueX,

infatti:

A+ p) ©X=+A+pux

mentre

Lo xX®pex=VIX® ix =y (V1 + (yR)x.

Osservazione 12.1Percheé lo spazio vettoriale delle funzioni reali di variabile re&R,R) descritto nellEsem-
pio 9.5 non ¢ finitamente generato?

Sia S un sottoinsieme finito dR, e indichiamo conF(S,R) lo spazio vettoriale costruito in modo analogo
allEsempio 9.5. Tale spazio e finitamente generato, infatti una sua base e d¥ta ¢g, s € S} insieme delle
funzioni caratteristiche db, ossia:

. Xs(9) =1,
XS'S_’[R'{XS(t)zo, Vte S, t+s.

X generaf(S,R), infatti per ognif € #(S,R), f = Z_sf(Syx,. Si controlla facilmente ch&' & un insieme
libero. E evidente che da questo tipo di ragionamento si perviene ad una b&gR, ) formata da infiniti
elementi.

Esercizio 12.2 Dimostrazione del Teorema 9.1: \h, spazio vettoriale reale, si ha:

1. il vettore nulloO & unico;
2. per ogni vettorex € V, 'opposto—x € unico;
3. sex+y =x+z alloray = z, perognix,y,z € V;
4. =x=0 < A=0oppurex=0,conleR exeV,;
5. (-1)x = —x, perognix € V.
Dimostrazione:

1. Per assurdo, siarbe 0’ due vettori nulli,0 = 0’. Allora 0 = 0 + 0’ essend®’ il vettore nullo, ma anche
0 + 0’ = 0’ essendd il vettore nullo, da cui la tesi.

2. Per assurdo, siane, e x, due opposti dix, conx,; # x,, allora(x + x;) + x, = 0 + x,, ma anche
(X+x)+X%, =X+ (X +X,) =X+ (X, + X;) = (x +X,) + X; = X, da cui 'assurdo.

3. Segue in modo evidente dalla proprieta precedente, infati€lg = x + z sSihax+y - x=x+z—-x da
cui la tesi.

4. Iniziamo con il dimostrare chexO= 0 e cheA0 = 0. Si ha & = (0+0)x = Ox + Ox applicando la proprieta
precedente si hax0= 0. Analogamente20 = A(0 + 0) = A0 + A0, da cuiA0 = 0.

Viceversa dimostriamo ora che 8& = 0, allora, necessariamente= 0 oppure (non esclusivay = 0.
Nel punto precedente € stato provato cke=00, supponiamo, quindil # O e proviamo che dax = 0
segue necessariamente= 0. SeA = 0 allora esistet*. Da0 = 1710 = A7 %(Ax) = (A"1A)x = 1x segue la
tesi.

5. Latesi consiste nel provare cker (-1)x =0, ma x+ (-1)x = (1 - 1)x = 0x = 0.
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12.0.2 Per saperne di piu sui sottospazi vettoriali

Esercizio 12.3Dimostrare la Formula di Grassmann 11.13. Sid#fq e ‘W, sottospazi vettoriali dV/, allora:

dimE W, + W,) = dimW, + dimW, — dim(w, N W,). (12.6)

DimostrazioneSiano: dimV = n, dimW, =1, dimW, = p, conl, p < n. Poniamo dindW, N “W,) = k, dove
k <, p. Silasciano per esercizio i vari casi particolari e si tratta solo il caso<di ek < p.

Sia8 = (ay,...,a) unabase diw, N W,. B e, quindi, un insieme libero sia i/, sia in W,. Dal Teorema
11.9 si possono costrui@ = (ay, . ..,a,, by, ...,b) base diW; e D = (a;,...,a, ¢y, .. .,c,) base diW,.
La tesi consiste nel dimostrare cBe= (ay, . ..,a,, byq, ..., b, ¢4, - - . ,€) € UNa base dW, + W,.

Per costruzion& € un sistema di generatori, proviamo che € libero. A tale scopo consideriamo la combinazione
lineare a coefficienti reali:

@a; + .t @y + B by o B+ %G - Yy = 0. (12.7)

Sia:
c= _yk+lck+1 T ’chpv (128)

per definizionec € ‘W,, da (12.7) segue che = a a; + ...+ o a, + By by, + ---+ B;by, quindic € W,
pertantoc € ‘W, N W,. Allora esistono opportuni coefficienti realj tali che:c = A;a; + ...+ A a,. Da (12.8)
si ottiene:

Aag + . A@y + Wy Cgg + e+ YpCp = 0, (12.9)

ma i vettori che compaiono in (12.9) sono i vettorifli pertanto sono linearmente indipendenti, da cui segue, tra
l'altro, chey,, = ... =7, = 0, sostituendo in (12.7) e ricordando che la combinazione lineare rimasta & formata
dai vettori della bas€ si ha la tesi.

12.0.3 Ancora sui generatori e sulle basi

Esercizio 12.4 Dimostrare ilLemma di Steinitz 11.6.Sia 8 = (v, v,, ...,v,) una base di uno spazio vettoriale
V esial = (u,u,,... ;up) un insieme libero, allorg < n.

Dimostrazione:Siano (A4, 4,, .. .,A,) le componenti diu, rispetto alla baseB. Poichés e libero,u; # 0,
pertanto almeno una componente tf inon & nulla; supponiamo sig, (in caso contrario si riordinano i vettori
di B8). Dalla relazione:

W =4V ALV, L+ A (12.10)

v

n'n

ricaviamo:

— L -1 -1
vi=A7u - ATV, — L = AT

In altri termini: v, € L(uy, vy, ..., v,).
Vogliamo dimostrare che l'insiem@1,, v, ...,v,) € una base dv.
Iniziamo con il provare che si tratta di un sistema di generatori; da (12.10) segue che, peroynisi ha:

X = lel 1|- X2V2 +l. Lot XnVn L
= X (A1Tuy — ATV, = = ATA V) + XV L+ XV
= MU+ U Vot UV,
da cui la tesi.
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Linsieme (v,, v3,...,v,) € libero essendo un sottoinsieme non vuotd diEsempio 9.10). Il vettorar, non
appartiene v, vs,...,v,), quindi l'insieme (u,,v,,...,v,) € un insieme libero (la dimostrazione di questa
affermazione si lascia per esercizio, si consiglia di procedere per assurdo).

Si osservi che, a questo punto, partendo dalla igasdbiamo ottenuto una nuova bagg = (uy, v,,...,v,) in
cui si é sostituito al primo vettore il primo vettore di. Iteriamo questo procedimento, passando a considerare il
vettoreu, ed esprimiamolo come combinazione lineare dei vettof ¢li Si ha:

Uy, = YUy + %V + ...+ YV,

Di nuovo, essendm, non nullo, esiste almeno una sua componente trg fgon nulla. Non pud succedere che

7 #0eglialtriy = 0,i = 2,...,n, perché i vettoriu,, u, sono linearmente indipendenti, pertanto possiamo
supporrey, # 0. Ricaviamov, in funzione dei vettori rimanenti e dimostriamo cg(u,, u,, v5,...,v,) € una

base, in modo analogo al caso precedente e procediamo di nuovo con un terzo vettore. Questo tipo di ragionamento
€ autorizzato dal fatto ch® e 7 sono insiemi finiti. Il procedimento descritto si arresta per due motivi:

a. si sono esauriti tutti i vettori di’, allora abbiamo inserito i vettori di’ all'interno di 8, da cui segue la tesi;

b. si sono esauriti prima i vettori dB e rimangono ancora dei vettori i, segue chd contiene una base che é
assurdo, essendb libero . |

12.0.4 Equazioni vettoriali e il Teorema del Rango
Definizione 12.1Dati i vettori a;, a,, . ..,a,, b di uno spazio vettoriale reale V, la relazione:
Xja; +Xa, + ... %a,=b (12.112)

eun’ equazione vettorialenell'incognita (X, X,, . . ., %,).

Definizione 12.2 Soluzionedi un’equazione vettoriale & una m-up(a?, s, .. ., %) € R™ che sostituita in
(12.11) la verifica.

Esempio 12.2Nei capitoli precedenti abbiamo incontrato piu volte equazioni vettoriali, per esempio la definizione
di vettori Li. fa uso di un’equazione vettoriale di cui si chiede che ammetta solo la soluzione nulla.

L'esempio precedente impone la seguente:

Definizione 12.3L’equazione vettoriale (12.11) si dianogeneaseb = 0 con 0 vettore nullo di V. E chiaro
che un’equazione vettoriale omogenea ammette la soluzione 160JI3,.. . . ,0).

Il teorema che segue determina le condizioni affinché un’equazione vettoriale ammetta soluzioni e propone anche
il metodo per determinarle.

Teorema 12.1 (Teorema di Rouché—Capell) L'equazione vettoriale (12.11) ammette soluzioni se e solo se:
dim£L(a;,a,,...,a,) =dimL(a;,a,,...,a,b). (12.12)

19mp

Dimostrazionelnnanzitutto si osserviché(a,, a,, ...,a,) € L(a;,a,,...,a,,b) ed, inoltre, se dinl(a,, a,, . ..,
a,) = k allorak < dim£L(a,,a,,...,a,, b) < k+ 1.
Supponiamo che I'equazione (12.11) ammetta soluzioni, dobbiamo dimostrare che:

L(a;,a,,...,a,b) C L(a,a,,...,a,).

Per ipotesi esiste una—upla di numeri real(xi, >, ..., %) tale chex(fa1 + xga2 +...Xa_ = b, da cui segue la
tesi, (cfr. Teorema 11.2).

Viceversa, supponiamo che difita,, a,, .. .,a,) = dimL(a,,a,, ...,a,, b). Conviene distinguere due casi:
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(a) dimL(ay,ay,...,a,) =dmL(a;,a,, ...,a,,b)=m;
(b) dimL(a;,a,,...,a,) =dimL(a;,a,,...,a,b)=k<m.

Caso(a): Se dimL(a,,ay, ...,a,) = dimL(a;,a,,...,a,b) = m,ivettoria;, a,, ...,a,, costituiscono una base
sia di L(a,,a,,...,a,) sia di L(a,,a,,...,a,,b), allora il vettoreb si esprime in modo unico come combina-
zione lineare dei vettorhy, a,, . . .,a, €, quindi, 'equazione (12.11) ammette una sola soluzione costituita dalle
componenti dib rispetto alla baséa,, a,, ... ,a,).

Caso(b): Dal Teorema 11.5 segue che esistdnwettori tra i a;, i = 1,...,m, che formano una base di
L(a,a,, ..., a,). Supponiamo che siano i prirki (in caso contrario si riordinano i vettori in modo da ottenere
questo risultato), quindf(a,, a,, ...,a) = L(a;, a,, ...,a,), ma per ipotesi si ha anche clfga,, a,, ... ,a,) =
L(a,a,,...,a,b). Segue che esistoroscalarixi, », . .., % tali che:

—0 0 0
b =Xja; + X5a, +...+ Xa,.

Allora il Teorema € dimostrato perché ia—upla(x(f, xg, ey x?,o, ...,0) € R™ é una soluzione dell'’equazione
vettoriale (12.11).
In questo caso, esistono infinite soluzioni che dipendonmdak parametri, infatti scelti ad arbitrio gli scalari

Hiy1r - - - My il vettoreb — py qay 1 — ... — 43, appartiene al(a,, a,, . ..,a,) pertanto:
0 0
b =xXa; +Xa, + ...+ XA, + M1 Qg + - -+ L@,

da cui segue la tesi]
Il Lettore verifichi per esercizio (usando la definizione di rango di una matrice) che il teorema di Rouché—Capelli
appena dimostrato coincide con il Teorema di Rouché—Capelli 1.2 enunciato nel Paragrdfo 1.2.

Esercizio 12.5Dimostrare ilTeorema del Rango 11.14in A matrice diR™", la dimensione dello spazio vet-
toriale generato dalle righe di coincide con la dimensione dello spazio vettoriale generato dalle colonig di
ossia:

dimR(A) = dimC(A). (12.13)
DimostrazioneSia
a; &y - G
A=| B fE o
S U

RA) = LR, R,, ..., R,) CR" e lo spazio delle righe dA, dove:

Ry =@ypap.... 4,
32 = (81, 890, -+ -1 By)

Ry = @ 8ppr - -1 8-
C(A) = L(C,,C,,...,C,) cR™ é lo spazio delle colonne &, dove:

Ci=@y 8- 8y)
Cz = (842 892, -+ -+ 8yp)

Cn = (aln’ a2n' AR amn)
Sianok = dimC(A) e h = dimR(A). La tesi si ottiene dimostrando ctke< h, infatti, per la disuguaglianza

opposta & sufficiente considerapg per cui si haR(A) = C('A) e C(A) = R(A). Applicando il fatto chek < h a
'A segueh < k.
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Si consideri il sistema lineare omogenAX = 0 aventeA come matrice dei coefficienti ¥ = 2 | come

matrice delle incognite. Dalla sua scrittura esplicita:
Xy + X+ ...+ X, =0
?lel + Xy + ...+ X, =0 (12.14)
AyXy +apXe + ...+ 8%, =0

si deduce che esso € equivalente all'equazione vettoriale:
XC1 +%C,+...+x,C, =0,

le cui soluzioni dipendono dk = dimC(A), (cfr. Teorema 12.1). Essendo= dimR(A), supponiamo che le
prime h righe di A siano l.i., questa non & un’ipotesi restrittiva perché in caso contrario possiamo effettuare uno
scambio di righe. Supponiamo, quindi, che l'insietie,;, R,, ... ,R;) sia libero. Per la teoria sui sistemi lineari

(cfr. Capitolo 1) il sistema (12.14) e equivalente al sistema:

Xy FaX +. .+ X, =0
Xy + 83Xy -t BpXy = 0

(12.15)
X+ A% + ...+ X, =0

che ¢, a sua volta, equivalente all'equazione vettoriale:
Xjay + Xa, +...+Xa,=0

dove:

a; = (a3, 895+ -+ 8y)
Ay = (812 8, -+ &)

an = (8, 8y - - - Gop)-

Dal fatto che (12.14) e (12.15) sono equivalenti segue:

dim£L(a;, a,,...,a,) = dimC(A) = k

ma L(a,,a,,...,a,) CR", dacuilatesi ]
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Capitolo 13

Sottospazi vettoriali — Esercizi

13.1 Esercizi

In tutti gli esercizi di questo capitolo si sono adottate notazioni standard, in particolare si € indicato con:

- R" lo spazio vettoriale della-uple di numeri reali, di dimensiorg riferito alla base canonide ; = (1,0, ...,0),
e,=(0,1,0,...,0),...,e,=(0,0,...,1));

- R™" |o spazio vettoriale delle matrici di tipem, n), ad elementi reali, riferito alla base canonica:

- R™" lo spazio vettoriale delle matrici quadrate di ordimead elementi reali, riferito alla base canonica standard
(il caso particolare della precedente);

- S(R™M lo spazio vettoriale delle matrici simmetriche di ordim@d elementi reali rispetto alla base canonica:

1 0 ... O o 1 ... 0 O o0 ... 1

0 O 0 1 0 0 0O O 0

0 O 0 0 O 0 1 0 0

0O O 0 0O O 0 0 O 0

0 1 0 0O O 0 0 O 0
0 0 1

0O O 0 0 1 0 0O O 1

- AR™M lo spazio vettoriale delle matrici antisimmetriche di ordinad elementi reali rispetto alla base canonica:

0o 1 0 ... O o o0 1 ... 0 O o0 ... 0 O
-1 0 0 ... O O o0 o0 ... O O o0 ... 0 O
.0 -1 0 0 ... O |,...,] ...

0O O 0 1

0o 0o o0 ... 0 0 O 0 0O O -1 0

- tr(A) indica la traccia della matric& € R™", vale a dire la somma degli elementi della diagonale principale.
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[1] In R® sono dati i vettoriu; = (1,1,2), u, = (2,-1,3), ug = (3,0, h); dire per quali valori dih i vettori
u,, u,, uz sono linearmente indipendenti.

[2] In R* sono dati i vettoriu, = (1,-1,0,1), u, = (2,1,1,0), u; = (3,0,1,1), u, = (0,1, -1,0); trovare una
base del sottospazio #*, generato dai vettoni;, u,, us, u,.

Verificato che i vettoriu,, u,, u, sono linearmente indipendenti, determinare per quali valariitivettore v =
(1,-1,2-8,t+1) € L(ug,uy,uy,).

Per i valori dit trovati, determinare le componentidirispetto ai vettoriu ;, u,, u,.

[3] Datiivettori: u = (1,3,2), v = (-2,1,1) in R3, verificare cheV = £L(u, v) ha dimensione 2. Trovare per
qualivalori dit, il vettorew = (t, 0, —1) appartiene allo spazi@’ e, per tali valori, determinare le sue componenti
rispetto ai vettoriu e v.

[4] SianoW, il sottospazio diR® generato dai vettoriu, = (1,1,-1), u, = (2,-1,1), W, il sottospazio diR®
generato dai vettoriv, = (1,2,-1), v, = (-1,-1,2). TrovareW, N W,, dim(‘'W; N ‘W,) ed una sua base.

[5] Nello spazio vettorial®* si considerino i sottospaziW, = L(a, b, c), dove:
a=(2010),b=(-1,101),c=(0,3,-1,-1); W, = L(e,f,g), dovee = (-1,1,5,4),
f=(0,3-21,g=(27,-16-5).

i) Verificato che l'insieme8 = (a, b, c) & una base diWW,, stabilire per quale valore di € R il vettore v =
(5,-h, 1, h) appartiene e/, e, per tale valore, decomporlo rispetto alla b#se

ii) Trovare un sottospazidd/, di R* tale cheW,; & W, = R%.

[6] InR*#, scrivere le equazioni di due iperpiani vettoriali, diversi, ma entrambi supplementari della retta vettoriale
H=L(2043).

[7] Sono dati, inR*, i sottospazi vettoriali:
H={(X,y,2,) € R*|x+2y =2t =0},
K =£((1,2,0,1),(24,-1,1),(0,0,1,1),(1,2,4,5),(1,-1,0,5)).

i) Determinare la dimensione e una base sid{dsia di K.
if) Determinare la dimensione e una base sigdh K sia di H + K.

iii) Il vettore x = (1, 2, 3, 4) appartiene & + K? In caso affermativo decomporlo nella somma di un vettord di
e di un vettore diK, in tutti i modi possibili (a meno di un cambiamento di variabile libera).

[8] In R?? si considerino i sottoinsiemi:

delle matrici simmetriche e:

D N R _
T—{( Xs %, ) |x1+x4_0}

delle matrici a traccia nulla. Si dimostri ch® e 7 sono sottospazi vettoriali dk %?; si determinino le loro
dimensioni ed una base per ciascuno di essi.
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[9] Dire se i seguenti sottoinsiemi &i%2:

‘Hz{()z( ¥) |2x—y—z:x+3y—2t=0},

SR

sono sottospazi vettoriali. In caso affermativo determinarne una base e la dimensione.

[10] Nello spazio vettorial®R* sono dati i sottospazi:

H = {(Xq, %91 X3, Xy) e[R4|2xl—X2+x3 =X, + X, =X, =0},
K= L((0,0,1,1),(1,1,0,0)).

i) Calcolare la dimensione e una basefdi

i) Calcolare la dimensione e una basefdi+ K. Si tratta di una somma diretta?

[11] i) Verificare che le matrici:
1 2 1 0 0 2 4 1
(5] w3 5) A (5 0) e 3)

costituiscono una base &i>? e determinare le componenti della matrite- ( (1) 2 ) rispetto a tale base.

i) Dati i sottospazi vettoriali dR %?:

determinare una base e la dimensiongdde di 8. Determinare una base e la dimensioneddi 8 e di A + B.

[12] Sono dati inR* i sottospazi vettoriali:

H={(X,Y,2,) e R¥x—-2z=2y =0},
K =2L(021,-1),(1,-2,1,1),1,2,3,-1),(1,2,7,1)).

i) Determinare la dimensione e una base sid{dsia di K.
if) Determinare la dimensione e una bas& i K.
[13] In R® i sottospazi:

A = {(Xg, Xo, Xg, X4, X5) € R X + X, = X5 = 0},
B=/(12121),01111,01,0-10,-1),(23,1,3,1)

sono supplementari?
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[14] In R* si considerino i vettori:
a = (1’ 11 11 O)! b = (0’ 11 11 1)7 C = (1’ 11 O, O)'

i) Verificare chea, b, c sono linearmente indipendenti.
if) Determinare un vettore in modo chea, b, ¢, d siano linearmente indipendenti.
iii) Dire se il sottospazioH = {(X,Y,z,) € R¥y=z+t = 0} & contenuto iK' = £(a, b, c).

[15] In R3 si consideri il sottospazio vettoriale:
W ={(XY,2 €R3x+y+z=x+hy+(2-hz=-x-h?+3h-4)z=0).

i) Al variare di h € R, determinare la dimensione e una basédi
ii) Al variare di h € R, determinare un sottospazio supplementar@din R 3.
[16] In S(R33) completare I'insieme libero:
1 0 3 0 -1 2 0 0 O
Ir=4/0 0 2] -1 1 0/,/0 5 2
3 20 2 0 O 0 2 -6
fino ad ottenere una base.
[17] Data la matrice:

A=(5 3)

F={XeR?*»|AX = XA}, G={XeR?»?*|AX=-XA

i) provare che i sottoinsiemi:

sono sottospazi vettoriali e trovare una base per ciascuno di essi.
if) Determinare una base per i sottospazi vettorial G e ¥+ G.

iii) Data la matrice:
0 h-2
C—(O h—3)’ heR,

stabilire per quale valore di la matriceC appartiene al sottospazio vettorigter G.
Assegnato ath tale valore, trovare due matri€i; € ¥ e C, € G in modo tale ch&€ = C, + C,.

[18] In R* si consideri il sottoinsieme:
Wy = {(Xg, X, X, Xp) € R Xy + 2% + X, = X3 — X, = O}

i) Verificare che'W; & un sottospazio vettoriale #i* e determinarne una base e la dimensione.
Si considerino, inoltre, i sottospazi:

W, = L(a,b,c), dove a=(10,20),b=(01-11), c=(3-28 -2),
W, = Lef,g), dove e=(0,1,21), f=(2131), g=(1,-24-2).

ii) Si determinino una base e la dimensioneigt, e di W;.
iif) Si determinino una base e la dimensioneid; N (W, + W).

Universita di Torino



Capitolo 12 — Sottospazi vettoriali — Esercizi 143

[19] Si considerino gli insiemi:

1 00
?{z{ al o0 ,a,b,CE[R};
b c 1
a 0 o0
‘Kz{ b ¢ O ,a,b,c,d,e,feR}.
d e f

H e K sono sottospazi vettoriali 32 ? In caso affermativo se ne determini una base e la dimensione.

[20] | sottospazi:

H=L(a=(,2,00),b=(0,1,30),c=(2,1,00),d=(5,4,0,0),
K={xYy,z,)eR*|2x+3y—z=x-2=0}

sono supplementari iR* ?

[21] In R* si considerino i sottospazi vettoriali:

W, = {(Xq, X, Xg, Xg) e[R;‘|x1+2x2+3x3+x4 =0},
Wy = {(X, X0, X5, Xg) € R* [ Xy + X5 = Xg + Xg = Xy — X, + Xg = O}

provare cheW; & W, = R*.

[22] In R®, determinare una base e la dimensione dell'intersezione e della somma dei due sottospazi:

W, = {(Xg, Xy Xg, Xg, X5) € R® | 2X; — X, — X5 = X, — 3X5 = O},
W, = {(Xg, Xo1 Xg, Xy, Xg) € RS [ 2% = X, + X5 + 4%, + 4X5 = O}.

[23] In R®, determinare una base e la dimensione dell'intersezione e della somma dei due sottospazi:

W = {(Xg, %o, Xg, Xgy X5) € R® | X = 3%, + 2%5 — 3%, — 3% = O},
W, = {(Xq, %oy Xg, %g, Xg) € R® | 13%; — 26X, + 6X5 — 9%, — 9 = O}.

[24] In R® si consideri I'insieme:
W, = {(Xg, X, Xg, Xy, X5) € R | 2% + X, = X = O},

i) Si verifichi cheW; & un sottospazio vettoriale &°, se ne determini una base e la dimensione.
ii) Sia W, = L(a, b, c,d), dove:

a= (01 31 11 _21 0)1 b = (01 01 21 11 1)1 C = (01 61 _101 _101 _6)1 d = (01 31 71 11 3)1
se ne determini una base e la dimensione.

iii) Si provi che W; & W, = R®.
iv) Si determini un sottospazid¥/; di R® tale che dineW,; N W) = 1 e dimW, = 3.
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[25] In R?? si considerino le matrici:
1 2 0O 3 1 -1 3 2
oA D) ae(S ) a6 ) a(5 )

Si verifichi che 'insiemeB = (A}, A,, A;, A, € una base dR?? e si esprima la matricé = ( _21 _21 ) nella
bases.

[26] i) Date le seguenti matrici dello spazio vettorig#gR 3°):
0 1 2 O 0 2
A= -1 0 0|, B=f 0O 0 1
-2 00 -2 -1 0

si completi 'insieme{A, B} in modo da ottenere una bage di AR3S).
i) Si determinino le componenti della matrice:

o 1 2
C=l-1 0 3
-2 -3 0

rispetto alla bas&’.

[27] SianoWU e V due sottospazi vettoriali di dimensione 2RIF.
i) Provare cheld NV + {o}.
i) Determinare tutte le possibili dimensioni @ N <V e costruire un esempio in ciascuno dei casi.

[28] i) Verificare cheB’ = (( _12 _12 ) ( ) ( )) & una base dB(R2?).
-11
-7

-1
i) Trovare le componenti della matricke = ( ) rispetto alla bases’.

-11

[29] i) Si verifichi che:

0 X X X
=X 0 X X

B = —x; X, 6‘ XZ [ X) + Xy +Xg = 2% + X, = X5 — X5 = Oy,
X3 X X O

& un sottospazio vettoriale cH(R*%), se ne calcoli una base e la dimensione.
ii) Si determini una base e la dimensione dei seguenti sottospaaRif-*):

01 2 3y,(0 0 1 2y,0 1 -1 2y(0 2 -1 1
cogl-to-2-=3|fo o o 1|f-10 223|200 2]
=Ll 220 10110 0o 7|l1 =2 0 1|1 0 0 —12]|
33 -1 0)l=2 -1 70)l2 3 -10)Jl12 12 0
0 0 2 -1,,0 0 1 -2
o 00 1||l0 o0 o0 o
D=Ll 5 0 0 oll-10 0 1
1 -10 0 2 0 -1 0
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iii) E’ vero che B® C = AR**) ?

iv) Si determini una base e la dimensioneZdin (8 + C).

V) Si determini un sottospazio vettoriatesupplementare &.
vi) Si decomponga la matrice:

0O -1 -1 -1
1 0 2 1
A= 1 -2 0 1
1 -1 -1 0

nella somma di una matrice di e di una matrice diD.
vii) A & invertibile? Se si, si determidi*.

0 2
i) determinare una base per il sottospatddc R?? generato da, ‘A, A+ A,

ii) Dimostrare che il sottoinsieme:
a b
w-{(3 ) aner)

& un sottospazio dk?? e determinarne una base.
iii) Determinare una base per i sottospat + U e W N U.

[30] Data la matriceA = ( 01 )

[31] i) In S(R®3) si consideri l'insieme:

X X% X3
A=9] X5 X4 X5 [ X +2X —Xg=2% =X =X3+3X; =0
X3 X5 X

e si verifichi cheA & un sottospazio vettoriale, se ne calcoli una base e la dimensione.
i) Si determini un sottospazio vettoriai® supplementare &.

iii) Si decomponga la matrice:
01 2
1 31
2 15

nella somma di una matrice ¢l e di una matrice di5.
iv) A & invertibile? Se si, si determiai.
v) Si determini una base e la dimensione dei seguenti sottosp&zRdi®):

A=

1 2 1 0 21 -1 0 1 1 2 2
c=L[| 2 -1 3],[2 1 3],[ 0 O 1],[2 -3 4]],
1 3 0 1 3 2 1 10 2 4 -2
0 1 -1 1 -1 0 -2 0 1
D=Ll 1 0 1 ],[ -1 0 1],[ 0 O 1]]
-1 1 0 o 1 2 1 10

vi) E vero cheA @ C = S(R33) ?
vii) Si determini una base e la dimensionefdin (A + C).
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[32] DatoU = a b , a,be R }, sottospazio vettoriale & >?,
0 a

i) si determini un altro sottospazi®’ tale chetd & V = R?2.

i) Data la matriceA = ( _13 g ) si scompong@ nella somma di una matriock; € U e di una matricéh, € V.

[33] In R* si consideri il sottospazio vettoriale:
W =2L(1,3,0,-1),(2,5,1,2),(1,2,1,0).

i) Si verifichi che‘W & un iperpiano vettoriale &k e se ne determini la sua equazione.
ii) Si determinino due sottospazi vettoriali ®i*, diversi, entrambi supplementari @/ .

[34] In R® si considerino i sottospazi:

U=1L(1,3-2,273),(1,4,-3,4,2),(2,3,-1,-2,9)),
V=2/,(13021),(1,5-6,6,3),(25,3,21)),

determinare una bas® + vV e una base di/ N V.

[35] Si provi che i seguenti sottospaziRi*:

U=1L(1,2-13),(241,-2),3,6,3,-7)
V=UL(1,2-411),(2,4,-5,14)

sono uguali.

[36] i) Determinare l'insiemeC di tutte le matrici diR 33 che commutano (rispetto al prodotto) con la matrice:

010
A= 0 0 1|{.
0 0O

i) Verificare cheC & un sottospazio vettoriale &2, determinarne una base e la sua dimensione.
iii) Determinare due sottospazi diversi, entrambi supplementadiidi R .

[37] Sono dati i seguenti sottospazi vettorialiRi?:
(W]_ = L((la _11 01 11 1)1 (11 _21 _21 11 2)1 (01 11 21 01 _1)1 (_11 31 41 _11 _3));
W,y = {(Xg, %oy Xg, Xgs X5) € R® | X = X, + 2Xg = X, + Xg = O},

i) provare cheR® = W, & W,.
i) Decomporre il vettorea = (0, 2,0, 0, 0) nella somma di un vettore,; € W, e di un vettorea, € W,.

[38] Si considerino i sottospazi vettoriali #i*:
W, =2L((1,-1,0,2),(0,2,1,3),(2,0,1,7),(3,-5-1,3)),
W, = {(Xy, %01 X3, Xg) € RYX; + Xy — 25 = 3%5 — X, = O}.

i) Trovare una base per ciascuno dei sottosgd’zj, W,, W, N W, W, + W,.
ii) Verificare che il vettorea = (0,-2,-1,3) appartiene W, + ‘W, determinando esplicitamente due vettori
a; € W, ea, e W, talichea=a, +a,.
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[39] Si considerino i seguenti sottospazi vettorialRf?:

(le{Xe[RZ’Z/AX=XA, dove A:(é 3 )}

W, = {X € R*? | tr(X) = O}.

i) Determinare una base per i sottospa¥i,, W,, W, N W, e W, + W,.
i) Trovare un sottospazio vettoriaf®y’; che sia supplementare®’; .

[40] Sideterminino almeno due sottospazi vettoriali diversi ma entrambi supplementari di:

W = {(Xy, X, Xg) € R®| 3X; — X3 = X, + 5X5 = 0}.

[41] In S(R*3) completare 'insieme libero:

1 20 1 0 O 0 1 -1
=412 0 0}J,/]O -1 0}, 2 0 O
0 0O 0O 0 1 -1 0 O

fino ad ottenere una base.

[42] Datii sottospazi vettoriali dR °:

(W]_ = L((la 01 _21 01 1)1 (01 l! 01 _11 0)1 (01 11 _11 _11 3)1 (_11 01 11 01 2))1
Wy = {(Xg, Xo1 Xg, Xg, Xg) € R/X; + 3Xg — X5 = Xy — 2X3 + X, + X5 = O},

i) determinare una base per ciascuno dei sottospazi vettdfigliw,, W, N W,, W, + W,;
ii) stabilire per quali valori dih € R il vettore (1,2, h,-2, 1) appartiene &/, .

[43] In R® sono dati i seguenti sottoinsiemi:

W, =2L(21,10,2),(-1,10,0,2),(0,20,1,1)),
W, = {(Xg, X1 Xg, Xy, X5) € RO/X = Xy = Xg = Xy = X; — X = X, = O}.

i) Provare cheW, & un sottospazio vettoriale B°.
ii) Determinare la dimensione e una base ey e ‘W, rispettivamente.
i) Trovare W, + W, e W, N W,.

[44] Completare il seguente insieme:
1 -1 1 0 2 0 10
-1 2 0,02 1 1(,]0 1
1 0 O 010 00
in modo da ottenere una baseS{R 33).

[45] In R* sia dato il sottospazio vettoriale:
H={(xY,2,) € RY2x+y—z=x+3t =0},

determinare la dimensione e una base di un sottospazio vett@fidleR * tale cheH & K = R*.
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[46] Datii seguenti sottospazi vettoriali &i*:

W =2,(0,1,0,-1),(1,-2,2,1),(1,0,2,-1)),
Z = {(Xg, %o, Xg, %) € R* [ Xy — Xy — X5 = 2X, + X5 = O},

i) trovare una base peW, Z, W+ Z e WNZ,
i) stabilire per quale valore di € R il vettore (1, h, h+ 1, —h) appartiene @V + Z.

iii) per il valore di h ricavato nel punto precedente, decomporre il vettommsi ottenuto nella somma di un vettore
di ‘W e diun vettore diZ.

[47] In R* si consideri il sottoinsieme:
Wy = {(Xg, X, X, Xg) € R 2% + X, + X, = X, — X, = O}

i) Verificare che'W, & un sottospazio vettoriale #i* e determinarne una base e la dimensione.
Si considerino, inoltre, i sottospazi:

W,y = {(Xy, Xor Xg, Xg) € R X + X, — X3+ 2%, = X, = O},
e W; = L(a,b,c), dove:
a=(1,-1,2,3), b=(-1-20,1), c=(1,-7,611.

ii) Trovare una base e la dimensione'®i, e di ‘W;.
i) Individuare una base e la dimensione®, + W5 e di W, N (W, + Wy).

[48] Sideterminino le equazioni di due sottospazi vettoriali diversi ma entrambi supplementari di:

W = {(X), %, Xg) € R3| X + 3%g = 4%, + X5 = 0}.

[49] Nello spazioR* sono dati i seguenti sottospazi:

H = {(X, %, X5, %) € R X5 = 0, X, = =X, — %},

K = {(Xg, %, Xg: Xg) € R X, = 0, Xg = X; + X}

i) Trovare una bas& di H e una bas€ di K rispettivamente.
if) Determinare una base e la dimensione per i sottospaziK e H N K.

iii) Verificare che il vettore(2, -1, 0, —1) appartiene ad+ ed esprimerlo come combinazione lineare della #se
scelta.

[50] Datii seguenti sottospazi vettoriali &i*:
Wl = ‘L((Oy 11 _11 O)! (11 _11 _11 1)1 (21 _11 _31 2))1
W, = {(X], %1 Xg,X,) € R [ X + %, = X5 + X, = O},
Wy = {(X, Xy X3, Xg) € R Xg + X, + X3 = X; + X, = O},
i) trovare una base e la dimensioneWi,, W,, W;, W, + W, W, N W,;

ii) dire se la sommaW, + W, é diretta.
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[51] In R?? si considerino i sottospazi vettoriali:

D N R 22 _
Wl_{(x3 X4)e[R |x1+x3_0}

(sz{( X% )e[R2'2|x1—x3=x2=o}.
X3 Xy

Determinare:

i) una base e la dimensione ®/; e di W,;
i) una base e la dimensione @/, + W,,;
iif) una base e la dimensione ¥/, N W,.

[52] In R?? si considerino i due sottospazi:

~ (1 2) 4 (1O
’Wl—L(A—(O 1), A,B_(1 1),A+ZB),

X X
— 1 2 22 _ — —
’Wz_{( X, XA)e[R [ X; + X x3+x4_xl+x2_0},

Determinare una base e la dimensione di:

i) Wi

i) W,;

i) W, +W,;

iv) W, Nw,.

[53] Datii seguenti sottospazi vettoriali &i*:

W, = {(Xg, %91 X5, %) € R X, — Xy + 25 + X, = O,

2%y + Xy + 2X3 + X, = 0,
Xy — 25 — X, = 0},

W, = {(Xy, X, X, Xg) € R Xy = X5 + X3+ X4 = 0, %, + 2%, = O},
i) trovare una base e la dimensioneWi,, W,, W, + W,, W, N W,;

ii) dire se la sommaW, + ‘W, é diretta.

[54] Dati i seguenti sottospazi vettoriali &i®:

(W]_ = L((O! 11 _11 01 1)1 (11 _11 _11 11 _1)1 (21 _11 _31 21 O))!
W,y = {(Xg, %oy Xg, Xgs X5) € RO | X] + Xy = Xg + X4 = Xg = O},

i) trovare una base e la dimensionei,, W,, W, + W,, W, N W,;

i) dire se la somma dei sottospaZi(1,0,0,0,0),(1,1,0,0,0)) e £((0,0,0,0, 1)) & diretta.
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13.2 Soluzioni

Base[L_] :=
I f [Not [MatrixQ[L]],
Print [
L’argonmentononeunalistadi vettori di ugual edi nensi onel,
base = {}:
{l, di m} =Di nensions[L];
zeros = Tabl e[0, {di m}];
Print [Vett.Base];
Do[ {nuovabase = Append[base, L[[i 111,
| f [Last [RowReduce[nuovabase]] # zeros,
base = nuovabase],
Print[i, , basel 3}, {i,|}1;
Print [Risultato];base]

Questo programma, scritto dal prof. Stefano Berardi, permette, dato un insieme di vettori dello stesso spazio
vettoriale, di estrarne una base, usando il metodo degli scarti successivi.

(1]

m= {{1, 1, 2}, {2, -1, 3}, {3, 0, h}};

Sol ve[Det [m] == 0, h]
{{h>5}}

h+5.

(2]

ul={1, -1, 0, 1};u2=¢2, 1, 1, 0};u3=(3, 0, 1, 1}; ud = {0, 1, -1, 0} ;

L = {ul, u2, u3, ud};

B =Base[L]

Vett. Base

1 ({1, -1,0,1})

2 ({1, -1,0,1}, {2,1,1, 0}

3 {{1, -1,0,1}, {2,1,1,0}}

4 ({1, -1,0, 13, {2,1,1, 0}, {0,1, -1, 0}}

Ri sul tato
{{1, -1, 0, 1}, {2, 1,1, 0}, {0, 1, -1, 0}}

Sol ve[Det [A= {ul, u2, u4, {1, -1, 2t -8, t +1}}]1 ==0]1
{{t - 2}}

Vv =A[[4]]1/.t -2
(1, -1, -4, 3}

Li near Sol ve[Transpose[{ul, u2, u4}l, vi
{3, -1, 3}

(uy,uy,uy), t=2, (3,-1,3).
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(3]

151

u={1,3,2};v={-21,1};w={t, 0, -1};

RowReduce[ {u, v}]

{07} o2 3]]

Solve[w==au+bv, {t, a, b}]
{{t 57, a->1,b->-3}}

t=7, (1,-3).

(4]

ul=(1, 1, -1};u2 = {2, -1, 1}; vl = (1, 2, -1};v2 = {-1, -1, 2};

Reduce[xul + yu2 == zvl+ wWv2, {X, Y, Z, W}]

-wv1l +wv2
{-2w, -3w, 3w}

dim W, N W, =1, W, N W, = £((2,3,-3)).

(5]
a={2,0,1,0};b={-1,1,0,1};c=(0, 3, -1, -1};e={1, 1,5, 4};
f ={0, 3, -2, 1};9=1{2, 7, -16, -5};v = {5, -h, 1, h};
L={a, b, c}:
B = Base[L]
Vet t. Base

1 {{2,0,1,0}}
2 {{2,0,1, 0},
3 {{2,0,1, 03},

{-1, 1, 0, 1}}

(=i, i, @, 4}, {0, &, =0, =4} ]
Ri sultato

12, ©, 1; @}, {=1, 4, @, 1}, {O 8, =1, =i}}

Sol ve[Det [{a, b, c, v}] ==0]
{{h~-2}}

h=-2

Solve[v==xa+yb+2zc, {X,Vy, 2}]
-2

{({x=>2,y>-1,2->1}}

i) h=-2,(2,-1,1). ii) PeresempioW, = £((0,1,5,0),(0,0,2,0)).

[6] Peresempiox+2y—z+t=0,y+z-t=0.
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(7]

Solve[{x +2y ==0, 2t ==0}, {X, VY, z, t}]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variabl es.
{{X->-2y,t >0}}

L=
{{1, 2, 0, 13, {2, 4, -1, 1}, {0, 0, 1, 1}, {1, 2, 4, 5}, {1, -1, O, 5}}:
B = Base[L]
Vet t. Base
1 {{1,2,0,1}}
2 {1, 2,0, 1y, {2, 4 =i, 4})
3 {{1,2,0 1}, {2, 4, -1,1}}
4 {{1,2,0,1}, {2,4, -1, 1}}
5 {{1,2,0,1}, {2, 4, -1, 1}, {1, -1, 0, 5}}
Ri sultato

{{1, 2,0, 1}, {2, 4, -1, 1}, {1, -1, 0, 5}}
A={LI[I111, L[I2]], LLI511, {-2, 1, 0, 0}, {0, O, 1, O}}:

RowReduce [A]
{{1, 0, 0, 03, {0, 1, O, 0}, {0, O, 1, O}, {0, 0,0, 1}, {0,0,0, 0}}

B=XxA[[11]1+ yA[[2]]1+ zZA[[31]1: F=t A[[4]] + WA[[5]1];

Solve[B==F, {X,y, z,t, w}]

Solve ::”” svars’ : Equat5i ons n'ag not give solutions for all solve variabl es.
w w

{{X—>521—6W,ye—w,2e—%,t—>%}}
F/. %

3w 3
{-= 5% w0l

Sol ve[{l, 2, 3, 4} ==B+F, {X,y, z, t }1[[11]
w 3w

1
{Xe%(182751w),y»73+w,z»%,t»%}
Sinplify(B/.%

m)3wy 3w

{1+E’ 2- 35 3-w 4}

Sinplify[F/. %4
[-3% 3% o
13" 26"

i) dimH =2, H=£L((-2,1,0,0),(0,0,2,0), dim¥K = 3,
K=2L(1201),24-11),(,-10,5).
i) H+K=R* dmHNK) =1, HNK = L((-6,3,26,0)).

i (1,2,3,4):(1+ 3 3 ) (_3 3

k2 —k3- k) + (- Sk ok k,O), KeR.

8] dimS=3,S=£((

o
o o
N~

0
-1

dim7'=3,7'=£(( é

N——

(55){1 )
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[9] K non é un sottospazio vettoriale. dith= 2;

I

(10]

A:={{1, 2,0, 3}, {-1, 1,3, 0}, {0,0,1, 1}, {1, 1,0, 0}}

Det [A]
-9

i) dimH = 2, H = £((1,2,0,3),(-1,1,3,0).
i) dim(H + %) = 4, H® K.

(11]

m= {{1, 2, -1, 0}, {1, 0, 2, -1}, {0, 2, -2, 1}, {4, 1, -2, 3}};

Det [m]
-13

Li near Sol ve[Transpose[m], {1, 0, 0, 1}]
{ 10 7 8 4

© 13’ 13’ 13’ 13
Sol ve[{Xx1 +2x2 ==0, x1 +x4 ==0, x2 + 2x3 == 0}, {x1, x2, x3, x4}1]
Solve ::”” svar s’ : Equations may not give solutions for all solve variabl es.

{{xl—>—x4, X2 - % x3e—%}}

. 10 7 8 4
|) A= —EA]_'F EAZ‘F 1—3A3+ 1—3A4

oomassn(3 3)(23)(3 2)
wmseaedf( 3 28 9)
winsm-acnvao( 3)(23)(8 23 1)
1)

[12] i) dimH = 2, H = £((2,0,1,0),(0,0,0,1));

NN

dim(ﬂﬂB):l,ﬂﬂB=£((

dm¥K=3,K=1,L(0,21-1),1,-2,11),(1,27,1)).

i) dm(H+K) =4, H+K=L(20,10),(0,0,0,1),(0,21,-1),1,-2,1,1).

[13] Si.
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[14] i) d = (0,0,0, 1) per esempio. iiiyHa K.

(15]

Reduce[{X+y +z ==0, x+ hy + (2-h)z==0,
-x-h"2y + (3h-4)z ==0}, {X,Y, z}]
h==1&8X == -y -z | |h == 2&8&x == -22&8y ==7| |
X == 0&&y == 088z == 0&& -2 +h + 0&& -1 +h £ 0

Seh ¢ (1,2}): W ={0};
seh=1: W= £((-1,1,0),(-10,1);
seh=2,W=L((-2,1,1).

i) Seh ¢ {1,2): R® seh=1: £((1,0,0)) per esempio; sh = 2 £((0,1,2),(0,0, 1)) per esempio.

[16] B =

w o

0 3
0 2
2 0

[eNeoNe]

=il

(17]

A= {{6, -9}, {4, -6}}; X={{x1, X2}, {x3, x4}};

Sol ve[A X ==X A, {x1, x2, x3, x4}]

Solve ::”” svars’ : Equati ons may not give solutions for a
[{x1-3x3+x4,x2 7%}}
4

Sol ve[A. X == -X. A, {x1, X2, X3, x4}]

Solve ::”” svar s"g: %quati ons may not give solutions for a
X
Hxle—x4, X2 > +3x4}}

Sol ve[{A X==X. A A X==-X A}, {x1, x2, x3, x4}]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons2 n4'ay not give solutions for a

{{xl—>—x4, X2 - # x3—>—%}}

Al = {12, -9, 4, 0};A2={1, 0,0, 1}; A3 = {0, 9, 4, 0};
A ={-1,3,0 1};c={0,h-2,0, h-3};

d=Solve[c==xAl +yA2 +zA3 +WA4, {X, Yy, z, w, h}1[[1]]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for a

1 w 1 w
{Xe—gﬁ-g,yeZ—W,Zeg—g,heS}

Si erI3ify[(x/.d[[1]])A1+(y/.d[[2]])A2]
{w, 35 (-1 +w), 3 (-1 +w), 2—w}

Simplifyl(z/.d[[3]11)A3+ (W .d[[4]])A4]
3(1+w)

{-w, — ,-5(—1+w),w}

| sol ve vari abl es.

| sol ve vari abl es.

| sol ve vari abl es.

| sol ve vari abl es.

preef(2 )3 ) oo 3)(2 )

i) FN G =£(( " e ))
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reo-el(2 )5 )3 3)

3 3
—E(—1+W) -W E(1+W)

w
i) h=5,C, =] , . C, , WeR.

2
§(_1+W) 2-w —5(—1+W) w

Dipartimento di Matematica

155



156 E. Abbena, A.M. Fino, G.M. Gianella— Geometria e Algebra Lineare |

(18]

Sol ve[{x1 +2x3 +x4 == 0, X3 -x4 == 0}, {x1, X2, x3, x4}]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variabl es.
{{x1 - -3x4, x3>x4}}

a=1{1,0,2, 0}; b=1¢0,1, -1, 1};c = {3, -2, 8, -2};

L=1{a, b, c}

B = Base[L]

{{1, 0, 2, 03, {0, 1, -1, 1}, {3, -2, 8, -2}}
Vet t . Base

1 {{1,0,2 0}}

2 {1, 0, 2, O}, {0, 1, =i, 4}}

8 {{1, O, 2, Oy, {©, i, =4, i}}

Ri sultato

i, @, 2, OF, {0, 4, =4, 43}

e=1{0,1,2 1};f ={2,1, 3, 1};9={1, -2, 4, -2};
Ll1={e f, 0};

Bl = Base[L1]

Vett. Base

1 {{0,1, 2, 1}}

2 {{0,1,2 1}, {2,1, 3,1}

3 {{0,1,2 13, {2,1, 3,1}, {1, -2,4, -2}}
Ri sul tato

{{0, 1, 2, 1}, {2, 1, 3, 1}, {1, -2, 4, -2}}

L2={a, b, e, f, g}

B2 = Base[L2]
i, @, 2, OF, {0, 1, =i, 1}, {©, i, 2, 1}, {2, 1, 8, L}, {1, =2, 4, =2} }

Vett. Base

1 {{1,0,2,0}}

2 {{1,0,2, 0}, (0,1, -1, 1}}

3 {{1,0, 2,0}, {0, 1, -1, 1}, {0,1, 2, 1}}
4 ({{1,0,2, 0}, {O0,1, -1, 1}, {0,1, 2, 1}}
5 ({10, 2,03, {0, 1, -1, 1}, {0, 1, 2, 1}}

Ri sul tato
{{1, 0, 2, 0}, {0, 1, -1, 1}, {0, 1, 2, 1}}

A=x {0,1,0,0}+y {-3,0,1, 1} ;B=ze+t f +wg;
Solve[A==B, {X,y, z,t, w}]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variabl es.
{{x->15w, y >15w, z 40w, t - -23w}}

A . %
{{-45w, 15w, 15w, 15w} }

i) W, = £((0,1,0,0),(-3,0,1,1)), dimW, = 2.

i) W, =.L(10,20),(0,1,-1,1), dmW, = 2;
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W, =2£(0,1,21),(2131),(1,-2,4,-2), dmW, = 3.

iil) W, + Wy = Wa, W, N (W, +Wy) = L£((=3,1,1,1)), dimW, N (W, +Wy) =1;

[19] H non e un sottospazio vettoriale;

1 00 0 0 O 0 0O 0 0O 0 0O 0 0O
oooff{2r200})]012120}/0O0 O[O OO0 O O}
0 0O 0 0O 0 0O 1 00 010 0 01

dimK = 6.

K=L

[20] No.

[21] W, ={(-2t; - 3t, —t;, 15,15, 1), 1,1, t; € R} e W, ={(0,0,0,1), A € R} da cui segue la tesi.

[22] dim(W, NW,) =2, W, NW, = £((1,2,0,0,0),(0,8,-8,3,1)),

dim(‘W, + W,) =5.

[23] dim(W, NW,) =2, W,NW,=L(0,0,3,2,0),(0,0,3,0,2),

dim(‘W,; + W,) =5.

[24] i) dmW, =3, W, = £(1,-2,0,0,0),(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1));
i) dim W, =2, W, = L(a,b).
iv) W, = £((1,-2,0,0,0),(1,0,0,0,0),(0,0,1,0,0)).

(25]

m= (i, 2, =1, O}, {0, 8, =1, =2y, {1, =1, O, i}, {8, 2, =1, 1}}5
a={2 -1, -1, 2};

Li near Sol ve[Transpose[m], al
{2,0,3, -1}

2 -1
(_1 2)=2A1+3A3—A4.

Dipartimento di Matematica



158 E. Abbena, A.M. Fino, G.M. Gianella— Geometria e Algebra Lineare |

(26]

a={1,2, 0}; b={0,2, 1};d={0, 1, 0}; c = {1, 2, 3};

Li near Sol ve[Transpose[{a, b, d}1, c]
{1, 3, -6}

0
s =|AB| 0
-1

oNeoNe]

[N e
~—_—
 ——

0
i) C=A+SB—6{ 0
-1

o O o
[N e
P —

[27] i) Poiché dinZ/ + dimV = 4> 3 = dimR 3, dalla relazione di Grassmann segue che(d@ir V) > 1.
i) Si possono avere solo i seguenti casi:

1. dimUNVY) =1se didU + V) = 3, per esempiold = £((1,0,0),(0,1,0)),

V= £(0,1,0),(0,0,1), quindi U + V = £((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).

2. dimUNV) =2 se dimU + V) = 2=dimU = dimV, per esempio:

U=V=1L(100),(0,10).

(28]

al={(1, -2, 1}; a2 = {2, 1, 3}; a3 = {4, -1, -5}; a = {4, -11, -7};

Det [{al, a2, a3}]
-52

Li near Sol ve[Transpose[{al, a2, a3}1, al
{4, -2, 1}

i) A= (4,-2,1) rispetto alla bas&3’.
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[29]

159

Sol ve[{X1 +X2 +X3 == 0, 2x2 + x4 == 0, x5 -x6 == 0},
{x1, x2, x3, x4, x5, x6}]
Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all

Hxlafx3+ % x2»7X2—4, x5»x6}}

c={{1,2 3, -2, -3,1}, {0,1, 2,0, 1, 7},
{1, -1, 2, 2, 3,1}, {2, -1,1, 0, -2, -12}};

B = Base[cC]

Vet t . Base

1L, 2, 8, =2, =8, i}}

2 {1, 2, 8, =2, =8, 1}, {0, 1, 2, @, i, 7}}

8 L, 2, 8, =2, =8, 1}, {0, 1, 2, 0, 4, 7}, {1, =1, 2, 2, &, 4} ]
4 L, 2, 8, =2, =8, 1}, {0, 1, 2, 0, 4, 7}, {1, =4, 2, 2, &, 4} ]
Ri sultato

L, 2, 8 =2, =8, i}, {@, 1, 2, @, 4, 7}, {1, =i, 2, 2, 8, 4}
A=x{0, 2, -1, 0, 1, 0} +y{O, 1, -2, 0, O, 1};

B=2z{1,0,0,0,0,0}+t{0,0,1,0,0, 0}+
w{0, 0, 0, 1, 0, 0} +u{0, 0, 0, O, O, 1};

Solve[{-1, -1, -1, 2, 1, 1} ==A+B, {X, y, z, t, w, u}1[[1]]
x-1,y->-3,z->-1,t >-6, w->2, u->4}

AN . %
{0, -1, 5,0, 1, -3}

B/ . %%
=100, =682, 8 0/ 4

a={{0, -1, -1, -1}, {1, 0, 2, 1}, {1, -2, 0, 1}, {1, -1, -1, O}};

Det [a]
4

Mat ri xFor m[l nverse[a]]

sol ve vari abl es.

1 1
0o = = 1
S S
£ o1 202
2211 2
15 3 0
0 -1 1 0 0 -1 0 1y,/0 0 0 O
. 1 0 -2 0 1 0 oofllo o o 1 .
0o o o0 o0o)Jl-1 0 o0o0)lo-1-10
0 1 2 3 0o 0 1 2 0 1 -1 2
) 1 0 -2 -3 o o o0 1||l-1 o 2 3
Ne=Lll 5 5 0 10l-1 0 o 7]l 1 =2 o 1]
3 3 -1 0 2 -1 -7 0)\l-2 3 210
dimC = 3.
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0O 0 2 -1 0O 0 1 -2
0O 0 0 1 0O 0 0 O .
D=Ll 2 0 0 of|-10 0 1| dmP=2
1 -1 0 O 2 0 -1 o0
i) BdC = AR™).
V) D=DNB+0).
0 100 0O 0 01 0 0 0O 0 0 0 O
V)S_L—looo 0O 00O 0 0 1 0 00 0 O
a 0O oooO|'ft OO0OOOffO-12001(lO0OO0 O0 12
0O 00O -1 0 00 0 0 0O 0 0-10
0 -1 -1 -1 0 -1 0 -6 0O 0 -1 5
vi) 10 2 1] (1 o0 2 O 0 0 0 1
1 -2 0 1|(7lo -2 0 4|1 0o o -3
1 -1 -1 0 -6 0 -4 O -5 -1 3 0
1 1
|
0 2 2
1 1 1
3 0 3 3
vii) detA=4, Al =
1 1 0 1
2 2 2
1 1
13 3 0
. . 10 01
_ t —
[30] i) W = LAA). ||)le_.£((0 O)'(O > )
10 01 00 0 1
wweu-£(g o} (0 21 7)) wou-<((5 2))

(31]

a={{0, 1, 2}, {1, 3, 1}, {2, 1, 5}};

Det [a]
-13

Mat ri xFor m[l nverse[a]]
14 3 5

BB 13
N _i_:"J
3 13 1
2 0 0y(120)(0 0 -3
ha=cl| o 1 o],[z 0 o],[ 0 0 1 ]],dimﬂ:&
0o oo)loo1){-31 0
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1 00 0 01 0 0O
i) PeresempiasB=L|| 0 0 O,/ O O O, O O O (|
0 0O 1 00 0 01
11 11
iii)[l 3 1]: 1 3 1 |+ 0 0 O
2 15 1 9
3 1 5 5 0 >
435
13 13 13
wai=| 34 2
13 13 13
> 2 1
13 13 13
1 2 1 0 21 -1 0 1
vwc=ZL||2 -1 3,2 1 3]|,] 0 0 1]||;dimCc=3.
1 3 0 1 3 2 1 10
0O 1 -1 1 -1 0 -2 0 1
D=Ll 1 0 1 ] -1 0 1][ 0 O 1]];dim2)=3.
-1 1 0 0 1 2 1 10

Vi) Si, Vi) D=DN(ASC).

[32] iW:L(((i 8)(8 O))
vac(s 1) a5 5)

[33] ii) Per esempio£((1,0,0,0)), £((0,1,0,0)).

=Y

[84] U+V=L(1,3-2273),(0,1,-1,2,-1),(0,0,1,0,-1)); UNYV = L((1,4,-3,4,2)).

[35] U=V =L(12-13),(0,0,3,-8)).

(36]

X = {{x1, x2, x3}, {x4, x5, x6}, {x7, x8, x9}};
A= ({0, 1, 0}, {0, O, 1}, {0, O, 0}};

Reduce[A. X==X. A, {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9}1
X1 == X588X2 == X6&&X4 == 0&&X7 == 0&&X8 == 0&8&X9 == x5

X X
D] 0 X{ X |, X.X%, % eR.

0 0 x4
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1 00 010
ii) [[O 1 0],[0 0 1][
0 0 1 0 0O

i) Per esempio:

0 0 0Oy(0OOO)y(OOOYyY(O1O0)y(0O0O)(0O0OO
£|lo o o0y)100}|)0O0O0ff{OOOC{O 1T OO0 O O],
1 00)\0O0O)LO10)J{OOO){O OO)\O O1
0 0 0Oy(0OOO)y(O OOYyY(OOOYy(1 0O0)y(0OO
L{fo o off20o0ff{0O0O0f|{O0OO0T1|,J]OO00O0|,J]0O0 1O
100)\0O0O)\O1O0)\0OO)\LO O O)\LO OO

[37]

L={{1,-1,01, 1}, {1, -2, -2, 1, 2},
{0, 1, 2,0, -1}, {-1, 3, 4, -1, -3}};

B = Base[L]

Vett. Base
1 ({1, -1,
2 ({1, -1,
3 {{1, -1,
4 ({1, -1,

» 133

, 1y, {1, -2, -2, 1, 2}}
, L3, {1, -2, -2, 1, 21}
, 1y, {1, -2, -2, 1, 2}}

CRCE R
T )

Ri sul tato
{{1, -1, 0, 1, 1}, {1, -2, -2, 1, 2}}
Sol ve[{X1 -Xx4 +2x5==0, X2 +x3 ==0}, {x1, x2, x3, x4, x5}]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variabl es.
{{x1->x4-2x5, X2 > -x3}}
RowReduce[{a = {1, -1, 0, 1, 1}, b= {1, -2, -2, 1, 2},
c={1,0,0,1,0},d={-20,0,0, 1}, e={0, -1, 1, 0, 0}}1]
{{1, 0,0, 0, 0}, {0, 1, 0, O, 0},
{0,010, 03 (0,00, 1,0}, {0,0,0,0, 1}}

A=xa+yb; B=zc+td+we;

Solve[{0, 2, 0, 0, 0} ==A+B, {X, Yy, z, t, w}]
{{x-2,y->-1,z--1,t -0, w-> -2}}

A%
{{1, 0, 2,1, 0}}

B/ . %%
{{-1, 2, -2, -1, 0}}

iy W, = £(1,-1,0,1,1),(1,-2,-2,1,2)),
W, = £((1,0,0,1,0),(~2,0,0,0,1),(0,~1,1,0,0)), da cui'W, & W, = R;
ii) (0,2,0,0,0)=(1,0,2,1,0)+ (-1,2,-2,-1,0).

[38] i) W, =L((1,-1,0,2,(0,2,1,3), W,=1L((20,1,3),(-110,0),
W, +W,=L((1,-102),(0,2173),(0,0,0,1), W,NW,=L(213).
i) a; =3(1,-1,0,2), a, =(-3,1,-1,-3).
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[39]

A= {{1, 3}, {0, -1}}; X= {{x1, x2}, {X3, x4}};

Sol ve[A. X == X. A]
Solve ::”” svar 32 Equations may not give solutions for all solve variabl es.
[{x3-0, x15 225 +xa}}

{2,3,0,0};c=¢(1,0,0, -1};
{0, 0, 1, 0}:

{1, 0,0, 1}:b
{0, 1,0, 0}:e

a
d
B=xa+yb; F=zc +t d+ we;

Solve[B==F, {x,y, z, t, w}]

vw=el(s S5 5 ) weel(s 5)(5 55 )

ii) Per esempio:W, =£(( 2 8)( 8 2))

[40] Per esempioZL((0,1,0),(1,0,0)); £((0,1,0),(0,0,1)).

[41] 8 =

ON
OON
[oNeNe)

[42]

al=(1,0, -2,0, 1};a2={0, 1, 0, -1, 0};
a3={0,0,-1,0, 3}; x={1, 2, h, -2, 1};

Sol ve[x == x1al +x2a2 +x3a3, h]
{{h->-2}}

i) W, = £((1,0,-2,0,1),(0,1,0,-1,0),(0,0,-1,0,3)),
W, = £((1,-1,0,0,1),(0,-1,0,1,0),(-3,2,1,0,0)),

W, NW, = £((-1,0,1,0,2),(0,-1,0,1,0)),

W, +W, = £((1,0,-2,0,1),(0,1,0,-1,0),(0,0,-1,0,3),(0,0,0, -1, 6).
ii) h=-2.

[43] i) W, & un sottospazio vettoriale ®° perché i suoi elementi sono soluzioni di un sistema lineare omogeneo;
si puo direttamente dimostrare cfi&, e chiuso rispetto alla somma e al prodotto per numeri reali.
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i) dimW, =3,(2,1,1,0,2),(-1,10,0,2),(0,2,0,1, 1)) € una base dit ;.
dmWw, =2, W,=/,(1,1001),(0,-110,0).

i) dim (W, + W) =4, ‘W, +W, = £((1,1,0,0,1),(0,2,0,0,3),(0,0,2,0,3),(0,0,0,1,-2):;
dim W, N Wy =1, W, N W, = £((2,1,1,0,2)).

IHEHIH)

[45] H = L((-3,-6,0,1),(0,1,1,0)), per esempioX = £L((0,0,1,0),(0,0,0, 1)).

oNeoNe]
oNeoNe]
= O O
oNeoNe]

00 0
10 0
00 0

= O O

[44] Per esempio{[
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[46]

165

L={a={0,1,0, -1}, b=1{1, -2,2,1},c={1,0, 2, -1}};
Base[L]

Vett. Base

1 {{0,1,0, -1}}

2 {{0,1,0, -1y, {1, -2, 2, 1}}
3 {{0,1,0, -1}, {1, -2,2,1}}
Ri sul tato

{{0, 1, 0, -1}, {1, -2, 2, 1}}

Sol ve[{x1l -x2-x3 ==0, 2x2 +x3 == 0}, {x1, x2, x3, x4}]

Solve ::”” svars’ : Equations may not give solutions for all solve variabl es.

{{Xl—> g, X2e—§}}

d={1, -1, 2, 0};e={0,0,0, 1};
L1={a, b, d, e};

Base[L1]

Vet t . Base

1 1{o, 1, @ =4}}

2 {10, 1, @, =iy, {1, =2, 2, L}}

3 {{0,1,0 -1}, {1, -2, 2, 1}}

4 {{0,1,0, -1}, {1, -2, 2,1}, {0,0,0, 1}}

Ri sultato

o, i, @, =4y, {1, =2, 2, 1}, {0, @, @, 4} }

A=xa+yb; B=zd+we;

Sol ve[A==B, {X, Y, z, W}]

Solve ::”” svars’ : Equations may not give solutions for all solve variabl es.
{{Xx->2z,y->2z, w>0}}

A . %

{{z, -z, 2z, 0}}

F=Solve[{l, h, h+1, -h} == A+B]

Solve ::”” svars’ : Equations may not give solutions for all solve variabl es.
{{h-1,w-1,x->3-2,y>1-2}}

Sinplify[A/.F]

{{1-2,1+2z,2-22z, -2}}

Sinmplify[B/.F]
{{z, -z, 22z, 1}}

i) W=/,L(0,10,-1),(1,-221); Z=L(1(1,-120),(00,01));
W+2Z=2L(010,-1),(1,-2,21),(0,00,1), WNZ=L((1-120)

i) h=1; i) (1,1,2,-)=1-21+2,2-22,-2)+(2,-2,22,1), ze R.
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[47]

Sol ve[{2x1 +Xx2 +x4 == 0, X1 -x4 ==0}]

Solve ::"gvars” : Ezquati ons may not give solutions for all solve variables.
X X

{{Xle—?, X4—>—?}}

Sol ve[{X1 +X2 -x3+2x4 ==0, x1 ==0}]

Solve ::”” svar s’ : Equations may not give solutions for all solve variabl es.

{{X1->0, x2->%x3-2x4}}

L={a=1{1, -1, 2,3}, b={-1, -2,0, 1}, c = {1, -7, 6, 11}};

B =Base[L]

Vett. Base

1 ({1, -1, 2, 3}}

2 ({1, -1, 2, 3}, {-1, -2,0, 1}}
3 {{1, -1, 2, 3}, {-1, -2, 0, 1}}
Ri sul tato

({1, -1, 2, 3}, {-1, -2, 0, 1}}

x={0,1,1, 0};y={0, -2, 0, 1};

RowReduce[{x, y, a, b}]
{{1, 0, 0, 03}, {0, 1, O, O}, {0, 0, 1, 0}, {0, 0,0, 1}}

i) W, & un sottospazio vettoriale @®* perché formato dalle soluzioni di un sistema lineare omogeneo in 4
incognite. dimW, =2, W, = £((1,-3,0,1),(0,0,1,0)).

i) W, =1,(0,1,1,0),(0,-2,01); W5 = L(a,b).

iii) W, ® W, =R, quindi W, N (W, & W) = W,.

[48] W = £((-12,-1,4)); se W & W’ = R?, allora per esempio:

W = {(Xg, %, X3) € R3| X, = O} oppureW” = {(X;, %,, X3) € R3/x;3 = 0}.

[49] i) B8 = L((1,0,0,-1),(0,1,0,-1)), C = £((1,0,1,0),(0,1,1,0));
i) H+K=2L((10,0-1),(0,10,-1),(1,0,10), HNK = L(1,-1,0,0));
i) (2,-1,0,-1)=2(1,0,0,-1)-(0,1,0,-1).

[50] i) W, = £((1,-1,-1,1),(0,1,-1,0)), dimW; = 2;

W, = £((1,-1,0,0),(0,0,1,-1)), dimW, = 2;

W, = £((0,-1,1,0),(-1,1,0,1)), dimW, = 2;

W+ W, =L(1,-1,-1,1),(0,1,-1,0),(0,0,-1,1)), dimW, + dimW, = 3,
W, NW,=L(1,-1,-11), dmW, NW, =1.

i) W, ® W,.

syl 4 ) (3 (8 2)) omw-s
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(1 88 2o

ii) W, + W, = R22.

o3 1)

[52] i) W, = L(A, 'A,B), dimW, = 3;

el (2 ) omee

iii) W, + W, = R22;

iv) fwlmfwzz.z:(( i _11 ))

[53] i) W, = £((-2,1,0,3),(0,0,1,-2), dimW, = 2;

W, = £((-2,1,0,3),(0,0,1,-1)), dimW, = 2;

W, +W, = L£((-2,1,0,3),(0,0,1,-2),(0,0,1, 1)), dimW, +W,) = 3;
W, N W, = L(-2,1,0,3)), dim(W N W, =1,

ii) la sommaW, + ‘W, non é diretta.

[54] i) ‘W, = £((0,1,-1,0,1),(1,-1,-1,1,-1),(2,-1,-3,2,0)), dimW, = 3;

W, = £((-1,1,0,0,0),(0,0,-1,1,0)), dimW, = 2;

W, +W, = £(0,1,-1,0,1),(1,-1,-1,1,-1),(2,-1,-3,2,0),(~1,1,0,0,0)), dim(W , + W,) = 4;
W, NW, = £(-1,1,1,-1,0)), dim(W,NW,) = 1.

i) Si, la somma é diretta.
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Capitolo 14

Spazi Vettoriali Euclidel

Lo scopo di questo capitolo e di estendere il concetto di prodotto scalare agli spazi vettoriali di dimensione supe-
riore a tre, e, quindi, di introdurre le nozioni di perpendicolarita e di angolo anche in questi casi, permettendo, di
conseguenza, lo studio della geometria euclidea negli spazi di dimensione qualsiasi.

14.1 Definizione di Prodotto Scalare
Definizione 14.1Sia V uno spazio vettoriale costruito Bu Si definiscg@rodotto scalarela funzione:
-:VxV —>R, xyprxvy VYxyeV, (14.1)
per cui valgano le seguenti proprieta:
lL.xy=y-x Vx,yeV;
2. (X +X) Y=X Yy+X,'y, VX,X,,yEV;

3 Ax)-y=Ax-y)=x-(Ay), Y2IeR, Vx,yeV,;

4 x-x=20ex-x=0 ©x=0.
Uno spazio vettorial® su cui & definito un prodotto scalare prende il nomgpdizio vettoriale euclideo

Esempio 14.111 solito prodotto scalarex - y = lixll yllcogxy) conferisce av; e aV, la struttura di spazio
euclideo.

Esempio 14.2SuR" si definisce un prodotto scalare “naturale” che ricalca il calcolo in componenti, rispetto ad
una base ortonormale, del prodotto scalaréjnricordato nell’esempio precedente. Precisamente si pone:
(X %o e o0 %) (V1 Yor - o0 W) = XgYg + Xo¥o + oo+ XYy = ZiL XY (14.2)

Si lascia per esercizio la verifica delle quattro proprieta di definizione di prodotto scalare. Con la notazione
familiare di:

Xy Y1
x=|%| v=|Y
Xn Yn

la (14.2) si scrive come:
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X-Y = XY, (14.3)

Il prodotto scalare (14.3) prende il nomemiodotto scalare standard suR ", che viene cosi dotato della struttura
di spazio euclideo.

Esempio 14.3Si consideri la funziones : R® x R® — R:
(X1 X0, X5) * (Y1, Vo1 Ya) = 3XqY; + AXY, + 5XgY3, (14.4)
si verifichi ches é un prodotto scalare R, chiaramente diverso dal prodotto scalare standard.

L'esempio appena incontrato permette di affermare che, almeRd's& possibile definire infiniti prodotti scalari,
quindi infinite strutture euclidee.

Esempio 14.4Si consideri la funzione : R® x R® — R:
(X %1 X5) # (Y1, Vo1 Ya) = XqY1 + Xo¥2 — X33,

si osserva che non é un prodotto scalare R, per esempid0,0, 1) = (0,0,1) = —1 che contraddice il quarto
assioma di definizione di prodotto scalare.

Esempio 14.5Si consideri la funzioner : R® x R® — R:
(Xj_, Xos X3) * (yll Yoi y3) = X1Y1 + XY,

* non € un prodotto scalare R, per esempiq0,0,1) x (0,0,1) = 0 che contraddice il quarto assioma di
definizione di prodotto scalare.

Il teorema seguente dimostra che uno spazio vettoriale reale di dimensione finita ammette sempre un prodotto
scalare.

Teorema 14.1Sia V uno spazio vettoriale R di dimensione n e si# = (v4,...,v,) una sua base. Esiste un
prodotto scalare su V tale che, per ogrjy € V,

x-y = XY, (14.5)
dove:
Xq Y1
x=|%| v=|?¥
Xn Yn

exey,i=1..n,sonolecomponentid ey rispetto alla bases.

La dimostrazione & lasciata al Lettore per esercizio.

Dal teorema precedente segue che ogni spazio vettoriale reale € uno spazio Euclideo e poiche esistono infinite basi
sullo stesso spazio vettoriale, esistono anche infiniti prodotti scalari sullo stesso spazio vettoriale.

Esercizio 14.1 Verificare che la funzione:
S R™MXR™ R, | (A B A-B=tr(‘AB) (14.6)
€ un prodotto scalare ®R"".

Esempio 14.6Se si considera il precedente prodotto scalai® s, si ha che:

a b b
A-B=tr (( 211 a12 ) ( bll b12 )) = ay,by, + a,by, + ayb,, + ayb,.
21 22 21 22

Quindi, se si usala base canoni&g, i, j = 1,2) di R22, il precedente prodotto scalare in componenti corrisponde
al prodotto scalare sR*. Si puo verificare che la stessa proprieta valR [H' per ognin.

Dipartimento di Matematica



170 E. Abbena, A.M. Fino, G.M. Gianella— Geometria e Algebra Lineare |

14.2 Norma di un vettore

Definizione 14.2 Sia (V,-) uno spazio vettoriale Euclideo. Si definisterma di un vettorex di V il numero
reale positivo definito da:
Ixll = Vx - x.

Si osservi che la precedente definizione ha senso perché, per il quarto assioma di definizione di prodotto scalare,
x-x =0, Vx eR.

Esempio 14.7In V;, dotato del solito prodotto scalare, la norma di un vettereoincide con la sua usuale
lunghezza.

Esempio 14.8Sullo spazio Euclide@R?, -), dotato del prodotto scalare standard, silRi= +/%5 + X3 + X3, per
ognix = (X;, %, %) € R3.
Esempio 14.9Se si considera sk il prodotto scalare definito nel’Esempio 14.3 si ha st = / 3x2 + 4x5 + 5x3.

Esempio 14.10Sullo spazio Euclide@R", -), dotato del prodotto scalare standard, si ha
Il = /X2 + X5 + ...+ X2, per ognix = (X;, Xy, . . ., %,) € R".

Esempio 14.11In generale se su uno spazio vettorialdRsdi dimensionen si considera il prodotto scalare (14.5)
la norma di un vettore = x;v; + ... + X,v,, € data da:

lIxll = VIXX = 38 + ... + 2.

Esempio 14.12La norma di un vettoré e R ?? rispetto al prodotto scalare considerato nel’Esempio 14.6 & data:

Al = \/tr( AA) = \/afl +al, + a3, + a2,

Un oggetto si chiama “norma” solo se definisce un numero reale positivo che verifica determinate proprieta, come
si verifica nel teorema seguente.

Teorema 14.2 1. |Ix|l = 0, perognix € V ellx|| = 0 se e solo s& = 0.
2. lIXxIl = IAlIxll, YA e R,Vx € V.
3. Teorema di Pitagora: Sex -y = 0, allora |Ix + ylI? = [Ix|[? + |lyllI°.
4. Disuguaglianza di Cauchy-Schwartz:|x - y| < [Ixllllyll, Yx,y € V.
5. Disuguaglianza triangolare: [Ix + yl| < lIxIl + llyll, Vx,y € V.
Dimostrazione:
1. Ladimostrazione ¢ lasciata per esercizio.
2. La dimostrazione € lasciata per esercizio.

3. Segue da:
x+y) - x+y) =IlxlI?+2x -y +lyll. (14.7)

4, La disuguaglianza di Cauchy-Schwartz € banalmente soddisfatta se uno dei vettori coincide con il vettore
nullo. Proviamola, quindi, nel caso in cie y siano entrambi diversi dal vettore nullo. Per ogré R si
pué considerare il polinomio di secondo grada.in

INx +ylI> = Ax +y) - Ax + y) = PIxII? + 2Ax - y + llyll%.
Per la proprieta 1si ha cheA?||x||? + 2Ax - y + |lyll> = 0, per ogniA € R e quindi il trinomio di secondo

grado deve avere discrimante negativo, diee- y)? — IxI% llyll?) < 0, per ognix,y € V.
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5. Usando (14.7) e la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz si ha:
lx + ylI? < IIxII? + 2yl + llyli* = dixIl + llyl)?,

per ognix,y € V. ||

Come conseguenza della disuguaglianza di Cauchy-Schwartz si I|XI.II |“ < 1 e quindi:
Xy
12 XY g
Iyl

per ognix,y € V. Si pu6 allora dare la seguente:

Definizione 14.3Dati x,y € V si definisce comangolotra i due vettorix e y I'angolo a € [0, 7] tale che:

X'y
lix<ll 1yl

Dalla precedente definizione si puo facilmente verificarexhg = 0 se e solax € ortogonalea y. Inoltre la
precedente nozione di angolo permette di introdurre I'usuale geometria analitica dello spazio in spazi Euclidei di
dimensione maggiore di 3.

14.3 Basi ortonormali

Definizione 14.4Sia(V,-) uno spazio vettoriale euclideo di dimensione n. Una l#ise(e ,, ...,e,) di V sidice
ortonormale se verifica le seguenti condizioni:

1 e-e; =0 perognii+j, i j=1..,n.
2. llgll=1,perognii=1,...,n.
Esempio 14.13In R4 la base canonica:
(e; =(1,0,0), e,=(0,1,0), e3=(0,0,1))

e ortonormale rispetto al prodotto scalare standard.

Piu in generale irR", rispetto al prodotto scalare standard, la base canonica

B=(e,=(10,..,0),....e,=(0,...,0,1))

n

€ una base ortonormale.
Esercizio 14.2 Si determini inR® una base ortonormale rispetto al prodotto scalare:
Xy = 24y + 3XY, + 4X5Ys. (14.8)

Soluzione:E immediato verificare che i vettori della base standarg e,, e;) sono a due ortogonali e quindi
verificano la condizione.Idella Definizione 14.4. Se si calcola la norma dei tre vettori, rispetto al prodotto scalare
che si sta considerando, si ha:

lleyl = V2, lleyll = V3, llegll = 2.

Lo . 1
Quindi i vettori ( en s e3) formano una base ortonormaleRi? dotato del prodotto scalare (14.8).

1 1
ey, —
TPARE
Esempio 14.14In R™" la base standar(E;;), i, j = 1,...,n, & una base ortonormale rispetto al prodotto scalare
definito nell’Esercizio 14.6.
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Se si scrive I'espressione del prodotto scalare in componenti, rispetto ad una base ortonormale, su uno spazio
vettoriale Euclideo di dimensione, si ottiene la stessa espressione del prodotto scalare standRrfty some si
puo dedurre dal seguente teorema, la cui dimostrazione é un facile esercizio.

Teorema 14.3Sia(V,-) uno spazio vettoriale euclideo.
1. SeB = (e,,...,e,), € una base ortonormale e, dati due vettori qualsiasi:
X=Xe +...+Xe, Y=VYie +...+Ye,

allora:
Xy = XY+ o+ XY, = XY,

dove perXY si denota il prodotto della matrice riga e della matrice colonna formate rispettivamente dalle
componentidix e y.

2. SeB=(eq,...,e,) €unabase di V tale che, per ogni coppia di vettori qualsiasi:
X =Xe +...+Xe, y=Ye +..+Yye,

su ha:
Xy =XY+ ... + XY

allora B € una base ortonormale.

Si pud provare che su uno spazio vettoriale euclideo esiste sempre una base ortonormale. A tale scopo € necessario
dimostrare il seguente:

Lemma 14.1 Sia (V,-) uno spazio vettoriale euclideo di dimensione n. Un insierae{V ,, ..., v,} di n vettori
tale che:

1 v;+0,perognii=1,...n;
2. vi-v;=0,perognii#j,i,j=1,..n
€ una base.

DimostrazioneOccorre dimostrare che i vettovi,, ..., v,, sono linearmente indipendenti, cioe I'unica loro com-
binazione lineare che da il vettore nullo &€ quella con coefficienti tutti nulli. Infatti, se si considera I'equazione
vettoriale:

Avi+ .. +Av, =0

e si moltiplicano scalarmente entrambi i membri con ogpii = 1,...,n, si hai;v, - v; = 0. Dalla condizione 1
segue che,; = 0, perognii =1,...,n. ||

Teorema 14.4Sia (V,-) uno spazio vettoriale euclideo di dimensione n eSBi& (v,,...,v,) unabasedi V. A
partire dalla baseB & possibile costruire una base ortonormaté = (e, ..., e,).

Come conseguenza del precedente Teorema si ha anche che su uno spazio vettoriale euclideo esistono infinite basi.

DimostrazionePer dimostrare il teorema si utilizza un metodo di calcolo per costruire una base ortonormale noto
come ilprocesso di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt

A partire dalla bas& si procede con un numero finito di passi, nel modo seguente:

. N . . . v
1) si pud considerare come primo vettore della base ortonormale il vergcteversv, = —1-

vl
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2) Per costruire il secondo vettoeg si considera il vettore, = v, + Ae;, conA € R e si determina in modo
tale chea, - e, = 0. Imponendo tale condizione si ottiene:

A=-v,-eq.
Quindie, = vergv, — (v, - e;)e;) € un vettore di norma 1 e ortogonale a.

3) Per costr_ui_re i_I terzo vettore;, si considera il vettora,; = v; + 1,e; + A,e,, cond;, A, € R e siimpongono
le due condizioni

az-e;=0=vy-e;+4,

azg-e,=0=vz-e,+ A,

Il terzo vettore si ottiene quindi come versore del vettoge- (v - e)e; — (v - ey)e,.
Iterando questo procedimento si ottiene, quindi, un insienmewdittori
e =vergvy, — (vi-ee; —... — (Ve e ), k=1,...,n,
a due ortogonali e di norma unitaria. Per Il Lemmall4 vettori(e,, ..., e,) costituiscono una basq.

Si osservi che séey, ..., e,) € una base ortonormale, dato un vettoresi ha: che
v=(v-e)e +...+(v-e)e,.

Il vettore:
(v-epe +...+(v-e_e

rappresenta, geometricamente, il vettore proiezione slil sottospazio generato dai vetterj, ..., e,.

Inoltre, si puo applicare il procedimento di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt considerando comeevgitore
versore di uno qualunque dei vettetj della base. Poiché esistono infinite basvisi pué concludere che esistono
infinite basi ortonormali nello spazio euclidé€d,-), ed é altrettanto chiaro che una base ortonormale rispetto ad
un prodotto scalare non é necessariamente ortonormale rispetto ad un altro prodotto scalare (cfr. Esercizio 14.2).

Esercizio 14.3 Si consideri sullo spazio euclidg® #, -), dotato del prodotto scalare standard, la base
B = (vy,Vy, Vg, V,) CON:

v, =(1,200), v,=(01,-10),

v;=(0,0,1,-1), v,=(0,005).

Determinare una base ortonormale a partire8da

SoluzioneApplichiamo il procedimento di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt alla #as8i considera:

i oL

= —— = 1,2,0,0).
1=l T VB )
Il secondo vettore:, & dato dal versore di:
2 1 21
VZ_(VZ'el)el = (0111_110)_ TS 75(1121010) = (_ga 51_110)
o V30 2 1
QUIndIe2 = T (—g, g,—l, O)

Analogamente si considera corag il versore di:

vy — (v3-e)e; — (V- eye,.
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e cosi via.

Si consideri la matricd® del cambiamento di base da una base ortonorigale (e,, ...,e,) ad un’altra base
ortonormaleB’ = (ei,...,e},). P & una matrice invertibile che ha sulle colonne le componenti dei vettori

i = 1,...n, rispetto alla bas& e si puo verificare che I'elemento di postq del prodotto'PP & dato dal prodotto
scalaree] - €/ scritto in componenti rispetto alla bage Quindi'PP =1, cioe P € una matrice ortogonale. Poiche

si ha anche ch® P = I, ragionando nello stesso modo si deduce anche che i vettori riga costituiscono una base
ortonormale. Segue cosi I'importante:

Teorema 14.5Due basi in uno spazio vettoriale euclideo sono ortonormali se e solo se la matrice del loro
cambiamento di base é una matrice ortogonale.

Per le matrici ortogonali si hanno le seguenti proprieta, alcune delle quali sono gia state anticipate nel Capitolo 4.

Teorema 14.6 1. Il prodotto di due matrici ortogonali &€ una matrice ortogonale.
2. La matrice identita & ortogonale.
3. Linversa di una matrice ortogonale P & ortogonale.
4. Se P & una matrice ortogonale, anche la sua traspé3té ortogonale.

5. P & una matrice ortogonaleese e solo se le righe e le colonne di P sono le componenti di una base
ortonormale.

5. Il determinante di una matrice ortogonale P vaid.

Dimostrazione:
1. SeP e Q sono matrici ortogonali si ha:
(PQPQ= QPPQ=1
e quindi la matrice prodott®Q € ortogonale.
2. La verifica € lasciata per esercizio.
3. Da'P = P! segue chg¢P)™* = (P~1)~! da cui la tesi.
4. Da'P = P! segue ché(P) =' (P™1) da cui la tesi.
5. La verifica € lasciata per esercizio.

6. Peril Teorema di Binet 3.17 si ha che deP) = de('P) detP = detl = 1. Quindi (detP)? = 1. ||

Non vale il viceversa della proprieta.6Ad esempio, se si considera la matrice
11
si ha che il determinante éi € 1 maA non € ortogonale.
Esercizio 14.4 Determinare una matrice ortogonaein R32 in modo tale che il primo vettore riga sia =

o2 %2)
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Soluzione Per determinare la matrice ortogonale occorre completare I'insieme ljag@una base ortonormale
(a, b, ). Sipuo, ad esempio, completare I'insieme lib&ip ad una base con i due vettori

v, =(1,0,0), v,=(0,0,1).

Per determinare una base ortonormale, a partire dalla(basg, v,), si puo applicare il metodo di ortonormaliz-
zazione di Gram-Schmidt, considerando

b = vergv, — (v,-a)a) = verg1,0,0) = v,,

c =vergv, — (v3-a)a— (vy-b)b) = vers(O, %, 5) .

La matrice ortogonale cercata € ad esempio:

o V2 V2
2 2
P=|1 0 0
0 Y2 V2
2 2

14.4 1l complemento ortogonale
Siano(V,-) uno spazio vettoriale euclideo di dimensiane ‘W un suo sottospazio vettoriale di dimensidne n.

Definizione 14.5Si dicecomplemento ortogonaledi ‘W e lo si denota cor + il sottoinsieme di V formato da
tutti i vettori di V ortogonali ad ogni vettore diV, cioé

W-={xeVi|x-y=0VYyeW.

Osservazione 14.1Scelta una base,, ...,a,) di ‘W, si puo osservare che la condiziorey = 0,Vy € W &
equivalente a

Infatti si ha:
xy=x-(La +...+4a)=0,

perogniA, € R, i =1,...,k. Ma questa condizione & verficata se e solasa; = 0, per ognii = 1, ..., k.
Si puo provare il seguente:

Teorema 14.7 1. ‘W+ cV é un sottospazio vettoriale di V.
2. WeoWw-=V.
3. (WHt =Ww.

Dimostrazione:

1. Ladimostrazione € lasciata al Lettore per esercizio.

2. Per provare ché¥ + W+ =V si pu0 osservare che scelta unabasg..., a,) di ‘W e, costruita la matrice
A avente come vettori riga i vettori della base, si ottiene una ma#sieeR " di rangok il cui nullspace
coincide conW+. Quindi dal Teorema 11.18 segue che di#h- + dimW = n = dimV. La verifica che
W N W+ = {0} segue dal fatto che see W N W+ (x + 0) si hachex -x =0 e quindix = 0.
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3. E owvia conseguenza di 2Anfatti ‘W @ (‘W*+)* =V ma si ha anche chéy* @ W =V e quindi segue .3
per I'unicita del complemento ortogonalg.

Si pud osservare ch&/* & un sottospazio vettoriale 8f supplementare di}/, ma mentre esistono infiniti
sottospazi vettoriali di/ supplementari diW, il complemento ortogonale & unico.
Osservazione 14.2Si osservi che s8¥ = {0}, alloraW* =V e seW =V allora W+ = {0}.

Esercizio 14.5Nello spazio vettoriale euclide@R 2, -) munito del prodotto scalare standard, determinare il com-
plemento ortogonaléV+ del sottospazio vettoriale

W = {(Xg, %, Xg) € R3[X; + X, + X5 = O}

Soluzione. Per I'Osservazione 14.1 si pud prima determinare una bas®/de poi I'insieme dei vettorix
ortogonali a tutti i vettori della base.

Una base dilW €, ad esempio, data dai due vettori:
a; =(-1,1,0, a,=(-101).
Il complemento ortgonal@4’ e formato da tutti i vettork = (X,, X,, X;) € V che verificano le due condizioni:

{ X a; =X +X% =0,
X-ay, =X +X=0.

Si vede cheW+* corrisponde al nullspace della matrice:
-1 10
A_( -1 0 1 )
cioe al complemento ortogonale dello spazio delle rig®) e W+ = £(1,1,1).

Si osservi che una base @+ ha come componenti i coefficienti del’equazioxg+ X, + X; = 0 che definisce
W. Si giustifichi teoricamente questo fatto, ma si presti particolare attenzinae applicare questa regola nel
caso in cui'W/ sia definito come combinazione lineare di alcuni vettori.

Esercizio 14.6 In R?? si consideri il sottospazio vettoriale:
W ={AcR?*?|trA=0}

Si determinino due sottospazi vettoriali supplementai/ae il suo complemento ortogonale, rispetto al prodotto
scalare definito nell’Esercizio 14.6.

Soluzioneinnanzi tutto si osservi che, per le proprieta della traccia di una matrice quadaéaun sottospazio
vettoriale. E facile ottenere che:

w-e((3 3 )0 5)(23)

pertanto' € un iperpiano vettoriale dR 22. | sottospaziW, = .[Z(( é 2 )) ew, = .[Z(( 8 (1) )) sono

entrambi supplementari d’; il complemento ortogonal&}’+ coincide conW, .

Esercizio 14.7 Siano'W, e ‘W, sottospazi vettoriali dello spazio euclide,-). Dimostrare che:

(W, + Wt = Wi N W3,
(W, N W)t = Wi +Wa.
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Capitolo 15

Per saperne di pit sugli spazi vettoriali
euclidel

Esempio 15.1SiaV uno spazio vettoriale euclideo di dimensiame sia8(e,,e,, . ..,e,) una sua base ortonor-
male. SiaW = L(a,,...,a) un sottospazio dV generato dak vettori (a,, ...,a,) linearmente indipendenti
dati da:

a; 8y 8 - Ay € €
ay &g Qo - G €y €y

A é dunque una matrice ®*" di rangok. Il complemento ortogonale di#’ ¢ formato dai vettori di V la cui
matriceX delle componenti € soluzione del sistema lineare omogeneo:

AX =0.

Pertanto il nullspace d\ N(A) coincide conmW+. Se si indica corR(A) lo spazio delle righe dA e conC(A) lo
spazio delle colonne dh (cfr. Capitolo 11) segue:

RA* = N(A), CA* = N(A).
Esempio 15.2Si considerino i due prodotti scalari seguentiRst:

Xy = XY+ XY + X3Y3,
X Oy = 3%y + DY, + XgYa,

dovex = X;e; + X,€, + X3€3, Y = Vi€ + Y€, + Yaeg € B = (e; = (1,0,0),e, = (0,1,0),e; = (0,0,1)) € la
base canonica dk®. E ben noto cheB é anche una base ortonormale rispetto al prodotto scala® non é
ortonormale rispetto &.
1

LabaseB’ =||v, = —
ases = (v, =
ovviamente, la matrice:

1 .
,0, O) V= (O, > O),v3 = (0,0, 1)) € ortonormale rispetto al prodotto scalaye ma,

1
— 00
V3

P= 1
0 5 0
0 01

’ . .. !’ / / / / /
non & olrts)gonlalle. Si osservi inoltre chesse= X1v, + X2V, + X3V3, ¥ = YIVy + Y2V, + Yavs, allorax 0y =
X1Y1 + X2y2 + Xgy3 essendd®’ una base ortonormale rispett@a
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Siaa; = (1,0,2),a, = (1,3,4),a; = (0,3,4) una base dR3. A partire da tale base, usando il metodo di Gram—
Schmidt si vogliono determinare una base ortonormale rispetéouma base ortonormale rispett@a Nel primo

- 1 2 4 3J/5 2 6 2 3 .
caso siottieneC = || —=,0, —= |,|-——=, —, — ,(——,——,—) . La matrice:
[(«E‘» x@)(?x/é ’ 7\/5) ! 77]

1 4 6

V5 W5 7

Q=] o ﬂi _2

7 7

2 2 3

V5 75 7

€ ortogonale.
Rispetto al prodotto scalaxe si ottiene la base ortonormale:

Vf_(ioi)v/__/i 1\/@ [3) . (2 1 3
A\ VR T 231' 2\ 22"\ 154 "~ 11 2v22' V22|

La matriceR che ha sulle colonne le componenti della b@senon é una matrice ortogonale, mentre lo deve essere
la matrice del cambiamento di base #aa C’, ottenuta dal prodott®*R. Si lascia per esercizio sia la verifica
dell’ortogonalita dell’'ultima matrice sia la giustificazione del fatto che essa si ottenga proprio nel modo indicato.

C =
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Capitolo 16

Spazi Vettoriali Euclidel — Esercizi

16.1 Esercizi

In tutti gli esercizi di questo capitolo, salvo esplicita dichiarazione, si sono adottate notazioni standard, in partico-
lare si € indicato con:

- R" lo spazio vettoriale euclideo delle-uple di numeri reali, di dimensione, dotato del prodotto scalare
standard, che rende ortonormale la base candgica (1,0,...,0),e, =(0,1,0,...,0),...,e,=(0,0,...,1)).

- V; lo spazio vettoriale euclideo reale, di dimensione 3, dei vettori ordinari, riferito alla base ortonormale positiva

B = (i,j, k). In quest'ambito: A"indica il prodotto vettoriale o esterno el prodotto scalare.

[1] Nello spazio vettoriale euclideo ordinaNg, e dato il piano vettoriale:

(V:L(al:i+j,a2=i—j+k)

i) Si determini il complemento ortogonalg+ di V.

i) Si scrivano tutti i vettoriv di V; tali che il volume del tetraedro generato dg, a,, v sia 2. Linsieme dei
vettori v cosi individuato & un sottospazio vettorialevgi?

i) Dato il vettorea = i + j — k si calcolino le proiezioni ortogonali di su<V e suV+.

[2] Nello spazio vettoriale euclideR* si verifichi che i due vettori:
a; =(1,-213, a,=(21-31 (16.1)

sono ortogonali. Si completi I'insiemia, a,} fino ad ottenere una base ortogonal®di.

[3] Dato:

’Wz{Xe[RZ'ZIAX=XA, doveA:( 23 )}

sottospazio vettoriale dR??, determinare il suo complemento ortogonale (rispetto al prodotto scélane =
tr('XY), X,Y e R?2),

[4] Nello spazio vettoriale euclideR® sono dati i vettori:

v, =304, v,=(1,20), vy;=(2-24, v,=(424%
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esiaW = L(vy,v,, V3, V,).

i) Trovare una base ortonormatedi W.

i) Completares fino ad ottenere una base ortonormaledi R 3.

i) Determinare la matrice del cambiamento di base dalla base can6ric® ° alla baseD e viceversa.

[5] Dato il sottospazigH = £((1, 1,3, 1)) dello spazio vettoriale euclideéR*, trovare una base ortonormale per
il sottospazioH™.

[6] Sia:
1 -2 4 1
A= i _03 g :‘]l:'; c [R4'4.
2 -5 7 5

Indicati conR(A) e C(A) gli spazi vettoriali generati dalle righe e dalle colonnédiispettivamente, si determi-
nino:

i) base e dimensione ®R(A) N C(A) e di R(A) + C(A);

ii) il complemento ortogonale diX(A) in R4, rispetto al prodotto scalare standarddfi.

[7] Datiiseguenti sottospazi @*:

U={XY,Z,VeR*|2X-y+t=z-t =0},
V={X,y,2)eR*|x+y=y-z=x+t =0},

i) verificare che la somma di{ e di <V é diretta;
i) trovare una base ortonormale @i+ .

[8] Dato il sottospazio:
W=1{xY,2€R3|x-2y+z2=2x-y~-2z=0}

determinare una base ortonormalei#fi & W+ a partire da una base di/'.

[9] i) In RS, i sottospazi:

A = {(Xg, X, Xgy X4, Xg) € RE [ X] + X, = X5 = 0},
B=.(12121,01111),1,0,-10,-1),(23131),

sono supplementari?

ii) Determinare le equazioni del complemento ortogonaleAdiispetto al prodotto scalare standardRi? e una
sua base ortonormale.

[10] Data la base:
B=(a=(1,0,1),b=(0,11),c=(21,2)

di R3, determinare una base ortonormale, a partire8daitilizzando il procedimento di ortonormalizzazione di
Gram—-Schmidt.

[11] In V; e dato il vettorev = i + j — k. Determinare una base ortonormale del piano vettoriale ortogonale a
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[12] Nello spazio euclide®* sono dati i vettori:
v]_ = (1! 0! 11 _1)1 VZ = (11 _1! 01 0)! V3 = (0! 0! 11 1)'

i) Verificare chev,, v,, v4 formano una bas® di W = L(v4,v,,vy).
i) Trovare una base ortonormale 4’ a partire dalla bass.

[13] Determinare una matrice ortogonale in modo tale che la sua prima riga sia data da:

[oﬁ,_ﬁ]_

2 2

[14] Determinare una base ortonormale per il complemento ortogéhaldel sottospazio:

F={xYy,z2)eR*|x-y=z-t=y+2z=0}

[15] In R* é dato il sottospazidf = £((0,1,0,-1),(1,-1,1,0)) e siaB una sua base.
i) Trovare una base ortonormak di U+*.
ii) Costruire una base ortonormaleRi* a partire dalla bas@’ U 8.

[16] In R* si consideri il vettorea = (1,2,-1,2).

i) Si scriva I'equazione del complemento ortogondia)* di L(a);
i) si determini una base di(a)+;

iii) si determini una base ortonormale dia)-.

[17] Nello spazio vettoriale euclideR* & dato il sottospazio vettoriale:
W = {(Xg, X, X, X,) € R* [ X + X, = 25 + X, = O},

determinare le equazioni del complemento ortogonal® @ una sua base ortonormale.

[18] Completare I'insieme libero:
{ul = (1! 0! _1)! u2 = (11 21 0)}

in modo da ottenere una bag = (u,,u, uy) di R3. Applicare quindi il metodo di ortonormalizzazione di
Gram-Schmidt alla precedente base per ottenere una base ortonoriRale di

[19] Determinare una base ortonormale del sottospazio vettoriale:
W = {(Xy, Xps Xgs Xg) € R* | Xy = X, + X3 — X, = O}

e il suo complemento ortogonald’+.

[20] Determinare una base ortonormale del sottospazio vettoriale:
H=£L((1,10,0),(011,0),(0,23,4)

di R* e estendere tale base ad una base ortonorm®é di
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[21] i) In R* scrivere le equazioni del complemento ortogortéfe- del sottospazio:
W = {(X), % Xg, Xg) € R X + Xy = =X, + X5 = O}.

ii) Determinare una base e la dimensioneléfi* .
iii) Determinare una base ortonormaled/+.

[22] i) In R*, rispetto al prodotto scalare standard, scrivere I'equazione del complemento ortogbraldel
sottospazioW = £((1, 2,1,0)) e determinarne una base.

i) Determinare una base ortonormaled{+.

16.2 Soluzioni

(1]

al={1,1, 0};a2= {1, -1, 1};

Nul | Space[{al, a2}]
{{-1, 1, 2}}

V={X,Y, 2};
Sol ve[Det [{al, a2, v}] ==12, V]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variabl es.
{({x->12+y+22z}}

) V= Lag=i-j-2Kk).

i) v=(12+%+2%)i + %,j + X3k, %, X3 € R; I'insieme di tali vettori non costituisce un sottospazio vettoriale
di V.

i) a= %(2i+4j—k)+ %(i—j—Zk).

(2]

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

al={1, -2, 1, 3}; a2={2, 1, -3, 1};
al. a2
0

d - Fal se]

GranSehni dt [{al, a2, {0, 0, 1,03, {0, 0, 0, 13}, Normal |
30

{{1, -2, 1,3}, {2, 1, -3, 1}, {% , % o}, {7%

W

111 11 _ 1
(alaa21(§1§1éao)y(_éyéyoyg))'

Dipartimento di Matematica



184 E. Abbena, A.M. Fino, G.M. Gianella— Geometria e Algebra Lineare |

(3]

A= {{1, 3}, {0, -1}}; X={{x1, x2}, {X3, x4}};

Sol ve[A. X == X. A]

Solve ::”” svar 32 Equations may not give solutions for all solve variabl es.
X
{{X390, x1 > +x4}}

a=Tr [Transpose[X]. {{2, 3}, {0, 0}}1:

b =Tr [Transpose[X]];
Solve[{a==0, b==0}]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variabl es.
{{xl > -X4, X2 > ﬁ}}
S

m= {{3, 0, 4}, {1, 2, 0}, {2, -2, 4}, {4, 2, 4}};

b = RowReduce [m]
{{1, 0, g} {o 1, } {0, 0, 0}, {0, O, 0}}

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zati on*

GranSchni dt [{b[[1]], b[[2]]}]

3 4 8 5 6
o3t lsvm & syl
dt

A=Ganchm dt [{%[[1]], %[[2]1], {0, O, 1}}]
{{% 0 i} {L 2 _L} {_i = i}}
5' ' 5" l5.29" V29’ 5+29) |7 29’ 29’ 29
Mat ri xFor m[Tr anspose [A] ]
3 8 4
5 5+/29 29
S S
29 29
s B®
5 5429 29

A. Transpose[A]
{{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}}

22505 a7z v s

[N

vo=((s0 3 ovm v wvm) (e v vm)

3 8 4
5 5v29 /29
i)y A 0 > 2 € la matrice del cambiamento di baseGla D
i) A= —— — i i i bas ;
V29 V29
4 6 3
5 5y29 29
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A = A1 & la matrice del cambiamento di basefiaa C.

[5]( )—ii\/?o[—l 1 ‘/é‘/l_l)
V2 «/E o V22" V22’ N 117 2v33' 2v33  2v11 2V3))

[6] i) La sommaR(A) + C(A) é diretta, quindi la loro intersezione{@};

i) CAA* = £((3,-2,1,0),(-4,1,0,1)).

(7]

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zati on*

G anBchmidt [{{2, -1, 0, 1}, {2, -1, 1, 0} }]

B 250 2 (& = =
N (W E 2 1 [6 5
ol s )

(8]

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zati on*

GranSchmi dt [{{1, 1, 1}, {-1, 1, 0}, {-1, 0, 1}}1]

1 1 1 1 1 1 1 2
{lgaatlzazdi-m-% /3

(G5-d5-H e )

(91 i) si;

Lo )(00100)).

i) AL = {(X, X, Xg1 Xy, X5) € R® [ X; — X2=x4=x5=0}=(( 3

il

(10]

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

@ anchmi dt [{{1, 0, 1}, {0, 1, 1}, {2 1, 23311

e o L )

[(%yo,%»[—%ﬁ,@%}(aya——g))-
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[11]

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

G anSchm dt [{{-1, 1, 0}, {1, 0, 1}}]

(- Lo (2 L 7

ol
ol

(e (o 3)

(12]

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

m= {{1, 0, 1, -1}, {1, -1, 0, 0}, {0, 0, 1, 1}};

RowReduce [m]
{{1, 0,0, -2}, {0, 1,0, -2}, {0, 0, 1, 1}}

G’arISchm dt [m] 1
R T il
2 8 1 1 1 1
R i O A

(e B o )

(13]

<< Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

Mat ri xFor m[
Granchmi dt [{{0, Sqrt [2]/2, -Sqrt [2]1/2}, {1, 0, 0}, {0, O, 1}}11]
1 1
0 — i
V2 42
0 0
R
V2o N2
o Y2 V2
2 2
PeresempioA=| 1 O
o Y2 V2
2 2
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(14]

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

G anschmi dt [{{-1, 1, 0, 0}, {1, 0, 1, 0}, {-1, 0, 0, 1}}]

o Rt A |

2= 59 5 ¥ v ¥50) 2 0~ (o~ v )

[16] 1) Yy + 2, — Y + 2y, = 0.
i) ((1,0,1,0), (0,1,2,0), (0,0,2,1)).

" (7030 ) v v v

[17] W+ = £((1,0,2,0),(0,1,-2,0)) e, = i(1, 0,2,0),e, = i(4, 5,-2,0).

V5 3V5
[18] u; =(1,0,-1), u, =(1,2,0), uz = (0,0, 1);
o _(i o_i) o _(i 4 i) o _(E 21 E)
2TV T e ez e 0T

1 1 1
19] W=L| —=(1100), —=(-1,1,20, ——=(1,-1,1,3) |, W* = £((1,-1,1,-1)).
[19] (\/E( )\/5( )\/1—2( )) (( )
1 1 1 1
20] (| =(1,1,0,0, —=(-1,1,20), —(1,-1,1,12, 5(-4,4,-4,1) |.
[](\/E( )\/6( )m( )7( ))

[21] i) W = £((-1,1,1,0),(0,0,0,1));
W = (X}, %, Xg, %) € R*| =Xy + X, + X3 = X, = O};

i) W+ =2,((1,0,1,0),(0,1,-1,0));

ST CEETICE L)
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[22] i) W = {(Xg, %o, X3, Xg) € R* [ X + 2%, + X5 = O};

W+ = £(0,0,0,1),(0,1,-2,0),(-1,0,1,0)).

i) W+ =L((0,0,0,l),(%,O,—%,O),(—%, %—%O))
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Capitolo 17

Applicazioni Lineari

Scopo di questo capitolo € introdurre la nozione di applicazione lineare tra due spazi vettoriali, mettendoli cosi in
relazione I'un I'altro in modo da poter definire il concetto di movimento in uno spazio vettoriale.

Definizione 17.1 Dati due spazi vettoriali V e W entrambi definiti By si diceapplicazione lineareo trasfor-
mazione lineareo omomorfismoda V in W una funzione fV — W che verifica le seguenti proprieta:

fx+y)=fx) + f(y),
f(Ax) = Af(x), YA eR, Vx,y e V. (17.1)

V prende il nome ddominio di f e W ne € ilcodominio.
Segue un elenco di funzioni di cui si lascia al Lettore la verifica dell'eventuale linearita.

Esempio 17.1i : V — V tale chei(x) = x, ¥x € V, |'applicazione identicao identita, & un’applicazione
lineare.

Esempio 17.20:V — V tale cheO(x) = 0, ¥x € V, I'applicazione lineare nulla & un’applicazione lineare.
Esempio 17.3 f : R? — R tale chef(x,y) = 3x + 2y & lineare.

Esempio 17.4 f : R? — R tale chef(x,y) = 3x+ 2y + 5 non & un’applicazione lineare.

Esempio 17.5f : R? — R tale chef(x,y) = x? + 2y non & un’applicazione lineare.

Esempio 17.6 f : V; — R tale chef(x) = a- x, con- prodotto scalare & vettore fissato non nullo, € lineare.

Esempio 17.7 f : V; — V; tale chef(x) = a A x, con A prodotto vettoriale ea vettore fissato non nullo &
lineare.

Esempio 17.8 f : R™ — R tale chef(A) = detA non & un’applicazione lineare.

Esempio 17.9 f : R™ — R tale chef(A) = tr A € un’applicazione lineare.

Esempio 17.10SeV = W, & W,, & noto dalla Definizione 10.4 che ogni vettoreli V si decompone in modo
unico comex = x, +Xx,, conx, € W, ex, € W,, lefunzioni: f, :V —V ,x+—x,ef,:V -V, ,x+—x,
sono applicazioni lineari e prendono il nomepadiezioni di V suW ; e suW, rispettivamente.

Esempio 17.11La funzionef : V, — V,, definita daf((x;, X)) = (=X;,%,), dove(X;, %) sono le componenti

di un qualsiasi vettore dV,, rispetto alla base ortonormaf = (i, j), € lineare. Si tratta dell'applicazione che
associa ad ogni vettore il suo simmetrico rispetfo a
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Esempio 17.12La funzionef : V; — V;, definita daf ((X;, X,, X3)) = (X1, X, —X3), dOve(X,, X, X3) sono le com-
ponenti di un qualsiasi vettore Wi, rispetto alla base ortonormae= (i, j, k), € lineare. Sitratta dell'applicazione
che associa ad ogni vettore il suo simmetrico rispetto al piano vettoriale generajo da

Esempio 17.13f : R" — R" definita daf(X) = AX doveX € R" (ma é considerata come una matrice colonna
di R™) e A e R™ & un’esempio di applicazione lineare per le proprieta del prodotto di matrici. Piti in generale:
f : R" — R™ definita daf(X) = AX, conX € R" e A R™" & anch’essa un’applicazione lineare.

La dimostrazione del seguente teorema € lasciata per esercizio:

Teorema 17.1Sia f:V — W un’applicazione linerare, si ha:
1. f(0,) = 0,,; doveO, indicail vettore nullo di V €0, indica il vettore nullo di W ;
2. f(—x)=-f(x), ¥xeV,;

3. Xy + Xy + .+ A%, = A F(xp) + A, F(xp) + ...+ 4, f(x,), VA, €R,Vx, €V, i=1,...,n.

17.1 Come si definisce un’applicazione lineare tra due spazi vettoriali di
dimensione finita

Teorema 17.2 (Teorema fondamentale delle applicazioni lineari$ia V uno spazio vettoriale reale di dimen-
sione n e8 = (v4,v,,...,v,) una sua base. Datga,,a,,...,a,}, insieme di vettori qualsiasi di uno spazio
vettoriale W, allora esiste ed € unica I'applicazione lineare:

f:V—-W

tale che:
f(vl)zal’ i=1,...,n.

In altri termini: per assegnare un’applicazione lineare tra due spazi vettoriali V e W, di cui almeno V di
dimensione finita, & sufficiente dare i trasformati, mediante la funzione, dei vettori di una base di V .

DimostrazioneSiax = X, v, + X,v, + ...+ X,v, € V, si definiscef ponendo:
f(x) = Xa; + X8, + ...+ X @,

Si prova il teorema nei quattro passi seguenti:

1. f & una funzione, infatti il vettord(x) & ovunque definito ed & univocamente determinato, per I'esistenza e
I'unicita delle componenti dk, rispetto alla basé.

2. Dalla definizione dif sihaf(v;)=4a;, i=1,...,n
3. Per dimostrare la linearita di si deve verificare che:
f(ax + By) = af(x) +Bf(y), Vx,y eV, Vg, €R.

La tesi segue dalla definizione @i ponendo:x = X; vy + XV + ...+ XV, ¥ = Y1V + YoVo + ...+ Y, v, Un

semplice calcolo prova chdi(ax + By) = (X, + BY)a; + (X, + fY,)a, + ...+ (aX, + By )a, = af(x) + Sf(y).
4. 'applicazionef € unica. Infatti, se, per assurdo, esistesse un’applicazione ligedte— W, g + f, tale che

ovp=a, i=1,...,nalloragx) = gX;vy + ...+ X, v,) = X0V +...+ X,00v,) = Xa; + ...+ X,a,, per ogni
x € V; cio implicherebbeyx) = f(x), Vx €V e quindig= f, che € assurdo ]
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17.2 Matrice associata ad un’applicazione lineare. Equazioni di un’ap-
plicazione lineare

Dal Teorema 17.2 segue che definire una applicazione lineare tra due spazi vettoriali di dimensione finita equivale
a dare le immagini degli elementi di una base del dominio. Siano, gindno spazio vettoriale di dimensiomne

e B = (vy,V,,...,v,) Unasua base, W uno spazio vettoriale di dimensiomee C = (w,, w,, ..., w,;) Unasua

base. Siintende definire I'applicazione linedreV — W ponendo:

f(v) = awy + 8, W, + ...+ a8, W,
f(Vy) = Q,Wy + 8yW, + ...+ 8 W,

(17.2)
f(v) = a,wy + 8, W, + ...+ 8, W,
che equivale ad assegnare la matrice:
& a5 .. Gy
A=| %1 %2 o0 B o gma (17.3)

8 G .-+ 8

ottenuta mettendo, ordinatamente, in colonna le immagini dei vettori della®a&spressi rispetto alla basg

La matriceA prende il nome dinatrice associata all'applicazione linearef rispetto alle basi 8 e C e siindica
come: A = MZC(f). La scelta di porre in colonna le componenti & una convenzione, che si ripercuote fortemente
sulle considerazioni successive. In notazione matriciale le relazioni (17.2) si scrivono come:

f(vy) Wy
V2 | a| W2 (17.4)
f(v,) w,

Dato un generico vettorg di V, ci si propone di calcolare la sua immagifex) mediante la matricé\. Sia
X

X = X:Z la matrice delle componenti di rispetto alla bas&. Poniamof (x) = y,;w; + Y,w, + ...+ Y, ,W,,, S€

Xn
Y1
si indica conY = y:2 la matrice delle componenti di(x) rispetto alla bas€, allora:
Ym
Wi
fx) = ty| W2 (17.5)
Ay

m

Per la linearita dif si ha:

f(Vl)
F) = FOGVL + XV + ot Xv) = X (VD) + X T (V) + ot x vy = X[ T(V2)
f(vy)

Da (17.5) e da (17.4) segue:

W, f(vy) W,
foo = ty| W2 |2 x| f02 |2 | W2 |,
W f(v,) Wi
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ossia, per l'unicita delle componenti di un vettore rispetto ad una base:

Y = AX, (17.6)

che é il legame cercato tra le componenti di un vettore la sua immaginéd (x). Il sistema lineare (17.6) dn
equazioni inn incognite prende il nome @iquazioni dell’applicazione linearef .

Gli esempi che seguono mettono in luce la fondamentale importanza delle relazioni appena dimostrate.

Esempio 17.14La matrice associata all'applicazione identitaV — V tale chei(x) = x, ¥x € V & la matrice
unita di ordinen se dimV = n (cfr. Esempio 17.1).

Esempio 17.15La matrice associata all'applicazione nul@:: V — V tale cheO(x) = 0, ¥x € V € la matrice
nulla di ordinen se dimV = n (cfr. Esempio 17.2).

Esempio 17.16Le equazioni dell'applicazione lineare:

f:R®—R3 (Xy,2+— (2x+3y,y,3x— 22 (17.7)

SOoNo:

X =2X+ 3y
{y’=y (17.8)
Z = 3x- 2z,

quindi la matrice associata all’applicazione lineare, rispetto alla base canofcagdi

2 3 0
A= 0 1 0 |.
3 0 -2

Di conseguenza, I'immagine del vettai® 0, 3) si calcola mediante il prodotto:

2 3 0 2
01 O 0
3 0 -2 3

oppure sostituendo ordinatamente in (17.8) i numebi 2 al posto dix, y, z rispettivamente.
Esempio 17.17Riprendiamo I'Esempio 17.7: iV, spazio vettoriale dei vettori ordinari, riferito ad una base
ortonormale positiva8 = (i, j, k), si consideri 'endomorfismd : V, — V; definita daf(x) = x A a, cona
vettore diV; non nullo. La matrice associata dd rispetto alla bas& puo essere determinata in due modi:
i) si calcolaf(x), ponendax = X,;i + X,j + X;k e a = a;i + a,j + azk, si ha:
f(x) = (g%, + aXg)i + (BgX — ayXg)j + (—ayXy + A %)k,
allora la matrice associata dd rispetto alla basés, é:
0 -a a

a, 0o -a [,

-a, a O
si osservi cheA € una matrice antisimmetrica.

i) Si puo pervenire alla matricA calcolando le immagini dei vettori dB e mettendo sulle colonne, rispettiva-
mente, le componenti di(i), f(j), f(k).

Universita di Torino



Capitolo 17 — Applicazioni Lineari 193

Esempio 17.18Rispetto alle basi canoniche del dominio e del codominio, la matrice associata all’applicazione
lineare: f : R3 — R?22 definita da:

a a+b
f((a,b,c))_( a+b+c O )
& la matrice diR*3 data da:
1 0 O
1 1 0
A= 1 1 1
0O 0O

Esercizio 17.1 Si scrivano le matrici associate alle applicazioni lineari introdotte negli Esempi 17.3, 17.6, 17.9,
17.10,17.11,17.12,17.13, dopo aver fissato basi opportune nel dominio e nel codominio.

Esercizio 17.21n R3, rispetto alla base standafil= (e, e,, e;), & dato I'endomorfismd tale che:

2f(e;) — f(e,) = 3e; + 2e, — g4
—f(e)) + f(ey) = 3e; — e, + 2ey,

{ f(e;) — f(ey) — f(eg3) =0
scrivere la matriced = M%3(f) associata ad rispetto alla base canonida
Soluzione:Si osservi che si ottiene la soluzione risolvendo il sistema di equazioni vettoriali assegnato e si osservi

anche che esiste ed € unica la soluzione solo se la matrice dei coefficienti di tale sistema ha rango massimo.
Procediamo, quindi, con la riduzione per righe:

0 0 O

3 2 -1

6 1 1

1 -1 -110 0 O 1 -1 -1
[2 -1 0| 3 2—1]—>[2—1 0

-1 1 0|3 -1 2 1 0 O

da cui si ha:

f(ey) = 9, + 3ey

f(e;) =6e; + e, + e,
f(eg) = —3e; + e, — 2e,,

quindi la matrice cercata é:

A=

6 9 -3
1 0 1.
1 3

-2

17.3 Cambiamenti di base e applicazioni lineari

Per la lettura di questo paragrafo si deve fare costante riferimento al Paragrafo 11.3 sul cambiamento di base in uno
spazio vettoriale. Si vogliono, infatti, determinare le relazioni che intercorrono tra tutte le matrici associate alla
stessa applicazione lineare, costruite cambiando base sia nel dominio sia nel codominio. Dal paragrafo precedente
segue che, dati due spazi vettoriglie W, entrambi costruiti SIR, supponendo che diwh = n e data8 =
(Vy,Vy,...,v,) base dV, supponendo inoltre che dWf = me dataC = (w, w,, ..., w,) base dW, la matrice
associata ad , rispetto aB e aC € A = MBC(f) e R™". DettaX e R™ la matrice delle componenti di un
generico vettorex di V, rispetto alla bas@, la matriceY delle componenti dif (x), rispetto aC €& data da:

Y = AX (17.9)

Dipartimento di Matematica



194 E. Abbena, A.M. Fino, G.M. Gianella— Geometria e Algebra Lineare |

Si inizia con I'effettuare un cambiamento di baseMin Sia B’ = (vi,vo, ... ,v;) una nuova base df, allora
la matriceX” € R™! delle componenti del vettore, rispetto alla bases” si ottiene mediante le equazioni del
cambiamento di base:

X =PX, (17.10)
doveP indica la matrice invertibile di ordina del cambiamento di base dain 8’.
Si effettua anche un cambiamento di baseAin SiaC’ = (w1, wa,. .. ,Wr,) una nuova base div, allora le
componenti del vettoré(x), rispetto alla bas€’ sono date da:

Y = QY (17.11)

dove Q indica la matrice invertibile di ordinen del cambiamento di base daa C’ in W. Di conseguenza,
indicata conA’ la matriceA’ = M%Z'¢'(f) e R™" associata ad , rispetto alle basB’ e C’, le equazioni dif
rispetto a tali basi, sono:

Y = AX'. (17.12)

Scopo di questo paragrafo & quello di individuare la relazione che intercorkedia’. Sostituendo le equazioni
(17.10) e (17.11) in (17.9) si ha:
QY = APX

ossia:
A =Q AP (17.13)

che stabilisce la relazione cercata tra le infinite matrici associafe ad
Nel caso particolare di un endomorfisnia V — V ed effettuando un solo cambiamento di base, la (17.13) si

riduce a:
A =PAP. (17.14)

Le matrici associate all’endomorfisirfq calcolate rispetto alla stessa base nel dominio e nel codominio, sono in
relazione tra loro mediante la (17.14), e prendono il nommatrici simili . Per esse vale il seguente teorema la
cui dimostrazione ¢ lasciata per esercizio.

Teorema 17.3 Matrici simili hanno:
1. lo stesso determinante,
2. la stessa traccia.

Esercizio 17.31n R* sono dati i vettori:v, = (1,2,0,1), v, =(1,0,1,0), v =(-1,0,0,-2), v, = (0,1,0,-1),
dopo aver verificato che costituiscono una ba@sdi R 4, si consideri 'endomorfismg cosi definito:

O(vy) = vy, OVy) = 2V + vy, OVy) = =V, + V3, (V) = V.
Si scrivano le matrici associateggsia rispetto alla bas€ sia rispetto alla base canoniadi R “.

Soluzione:La matriceP, ottenuta mettendo in colonna le componenti dei vettod dé la matrice del cambia-
mento di base d# a C solo se ha rango 4, infatti si ha che:

11 -1 0

2 0 0 1

P=lo1 0 o

1 0 -2 -1

e detP = 1. La matrice associatagrispetto alla bas€ é:
12 0 O
01 -10
/7 _ nCC _

A=MTO@=19 o 1 1
00 O O

Da (17.14) segue che la matrideassociata &, rispetto alla base canonidgadi R 4, si ottiene dal prodotto:
A=PAP™.
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17.4 Immagine e controimmagine di sottospazi vettoriali

Siaf : V — W un’applicazione lineare tra due spazi vettoridle W entrambi definiti siR. In questo paragrafo

vogliamo studiare I'immagine mediante di un generico sottospazio vettoriadd di V e la controimmagine

mediantef di un generico sottospazif di W. Iniziamo con il seguente teorema.

Teorema 17.4SiaH € V un sottospazio vettoriale di V allora l'insiemé#) definito da:
f(H)={yeW|Ix e H, f(x)=y}

€ un sottospazio vettoriale di W .

La dimostrazione € lasciata per esercizio.

Piu precisamente, se dvh= n, supponiamo che difif = h < n. Sia(a,,a,,...,a,) una base diH, allora

ogni vettorex di H si esprime comex = X;a; + X8, + ...+ X,a,, CONX{, %, ..., %, € R. Di conseguenza:
f(x) =%, f(a)) +X,f(ay)+...+X,f(a,) dacuisegue cheivettofi(a,), f(a,),..., f(a,) sono generatori df (H),
in altri termini:

dim f(H) < h.

Esercizio 17.4Sia f : R® — R* I'applicazione lineare definita da:
F(Xp, X0, Xg) = (Xg + Xo, 21 + X5 + X3, Xp + X3, %o — Xg),
calcolare una base e la dimensiond @H), dove:
H = {(Xy, %, Xg) € R3[| X + X, + X = O},

Soluzione:Si verifica che dimH = 2 e una base dH € data dga = (1,0,-1),b = (0,1, -1)), pertantof (H) &
generato dgf(a) = (1,1,0,1), f(b) = (1,0, -1,1)). Si vede che si tratta di due vettori l.i., pertanto costituiscono
una base dif (H) e dimf(H) = 2.

Data 'applicazione linearé : V — W, come caso particolare del precedente si puo considerare il sottospazio di
W dato daf(V), che comporta la seguente:

Definizione 17.2 Si definiscesottospazio immaginee si indica con imf il sottospazio(W¥) di W .
In modo naturale si ha il seguente:
Teorema 17.5Un’applicazione lineare £V — W & suriettiva se e solo se imfW .
Se dimV =ne B =(vy,Vv,...,v,) éunasua base, allora segue che
imf = L(f(vy), f(vy),..., f(v,)

quindi:
dimimf < dimV.

Se dimW =meC = (w;,w,,...,w,) € unabase div, indicata corA la matrice diR™" associata ad rispetto
alle basiB e C, dal Paragrafo 17.2 segue che:

dimimf = dimC(A) = rankA),
doveC(A) indica lo spazio delle colonne della matride Vale anche I'evidente ma importante:

Teorema 17.6 Tutte le matrici associate alla stessa applicazione lineare hanno le stesso rango. In particolare
matrici simili hanno lo stesso rango.
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Osservazione 17.1Non esiste alcuna applicazione lineare suriettiviRdain R3. Perché?
Esercizio 17.5Si calcoli imf dove f : R® — R* & I'applicazione lineare definita nel’Esercizio 17.4.

Soluzioneia matrice associata afd (rispetto alle basi canoniche Bi® e diR*) é:

11 0O
2 1 1
A=l1 0 1|
0 1 -1
riducendoA per colonne si ottiene:
1 0 O 1 0 O
A — 2 1 1 — 2 1 0
c,»C-C, |1 1 1 |C-C-C |1 1 0
0 -1 -1 0 -1 0

quindi rankA) = 2 e anche dimirfi = 2, una base di irh € data dalle due colonne non nulle della matrice ridotta
per colonne, ossia ifm= £((1,2,1,0),(0,1,1,-1)).

Occupiamoci ora del problema analogo relativo ad un sottosgazioW. Si ha:

Teorema 17.7Sia f: V — W un’applicazione lineare tra i due spazi vettoriali V e W .dantroimmagine di
un sottospazio vettorial& di W definita da:

fHK) = (xeVIfx) ek
€ un sottospazio vettoriale di V..

DimostrazioneE un facile esercizio. Sifaccia perdo molta attenzione a non confondere la notdzid¢¥%) con
f~1 che, come si vedra in seguito, indica I'inversafdima f ~* non sara definita per ogrfi . |

Osservazione 17.2Pu0 succedere che la controimmagine di un sottospazio vettoriale sia I'insieme vuoto? In quali
casi tale controimmagine coincide con tutto il dominio? Invece & quasi evidente€l&) = f~1(K Nimf).

Esercizio 17.6 Data I'applicazione lineard : R® — R* definita come:
F(X) X, Xg) = (Xq + X5, 2Xp + Xy + Xg, Xq + X3, X — X3)
si calcoli la controimmagine del sottospazio vettori#eli R *:

K ={(Y1, Y2 Yz Ya) | Y1 + Y, = O}.

Soluzione: K é dato da:
K= {(tj_v _t11t21 t3) | t1't21 t3 e R}

quindi le componenti dei vettosi € R 3 la cui immagine appartiene/ sono le soluzioni dell’equazione vettoriale
AX =Y, conA matrice associata afl (rispetto alle basi canoniche ®i® e diR*) e Y componenti del generico
vettore di%K.

Nel nostro caso si ha:

11 0t . 11 0| t . 11 0 t,
21 1) 4y |p g g |01 Ll 3 g g g |01 -1
10 1|t | 27707201 1| t-t,| 272 210 0 0| 2+t
01 -1 t 37T (o1 1| 47" 0 0 0 3 -t
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da cui si ottiene che il sistema & compatibile se e solo se:
t,=-2
t; =3
Si controlli per esercizio che tali condizioni coincidono con la definizion&dn imf. Risolvendo il sistema
lineare si ottiene:
X =t -2
Xo = A

X;= -3, +1, VA4 eR

da cui segue:
f_l((]() = ‘L((_la 11 1)1 (11 Ov _3))

Si osservi che, in alternativa, in questo caso, si poteva pervenire allo stesso risultato sostituendo nell’equazione di
K .y, +Y, = 0 le equazioni dell'applicazione lineare relativg: = X; + X, €y, = 2X; + X, + X5, da cui segue:

33Xy + 2%, + X3 =0
che & I'equazione df ~}(X).

Estremamente importante & il caso particolare della controimmagine del sottofpgzidel codominio, da cui
segue la definizione:

Definizione 17.3 1l nucleodi un’applicazione lineare £V — W e il sottospazio vettoriale di V controimmagine
del sottospaziq0,,} del codominio W e si indica con:

kerf = {xe V| f(x) =0}
Osservazione 17.3 fatto che kerf sia un sottospazio vettoriale Wi segue dal Teorema 17.7
Esempio 17.19Nel caso dell'identita, definita nellEsempio 17.1, Ket {0} e imf =V
Esempio 17.20Nel caso dell’applicazione nulla, definita nel’lEsempio 17.2,fkerV e imf = {0}.

Esempio 17.21Nel caso dell'applicazione lineare definita nellEsempio 17.6fkeril piano perpendicolare al
vettorea mentre inf = R.

Il calcolo del sottospazio i costituisce un test per valutare I'eventuale suriettivita dell’applicazione lineare in
questione. Lo studio di ke, invece, € legato all'iniettivita df , e precisamente:

Teorema 17.8Sia f: V — W un’applicazione lineare tra gli spazi vettoriali V e W, f & iniettiva se e solo se
kerf ={0}.

DimostrazioneSe kerf = {0/}, si tratta di dimostrare ché € iniettiva, ossia che s&x) = f(y), conx,y € V
allorax = y. Madaf(x) = f(y) sequex —y = 0,, da cui la tesi.

Viceversa, sef € iniettiva e se si suppone, per assurdo, che esista un vettaerd&erf, x # 0 allora f(x) =
f(0,) = 0y, che & assurdoll

Per il calcolo esplicito di kef, consideriamo la matricA associata all'applicazione lineafe: V. — W, rispetto
alle basiB = (vy,v,,...,v) diV eC = (wy, w,,...,w,) di W. Per definizione un vettore appartiene a kefr
se f(x) = 0,y, che, usando le equazioni dell'applicazione linetirequivale a:

AX =0 (17.15)

doveX indicale componenti dk rispetto alla basé, quindi calcolare kef equivale a risolvere il sistema lineare
omogeneo (17.15). Dal Teorema 11.18 segue:

dimkerf = dimV - rankA).
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Esempio 17.22Calcoliamo kerf nel caso dell’applicazione lineare introdotta nell’Esercizio 17.7. Riducendo per
righe la matrice associata ddsi ha:

11 0 . 110 . 110
A=l 2 YR or-r |21 TR oR-r |21
10 1 (270t 2101 1) 372 3100 0
01 -1) 3" lo1-1)™ "2 {00 0

da cui si ottiene che rafk) = 2 = dimimf, mentre dimkef = 1 = 3 - 2. Risolvendo il sistema lineare
omogeneo ridotto associato alla matrice ridotta per righe segue ché: kef((-1,1,1)). Si osservi che, per
determinare esplicitamente fmsi deve ridurre la matricA per colonne.

Esercizio 17.7 Sia f : R® — R3 I'endomorfismo definito da:

f(e)) = 2e,
f(e,) =e; +e,+eg
fleg) = —e; +e,— ey,

con B = (e,, e,, e3) base canonica dk3. Calcolare kef e imf.
Soluzioneia matrice associata af, rispetto alla base canoniddi R é:
2 1 -1
A=[0 1 1 |
0 1 -1

Poiché def = —4, il rango diA & 3, quindi diminf = 3, ossia inf = R® e dimkerf = 0, quindi kerf = {0}.

Il lemma che segue stabilisce che condizione equivalente all'iniettivita dell'applicazione lineare é che la dimensio-
ne dell'immagine di ogni sottospazio vettoriale coincida con la dimensione del sottospazio stesso. Infatti:

Lemma 17.1 L'applicazione lineare f: V — W ¢ iniettiva se e solo se I'immagine di ogni insieme libero é un
insieme libero.

Dimostrazione:Sia f : V. — W iniettiva e siafa,, a,, ...,a,} un insieme di vettori Li., si tratta di dimostrare
che l'insieme{f(a,), f(a,), ..., f(a,)} € libero. La tesi segue dalla definizione di vettori |.i. e dal Teorema 17.8.
Viceversa, dal fatto ché(x) # 0,, sex # 0 segue che necessariamente fker{0,,}, da cui la tesi .|

Definizione 17.4Un’applicazione lineare f. V — W che sia biiettiva prende il nome diomorfismotra V e
W . Se & possibile definire un isomorfismo tra due spazi vettoriali questi si deamorfi.

Il teorema che segue stabilisce una relazione tra le dimensioni di &eti V e il rango della matrice associata
all'applicazione lineard da cui si ottiene un’altra dimostrazione del Teorema del Rango 11.14.

Teorema 17.9 (Il Teorema del Rango) Sia f:V — W un’applicazione lineare, allora:
dimkerf + dimimf = dimV.

Si osservi che dimkefr = dimAN(A) = n - dimR(A), con A matrice associata afl e N(A) il nullspace diA e
dimimf = dimC(A), da cui segue che dif(A) = dimC(A), vale a dire il Teorema del Rango, 11.14.

Dimostrazione Supponiamo che diM = n e dimkerf = h < n. Seh = 0 e seh = n il teorema e dimostrato.
(Perché?) Supponiamo < n e sia(a,,a,, ...,a;) una base di kef. Per il Teorema 11.9 completiamo tale
insieme di vettori fino ad ottenere una basé&/di(a,,...,a;, b,,...,b, ). Consideriamo il sottoinsieme &V

C = (f(by), f(by), ..., f(b,_p), la tesi segue se si dimostra aie2 una base di irh.
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Iniziamo con il dimostrare ch€ e un insieme di generatori di ifn Siax un vettore dV, come tale si ha:
X =Xaq + ...+ X8, + X, b+ X by,
da cui:
fx)=xflap) + ...+ x,f(@,) + %, (b)) +...+x,f(b,_;) =%, f(b) + ...+ x,T(b,_})

poiché i vettoria; appartengono a ker, quindi C € un sistema di generatori di fm

Per l'indipendenza lineare si ha:
AMfb)+...+ 24, f(b,) =0y

ossia:

f(4 by + ...+ +A,_b,_;) = Oy

da cui segue che il vettore b, +. ..+ +A,_,b,_;, appartiene a kefr, come tale si puo scrivere come c.l. della base
(a;,a,,...,a,) dikerf, dall’espressione esplicita di tale combinazione lineare e dal fatt@eche. . ,a;, by, ...,b, ;)
€ una base dV segue la tesi |

Nel caso particolare di un endomorfismoditutti i risultati man mano ottenuti si possono riassumere nel seguente
teorema, la cui dimostrazione € lasciata per esercizio.

Teorema 17.10Sia f:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale reale V, allora:

1. f & unisomorfismo se e sololeerf = 0,,.

2. f @ unisomorfismo se e solo se im¥V .

L'ultimo teorema di questo paragrafo stabilisce la condizione necessaria e sufficiente affinché due spazi vettoriali
siamo isomorfi:

Teorema 17.11Due spazi vettoriali sono isomorfi se e solo se essi hanno la stessa dimensione.

Dimostrazionell fatto che due spazi vettoriali isomorfi abbiamo la stessa dimensione segue in modo evidente dai
teoremi precedenti.

Viceversa, consideriamo due spazi vettoridlie W tali che dimV = dimW = n, il teorema segue se siamo in
grado di definire un isomorfismo tra di essi. Siagfio= (v,,v,,...,v,) €C = (W, W,,...,w,) basi diV e di

W rispettivamente. Definiamé : V — W ponendof(v,) = w,, ..., f(v,) = w,, f & lI'isomorfismo cercato. |
dettagli della dimostrazione sono lasciati al Lettolf .

Esempio 17.23ll cambiamento di base in uno spazio vettoriale (descritto nel Paragrafo 11.3) € un esempio di

automorfismo dello spazio vettoriale stesso. Si lascia per esercizio la sua descrizione esplicita e il calcolo della
matrice ad esso associata.

17.5 Operazioni tra applicazioni lineari

In questo paragrafo si inizia con il dimostrare che I'insieme:
LV, W) ={f:V — W] f eun’applicazione lineaje
€ uno spazio vettoriale dRi. Infatti, datef,ge L(V,W), si definiscesommadi f e di g la funzione data da:
(f+9x) = fx)+9x), VxeV,

f + g & ancora un elemento di(V, W), la verifica & lasciata per esercizio.
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Si dimostra anche facilmente che, per la somma di applicazioni lineari appena definita, valgono le prorieta commu-
tativa ed associativa. Esiste, inoltre, 'elemento neutro dato dall'applicazione lineare nulla definita nellEsempio
17.2 e I'applicazione lineare oppostafde £(V,W), data da:(—f)(x) = —f(x), Vx e V.
In modo altrettanto naturale, & possibile definingriddotto di una funzione per un numero reale f € £(V,W)
come:

Af)(x) = Af(x), ¥x €V, YA € R.

Si verifica che tale prodotto € ancora un’applicazione lineare per cui valgono le quattro proprieta di definizione di
prodotto di un numero reale per un vettore (la verifica & un facile esercizio). Segu&\¢hd/) & un esempio di
spazio vettoriale sR.

Siano dimV = ne 8 = (vy,v,,...,v,) base diV e dmW = meC = (w,w,,...,w,) base diw. Siano
A = M3C(f) e R™" la matrice associata & e B = M%€(g) € R™" la matrice associata @, & un esercizio
dimostrare chéA + B € la matrice associatafa+ g, rispetto alle basB e C. Inoltre AA & la matrice associata a
Af. Viene cosi definita, in modo naturale, la funzione:

g LIV,W) — R™"

tale chey/(f) = A, ossiay € la funzione che associa ad ogni applicazione lindala sua matrice (rispetto alle
basi8 e C del dominio e del codominio).

E un esercizio verificare chg & un isomorfismo, quindi, segue dal Teorema 17.11 che

dimZV,W) = mn.

Occupiamoci ora della composizione di due applicazioni lineari opportunamente definife: Bia— W un’ap-
plicazione lineare, ponendo dh=ne 8 = (v, v,,...,v,) unabase dV, dmW =meC = (w;, Wy, ..., W)
una base dw/, indichiamo conA € R™" la matrice associata afl rispetto alle basiB e C. Siag: W — Z
un‘altra applicazione lineare, posto diin= pe D = (w, w,,...,w,) una base dz, indichiamo conB € R>™
la matrice associatagrispetto alle basC e D. La funzione:

gef:V—2Z] (ge Hx) =g(f(x), VxeV

prende il nome dcomposizionedelle applicazioni lineari e g. E un facile esercizio verificare clgg f & un’ap-
plicazione lineare. Procediamo, quindi, al calcolo della matrice ad essa associata. Le equazioni dell’applicazione
lineare f sonoY = AX, doveX indica la matrice colonna d® " delle componenti del generico vettaxedi V

e Y indica la matrice colonna dR ™! delle componenti dif (x). Calcolando Iimmagine dif (x) medianteg si

ottieneZ = BY doveZ indica la matrice colonna @ P! delle componenti diy f(x)), sostituendo si ha:

Z = BY = BAX,
quindi la matriceC € RP" associata @e f, rispetto alle basB e D é data dal prodotto:
C =BA.

Questo risultato costituisce un’altra giustificazione della definizione di prodotto di matrici (righe per colonne)
introdotto nel Capitolo 3

Esercizio 17.8 Si considerino gli spazi vettoriaR2, R3, R* riferiti alle rispettive basi canonich8, 8’, 8”.
Date le applicazioni lineari:

f:R® — R?, A:MB'vB(f)z(l -1 2),

1 -2 3

" -3 -4 3 0
R4 2 — M3 B(q) =
g:R*— R4 B=M (g)_(_5 9 4 —1)'

determinare, se esiste, un’applicazione lindar®R * — R2 tale chef och = g.
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Soluzione:All'applicazione lineareh (rispetto alla basi canoniche del dominio e del codominio) si associa una
matriceX € R34, tale cheAX = B. Si tratta, quindi, di risolvere I'equazione matriciale cosi ottenuta usamdo i
metodi insegnati nel Capitolo 3.

Nel caso particolare d’(V, V), ossia dello spazio vettoriale degli endomorfismV/d{a volte anche indicato con
End\V)), la composizione & un’operazione interna, per cui vale la proprieta associativa, esiste I'elemento neutro
(rapplicazione lineare identica) ma non vale la proprietd commutativa. Da nozioni elementari di algebra segue
che una funzione & invertibile se e solo se € una biiezione. SupponianfoetiEnd(V) sia una biiezione, esiste,

allora la funzione inversd— di f definita come I'unica funzione per cuf: "t o f = f o f~ =i, coni identita di

V. Si ha:

Teorema 17.12Se f & un endomorfismo di V invertibile, anché £ un endomorfismo di V..
DimostrazioneE un esercizio lasciato al Lettore.

Dal fatto che la matrice associata alla composizione di due applicazioni lineari sia il prodotto delle matrici asso-
ciate alle due applicazioni (scegliendo opportunamente le basi) segue che all'applicazione lineare irfveraa di
associata la matrice inversa a quella associath @ibpetto alla stessa scelta di basMi. Si noti I'assoluto accor-

do trarisultati noti sull’'esistenza dell'inversa di una matrice quadrata (rango massimo) e sull’esistenza dell'inverso
di un endomorfismo (biiettivita quindi rango massimo della matrice associata).

Esempio 17.24Sia R[f] : V, — V, la rotazione, in senso antiorario di angolé di ogni vettorex del piano
V,. Dal cambiamento di basi ortonormali & noto che la matrice di tale applicazione lineare, rispetto ad una base
ortonormaleB = (i, ), €:

(17.16)

sind  cosf

AG) :( cosfd —sind )

mentre le equazioni dr[#], che applicata ad un vettose= xi + yj fornisce il vettoreR[6](x) = x’i + Y'j, sono:

{ X' = COSHX — Sindy (17.17)

Yy = sinfx + cosdy

Si lascia per esercizio la verifica del fatto che la composizione delle rotaz®pai. e R[S], rispettivamente di
angolia e B € larotazioneR[a + B]. Analogamente I'inversa della rotazioRgY] € la rotazioneR[—0].
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Capitolo 18

Diagonalizzazione

Questo capitolo € di importanza fondamentale per le sue svariate applicazioni in matematica e in fisica. Si vuo-
le determinare, nel caso di un endomorfismo, tra tutte le infinite matrici ad esso associate almeno una matrice
particolarmente semplice: una matrice diagonale. In altri termini si vuole determinare una base opportuna dello
spazio vettorialé/, su cui 'endomorfismo € definito, rispetto alla quale la matrice ad esso associata sia diagona-
le. Purtroppo questo scopo non puod essere sempre raggiunto, come inizieremo a mettere in evidenza con alcune
definizioni ed esempi.

18.1 Autovalori, Autovettori, Autospazi

Iniziamo con I'introdurre una definizione fondamentale per lo scopo che ci siamo proposti.
Definizione 18.1Sia f:V — V un vettorex = 0 (0 ¢ il vettore nullo di V) si dicautovettoredi f se esiste

uno scalared € R tale che:
f(x) = Ax, (18.1)

A si diceautovalore relativo all’autovettore x.

Osservazione 18.1E evidente dalla definizione di autovettore la necessita di sceglieiieerso dal vettore nullo
di V, infatti A0 = 0 per ognid € R.

Anteponiamo due facili proprieta agli esempi, per poter meglio capire la definizione appena enunciata.
Teorema 18.1Siax un autovettore dell’endomorfismo f di V, allora I'autovaloread esso relativo & unico.

DimostrazionePer assurdo siand # A’ due autovalori dix, allora: f(x) = Ax = A’x dacui(A — A )x = 0,
quindi segue la tesi |

Teorema 18.2 Sia A un autovalore di un endomorfismo f di V, tutti gli autovettori relativi ansieme con il
vettore nullo di V costituiscono un sottospazio vettoriale di V, indicato esplicitamente come:

Vi={xeV]|fx =2} (18.2)
dettoautospazio relativo all’autovaloreA.
DimostrazioneE un facile esercizio che segue dalla Definizione 10.1 di sottospazio vettorjale .
Esempio 18.1Lidentita i : V — V, definita in 17.1, ammette solo 'autovalore 1, 'autospazjocoincide con

V. Siosservi che la matrice ad essa associata € la matrice unita, che & una matrice diagonale avente 1 (I'autovalore)
sulla diagonale principale.
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Esempio 18.2L'applicazione lineare nulla, definita nel’Esempio 17.2, ammette solo l'autovalore 0, I'unico au-
tospazioV, coincide conV. Anche in questo caso si osservi che la matrice nulla ad essa associata € diagonale e
sulla diagonale principale ha I'autovalore 0.

Esempio 18.3Sia f un qualsiasi endomorfismo non iniettivo. Dal Teorema 24.1 si ha ché kef0}, per
definizione di nucleo, alloraf ammette I'autovalore O e l'autospazio ad esso rela¥yocoincide con kef .
Viceversa, sef € iniettivo, allora keif = {0}, quindi non esiste I'autovalore 0 pér

Esempio 18.4Sia f : V; — V; I'applicazione lineare cosi definita:(x) = (x - u)u conu versore fissato nello
spazio dei vettori ordinal¥/;. Si vede chef(x) = 0 solo sex € un vettore perpendicolarewa Quindi esiste
l'autovalore O e l'autospazio ad esso relativiyg = kerf che coincide con il piano vettoriale ortogonalead
D’altra parte, I'unica altra possibilita per aveféx) = Ax é f(x) = x, che si ottiene solo sg € parallelo adu,
pertanto esiste anche l'autovalore 1 e 'autospaZie- L(u). Si osservi che:

V@V, = Vs,

Esempio 18.5A titolo di esempio, procediamo con il calcolo degli eventuali autovalori della rotazione, in senso
antiorario, di angol@ nel piano, (cfr. Esempio 17.24) vale a dire alla trasformazione linRfte: V, — V, le
cui equazioni sono:

X' = cosHx — sinfy
Yy = sinfx + coshy.

Sel € R & un autovalore dR[0] ed x un autovettore ad esso relativo, alld®](x) = Ax ossia:

COSHX — sinfy = Ax
Sindx + cosby = Ay.

Risolvendo il sistema lineare omogeneo precedente si ottiene che esistono soluzioni non nulle se e solo se il rango
della matrice dei coefficienti:

cosf—A —sind
sing cos — A
e 1, ossia se il determinante di tale matrice € nullo, in altri termini, se e solo se:

A°—2coA+1=0

ossia se e solo se cos= +1, da cui segue che solo le rotazioni di angolo @ @ammettono autovalori, ma
tali rotazioni coincidono con l'identita, gia studiata in un esempio precdente, e con la rotazione di ardjolo

equazioni
X =-X
y =-y

che ammette solo I'autovalorel perché definita ddi(x) = —x, ¥x € V,.

Prima di procedere al calcolo degli autovalori e degli autovettori nel caso generale, procedimento che generalizza
I'esempio appena esposto, citiamo una conseguenza importante delle definizioni date.

Teorema 18.3 La somma degli autospazi € diretta. In altri termini, indicati cop A,, . . .,A, gli autovaloridi f,
allora:
V), @V, ©...8V,.

Si osservi che il teorema appena enunciato afferma sol¥¢che V, & ...@V, cV, lo studio dell'uguaglianza
tra questi due insiemi sara oggetto di un prossimo paragrafo

DimostrazioneProponiamo solo la dimostrazione nel caso di due autospazi, il caso generale € conseguenza del
lemma trascritto di seguito la cui dimostrazione é rimandata al Capitolo 19.

Dimostrare che&/, A equivale a provare ché NV, = {0}, (cfr. Teorema 10.4), infatti, se per assurdo esiste
xeV, NV, x £0, aﬁora f(x) = ;x = A,x da cui seguce)ul - A)x =0, quindiA; = A,.
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Lemma 18.1 SianoA,, A,, . . .,A, autovalori distinti di un endomorfismo fV . — V e siano \ , V, ,...,\
gli autospazi ad essi corrispondenh Scelti in modo arbitrario gli autovettgrix,, .. .,x,, UNo per ciascuno 3el
corrispondente autospazio, allora l'insienfe= {x,,x,, ...,x,} € libero.

Infatti dal Lemma appena citato segue che la somma degli autospazi &€ necessariamente diret:tainFVe);lsea
Vi, ® - @V, supponiamo, per assurdo, che ammetta due decomposizioni diverse del tipo:

X=X +X+.. .+ X =y +Yot .. Y
dovex;,y; €V, i=1,... kallora si ha che:
(X —y)+ X —y)+...+ (X -y =0

in evidente contrasto con I'enunciato del Lemmj .

18.2 Determinazione degli autovalori e degli autospazi

Siaf : V — V un endomorfismo dV, supponiamo che div = n e che8 = (v,,v,,...,v,) sia una sua base.
Indicate conA € R™" la matrice associata afl rispetto alla basé& e conX e R™! la matrice delle componenti
di un vettorex di V rispetto alla bas@, la formula (18.1) si traduce, in componenti, nella relazione:

AX = aX

vale a dire in:
(A-ADHX =0 (18.3)

dovel € R™" indica la matrice unita e & R™! la matrice nulla. Dalla teoria dei sistemi lineari omogenei
descritta nel Paragrafo 1.2.1, segue che il sistema lineare omogeneo (18.3) ammette soluzioni non nulle se e solo
se rankA — Al) < n, ossia se e solo se:

deftA-Al)=0. (18.4)

Si perviene allo stesso risultato, riscrivendo (18.1) come:
(f —A)(x) =

(facendo uso delle definizioni di somma e di prodotto per scalari di endomorfismi introdotte nel Paragrafo 17.5),
dovei indica I'applicazione identica dV, pertanto gli autovettori df , relativi all’autovaloreA, coincidono con

gli elementi di ke¢f — Ai).

Procediamo alla studio dettagliato dell’equazione (18.4) che prende il nopaidomio caratteristico della

matriceA o dell’endomorfismof . Iniziamo con la sua determinazione nel caso particolare delle matrici quadrate

di ordine 2, ossia nel caso di endomorfismi di uno spazio vettoriale di dimensione 2. Si osservi che, affinché queste
affermazioni abbiano senso, ci si aspetta di dimostrare che tutte le matrici associate allo stesso endomorfismo (le
matrici simili) hanno lo stesso polinomio caratteristico.

Esempio 18.6Sia

A:( a;; ap ) c R22
A

calcoliamo il suo polinomio caratteristico ponendo:

ap—A Ay

detA -l =| " azz—?t’

da cui segue:
defA—-Al) = A2 — trA + detA = 0.
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Nel caso di una matrice quadrata di ordmesi ottiene che:
detA-A) = (-D)"A" + D" MrAA™ 1+ ...+ detA=0 (18.5)
infatti:

1. trattandosi del calcolo del determinanteAdi- Al, matrice quadrata di ordine, ciascun termine di tale
determinante é il prodotto di termini appartenenti a righe e colonne diverse (cfr. Capitolo 3), quindi il
poninomio inA che si ottiene avra necessariamente grado

2. Il termine di grado massimo si ha solo dal prodotto degli elementi sulla diagonale prin¢gpgle:A)(a,, —
AN ...(a,,— A), quindi il coefficiente di tale termine deve esserd)".

3. Anche il termine digrado-1 si ottiene solo dal prodotto degli elementi della diagonale principale (provare,
per esempio, a fare il calcolo esplicito nel caso particolare delle matrici quadrate di ordine 3), é abbastanza
facile notare che il suo coefficiente deve esger® ™ r A.

4. Il termine noto si ottiene ponendo= 0, quindi deve essere d&t Allora I'equazione (18.4) ammette la
soluzione 0 se e solo se det 0, in assoluto accordo con cié che era gia stato osservato: esiste I'autovalore
nullo se e solo se kdr+ {0}.

5. Per il Teorema Fondamentale dell’Algebra in cui si afferma che ogni polinomio di gradaoefficienti
complessi, ammette radici, segue che ogni matridee R™" ammetteal pid n autovalori.

6. Se un’equazione, a coefficienti reali, ammette una radice complessa, allora ammette anche una seconda rdice
complessa che é la coniugata della precedente (si pensi alla formula risolutiva delle equazioni di secondo
grado), pertanto una matrice reale quadrata di ordine pari pué non ammettere autovalori (non si dimentichi
che si sta solo trattando il caso degli spazi vettoriali reali), mentre una matrice reale quadrata di ordine dispari
ammette almeno un autovalore.

Esempio 18.7 Se si considera ad esempio la matrice quadrata di ordine 2:
2 2
~(51)
si ha che il suo polinomio caratteristico é
deftA-AH)=2°-31+4
e quindi non ha radici reali.

Esempio 18.8Sia f : R* — R* I'endomorfismo che, rispetto alla base canonicR dj & associato alla matrice:

2 0 0 0
0 -2 6 6

A=l o 0o 3 3|
0 0 -2 -2

vogliamo calcolare gli autovalori e gli autospazifdio, il che € lo stesso, d).
Siinizia con il calcolo del determinante:

-2-2 0 0 0

0 -2-A 6 6

defA-Al) = 0 0 3-1 3
0 0 -2 -2-2

e si ha:
defA-A) =2xA-1DA+272%=0
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da cui si ottengono tre autovalork; = 0, A, = 1, A; = 2. Ci si aspetta, quindi, di ottenere tre autospazi. Si
procede al loro calcolo uno alla volta.

VM coincide con kef, che si ottiene riducendo per righe la matride Si lasciano i dettagli per esercizio, si
ottiene rankA) = 3, quindi dimkerf = dimVM =leV = £((0,0,-1,1)).

Pera, =1 si ottiene:

3 0 0 O

0 -3 6 6
A-l=lo 0 2 3|

0 0 -2 -3

con rankA — 1) = 3 e quindi risolvendo il sistema lineare omogeneo corrispondente all’equazione matriciale
(A- DX = 0 si ottiene
VAZ = -E((Oy 21 31 _2))

Nel caso diA; = -2 si ha:

00 0 0
00 6 6
A+2l=1 o 0 5 3|
00 -2 0

con rankA + 2l) = 2 e quindi:
VA3 = /£((1,0,0,0),(0,1,0,0)).

Dimostriamo ora il teorema gia annunciato, vale a dire: matrici simili hanno lo stesso polinomio caratteristico,
infatti si ha:

Teorema 18.4 Sia f un endomorfismo di uno spazio vettoriale V di dimesione n. Il polinomio caratteristico non
dipende dalla base di V scelta per la sua determinazione.

DimostrazioneSi ottiene la tesi provando che:
detA-1l) = detP~*AP-1l)

con A matrice quadrata di ordine, P matrice invertibile di ordinen, | matrice unita di ordinen. Usando le
proprieta del prodotto di matrici, la formula di Binet e il calcolo del determinante dell'inversa di una matrice si ha:

de{P*AP-Al) = de{P~%(A - Al)P) = detP~1de{A - Al)detP = detA-Al) . ||
Osservazione 18.2Si osservi che esistono matrici che hanno lo stesso polinomio caratteristico ma che non sono

simili, per esempio le due matrici:
10 11
(o 7) el 1)

| dettagli della spiegazione sono lasciati al Lettore.

Il teorema che segue stabilisce un'importante relazione tra la dimensione di un autospazio e la molteplicita del
proprio autovalore nel polinomio caratteristico. A tale scopo ricordiamo che una r@adicen polinomio p()

(il cui coefficiente del termine di grado massimo & 1) si dice awaskteplicita h se il polinomio(A — )" divide

p(d) ma (A — o)™ non divide p(A).

Teorema 18.5Sia f un endomorfismo di uno spazio vettoriale V ,@ian suo autovalore di molteplicita e

sia V, l'autospazio relativo adv, allora:
1<dmV, <m,.
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DimostrazioneSe « € un autovalore, allora dim, = 1. Per dimostrare I'altra parte della tesi si supponga che
dimV, = k = n=dimV. Sek = n, la tesi & ovvia perché(x) = ax, Yx € V. Supponiamo, quindik < n.

Sia (a;,a,,...,a) una base dv,. Completiamo tale base fino ad ottenere la bas¢ dcfr. Teorema 11.9):

B =(a;,a,...,,by,,,...,b,). La matriceA = M%3(f) assume la forma seguente:

a 0 0 ay,, .- &,
00 . 0 &y o &
A=| 0 O (- T - Y
Q 0 O ak+;Lk+1 T akj—ln
0 0 ... 0 &y ... a,

il cui polinomio carateristico é:
defA-2Al) = A - )" Q)

dove Q(A) € un polinomio inA di gradon — k, ci6 significa che la molteplicita di é almenok . ||

Esempio 18.9Si osservi che nellEsempio 18.8 si sono ottenuti 3 autovalori distifi:= 0 con molteplicita
m, = 1,4, =1 con molteplicitam, =1 eA; = -2 di molteplicitam, = 2. |tre autospaz¥, , V, , V, avevano
dimensione 11, 2 rispettivamente e:

v, @V, eV, =R"

Esercizio 18.1Si calcolino gli autovalori e gli autospazi della matrice quadrata:
2 00
A= 0 1 1].
0 0 1
Soluzioneil polinomio caratteristico della matric& é dato da:
2-2 0 0

0 1-2 1
0 0 1-2

defA-Al) = = (2-0)(1-M1>

Si ottengono quindi come autovalori 8 A, = 2 con molteplicitam, =1 e, = 1 con molteplicitam, = 2.
Gli autospazi relativi ai due autovalori sono:

V), = £(1,0,0)),
V,, = £(0,1,0)).

In questo caso si ha quindi cNg @V, € un sottospazio vettoriale % di dimensione 2.

18.3 Applicazioni lineari semplici e matrici diagonalizzabili
Iniziamo con due importanti definizioni, palesemente equivalenti.

Definizione 18.2Un endomorfismo £V — V di uno spazio vettoriale reale V si disemplicese esiste una
base di V rispetto alla quale la matrice associata ad f & diagonale.

Definizione 18.3Una matrice quadrata A= R™" si dicediagonalizzabilese esiste una matrice invertibile P di
ordine n tale che:
PAP=D

con D matrice diagonale di ordine n.
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Nei paragrafi precedenti abbiamo incontrato alcuni esempi di endomorfismi semplici, quali ad esempio, I'appli-
cazione identita, I'applicazione nulla. In questo paragrafo cercheremo di precisare quando un endomorfismo &
semplice e come si procede, in pratica, alla diagonalizzazione di una matrice quadrata, dopo aver controllato che
Ci0 sia possibile.

Il primo teorema (la cui dimostrazione € evidente, quindi € lasciata per esercizio) provvede un metodo pratico,
utile per riconoscere se un endomorfismo & semplice.

Teorema 18.6 f : V — V & semplice se e solo se esiste una base di autovettori di V..
Possiamo percio enunciare quelli che usualmente vengono indicati aviteziidi diagonalizzazione.

Teorema 18.7 Le seguenti affermazioni sono equivalenti:

1) f é semplice.

2)V=V, &..8V,, dovel,,..., A, sono gliautovalori distintidi f ey, ...,V, irelativi autospazi.

3)dimV =dimV, +...+dimV, ,doved,, ..., A, sono gliautovaloridistintidi f ey, ...,V, irelativiautospazi.
4) Ogni radice del polinomio caratteristico(}) di f é reale e per ogni radice (cioé autovalorg) di molteplicita
m, si ha che la dimensione dell'autospazig ¢oincide con la molteplicita m.

DimostrazionePer provare I'equivalenza delle quattro affermazioni si proveranno le seguenti implicazioni:
D=24)=>3)=>2)=1).

Per provare 'implicazione )1= 4) supponiamo quindi ché sia semplice, cioé che esista una b#eli V
tale che la matriceA associata ad rispetto alla base sia diagonale, con gli autovalori di come elementi
della diagonale principale. Se indichiamo cby ..., A, gli autovalori distinti di f e con My My le relative
molteplicita, si ha che il polinomio caratteristico tlié dato da:

P = (=2 ™A = )™,
da cui segue che ogni radice del polinomio caratteristico é reale. Inoltre, per ogni autavasbiea:
dimV, =n-rankA- A1) =m,.

Per provare I'implicazione Y= 3) si pud osservare che per ipotesi ogni radice del polinomio caratteristico € reale
e quindi la somma delle moltiplicité4 delle radici distinte, cioé degli autovalori distinti, coincide con il grado del
polinomio caratteristico.

Per 'implicazione 3 = 2) sappiamo gia che la somma di tutti gli autospazi relativi agli autovalori distipti. ., A,
¢ diretta. Per Btale somma diretta ha dimensione quindi coincide coiV .

Per provare I'ultima implicazione)2 1) si pu6 osservare che, se per ogni autosp¥zioi = 1, ..., k si considera
una bases;, allora I'unione:
B,U...U8B,

€ una base d¥ poiché la somma degli autospazi € diretta ed & formata da autovettari i
Osservazione 18.3_a decomposizione)2 anche nota condecomposizione spettraleli V.

In base ai precedenti criteri si ha quindi che 'endomorfismo del’Esempio 18.8 € semplice, mentre I'endomorfismo
del’'Esempio 18.1 non € semplice, in quanto per I'autovaloye- 1 si ha che din\v/A2 <mg.

Come conseguenza immediata del Teorem 18.6 si ha il seguente

Teorema 18.8Se f é un endomorfismo di uno spazio vettoriale V di dimensione n con n autovalori distinti,
allora f € semplice.

La dimostrazione é lasciata come esercizio al Lettore.
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18.4 Il Teorema Spettrale e gli Endomorfismi Autoaggiunti
Nel caso particolare delle matrici simmetriche si pué dimostrare il fondamentale:

Teorema 18.9 Il Teorema Spettrale.

1. Sia A una matrice simmetrica, allora A € sempre diagonalizzabile, esistono quindi una matrice diagonale
D e una matrice invertibile P tali che:

D = PlAP.
2. Sia A una matrice simmetrica, & sempre possibile individuare una mattiogonale Q tale che:

D = Q'AQ= 'QAQ.

Per dimostrare il teorema precedente conviene studiare le proprieta delle applicazioni lineari la cui matrice asso-
ciata & simmetrica. Purtroppo le dimostrazioni complete di alcune affermazioni sono immediate solo nel caso degli

spazi vettoriali definiti sul campo comples@oe non sono dimostrabili in campo reale, pertanto, in questa sede,

si segnaleranno i passaggi delle dimostrazioni che non siamo ancora in grado di dimostrare e si rimada al corso di
Geometria e Algebra Lineare Il per le dimostrazioni complete.

Definizione 18.4 Sia(V,-) uno spazio vettoriale euclideo e f un endomorfismodi V. f siaiteaggiuntose:
fx)-y=x-f(y), VYx,yeV.

Esempio 18.10SiaV = R? con la struttura standard di spazio euclideo, 'endomorfigmd > — R? definito
da f(x,y) = (v, X+ 2y), ¥(X,y) € R? & autoaggiunto. Infatti:

f(X:Y)'(X':Y) = (y!X+ ZY)‘(X/aY’) :yxl +Xy+2yy;
Y- FGY) =00y (Y X +2Y) =Xy +yX + 2.

Teorema 18.10Se V € uno spazio vettoriale euclideo ed f € un endomorfismo autoaggiunto, allora tutte le
soluzioni del polinomio caratteristico di f sono reali.

DimostrazionelUseremo, nel corso della dimostrazione, alcune nozioni elementari sui numeri complessi, per la
loro facilitd non richiedono particolare dimestichezza con I'argomentoASiaa + ib € C un autovalore dA e

z = X + Iy Un suo autovettoreM é pensato come spazio vettoriale definitd®ul vettori x, y sono vettori reali

di V. Sia f 'endomorfismo autoaggiunto associatoAdallora f(z) = Az. Sostituendo le espressioni precedenti

si ha: f(x +iy) = (a+ ib)(x + iy). Sviluppando i calcoli e uguagliando la parte reale e la parte immaginaria si
ottiene: f(x) = ax — by, f(y) = bx+ay. Essenddf autoaggiunto:f(x)-y = x- f(y), sostituendo le espressioni
precedenti si ottiendd(x - x + y - y) = 0 da cui segud = 0 ossia la tesi |

Teorema 18.11SeA; e A, sono due autovalori distinti di un endomorfismo autoaggiunto, allora i relativi auto-
spazi \{ eV, sono ortogonali.

Dimostrazione¥x €V, eVy €V, siha:
fx) y=Qx) y=24x-y)=x-f(y) =x-(Ay) = ,(x-y) = ,(x-y).
Segue chél, — A,)(x-y) =0, maA, # A,, perciox-y =0. |

Teorema 18.12Sia f un endomorfismo di uno spazio vettoriale Euclideo di dimensione n 8 siaa base
ortonormale di V. f & autoaggiunto se e solo se la matrice M 22(f) e R™" & simmetrica.
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Dimostrazionelndicati con: A la matrice del’endomorfismaK, Y, AX, AYle matrici colonne delle componenti,
rispettivamente, dei vettos, y, f(x), f(y) nella baseB, I'espressione:

x-f(y)=fx-y
si puo scrivere nella seguente forma matriciale equivalente:
X (AY) = {AX)Y

oppure:
XAY = X'AY,

la quale, essendo valida per oghiy € V, fornisceA = 'A. Quindi la matriceA & simmetrica. Il viceversa del
teorema si prova procedendo “a rovescio” nel calcdlo.

Teorema 18.13Se A< R™" & una matrice simmetrica, tutte le radici della sua equazione caratteristica sono
reali.

DimostrazioneE immediata conseguenza del Teorema 18.10.
Analogamente segue il:

Teorema 18.14Se Ae R™" & una matrice simmetrica reale, tutte le radici dell’equazione caratteristica di A
sono reali. In particolare A ha n autovalori reali, se contati ciascuno con la relativa molteplicita.

Prima di enunciare il teorema che permette di compiere un altro passo essenziale nella diagonalizzazione delle
matrici simmetriche dobbiamo inserire la seguente:

Definizione 18.5Sia f: V — V un endomorfismo 8/ un sottospazio vettoriale di VW si diceinvariante
per f se {W)cW.

Esempio 18.110gni autospazio é invariante per 'endomorfismo a cui é riferito. Si lasciano i dettagli di questa
dimostrazione per esercizio.

Esercizio 18.2Sia f : V; — V; I'endomorfismo, la cui matrice associata, rispetto alla base ortonormale positiva
B=(1jk) diV;,é

cosd —singd 0

A=| sind cosf O |.
0 0 1

Si descriva il significato geometrico di e si dimostri che il piand’(i, j) é un sottospazio invariante di
Esercizio 18.3Sia f : R® — R2 un endomorfismo tale ché® = fo f o f = 0 e tale chef2 + 0, con 0
applicazione nulla dV. Si dimostri che keif?) (che contiene kef)) € un sottospazio invariante pér (Si

osservi chef3(x) = f(f3(x)), Yx € V).

Teorema 18.15Se f & un endomorfismo autoaggiunto di uno spazio vettoriale euclided¥/éeun sottospazio
vettoriale di V invariante rispetto a f, allora anche il complemento ortogoridfé & invariante rispetto a f.

DimostrazionePer ognix € W+ e per ogniy € ‘W si ha: f(x)-y = x- f(y) = 0, poichef(y) € W+ per
ipotesi. Quindif(x) & ortogonale a tutti gli elementi di#’ e percio appartiene@®’+ . |

Teorema 18.16Sia f un endomorfismo autoaggiunto di uno spazio vettoriale euclideo V di dimensione n. Esiste
una base ortonormale di V formata da autovettori di f.

Cio significa che, praticamente, si procede in questo modo:
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1. il teorema afferma che: seautoaggiunto allora & semplice quindi:
V=V, @V, &..8V,, ksn,

dovel,, i =1,...,k sono gli autovalori distinti dif .
2. Sed; # A; alloraV, LV K (Teorema 18.11).
3. Sitrova una base per ciascun autospazio, la si normalizza con il metodo di Gram—Schmidt.

4. L'unione delle basi cosi ottenute € una base ortonormale formata da autoveftori di

DimostrazioneSia ‘W = VAl ) VAZ d...0V . k <n,dovey;, i =1,...,k sono gli autovalori distinti dif .

Per definizioneW ¢ V. Si vuole provare ché = V. Se, per assurdoW + V, alloraV = W & W+ con
W+ £ {0}. Siha: f(‘W) c W perché somma diretta di autospazf €’+) c W+ per il Teorema 18.15. La
restrizionef’ di f a Wt /' : Wt — W+, cosi definita:f’(w) = f(w), Yw € W+, &€ ancora un endomorfismo
autoaggiunto (essere autoaggiunto € una proprieta di tipo universalejmmette almeno un autovalore (essendo
questi tutti reali), cio implica I'esistenza di un autovettare: 0 di f’ in ‘W+. Perdx € anche autovettore di e
come tale deve appartener@#, da cui I'assurdo. AlloraW’ =V . |

Come immediata conseguenza dei Teoremi precedenti si ha la dimostrazione del teorema spettrale.
Esercizio 18.4 Sia f éndomorfismo dR 3 associato alla matrice:
2 1 0
A=|l1 1 -1 (18.6)
0 -1 2

rispetto alla base canonicaRF. Dimostrare chef & autoaggiunto e trovare una base ortonormal Hformata
da autovettori dif . Inoltre, diagonalizzare la matrig® mediante una matrice ortogonale.

Soluzione:f & autoaggiunto perché la matrice fdié reale simmetrica e la base canonica € ortonormale, rispetto
al prodotto scalare standardRI?.

Per trovare una base ortonormaleRdi che diagonalizzA si devono determinare gli autospazifdi Si ottiene:
autovalori:A; =0, A, =2, A5 = 3;
aUtOSpaZIV 1 = ‘E(v]_ = (_1! 2! 1))! V 2 = L(VZ = (11 Oy 1))! V 3 = L(V3 = (1! 1; _1))

La base ortonormale richiesta si ottiene, semplicemente, considerando i veregrivdi v; (perché?), quindi la
matrice ortogonale che diagonaliza&e:

211

V6 V2 3

2 1

Pel B 0 5
1 1 1

V6 V2 V3

da cui:
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Esercizio 18.5Sia V uno spazio vettoriale euclideo®’,, W, due suoi sottospazi supplementari, oSgia=
W, ® W,. Siconsiderino i due endomorfisrhj e f, di V, proiezioni suW, e suW, rispettivamente, vale a
dire: sex = x; + x,, perognix in V (x, € W, ex, € W,) allora f;(x) = x; e f,(x) = x, (cfr. 17.10).

Dire se e quandd, e f, sono autoaggiunti.
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Capitolo 19

Per saperne di piu sulle applicazioni lineari

19.1 Per saperne di piu sugli autospazi

Esercizio 19.1Si dimostriil Lemma 18.1. Siand,, A,, . . .,A, autovalori distinti di un endomorfismb: V — V
e siano\/M, ViV, gliautospazi ad essi corrispondenti. Scelti in modo arbitrario gli autovetiost,, . . . ,x,,
uno per ciascuno del corrispondente autospazio, allora I'insieméx |, x,, ..., x,} € libero.

DimostrazioneSi procede per induzione sul numekali sottospazi. Il casé& = 1 é ovvio.

Supponiamo, per ipotesi induttiva che i vettarj, x,, ... ,x,_; siano Li. dove ognk; é un autovettore ¥, . Si
tratta di dimostrare che l'insieméx,, x,, . .. ,.x,_;, %) € libero, conx, autovettore dv, .

Per assurdo si suppone che ci6 non avvenga, vale a dire che:

X = HaXq + fpXp ot U g Xy g, (19.1)
(si precisi bene perché I'affermazione precedente sia equivalente a supporre che kvettori . ., x,_;, X, siano
I.d.). Siapplichi 'endomorfismd ad ambo i membri di (19.1), si sfrutti la sua linearita e il fatto che ogni vettore

x; € un autovettore, si ha:
Xy = HA Xy + fpdoXo + o+ g A g Xy g (19.2)

invece, moltiplicando ambo i membri di (19.1) pey si ha:
AXy = Xy + oA Xy + oo+ (A X g (19.3)
uguagliando (19.2) e (19.3) segue:
My (A = A)xq + Ay = A )Xy + oo+ g (4 — A% 4 =0
i vettori coinvolti nella relazione precedente sono l.i. per ipotesi induttiva, quindi tutti i coefficienti sono nulli,

ma, essendo gli autovalori distinti si ottiene; = u, = ... = u,_, = 0, risultato che sotituito nella formula 19.1
comportax, = 0, assurdo, trattandosi di un autovettorg .

19.2 Forme lineari — Dualita

In questo paragrafo si intendono studiare le particolari proprieté delle applicazioni Iinedri— R, ricordando
che il campo dei numeri reali é un esempio di spazio vettoriale reale di dimensione 1.

Definizione 19.1Sia V uno spazio vettoriale sR; un’applicazione lineare f: V. — R, cioé un elemento di

L(V,R), si diceforma lineare o funzionale linearesu V . Lo spazio vettorial&£(V,R) si dicespazio vettoriale
dualedi V e lo siindicacon V.
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Esempio 19.1Una forma linearef suR" si puo scrivere come:
F((X X, o X)) =X +aX% +...+ax, & €R,i=1,...,n,

per ogni(X;, %, ..., %,) € R". Il nucleo di f e dato dai vettork € R" periqualia;x; + a,%, +...+ax,=0e
costituisce percio un iperpiano vettorialeRIT .

Alla dimensione dello spazio vettorialé* si perviene con il seguente:
Teorema 19.1Se V € uno spazio vettoriale Budi dimensione finita, allora:
dimV =dimV~.

DimostrazioneSia dimV =ne 8 = (v,,v,,...,v,) unasua base. Peril Teorema 17.2, esistono e sono uniche le
applicazioni linearif, : V — R, i =1,...,n, cosi definite:

fiivp)=1 f,(v)) =0 f(v)=0
.fl(vz) =0 .f2(v2) =1 .fn(vz) =0
.fl(vn) =0, .fz(vn) =0,...... , .fn(vn) =1,

che si possono anche scrivere nella forma:
fi(Vj) = 5”,
doved;; e il simbolo di Kroneckerd;; = 0,i # j e d; = 1). Diconseguenzéx € V, x = X;vy +Xvo +...+ XV,
risulta:
fI(X):XI’ |= 1,...,”.

Cio premesso, occorre provare che = (f,, f,, ..., f,) € una base &v*, ossia:

i) B* & un sistema di generatori. Infatti, per ogni forrh& V *, posto:
f(vp)=a, f(vy) =a,,...,f(vy) =4,

e per ogni vettores = X; vy + X,v, + ...+ X,v, €V, si ha:

f(x) =xT(v)+Xf(vy) +...+X,T(v) =X, + %8, + ...+ X,
=a fix)+afx+...+a,f,(x) =@ f+af+...+a,f)x).

Allora:

f=a,f+a,f,+...+a,f,.

i) 8* & un sistema di vettori linearmente indipendenti. A tale scopo basta osservare che la matrice assbciata ad
eM(f)=(a a, ... a )perciof =0,. (formanulladiv)seesolosM(f)=(0 0 ... 0).]

Definizione 19.2La baseB* dello spazio V, costruita nel modo su esposto, e dditese dualedella baseB di
V.

Esempio 19.2Sia f : R2 — R una forma lineare, perciof((x,y)) = f(x,y) = ax+ by, V(x,y) € R?, con
a,beR. SeB = ((1,0),(0,1)) & la base standard @2, la sua base dual8* = (f,, f,) & data dalle forme che
operano nel modo seguente:

f,(x,y) =xf,(L,0 +yf(0,1) =x,

f,x,y) = xf,(L,0) +yf(0,1) =,

da cui si ottiene:f(x, y) = af;(x,y) + bf,(X,y), ossia: f = af; + bf,.
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N.B. Si dovrebbe scriverd(x) = f((X,y)) conx = (X,Y); per semplicita si omettono (anche in seguito) le doppie
parentesi.

Esempio 19.3Si consideriV;, spazio dei vettori ordinari, riferito alla base ortonorm&le= (i, j, k). Fissato un
vettorea + 0, la funzione:
a-:V; — R,

definitadaa - (x) = a- x, Yx € V5, (“-" indica il prodotto scalare tra vettori) € una forma lineare. In particolare
la base duale dB € data da:B* = (i-,j-, k). Si tratta delle forme che associano ad ogni vettore le rispettive
componenti.

19.2.1 Cambiamento di base irV*

SianoB = (v;) e 8’ = (v{),i=1,...,n due basidV e siano8* = (f;) e 8 = (f/),i = 1,...,n, le basi duali di
B e di B, rispettivamente. La matrice del cambiamento di basBdeB’ e P = (a;) e, quindi:
Vi =a vyt v+ ... +av,, i=1...,n
mentre la matrice del cambiamento di basefaa 8* € Q = (b;;), ossia:
fi=byf]+byf;+...+b,f,, i=1...,n

’
ni 'n?

(Sia P sia Q sono matrici invertibili, di ordinen, ad elementi ifR).
Da quanto precede si osserva che:

fi(vj) = (bli fi/ + b2i f2, + ...+ bni frfl)(V]) = b], ;
fiv)) = fi@vy + avo + ...+ ag vy = &)

vale a dire:

Q="

in altri termini, la matrice del cambiamento di base®& a 8* ¢ la trasposta della matrice del cambiamento di
base daB a B’.

Esercizio 19.21In R?2, riferito alla base canonic® = (e, = (1,0),e, = (0,1)) (8* = (f,, f,) base duale dB),
trovare la bas&8’* = (f1, f2) duale della bas®’ = (el = (-1,2), e> = (1, -1)).

R. In base al risultato precedentemente esposto, la matrice del cambiamento di Basad € Q = P, con

P= ( "21 _11 ) :
Si perviene allo stesso risultato mediante il calcolo esplicito che si pud impostare in questo modo. Si ponga:
X,y =ax+ay, XYy =bx+by
e_si determinino i coefficient,, a,, b;, b, in modo chefj(e) = ¢;; . Risolvendo i sistemi lineari che si deducono
e fix,y) = x+y = (f; + f,)(X, )
f20¢,y) = 2x+y = (2f, + f,)(X, ), V(XY € R2

La matrice del cambiamento di base (ottenuta, per definizione, ponendo in colonna le componenti delle forme su

ottenute) e :
1 2 _ ty—1
(1 1) _
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Osservazione 19.1A completamento dell’esercizio, si riassumono, in forma matriciale, le relazioni che intercor-
rono tra le due basi dk?, le basi duali corrispondenti e le relative equazioni del cambiamento di base:

(£)(2) (5)15)
(1) () (3)-(2)

Esercizio 19.3 Determinare la base duale della bage:= ((1,0,-2),(0,1,-1),(2,1,2)) dello spazio vettoriale
R3.

R. SiaB* = (f,, f,, f3) la base duale dB, allora: f; = (1,0,2), f, =(0,1,-1), f; =(2,1,2);le componenti sono
date rispetto alla base duale della base canoniB2di

19.2.2 Spazio biduale

Fissato un vettor& € V, al variare dif € V*, gli scalari f(x) definiscono una funzione:
x:V* —R, x(f)=fx), VYfeV"
Si puo, pertanto, dare la seguente:

Definizione 19.3 Per ogni spazio vettoriale V, il duale dello spazio i dice spazio bidualee di indica con
V* . Esso rappresent(V*,R).

Osservazione 19.2Per lo spazid/** si ha:

dimV = dimV* = dimV™.
Teorema 19.2 Per ogni vettorex € V, I’applicazione§ e lineare, cioé appartiene allo spazi(V*,R).
DimostrazioneE una immediata conseguenza della definizione.

Teorema 19.3Siano V uno spazio vettoriale &1 e V** lo spazio biduale di V. L'applicaziong : V. — V**
tale chep(x) = x, Yx € V, € un isomorfismo.

Si osservi che, dalla definizione, tale isomorfismo non dipende dalla scelta di basiinV **, pertanto si tratta
di unisomorfismo canonico

DimostrazioneSi prova che:

a) ¢ € lineare, ossi&x,y € V,Va,B € R, p(ax + By) = ap(x) + Be(y). Infatti, Vf e V*:

plax +By)(1) = (ax +By)(T) = f(ax +By)
= af () + BT(y) = ax() + By (1) = (@p() + Be(y))(D).

b) kerf = {o}. Sex = oy.., YV € V*, risulta : x(f) = f(x) = o allorax = o.
Poiché dinV = dimV** = n, per note proprietay € un isomorfismo J

Osservazione 19.3Si considerino una basé = (v, v,,...,v,) di V e lasua base dualg* = (f;, f,,...
vettori cosi definiti:

).

e, = ¢ley), e, = ¢le,), ..., = ¢le,)
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formano una bas@ di V**. Dal Teorema 5.4 e dal fatto ch;p(fj) = fie)=0;,i,j=1,....n B & labase duale
di B*. Allora ogni elementax di V** si scompone, rispetto alla bags come:x = x;e; + %€, + . . . + X;€,,, dove
le componentk sono date dax. = x(f;). D'altra parte:x(f;) = f.(x) = %, quindix = .

E cosi provato che le componentidie V, relative alla base8, sono anche le componenti dell'immaginesxdi
tramite l'isomorfismo canonice : V — V** relativamente alla bas8, biduale della bas®; percio, anche in
questo senso, lo spazit™ si puo identificare cow .

19.2.3 Isomorfismo canonico trav e V*, solo per gli spazi euclidei

SiaV uno spazio vettoriale euclideo di dimensione finita. In questo caso lo spazio\dtiadecanonicamente
isomorfo aV . Si perviene a questo importante risultato in questo modo:

Teorema 19.4 Fissatox € V, lafunzionex: : V — R definitadax - (y) = x-y, Yy € V, (“-"prodotto scalare
su V) é una forma lineare.

DimostrazioneSegue dal fatto che - (ay; + by,) = ax -y, + bx-y,, Va,b,e R,Vy,;,y, €V . |

N.B. Si osservi che la proprieta precedente é falsa nel caso di uno spazio vettoriale Hermitiano. In questo caso, a
chi & canonicamente isomorf6* ?

Teorema 19.5Sia V uno spazio euclideo, la funzione
i:V—V* datada {x)=x,
€ un isomorfismo. Viene cosi definito I'isomorfismo canonico tra i due spazi vettoriali.
DimostrazioneSi dimostra facilmente che la funzione lineare. Liniettivita segue dal calcolo di kerossia:

keri={xeVl]ix) =0y} ={xeV/x-y=0VyeV}={o}.

19.2.4 Trasposta di un’applicazione lineare

SiaF : V — W un’applicazione lineare da uno spazio vettorilé& uno spazio vettorial@/ (entrambi costruiti
suR). Per ogni formaf € W*, la composiziond o F & un’applicazione lineare d& in R, ossiaf o F € V*. Si
puo, allora, dare la seguente:

Definizione 19.4 Data un’applicazione lineare FV — W, 'applicazione'F da W* in V* cosi definita:
F(fy=foF, VYfewWw:

si dicetraspostadell’applicazione lineare F.

Teorema 19.6 L'applicazione'F & lineare.

DimostrazioneE conseguenza immediata della definizione.

Osservazione 19.4.a denominazione “trasposta’per I'applicaziofederiva dal seguente teorema:

Teorema 19.7Siano F: V — W un’applicazione lineare ed A la matrice di F rispetto alle basj) di V e
(v) diW. Allora'A & la matrice diF relativa alle basi duali di(v’) e di(v)), rispettivamente.

Dimostrazione:Indicata conM(f) la matrice della generica forma lineafedi W*, si consideri la definizione
dell’applicazione linearér ' F(f) = f o F, f € W*. Essa si pu6 porre nella forma matricial®t[(F)(f)] =
IM(f)M(F)], tenuto conto che entrambi i membri rappresentano un vettore colonnav(éheé un vettore riga.
Si ottiene, pertanto, la relazion®1(F) M(f) = M(F) 'M(f) che sussiste per ogiil(f) e percié prova I'asserto
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Teorema 19.8Se F,Ge L(V,W) e ac R, allora:
) YF+G) = F +G,

i) YaF) = afF.

La dimostrazione si lascia per esercizio.

Teorema 19.9Siano U,V,W spazi vettoriali sullo stesso canippallora, per ogni F e £(V,W) e per ogni
G e L(V,U), nello spazioL(U*, V*) abbiamo:

YGoF)= Fo G.
DimostrazioneDalla definizione di applicazione lineare trasposta, si puo scrivere:
Y{GeF)h) =he(GoF), VheU",
'G(hy=hoG, VYheU~,
F(fy=foF, Vfewr,
Sostituendo nell’'ultima relazioné conh e G, si ottiene:
F(hoG)=(hoG)oF =ho(GoF) = (GoF)h), Vhe U*.
Poiché:FF(h° G) = 'F(G(h)) = (F o 'G)(h), risulta:
(Fo G)(h) = (GoF)h,

da cuilatesi.]

SeF € EndV), allora'F € End(V*) e:
Uy (f) = fol, =l.(f), VfeV

dovel,, & lisomorfismo identico dV e l,,. € lisomorfismo identico dv*. Pertantdl,, = ... Cid premesso, si
puo enunciare il:

Teorema 19.10Per ogni isomorfismo Fe GI(V), si ha'F € GI(V*) e:
(Bt ="F™.
DimostrazionePer ogniF  GI(V) ancheF ~! € GI(V) e si ha:
FoFl=F1loF=1,

da cui si ottiene:

(FoFhH="'FreP)ly =1
e per il Teorema precedente:

(FhHe'F="Fo'(F Y=l
quindi F e GI(V*) e la suainversdF)t e'(F1) . |

Esercizio 19.4 SianoF : R* — R? 'applicazione lineare la cui matrice, rispetto alle basi canonichie e di
R3, é:

1 -1 2

1 1

0 -1

M(F) =[ -1
-2
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ed f : R® — R la forma lineare di matrice, rispetto alla base canonid® i
M(H)=(1 -2 2).
Determinare la form& ().

SoluzionePer definizione di applicazione lineare traspo$fa,f) = f o F, la cui matrice associata & data da:

M(f o F) = M(f)M(F).

Quindi:
1 2 -1 2

M(feF)=(1 -2 2)[—1 11 1]:(—1 2 -3 -2)
-2 1 0 -1

e la forma richiesta risulta essere:

F(f)

- N< X

X
(-1 2 -3 -2) 32’ = —X+2y-3z-2t.
t

19.3 Isometrie e similitudini

Sia 'V uno spazio vettoriale euclideo, di dimensione finita e siail prodotto scalare divV. La definizione
seguente estende (in modo naturale) a dimensioni superiori il concetto elementare di isomeikienento
euclideonel piano e nello spazio.

Definizione 19.5Un isomorfismo f di V prende il nomeidbmetria se:

I =1lxll, ¥YxeV.
Osservazione 19.5Si pué generalizzare la definizione precedente al caso di isomorfismi tra due spazi vettoriali
euclidei in questo modo: dati due spazi vettoriali euclidee W, con la stessa dimensione, un isomorfismo
f :V — W si dice isometria se “conserva” la norma dei vettori.

Esempio 19.40gni rotazioneR[6] (in senso antiorario) di angolé del piano vettoriale/, é un’isometria (cfr.
Esempio 17.24). Da fatti noti, segue, quindi, che una matrice assodrjth &ispetto alla baséi, j)) € del tipo:

( cost —sing )
sing cost |’

Esempio 19.5lidentita: i : V — V, definita dai(x) = x, ¥x € V, é un’isometria.
Esempio 19.6L'applicazione—i : V — V definita da—i(x) = -x, Yx € V, é un’isometria.
Alcune tra le principali proprieta delle isometrie sono riassunte nel seguente:

Teorema 19.11Sia V uno spazio vettoriale euclideo di dimensione n.

1) Ogni endomorfismo fV — V tale chellf(x)ll = IIxll, Vx eV, é un’isometria.

2) Se f é un’isometria allora:
fx)-fy)=x-y, VYx,yeV.
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3) La composizione di due isometrie € un’isometria.
4) L'inversa di un’isometria é un’isometria.

5) f é un’isometria di V se e solo se le immagini dei vettori di una base ortonormale di V formano una base
ortonormale di V.

6) Gli autovalori di un'isometria sono*x1

7) f é un’isometria di V se e solo se la matrice associata ad f, rispetto ad una base ortonormale di V, é una
matrice ortogonale.

Dimostrazione

1) E sufficiente provare che kér= {0}. Infattisex e ker f sihaf(x) = 0; d’altra partell f (x)Il = 10l = 0 = lixII,
quindix = 0.

2) Segue dal fatto che:

I (x + y)lI2 = 1f(x) + f()I2 = 1F )N + 2f(x) - F(y) + If(y)II2 = IIx + ylI?

e:

lIx + ylI2 = IxI1? + 2x - y + llyll2.

3) Se f e g sono isometrie, alloré(f o gy(x)Il = IIf (gx)Il = If(x)Il = lIxIl, Yx € V.

4) Sia f un’isometria. Si hailf(f 2l = i), mallf(f L)l = 1T 1) = IIxll, Vx € V, da cui la tesi, {
é l'identita inV).

5) Sef éun’isometria €8 = (e, e,, . ..,e,) una base ortonormale, allora

B = (f(ey), f(ey), ..., f(e,) & una base ortonormale percliéconserva la norma dei vettori e i loro prodotti
scalari. Viceversa, sian = (e, e,,...,e,) € B’ = (f(ey), f(e,),..., f(e,)) due basi ortonormali. Dat& =
X,e1+Xe,+...+X.e, €V, allorallxli? = Xe4 X5+ +x2, daltra partef (x) = X, f(e)) + X, f(e)) +...+ X, f(e,),
quindi IIf (x)Il = lixIl. Si osservi che il calcolo della norma dei vettarie f(x) ha assunto I'espressione suddetta
in quanto riferito a due basi ortonormali.

6) Sia A un autovalore dif , quindi f(x) = Ax, allora: II1f (x)I1? = IIAxII? = A2lIxII? = IIxII? da cui la tesi.
7) Sia A la matrice associata afl, rispetto ad una base ortonormaléutli e sianoX’ = AX le equazioni dif .
Poiché, perognk € V, IIf(x)II% = lIxII? e ricordando chéxll? = 'XX siha'X’X’ = {AX)(AX) = X'AAX = 'XX,

da cui segue la tesi. Si osservi chell> = XX solo seX é la matrice colonna delle componentixdirispetto ad
una base ortonormalej.

Osservazione 19.6) Dalla definizione di isometria e da) Zegue che le isometrie conservano gli angoli tra i
vettori.

ii) Da 3) e da 4 segue che I'insieme delle isometrie € un gruppo (si veda la definizione di gruppo nell’ultimo
paragrafo di questo capitolo) rispetto alla composizione di funzioni.

iii) Si osservi che se un isomorfismo conserva i prodotti scalari allora non € necessariamente un’isometria, (le
similitudini sono un’esempio di questo fatto).

iv) Si osservi che se un’'isomorfismo ha autovalori patta non é detto che sia un’isometria, per esempio Si
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consideri I'isomorfismo dR 2 definito dalla matrice:

11
a=(o 1)
Esercizio 19.5Si consideri inR? la struttura euclidea determinata dal prodotto scatayex,) - (X,, Y,) = XY, +
4x,y, . Verificare che I'isomorfismo dR? associato alla matrice:

AR
2
A=
1 V3
4 2
€ un’isometria diR?. Per quale motivaA & O(2)?
Soluzionele equazioni dif sono:
X1 =~ Xy + Xy
, 1 3
X2 = —ZX]_ + gxz.

E sufficiente verificare che:
I )I2 = ()% + 402)2 = X4 + 4% = lIxII2, Vx = (X, %,) € R2.

La matrice A non é ortogonale perché non € associata ad una base ortonormale (rispetto al prodotto scalare
introdotto), infattiA é associata alla bagél, 0), (0, 1)), mall(0, L)l = 2.

Definizione 19.6Sia f: V — V un isomorfismo dello spazio euclideo V. f prende il nomsmdilitudine di

rapporto a se:
Hfx)l =alxll, xeV,

da cui si deduce che a deve essere un numero reale positivo non nullo.
Osservazione 19.70gni isometria € una similitudine di rapporto 1.

Il seguente teorema, di cui non si riporta la dimostrazione, in quanto si tratta di un semplice esercizio, riassume
alcune tra le principali proprieta delle similitudini.

Teorema 19.12Sia V uno spazio vettoriale euclideo di dimensione n.

1) Se f é una similitudine allora f conserva gli angoli tra i vettori.

2) Se f é una similitudine di rapporto a allora gli autovalori di f sonea.

3) La matrice associata ad una similitudine di rapporto a, rispetto ad una base ortonormale di V, é aA con
A e O(n).

19.4 Diagonalizzazione simultanea

Ricordando che un endomorfisniosu uno spazio vettorialé si dice diagonalizzabile se esiste una bas¢ dii
autovettori dif, si puo introdurre la seguente:
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Definizione 19.7 Due endomorfismi f e g su V, entrambi diagonalizzabili, si dicginultaneamente diago-
nalizzabili se esiste una base di V i cui vettori sono sia autovettori di f sia autovettori di g. Piu precisamente:
se A e B sono, rispettivamente, le matrici associate a f e a g rispetto ad una base di V, allora f e g sono
simultaneamente diagonalizzabili se esiste una matrice P, invertibile, tale che:

A=PDP!, B=PDP?,

dove D e D sono due matrici diagonali (D ha sulla diagonale principale gli autovalori di f, contati con la
relativa molteplicita, e D quelli di g).

Il teorema seguente ha il duplice scopo di stabilire la condizione necessaria e sufficiente affinche due endomorfismi
siano simultaneamente diagonalizzabili e di spiegare, nella sua dimostrazione, il metodo che si deve seguire per
determinare una base comune di autovettori.

Teorema 19.13Siano f e g due endomorfismi sullo stesso spazio vettoriale V , ciascuno dei quali sia diagonaliz-
zabile. Essi sono simultaneamente diagonalizzabili se e solo se:

fog: go f,

ossia se e solo se:
AB = BA

per le matrici associate a f ea g.

DimostrazioneSe f e g sono simultaneamente diagonalizzabili, allora valgono le formule:
A=PDP?', B=PDPH,

da cui € immediato provare ch#B = BA.

Viceversa, supponiamo che gli endomorfising g siano diagonalizzabili e che il loro prodotto commuti. Indicati
conV, ,Vy....,V, gdliautospazirelativi & , sussiste larelazion&. =V, @&V, &...@V, .

Siosserva, intanto, che 'endomorfismtrasforma ogni vettore d7, in un vettore dello stesso autospazio. Infatti,
per ogni vettorex € V o risulta che: '

f(gx)) = (f e 9(x) = (g° HH(x) = g(f(x)) = gA;x) = ;g(x)

quindi g(x) € Vy. -
Siay un autovettore dg, ossiag(y) = uy, u € R. Come immediata conseguenza della decomposizione spettrale
di V negli autospazi dif, y si puo scrivere, in modo unico, come:

Y=Wi+Wo+...+wW, weV,i=1...h
1
Poichéy € autovettore, almeno uno dei; € non nullo. Per quanto osservato e per la linearig, di ha:

gy) = 9wy +9(Wy) + ...+ QW) = Uy = uWq + UWy + ...+ Uwy,,

doveg(w;,) € V,,i = 1,...,h Perl'unicita della decomposizione di un vettore nella somma dei vettori degli
. . 1
autospazi, si ottiene:

gW,) = uwWq, OW,) = UW,, ..., dW}) = W),

Questo prova che per ogni autovettorgyd possibile determinare almeno un autovettore simultandéaedili g.

Infine, per la diagonalizzabilita @j, esiste una basg ;.y», .. ..,y,) di autovettori dig, ciascuno dei quali si puo
decomporre nella somma di autovettori simultaneif d di g. Questi ultimi autovettori sono, ovviamente, dei
generatori dello spazi¥ e percio da essi si puo estrarre una bage .
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Esercizio 19.6 Sono dati due endomorfisnii e g suR 3 le cui matrici, rispetto alla base canonicaRff, sono

rispettivamente:
2 00 1 0O
A:{O 2 0], B:[—Z 3 0].
-1 0 3 -2 0 3

Verificare chef e g sono simultaneamente diagonalizzabili e determinare una base comune di autovettori.

Soluzione:f e g sono simultaneamente diagonalizzabili perche:

2 00
AB=BA=( -4 6 0 |.
-7 0 9

L'endomorfismof ha autovalori:
AM=2m =2, 2,=3m =1

ed autospazi:
V)Ll = ‘L((lv 01 1)1 (01 1! 0))1 V)Lz = ‘L((Oy 01 1))’

mentre I'endomorfismg ha autovalori:
Al =1, m, =1, Ay =3, my, =2

ed autospazi:
Vi =Ly =111, Vy=Lly,=(010),y;=(001).

E evidente che gli autovettori gj Y1, ¥, Y3 sono anche autovettori di e, quindi, costituiscono la base richiesta
(v, € VAl). Si consiglia di usare il programniMathematicgper lo svolgimento dell’'esercizio.

Esercizio 19.7 Date le matrici:

16 -16 4 16 9 12 -3 -12
A_| O 0 0 0 s_| 3 8 1 3
| -8 48 -12 -48 | °T| 12 -12 4 12 |

0 0 0 0 9 -12 3 12

provare che sono simultaneamente diagonalizzabili e che commutano. Determinare, quindi, una matrice che le
diagonalizza simultaneamente.

SoluzioneGli autovalori e gli autospazi dA e di B sono, rispettivamente:

Vi=L(v1=(0,1,01),v2=(-1,0,3,0), V2 = £(v3 = (0,1,4,0)), V3 = L(va(-1,0,0,1));
cio che prova la diagonalizzabilita di entrambe le matrici.

A e B commutano, infatti:

0000
0000
AB=BA=1 09 0 0 0
0000
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Il Teorema precedente assicura I'esistenza di una base comune di autovettori che si determinano seguendo il me-
todo esposto nella dimostrazione. Perciod si considera, ad esempio, I@8basévi, v2, v3,va) di R* e si de-
compongono i vettori della bas® = (v, v,, v4,v,) di R* attraverso i vettori della basé’, con I'avvertenza di
raggruppare e sommare gli autovettori appartenenti alo stesso autospazio. Si hanno le seguenti equazioni:

’
V| = V4
’ ’ ’
V2=—V1+V3+V4
’ ’
V3=V1—V4
’
Vv, = V2,

dalle quali risulta che (casualmente) i vettori della b&esono autovettori comuni alle due matrici. Scambiando
il ruolo delle basiB e 8’, si avrebbe:

V1i=V;+Vy

V2=V,
’

V3=V, +V;
’

V4 =V,

dove si osserva che la base comune & formata dai vetioxiz, v3, va, 0ssia, nuovamente, la bage.

Un altro modo per determinare una base comune di autovettori di due i@l diagonalizzabili e che com-
mutano, consiste nell’estrarre una base dell'insieme unione delle basi dei sottd§gaxfy, i = 1,2,...,r,j =
1,2,...,s conr,s<n, doveV; eV/ rappresentano gli autospazi delle matAce B rispettivamente.

Nel caso in esame, ommettendo i calcoli per brevita, si ottiene:

V, NI = £((0,1,0,1)),
V, NVz = £((0,1,4,0)),
V; NVz = £((-1,0,0,1)),
V, NV1 = £((-1,0,3,0)),
V, NVs = {0},

V, N V3 = {0},

0ssia, nuovamente, i vettori @’ . Anche attraverso questo modo di procedere, appare evidente che la base richiesta
non € unica.

Osservazione 19.8Si vuole concludere il paragrafo con un’osservazione che pué suggerire un ulteriore metodo
per risolvere lo stesso problema.

Il cambiamento di base iR", di matriceP (avente per colonne i vettofv ;, v,, . . .,v,))) trasformaB nella matrice

R = P~1BP avente per colonne i vettof@(v ), dv,), - - ., gv,,)) che appartengono agli autospazifdicome segue
dal teorema precedente). Di conseguerfzaisulta costituita da blocchi in numero pari al numero di autospazi
V,, di f e con ordine dato dalla dimensionej . Poiché ciascuno di tali blocchi € diagonalizzabile, per la
diagonalizzabilita dig, esiste una matric® che diagonalizz&, ossia la matriceQ (P~ 1BP)Q = (PQ'B(PQ
assume la forma diagonale (si tenga conto che il cambiamento di base di iatera tra due basi i cui rispettivi
vettori appartengono agli stessi autospazi §li Allora la matricePQ diagonalizzag, ma diagonalizza anche
perché(PQ*A(PQ) = Q%P AP)Q = Q'DQ = D, doveD é una matrice diagonale simile @&l La base
cercata si ottiene, pertanto, dalle colone della matiQe

Applichiamo questo metodo all’esercizio precedente, si ha:

1.1 1 -1 0o 0 o0 1 33 .30
o o010 L3 313 o lo1 0 o0
P=l'o 4 0 3" P=lo 1 o of REPBP=1 51 0 o0

1 0 0 0 4 4 -1 -4 00 0 0
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Inoltre:

= Ok
RO

Q:

o
o
[oNeNeN
= O OO

€ una matrice che diagonalizBa mentre per quanto osservato:

-1 -1 1 -1 1 010 0 0 -1 -1
PQ = 0O 0 1 O c100(_(21 0 O
0O 4 0 3 1100 0 4 0 3
1 0 0 O 0 0 01 10 1 O

€ una matrice che diagonalizza simultaneaméné&B, com’é anche immediato osservare dalle sue colonne che
riproducono ancora la bas# .

19.5 Il Teorema di Cayley—Hamilton

Il teorema che segue, di svariate applicazioni, é sorprendente, perché afferma, in pratica che sostituendo una
matrice quadrata nel suo polinomio caratteristico si ottiene la matrice nulla; infatti:

Teorema 19.14 |l Teorema di Cayley—Hamilton.Ogni matrice quadrata € uno zero del suo polinomio caratte-
ristico.

Dim. SiaP(2) il polinomio caratteristico della matrick € R™":

PQ) = detA-Al) = (-)"\"+a, A"+ +ad+a, (19.4)

Sia B(A) I'aggiunta della matricéA — Al, (cfr. Definizione 3.12). Gli elementi dB(1), essendo i cofattori della
matrice(A — Al), di ordinen, sono polinomi inA di grado non superiorem— 1. Quindi si puo scrivere:

B() = B, A" +...+B;A + By, (19.5)

dove leB; sono matrici quadrate di ordinei cui elementi non dipendono da Per capire meglio: se

2 00
A=| 1 3 0],
-1 1 1
allora si ha:
PQ) = -A%+ 612 - 111 + 6.
Poiché:
2-A 0 0
(A=Al = 1 3-2 0
-1 1 1-A
allora:
A2-40+5 0 0
B(A) = A-1 A2-31+2 0
-1+ 4 A-2 A2-BA+6
da cui:

100 -4 0 0 5 0 0
B(A):[O 1 O]/\2+[ 1 -3 0 ]/\+[—1 2 0].
0 01

-1 1 -5 4 -2 6
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Ricordando il calcolo esplicito della matrice inversa (cfr. Teorema 3.17), segue che:
(A= ANHBQ) = defA— AD)I.
Sostituendo le espressioni di (19.4) e (19.5) ed uguagliando i coefficienti dei termini di

B, .= (-1
AB 1 =By =24l
AB,, - By 3=2a,,l

ugual grado si ha:

Moltiplicando le precedenti equazioni, rispettivamente, ABrA™1, ..., A, | e sommando si ha:

(-D"A"+a, A"+ +aA+a)l =0.

(19.6)

Esempio 19.7Sia A una matrice quadrata di ordine 2, dal teorema di Cayley—Hamilton segue che:

A? = tr(A)A — detA)l.
Si possono cosi ottenere le potenzédn funzione delle potenze precedenti, per esempi
A = tr(AA? — defAA;  A* = tr(AAS — de(A)A?
e cosi via.
Esempio 19.8Se A ¢ invertibile, poiche da (19.6), si ha
A[-D"A™ +a A+ L+ ayl] = - detA)l,
moltiplicando entrambi i membri pek~1, si ottiene:

Al = —(delA) @A + A7 4L+ ayl).

o:

Per esempio, sA € una matrice quadrata di ordine 2, la formula precedente si riduce a:

Al = —(de(A) (A + tr(A)).

Esercizio 19.8 Determinare l'inversa della matrice

1 0 1
021],

1 -1 0

A=

usando il Teorema di Cayley-Hamilton

Soluzioneil polinomio caratteristico dA e:
B +32-22- 1

Usando il Teorema 19.14 si ricava:
A3 4+3A2-2A-1=0

e quindi
Al=_A2+3A-2l,

da cui svolgendo i calcoli:
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19.6 Gruppi di Matrici

Un insiemeG dotato di un’operazione, il prodotto, per cui valgano le proprieta: associativa, esistenza dell’elemen-
to neutro e inverso per ogni suo elemento, prende il nongeugipo. La struttura di gruppo é molto importante in
geometria, come metteranno in evidenza gli esempi che seguono e che, in realtd sono gié stati incontrati durante il
corso. Esempi pitl facili di gruppo sono gli insiemi di numéi: — {0}, ), (Q — {0}, -) con 'usuale operazione di
prodotto.

Un sottoinsieméd di un gruppoG prende il nome dsottogruppo se € chiuso rispetto all’operazione di prodotto
(ossia se il prodotto di due elementitdié un elemnto dH) e se per ogni elemento Hi il suo inverso é ancora un
elemnto diH . Si osservi che la nozione di sottogruppo ha forti analogie con il concetto di sottospazio vettoriale, a
lungo discusso in tutto il corso.

[1] GL(N,R)={AecR""| detA # 0}:

€ il gruppo lineare generale reale comprende tutte le matrici reali, di ordime non singolari. Si tratta, quindi,
delle matrici che legano i cambiamenti di baséif o in uno spazio vettoriale reale di dimensiame

Caso particolare:

GL(1,R) =R\ {0}.

[2] SLNn,R)={A e GL(n,R)| detA = 1}:
€ il gruppo lineare specialesi tratta di un sottogruppo @GL(n,R).
Caso particolare:

SL1,R) = {1}.

[3] On) = OM,R) = {Ae GL(N,R)| AA=1}:

€ il gruppo ortogonale é un sottogruppo dsL(n,R) che comprende tutte le matrici ortogonali. Si tratta, quindi,

delle matrici che legano il cambiamento di base tra basi ortonorm®"dd di uno spazio vettoriale euclideo di
dimensionen. Le righe e le colonne di una matrice ortogonale sono le componenti di basi ortonorrRali, di
rispetto al prodotto scalare standard. Inol@gn) € il gruppo delle matrici associate alle isometrie lineari (come
spiegato in questo stesso capitolo) ed &, anche, il gruppo delle matrici che conservano i prodotti scalari (vale a
dire le forme quadratiche di segnatyrga0) (le forme quadratiche saranno oggetto di studio del Capitolo 20). Se

A € O(n) allora detA = 1.

Caso particolare:

O(1) = {-1,1} = S, ossia la sfera dR diraggio 1.

[4] SQn) = O(n) N SLN,R) = {A € O(n)/ detA = 1}:

€ il gruppo ortogonale specialesi osservi che, a differenza dell’insieme delle matricidn) di determinante
-1, SAN) é un sottogruppo.

Casi particolari:

SAD = {1};
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cosf —sinfd
SQ2) = {( singd  cosf ) 16 < [R}'

[5] O(p,g) = (Ac GLO,R) | Al A=1_

dove:

p.a ™

|
=
OO0 OO0 O0O0o

I
P

[eNeoNelNoNelNolNol
[cNeoNoloNelNoll o]
|
-

o

|
=

il numero 1 é ripetutg volte e il numero-1: q volte, p+q=n.
Questo gruppo riveste un’importanza particolare perché é dato dalle matrici che conservano le forme quadratiche

di segnaturdp, g) (le forme quadratiche saranno oggetto di studio del Capitolo 20). Si verifica facilmente che se
A e O(p,0), allora detA = +1.

Casi particolari:

i) O(n) = O(n,0) = O(0, n), segue dalla definizione.

i) O(p, g €isomorfo aO(q, p.

iii) O(3,1) éil gruppo di Lorentz.

[6] SQAp, 0 = O(p,q N SLN,R).

coshd sinho
0 son-{( S50 5 ). oer)

questo risultato segue da calcoli elementari.
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Capitolo 20

Applicazioni Lineari — Esercizi

20.1 Esercizi

In tutti gli esercizi di questo capitolo si sono adottate notazioni standard, in particolare si € indicato con:

- R" lo spazio vettoriale della-uple di numeri reali, di dimensiorg riferito alla base canonide ; = (1,0, ...,0),
e, =(0,1,0,...,0),...,e,=(0,0,...,1));

- R™" lo spazio vettoriale delle matrici di tipgm, n), ad elementi reali, riferito alla base canonica:

- R™" lo spazio vettoriale delle matrici quadrate di ordimead elementi reali, riferito alla base canonica standard
(il caso particolare della precedente);

- S(R™" lo spazio vettoriale delle matrici simmetriche di ordim@d elementi reali rispetto alla base canonica:

1 0 ... O o 1 ... 0 O o0 ... 1

0 O 0 1 0 0 0O O 0

0 O 0 0O O 0 1 0 0

0O O 0 0 O 0 0 O 0

0 1 0 0O O 0 0 O 0
0 0 1

0O O 0 0 1 0 0O O 1

0 1 0 0 0 0 1 0 0O O 0 O

-1 0 O 0 0O 0 O 0 0O O 0 O
-1 0 O o {,....] ... ...

0O O 0 1

0o 0 o0 ... 0 0 O 0 0O O -1 0
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- V; lo spazio vettoriale reale, di dimensione 3, dei vettori ordinari, riferito alla base ortonormale p@sitiva
(i,j,k). In questambito: \” indica il prodotto vettoriale o esterno €™ il prodotto scalare.

- 'Aindica la trasposta della matridec R™".

- tr(A) indica la traccia della matric& € R™", vale a dire la somma degli elementi della diagonale principale.

[1] In R® si consideri 'endomorfismd dato da:

f(e)) = 2e, — e,
f(ey) = e, + e,
f(eg) = —e; +e,—e,.

Trovare una base di kér.
[2] E data I'applicazione linearé : R* — R3, la cui matrice, rispetto alle basi canoniche, &:
1 011
A=12 1 1 3.
1 10 2

Trovare una base di kére una base di irh.

[3] Siaf I'endomorfismo diR*, la cui matrice, rispetto alla base canonica, é:

21 0 -1
01 0 1
A= 1 0 -1 O
21 0 O

Calcolare dimkef e dimimf.

[4] In V;, si consideri un vettore = (uy, Uy, Uy) # (0,0,0). Determinare il nucleo e 'immagine degli omomorfi-
smi:

fl:V; =R, fiix)=u-x,

f,:V; —V; fL(x)=ulx

[5] In R3 si consideri 'endomorfismd dato da:

f(el) - f(ez) - f(eg) =0,
2f(e)) — f(e,) = 3e; + 2e, — e,
—f(e)) + f(e,) = 3e; — e, + 2e;.

i) f einiettivo? f & suriettivo?

ii) Trovare kerf e imf.

iii) Determinaret € R tale cheu = (t + 1, 2t,-1) € imf.

iv) Per il valore dit ottenuto, calcolare le componenti del vettargispetto alla base di ir.
V) Trovare un vettorex & imf.

vi) ker f e imf sono in somma diretta?

vii) Determinare le controimmagini del vettoge= (3,4, -1).
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[6] E dato 'endomorfismd di R3 la cui matrice, rispetto alla base canonica&Rdi, &:

A=

4 2 2
4 a’+1 a+1 ] acR.
8 4 a’+3

i) Per quali valori dia f & iniettivo?

i) Per i restanti valori dia determinare kef e la sua dimensione.

iii) Postoa = —1, trovare le controimmagini del vetto(#, -2, 0).

Postoa = 1:

iv) dire se esiste una baseR? che contenga una base di Ker

v) kerf e imf sono in somma diretta?

vi) Esisteg € End[R®) tale che keg = imf e img = kerf ?

vii) Per quali valori dih, k, | € R il vettore (h, k, [) ammette controimmagini?

[7] Data la matrice:

1 x 2
A=| 2 vy -3 |, XxYV,zteR,
-1 z t

associata ad un endomorfisali R 2, & possibile completar& sapendo che:

f(el +e,+ 63) = 2(61 + e2)1
kerf + {0}?

[8] In R* sono dati i vettoriv, = (1,2,0,1), v, =(1,0,1,0), v =(-1,0,0,-2), v, = (0,1,0,-1).
i) Verificare chev,, v,, v;, v, sono linearmente indipendenti.
i) Dire se esistono gli endomorfisnii e g di R* rispettivamente tali che:

f(vp) =vy, vy =vy
f(vz) = 2V1 +Vy, ov,) = 2Vl + v,
f(vy) = v, + vy, O(vy) = =V, + vy
f(vy) =vy 0V, = vy

f(vi+v,+vy =(2,211); oV, + v, +v3) =(2,6,0,1).

iii) Verificato cheg é un endomorfismo, determinarne autovalori e autospazi.
iv) g é diagonalizzabile?

[9] In R* sono dati i vettoriu, = (1,-2,0,4), u, = (-1,1,1,0), uz = (0,0,1,2).
i) Verificare cheuy, u,, u; sono linearmente indipendenti e trovare una base che li contiene.

ii) Rispetto alle basi canoniche ®* e diRR*, scrivere la matrice associata ad un’applicazione linéamen nulla
di R% in R® tale che:
f(u) =0, f(u,) =0, f(ug) =0.

[10] Sono assegnati 'endomorfisnfodi R 2 individuato dalla matrice:

1 0 2
011]

2 1 5

A=

edivettoriu=(1,-2,k), v=(1,0,2), w =(0,1,0).
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i) Provare che per nessun valorekde R u € kerf.

ii) Determinare per quali valori dk i vettori u, v, w formano una bas€ di R 3.

iii) Postok = 1, determinare le componenti dei vettori della b&sdspetto alla bas€.

iv) Postok = O e considerati i sottospazi vettoriali{ = L(u,v,w) e V = L(f(ey), f(e,), e;), trovare
un’isomorfismog: U — V.

V) Scrivere la matrice associatayaispetto alla bases.

[11] Sia f I'endomorfismo diR 2 definito da:
f(X,¥,2 = (2X+ 2y, X+ Z, X+ 3y — 22).

i) Dire se f & suriettivo. In caso negativo, determinare un vettore privo di controimmagine.
i) Dire se f e iniettivo. In caso negativo, determinare due vettori che abbiano la stessa immagine.
iii) Sia & = L(a,b), dovea = (1,0,1), b = (0,1,1). Dire se il vettorew = (4,3, -2) appartiene &(E).

[12] Siaf : R* — R3 I'applicazione lineare la cui matrice, rispetto alle basi canoniche, é:

3
1 2 2 o0
2
A=t -t 0 o | teR
1 1 1 -1

i) Calcolare keif e imf al variare dit € R.

i) Postot = 0, esistek € R tale che il vettorgk + 3, k,1,2k) € kerf ?
iii)y Determinare una base @* contenente una base di Ker

iv) Determinare le controimmagini del vettogg, 0, —1).

[13] Sia f I'applicazione lineare d& 3 in R?? cosi definita:

f(x,y,z):( y-z 22).

X-y 'y
i) Trovare una base di ifn

ii) Dire se f ¢ iniettiva.

iii) Trovare i vettoriv di R® tali che f(v) = 3f(1,2,1).

iv) Dire se la matrice( ; i ) ammette controimmagine.

14] Sia f : R® — R22 I'applicazione lineare cosi definita:
pp

at+b+c 0

f(a,b,oz( a a+b)_

i) Scrivere la matrice associata &drispetto alle basi canoniche #i° e di R?2.
i) Determinare inf.
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[15] Si consideri 'applicazione linearé : R® — R® cosi definita:
F(Xp, Xo1 Xgy Xy X5) = (Xq + Xg, 2Xp + Xy — Xy + Xg, Xy — Xg + Xy + 2X5).

i) Trovare kerf e dire sef & suriettiva.

i) Dato V = L(u,v,w),doveu = (1,-1,0,0,0), v=(0,1,0,1,1), w = (0,0, 3,0, 0), determinare la dimensione
dell'immagine diV.

iii) Verificare che,Ya € R® e Vs, te R, il vettoreb = a + (-1, -3,1,0,5) + t(0, -3, 0, 1, 4) & controimmagine di
f(a).

[16] i) Dire se la funzione che ad ogni matrice R#® associa il suo determinante & un’applicazione lineare di
R33inR.

ii) Dire se la funzione diR32 in R che ad ogni matrice associa la sua traccia & un’applicazione lineare. In caso
positivo, stabilire se & suriettiva e determinare il suo nucleo.

[17] Si consideri lendomorfismd di R?? associato alla matrice:

h 0
0 h
> 0 , heR.

h-
0 h-2

O wopr
wor o

i) Determinare una base per Kee una base per if al variare dih in R.
i) Postoh = -1, determinare una base di autovettori per ciascun autospazio e stabilige samplice.
iiiy Postoh = -1, trovare una base pdr'(g), doveg ¢ il sottospazio vettoriale definito da:

g:{( 2 Z ) |4x1+x2—x3=3x2—3x3—4x4=0}.

[18] Data la funzione:
f :R*? — R??

cosi definita:

il % % )2 Xy + 17X, + 10Xg + 9%, Xy
Xg X4 11X, + 8X4 + 6X, =13X, — 8X5 — 6%, )’

i) si verifichi che f & un’applicazione lineare e si determini la matrE@ssociata ad .
i) Si determini una base di kdre una base di irh.
iii) Si determinino f(H), dove:

e (%), dove:

I % —y =
‘K—{( Xs X4)|x1+x4_x3_0}.

iv) Si calcolino gli autovalori dif e una base per ciascun autospazio.

v) f & semplice? Se larisposta e affermativa, si scriva una matrice diaghhaleui f &€ associata e si determini
la matrice del cambiamento di baBetale cheA’ = B~*AB.
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[19] Sia“V il sottoinsieme diR?? formato dalle matrici aventi traccia nulla.
i) Verificare che’V & un sottospazio vettoriale 822 e cheB = (A}, A, Ay), dove:

0 1 0 0 1 0
Alz(o o)’ A2=(1 o)’ Asz(o -1)'
€ unabase diV.

i) Trovare, rispetto alla bas8, la matrice dell'endomorfismé di <V tale che:

-h-1 1
f(A1+A2):( 2+h h+1 )

f(2A2+A3)=( g é)

3-h -2
f(Al—A2+A3)=( L3 hoa )

iii) Stabilire per quali valoridih e R f &, rispettivamente:
a) un isomorfismo,
b) diagonalizzabile.

[20] i) SiaV uno spazio vettoriale reale di dimensione 3, riferito ad una #ase (v ;,v,, v3); si determini la
matrice associata all’applicazione linedreV — V tale che:

kerf = £((0,1,-1)),
f(3,1,-1)=(9,0,0, f(1,1,1)=(3,24).

i) f & semplice?

[21] Si considerino le matrici associate, rispetto alla base canonica, alle applicazioni ineR? — R2 tali
che:

kerf = {(Xy, %, X3) € R¥| X + X, + X3 = O},

f(H) € H, doveH = {(Xy, X, X3) € R® | X5 = O}.

Determinare quali tra queste matrici sono diagonalizzabili, quindi individuare una base di autovéRtéri di

[22] In V, e data la funziond : V; — V;, cosi definita:
fx)=iAx+2jAx-kAx.

i) Provare chef & lineare.
if) Determinare una base per ke una base per ifn
iii) f &semplice?

[23] Si considerino gli spazi vettoriaR?, R3, R* riferiti alle rispettive basi canonich®, 8’, 8”. Date le
applicazioni lineari:

, 1 -1 2
.R3 2 _ BB _
f:R®—R2, A=M (f)_(1 > 3),

oy -3 -4 3 0
. R4 2 — M8’.8 —

determinare, se esiste, un’applicazione lindar®R * — RS2 tale chef oh = g.
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[24] Si considerila funzione:
2,2 2,2 1 t 22
f:[R’—>[R’,f(A):§(A+A), Ae R,

i) Verificare chef & un’applicazione lineare.
ii) Scrivere la matrice associata ddrispetto alla base canonicaRi??.
iii) Determinare una base per kere una base per ifn

iv) f & semplice? In caso affermativo, determinare una baRe*didi autovettori e la matrice a ctfi & associata,
rispetto a tale base.

[25] Verificare che le seguenti matrici:

2 14 -7
A:{O -2 2]

0 -6 5

1 00

0 2 0

0 0 2

sono associate allo stesso endomorfidmdR® — R3. SeA é riferita alla base canonica Bi®, determinare la
base a cui € riferita la matric&’.

A =

[26] Si consideri I'applicazione linearé : R%? — R?2 cosi definita:
(2 0Y_(2h -2) (1 2)_(h -2
-1 1)\ -1 -1) 0o -1)"\4 1 )
0 -1 0 h+6 1 2 h -2h+2
(33030 ) o3 5)-(5 77 ) nem

i) Scrivere la matrice associata ddrispetto alla base canonicaRP?.

i) Al variare di h € R, determinare una base e la dimensione difkeruna base e la dimensione difim
iii) Per quali valori dih esistef ~*? Determinare, in questi casi, la matrice associatadd

iv) Per quali valori dih f & semplice?

[27] Determinare, se esiste, un’opportuna applicazione lingsaée che:
go f = h,

dove f : R* — R3 & cosi definita:

X1 = Xp + X+ Xg + Xy

Xo =Xy —Xg + 3X,

X3 = 22X + 2%y — Xg — X,
eh:R* — R? & definita da:

X1 =Xy + 2% — 3Xg

’
X2 =Xy + Xy + Xg = 2Xy.
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[28] i) Determinare un’applicazione lineafe: R — R* tale che:
imf = £((1,2,0,-4),(2,0,-1,-3)).
ii) Determinare un’applicazione linearfe: R® — R* tale che:
kerf = £((1,0,1)).

iiiy Determinare tutte le applicazioni lineafi: R* — R? iniettive.

[29] Sia:
T = {( ):)1 iz )e R2%, X, %, % e[R}
3

il sottospazio vettoriale dR%? delle matrici triangolari superiori. Si consideri 'endomorfistho 7~ — 7 tale
che:
f 1 2\ (-8 -10
0O -1/ \ 0 -10)
f 0 1)\ (-6 -8
o -1) {0 -10)
f 12\ (-5 -7
0 0)J "\ 0 -6])

i) Scrivere la matriceA associata ad rispetto alla base canonicadi

i) f & ben definito?

iii) Determinare una base e la dimensione di kexr di imf.

iv) Dato H = {( )E)l Z ) €T 1% + 3% = O}, determinare una base e la dimensioné@) e di f ~1(H).

v) f & semplice?

vi) In caso affermativo si scriva una matriéé diagonale simile ad\ e la base d7 a cui A’ é riferita.

[30] Scrivere tutte le applicazioni lineafi: R® — R3 tali che:
|) kerf = L((l, _11 O)l (0, 1! 1))1
ii) im f = £((0,0,1)).

[31] Siaf :V; — V; lafunzione cosi definita:
fx)=aAx+(b-a)bAx), xeV,

dovea=i-j+k, b=i+k.

i) Verificare chef & un’applicazione lineare.

i) Scrivere la matrice associata ddrispetto alla bas& = (i, j, k).

iii) Determinare una base per kere una base per ifn

iv) Determinaref (W), doveW = {x e V5| x-a =0} e f}(U), dove: U = {x € V; | x A b = 0}.

v) Verificare cheC = (i+j,i—j+k, 2k) € una base d¥; e scrivere la matricd’ associata ad rispetto alla base
C.

vi) f & semplice?
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[32] In uno spazio vettorial® di dimensione 2, rispetto alla bagke= (v, v,), si considerino gli endomorfismi
f e gindividuati dalle matrici:

s (12 s 3 1
aewn=( 1 2), sowrng( 2 1)

i) Si determinino le componenti del vettofé o g)(v; + v,).
i) Si scrivano le componenti dei vettoxi di V tali che:
f(x) = gx)

e dei vettoriy di V tali che:
(fe9)(y) = (ge F)(y).

[33] Sia data I'applicazione lineare: R® — R?2 cosi definita:
f(X,y,2=(X+V,2y—2,2x—4y+32), (X,y,2€R>

Determinare un’applicazione lineage R® — RS2 tale che inf = img e kerf N kerg= {o}.

[34] In R?? si consideri la funzione:
f:R>? ->R?*? | f(A =" AecR?*.

i) Verificare chef & un’applicazione lineare.
ii) Scrivere la matrice associata ddrispetto alla base canonicaRi?.
i) f & invertibile? In caso positivo, determinare una matrice associaitad .a

iv) f & semplice? In caso positivo, scrivere una matrice diagonale similecadieterminare una base rispetto alla
guale tale matrice é data.

35] Si consideri 'applicazione linearé: R* — S(R??) tale che:
pp

fley) =(; g) f(es) =(’11 é)

f(ey) :(é ‘1)) f(eg :(

Trovare, per ognk € R, una base per kdre imf.

=

1
k)' keR.

[36] i) Verificare che esiste un’unica applicazione lineéreR * — S(R??) tale che:
2 -1 0 2
f(laoa _110): ( _1 _3 )1 f(ov 1101 l)= ( 2 2 )1

f(0,0,0,l)z(_ll :;) f(l,0,0,—l):(é g)

i) Trovare una base per kéred imf (precisare le basi scelte per scrivere la matricé)di
iil) Determinare una base per il sottospazio vettorigfé(‘W), dove:

w={| Y Y2 )eRr??|y, +2y,=y,+y,=0}.
Y2 Y3
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[37] Siconsideri 'endomorfismo:
f :R?%?2 — R??, Xi— f(X)=AX - XA,

dove:

i) Determinare, per ogrii € R, una base di kefr.

i) Stabilire per quali valoridh e R f & semplice.

i) Posto h = 3, trovare una base @22 formata da autovettori di .

iv) Postoh = 0, determinare una base per il sottospazio vettoriafeMmi4/, dove:

’Wz{( 2 Z )e[R2’2|2x1+x3=2x2—3x3+2x4=0}.

[38] Siaf : R® — R3 un’applicazione lineare la cui matrice é:
1 0 -1 2 3
A= 2 -1 0 1 2 |.
-3 1 1 -3 -5
i) Determinare una base per Kee imf.

i) Stabilire per quali valori din € R il vettore (-2, h, h?) appartiene a irfi.
iii) Rappresentare mediante equazioni il sottospazio vettofi@l), dove:

W = {(Xg, Xps Xgs Xgs Xg) € R® | X) = Xg = 2X| — X, + X, — X = O},

[39] In V; si considerinoi vettora = (1,-1,0) e b = (0,1,1). Sia f : V53 — V; la funzione cosi definita:

x-alb

f(x)zx_(uamou2

)a/\b, x eV,

i) Provare chef & un’applicazione lineare e precisare il suo significato geometrico.
i) Scrivere la matrice associata ddrispetto alla bas& = (i, j, k).

iif) Dopo aver verificato cheB’ = (a,b,a A b) & una base d¥/;, scrivere la matrice associata ddrispetto alla
bases’.

iv) Determinare kef e imf. Stabilire sef & semplice e, in caso affermativo, trovare una basé,diormata da
autovettori dif . (Questo punto non richiede calcoli se le risposte vengono adeguatamente giustificate).

[40] Si consideri 'endomorfismd di S(R??) tale che:
(1 0)y_(10)  (01)_(02
0 0J\0 h}J 1 0) \2 1)
(1 0)_(1+h O
0o 1) 0 1+h J°

i) Stabilire per quali valoridh € R, f & semplice.
il) Postoh = 1, trovare una base per il sottospazio vettorigf@), dove:

w:{( f)‘ lC))eS([RZ'Z)Ia—b+C=O}.
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[41] Si consideri il seguente endomorfismdRif2:
2,2 2,2 -1 1 0
f:R“* — R“*, Xi— B™*XB, dove B= h -1 |

i) Trovare per quali valoridh e R f & un isomorfismo.
i) Stabilire per quali valoridh € R f & semplice.
iii) Postoh = 1, trovare una base @22 formata da autovettori di .

[42] Sia f 'endomorfismo diR 3 che verifica le seguenti condizioni:
a) kerf = {(X;, %, X3) € R¥| X, + X3 = X, + X3 = O};
b) f(1,0,1) = (1,2,-3);
¢) (1,-1,0) € un autovettore df relativo all'autovalore-1.
i) Trovare la matrice dif rispetto alla base canonicaR®.
i) Stabilire sef & semplice e, in caso positivo, trovare una badR Hformata da autovettori.

[43] Si consideri il seguente endomorfismdRif-2:

f :R*? — R??, X 1— XB, doveB = ( _hl _26 )
i) Determinare kef e imf, per ognivalore dh e R.
i) Scelto I'unico valore dih per cui f non & un isomorfismo, stabilire deé semplice.

iii) Trovare una base pef(‘W), dove:
W ={X eR?>?|X = -X]},

(usare il valore dh determinato nel punto ii).

[44] Dato I'endomorfismo:
f: R??* — R??

tale chef(A) = A, Ae R?2:
i) scrivere la matrice associata ddispetto alla base canonicaRi?;
i) determinare kef e imf;

iii) determinaref(S) e f(A), doveS ¢ il sottospazio vettoriale delle matrici simmetricheAee il sottospazio
vettoriale delle matrici antisimmetriche;

iv) determinare gli autospazi di;
v) f & semplice? (Giustificare la risposta).

[45] In R?? si considerino i sottoinsiemi:

delle matrici simmetriche, e:

delle matrici a traccia nulla.
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i) Si dimostri cheS e 7 sono sottospazi vettoriali dk 22, si determinino le loro dimensioni e una base per
ciascuno.

i) Data I'applicazione lineare:
f:8S—7T
cosi definita:
fl X % )2 =2Xy — 2% 2Xq + AKX, + 2%
X5 Xg —2X; — 2%, 2%y + 2% '

calcolare la dimensioni e una base sia di kaia di imf .

iii) Determinare f (H), dove:
B X; Xy B
ﬂ_{(xz x3)€S|X1+X2+X3_O}

7(:{( asxe )e’/"lx’1+3x’3=0}.
X3 —X1

iv) Detta A la matrice associata & rispetto ad una base @ e ad una base df, si stabilisca sé\ & diagonaliz-
zabile e, in caso affermativo, si determini una matrice diagoAalsimile adA.

e f-1(%), dove:

[46] Considerata I'applicazione lineare:
f:R®— R*

tale che:
F(Xp, %oy Xg) = (Xg + Xy 2Xp + X5 + Xgy Xq + Xg, X — Xg),

si determinif ~1(#), doveH & il sottospazio vettoriale &4 dato da:

H=1{(Y1, Y21 ¥3: Ya) € R*| Y1 +Y, =0k

[47] Siaf : R® — R* I'applicazione lineare di equazioni:

X1 = X + Xy + Xg
X2 = Xy + Xg
X3 = 2X; + X, + Xg
Xa = Xy + 2%y + 2Ks.
i) Determinare la dimensione e una base sia difkeia di imf .
ii) Determinare la dimensione e una basef @H), dove:

H = {(X, %, %) € R? | %, + 2%, = O}.
iii) Determinare la dimensione e una basefdi (%), dove:

K = {(Xy, Xo1 Xg, Xg) € R* [ X, + 2%, = O},

[48] Data I'applicazione linearé : R® — R? definita, relativamente alla base canonic®di dalla matrice:

A=

0 h h
1 h-h 1 , heR,
h-1 0 h-1

i) trovare il valore dih per cui kerf abbia dimensione 2 e determinarne una base;
i) postoh = 1, determinare autovalori e autovettoridi
iii) f é&semplice?
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[49] Dato I'endomorfismof : R* — R* definito da:
f(x,y,2,9=(0,0,x,y),

i) determinare una base di kkre una base di irh.
ii) Calcolare f(H) e f~X(H), dove:

H={(XY,2,) e R*| x+y—-z—t =0}.

iii) Determinare autovalori e autospazi fli f € semplice?

[50] Siaf : R* — R3 un’applicazione lineare la cui matrice é:

2 0 1 -3
A=l 1 -1 0 1 |, heR
-3 1 -1 2h

i) trovare una base per kére una base per ifmal variare dih € R.

Postoh = 1:

ii) stabilire per quali valori dk € R, il vettore (k? — 2, k — 2, 2k) appartiene a irh;
i) determinaref (H) e f (%), dove:

H = {(X), %, X3, Xg) € R*|X; = X, = X5 + X, = O},
K = {(Xg, %, X3) € R3 [ 2X) + X, — 2%5 = O}.

iv) Dire se 'endomorfismo di matric\A & semplice.

[51] Dato il vettorea = 2i — j + k, si consideri la funzioné : V5 — V; cosi definita:f(x) = 2x A a,
i) verificare chef e un’applicazione lineare;

i) scrivere la matrice associata ddrispetto alla bases;

iii) determinare una base di kére una base di irh;

iv) determinare una base sia ti'w) sia di f ~1(‘W), dove‘'W ¢ il sottospazio vettoriale di; costituito da tutti i
vettori ortogonali ach;

v) determinare gli autovalori di e una base per ciascun autospafi@ semplice?

[52] Data I'applicazione linearé : R4 —» R? cosi definita:

fx,y,Z,Ww=(X-2, y+ 2,

sia A la matrice dif rispetto alle basi canoniche Bi* e diR? rispettivamente.
i) Scrivere la matriceA;

i) trovare kerf ed imf;

iii) trovare autovalori ed autovettori della matri€AA;

iv) determinaref ~(#), doveH = {(a, a, ac R}.

[53] In R?,R3, R4, riferiti alle rispettive basi canoniche, si considerino le applicazioni lineari:

f:R* - R? ¢:R?>—R5
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1 -2
2 1 ]
1 0
i) Determinare la dimensione e una base sia peigkef) sia per inige f).
i) Sia H liperpiano vettoriale diR* di equazionex, = 0. Determinare la dimensione e una base del sottospazio
G = HNkenge f).
iii) Calcolare(ge f)(H) e (ge f)~1(%) dove XK é l'iperpiano diR*® di equazioney; = 0.

associate, rispettivamente, alle matrici:

A:M(f)=(_01 2 j) B =M(g) =

[54] In R3 sono dati i vettori:

v, =310, v, =(-1+4a,0,1), v;=(0,1,a+ 1), acR.
i) Verificare che, al variare di € R, I'insieme (v, v,,v3) é una base di®.
ii) Sia f : R® — R* I'applicazione lineare cosi definita:

f(v,) = (1,0,0,0)
f(v,) = (0,a+1,0,1)
f(vg) = (1,a+2,0,0),

scrivere la matrice associata &grispetto alle basi canoniche Bi® e diR*.
iii) Determinare la dimensione e una base difinal variare dia € R.

[55] Si consideri l'applicazione linearé: R 3 — R® definita da:

f(e)) = e, — 2e, + 2e,,
f(ey) = 2e; + 4de,,
fleg) =e,
rispetto alla base canonica,, e,, ;) di R3.
i) Determinare una base e la dimensione ditkerimf .
i) Calcolare autovalori e autospazi die dire sef e diagonalizzabile.
iii)y Determinare i vettoriv di R® tali che f(v) = 2v.

[56] Data I'applicazione linearé : R* — R3 tale che:

F(Xp, Xo, Xg, %) = (=5X; + AX; + Xg + X4y Xy — X5 + 2Xg, =3X; + 2%, + 5X5 + X,),
i) trovare una base per kére imf;
i) trovare una base per i sottospazi vettorig# e ‘W N ker f, dove:

W=/L(1,-1,-1,2),(7,3,-2,-1),(-2,4,3,-7)).

[57] In R3 si considerino i vettori:
u]_ = (11 Oy 2)! u2 = (21 _1! 0)! u3 = (0! 1! _1)'

i) Provare cheB; = (uy, u,, uy) é unabase di>.

i) Scrivere le componenti del vettore, = (0, 1,0) di R® rispetto alla base; .

iii) Siano U = L(uy,u,) € V = L(uy); definita 'applicazione lineard : R® — R? tale che: I'autospazio
relativo all’autovalore 2 sigd{ e 'autospazio relativo all'autovalore 1 sill, scrivere la matricé\; associata ad

f rispetto alla baseB; e indicare le operazioni da svolgere (ma non fare i calcoli) per determinare la matrice
associata ad rispetto alla base canonicaR.
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[58] In R?? si considerino le matrici:
1 1 0 1 00 1 0
W=lo o)™ (0o 1)"™7 1 1)"™ 0o o)

i) Si verifichi cheB’ = (uy, u,, ug, u,) € una base e si determinino le componentck ( (1) g ) ripetto as’.
ii) Scrivere la matrice associata, rispetto alla b&sall'applicazione lineard : R?? — R?? cosi definita:
f(e)) = f(ey) = ug, f(ey) = f(eg) = —u; —u,.

iii) Determinare una base di kére una base di irh.
iv) Calcolare gli autovalori dif e dire sef é semplice.

[59] Sia f : R? — R2 I'applicazione lineare cosi definita:
fle)) =€l +e,—e; f(ey) =2e] — e,
doveB = (e,,e,) é la base canonica B> e 8’ = (e, e, e3) € la base canonica &S,
i) f éiniettiva?
i) Calcolare una base e la dimensionefi+), dove:
H = {(X, %) € R? | X; + X, = O}.

iii) Calcolare una base e la dimensionefdit(%), dove:

K={(Yr. Yo ¥s) €R3 |y, +, = 0}.
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20.2 Soluzioni
(1]

A={{2, -1, 1}, {1, 0, 1}, {-1, 1, -1}};

Nul | Space[Tr anspose[A] ]
{1

kerf ={0}.

(2]

A={{1,0, 1,1} {2,1,1, 3}, {1, 1, 0, 2}};

Nul | Space[A]
{{-1, -1,0, 13, {-1,1,1, 0}}

RowReduce [Tr anspose [A] ]
{{1, 0, -1}, {0, 1, 13, {0, 0, 0}, {0, O, 0}}

kerf = £((-1,-1,0,1),(-1,1,1,0)), imf = £((1,2,1),(0,1, 1)).

(3]

A=1{{2, 1,0, -1}, {0, 1, 0, 1}, {1, 0, -1, 0}, {2, 1, O, O}};

Det [A]
-2

dimkerf =0, dimimf = 4.

[4] M(fl)z( U U, Ug );

kerf, = {xeV;Ix Lu}; imf; =R;

0 -u; U
M(f))=] uz 0 —u |
-u, u O

kerf, ={xeV;lxllu}, imf ={xeV;|x L u}.
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(5]

245

a = LinearSolve[{{1, -1, -1}, {2, -1, 0}, {-1, 1, 0}},
{{0, 0, 0}, {3, 2, -1}, {3, -1, 2}}1
{{6,1, 13}, {9, 0, 3}, {-3,1, -2}}

Mat ri xFor m[A = Transpose[a]]

6 9 -3

1 O 1

1 3 -2
Det [A]

0

Nul | Space[A]
{{-1, 1, 1}}

Solve[{t +1, 2t, -1} ==x{6, 1, 1} +y{3, 0, 1}, {t, X, y}1

{{t e%,xa%,ye—?}}
Det [{{1, O, 0}, {6, 1, 1}, {3, 0, 1}}1
1

Det [{{1, -1, 1}, {6, 1, 1}, {3, 0, 1}}]
1

Li near Sol ve[A, {3, 4, -1}1

Li near Sol ve[{{6, 9, 3}, {1, 0, -1}, {1, 3, 2}}, {3, 4, -1}]

LinearSolve ::’” nosol *’ : Li near equation encountered whi ch has no sol ution.

6 9 -3
i) A= M(f) = { 1 0 1 ] detA = 0, quindi f non & ne iniettiva ne suriettiva.
1 3 -2

ii) ker f = £((-1,1,1)), imf = £((6,1,1),(3,0,1)). iii) t = g.

iv) u= (2—1;) V) (1,0, 0) per esempio.

vi) Si.  vii) Non esistono.
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(6]

A={{4,2,2}, {4,a2+1,a+1}, {8, 4, a 2+3}};

Sol Ve[mt [A] == 0]
{{a>-1}, {a>-1}, {a>1}, {a>1}}

Nul | Space[A/.a - -1]
{{-1, 2, 0}}

Nul | Space[A/. a-»1]
{{-1, 0, 2}, {-1, 2, 0}}

Solve[{A/.a-»-1}. {X, Yy, z} == {1, -2, 0}, {X, Y, 2}1
{}

Det [{{-1, O, 2}, {-1, 2, 0}, {1, 1, 2}}]
-10

B:=({{-1, -1, 1}, {0, 2, -1}, {2, 0, -1}}

Nul | Space[B]

A, i, 23
Reduce[ (A/.a—->1). {x, Yy, z}=={h, k, |}, {X,y, 2}1]
2h::|&&2k::|&&x::% (I —4y-42)

i)a++l.

ii)Sea=-1: kerf = £((-1,2,0)), imf = £((1,1,2),(1,0,2);

sea=1: kerf = £((-1,0,2),(-1,2,0)), imf = £((1,1,2)).

iii) Non esistono. iv) Si (teorema del completamento della base). v) Si.

-1 -1 1
o 2 -1|

2 0 -1

vi) Per esempioM(g) =

vii) Se | = 2h = 2k, allora f-1(h, k, ) = {(%| - %t - %t’,t,t’), Lt v e[R}.

(7]

Solve[{l, 2, -1} + {X, y, 2} + {2, -8, t} == {2, 2, 0}, {X, Y, z, t }]

Solve ::”” svars’” : Equations may not give solutions for all solve variabl es.
{{x->-1,y->3,z2->1-t}}

Sol ve[Det [{{1, -1, 2}, {2, 3, -3}, {-1, 1-t, t}}1 ==0]

[t »5))
1 -1 2
A=| 2 3 -3|
-1 -4 5

[8] ii) f noné unendomorfismg,é un endomorfismo.
i) A, =0, m, =L4,=1m =3V, =L(2-1-11)V, =L(1000).
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iv) No.

9]

ul={1, -2, 0, 4}; u2=(-1,1, 1, 0};u3 = {0, 0, 1, 2};

RowReduce[ {ul, u2, u3}]
{{1, 0,0, 0}, {0, 1,0, -2}, {0, 0, 1, 2}}

0 2, -2, A

i) M(f):[O 2, -21, Az], A2, R,
0 22, -21; A,

[10]

A= {{1, 0, 2}, {0, 1, 1}, {2, 1, 5}};

Nul | Space[A]
{{721 711 l}}

u={1, -2, k}; v={1,0, 2}; w= {0, 1, 0};

Sol ve [Det [{u, v, w}] == 0]
{{k->2}}

k = 1;
p = Transpose[{u, v, w}];

Mat ri xFor m[l nverse([p]]

2 0 -1

-1 0 1

4 1 -2
k =0;
m=Li near Sol ve[{u, v, w}, {{1, 0, 2}, {0, 1, 1}, {0, 0, 1}}1

11 3

{tro 4y 0013 {-5 3 -5}
Mat ri xFor m[Tr anspose [m] ]

10

l2
0 O 53
4 1 -3

i) kerf = £((-2,-1,1)) da cui segue latesi. iR+ 2.

i) e =2u—-v+4w, e, =W, eg=-u+v - 2w.

1 00
iv) Per esempioM¢Z(f)=[ 0 1 0 |.
2 11
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1
10 -3

B8 1
v) MPE(f)=1 0 0 >
3

4 1 -=

2

(11]

A={{2, 2, 0}, {1, 0, 1}, {1, 3, -2}};

Nul | Space[A]
{{-1, 1, 1}}

Li near Sol ve[A, {0, 0, 1}1]

LinearSolve ::’” nosol *’ : Li near equation encountered whi ch has no sol ution.
Li near Sol ve[{{2, 2, 0}, {1, 0, 1}, {1, 3, -2}}, {0, 0, 1}]

Det [{A {1, 0, 1}, A {0, 1, 1}, {4, 3, -2}}]
4

{}

i), ii) f non e ne iniettiva ne suriettiva: kér= £((-1,1,1)), imf = £((2,0, 3),(0,1,-2)),
per esempi@,; non ha controimmagine, f(-1,1,1) =0 e f(-2,2,2) = 0.
iii) No.

(12]

A={{1, 2,3/2, 0}, {t, -t, 0,0}, {1, 1,1, -1}};

Reduce [A. {x,ly, z, w} == {0, 0, 0}, {X,y, z, w}]
t == 0&8w== > (=2Y] =) =5 (-4y -32) | |w==088&X ==y&&z == -2y
Solve[a{-2, 1, -1, 0} +b{-3, 0, 2, -2} == {k+3, Kk, 1, 2k}1]

{1

Reduce[A. {X, Y, z, W} == {1, 0, -1}, {X, Y, z, W}]

t ::O&&W::% (472y72)&&x::5 (2-4y-3z)||
W== g&&x ==y&&z == 72 (-1+3y)

i) Set =0: kerf = £((-2,1,0,-1),(-3,0,2,-1)), imf = £((1,0,1),(2,0,1));
set # 0: kerf = £((1,1,-2,0)), imf = R3.
i) No; iii)set=0:((-21,0-1),(-3,0,2,-1),(0,0,1,0),(0,0,0, 1));

set #0:((1,1,-2,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)).

. 3 1
iv) Set = 0: f1((1,0,-1) = (1—2t1— Sttt 2-t - Etz), t,t, eR;

2 5
set # 0: f1((1,0,-1) = (t,t, 3 -2, :—%), teR.
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(13]

A= {{0, 3, 1}, {0, O, 2}, {1, -1, 0}, {O, 1, 0}};

Nul | Space[A]
{}

Sol ve[A. {x, Yy, z} ==3A {1, 2, 1}, {X, Y, 2}]
{{x->3,y->6,z->3}}

Sol ve[A. {X, Y, z} == {1, 2, 3, 4}, {X, Y, z}1
{}

iﬁmf=£((2 8)(—1 2)(_3 S))

ii) Si; i) v =(3,6,3). iv)No.

100
4 ) Mch=| ;1 (1)

00 0
1 1\(0 1\(0 0
mme=z((3 o J(2 0] (1 3))
[15]

A={{1,0, 1,00}, {2,1,0, -1, 1}, {0, 3, -1, 1, 2}};

Nul | Space[A]
{{-1, -3,1,0, 5}, {4, -3, -4,5,0}}

RowReduce[{A. {1, -1, 0, 0, 0}, A. {0, 1, 0, 1, 1}, A {0, 0, 3, 0, 0}}]
{{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}}

b = {x1, x2, x3, x4, x5} +s {-1, -3, 1, 0, 5} +t {0, -3, 0, 1, 4};

Simplify[A b==A {x1, x2, x3, x4, x5}1
True

i) kerf = £((-1,-3,1,0,5), (4, -3,-4,5,0)), imf =R3. i) f(V)=R8.

[16] i) No. i) Si, é suriettiva, quindi il nucleo ha dimensione 8 ed é costituito da tutte le matrici aventi traccia
nulla.
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[17]

A={{1, 0, h, 0}, {0, 1,0, h}, {3,0,h-2, 0}, {0, 3,0, h-2}};

Reduce[A. {x1, x2, x3, x4} == {0, 0, 0, 0}, {x1, x2, x3, x4}]

h == 188X1 == X3&8X2 == x4 | |
X1 == 0&EX2 == 08&8X3 == 0&&x4 == 0&&1 + h + 0

B=A/. h>-1;

Ei gensyst em[B]
{{-2, -2, 0, 0}, {{0, 1,0, 33}, (1,0, 3, 0}, {0,1,0, 1}, {1,0,1,0}}}

Sol ve[{4x1l +Xx2 -x3 ==0, 3x2 -3x3-4x4 ==0}, {x1, x2, x3, x4}]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variabl es.
{{Xle—ﬁ X29X3+4X4}}
3’ 3

Reduce[B . {x1, x2, x3, x4} == {-t/3, 4t/3+2z, z, t }, {x1, x2, X3, x4}1]
il == 3 (-t +3x3)& 82 === (t +3x4)&8z == -t

W[

iy Seh# -1: kerf = {0}, imf = R??,

an-csm (IS (3 3)(2 3)

A =-2,m =2V, =imf, ;=0 m_ =2V, =kerf,fesemplice.

ii) f-l(g)=£((i 8)’(8 i)'(_ol é))

(18]

A={{1, 17, 10, 9}, {0, 1, O, O}, {0, 11, 8, 6}, {0, -13, -8, -6}}:

Nul | Space[A]
{{-6,0, -3, 4}}

A {1, 0, 0, 4}
(37, 0, 24, 24}

A {0, 0, 1, 2}
(28, 0, 20, 20}

Reduce[A. {x1, x2, x3, x4} == {-t1, t2, 0, t1}, {x1, x2, x3, x4}]

1
212 == -t18&x1 == o (511 -12x4)&&x2 ::7%&&x3 == 1 (11t1-12x4)

Ei gensyst em[A]

{{0, 1, 1, 23},
{{-6, 0, -3, 43}, {0, -1, -1, 3}, {1,0,0, 0}, {-1,0, -1, 1}}}

1 17 10 9
. 0O 1 0 0
DA=l0o 11 8 6

0 -13 -8 -6

prert=c(( 5 3 mi-z((3 5[5 L)Y 3)

Universita di Torino



Capitolo 20 — Applicazioni Lineari — Esercizi

woo-<(( % 20 ) (3 L5 %)

oo-((22 805 9))

V)4 =0, =1m =2 A3=2.

251

0 00O -6 0 1 -1
N . 0100 0O -1 0 O
v) f & sempliceA’ = , B=
) pliceA”™=10 0 1 0 3 -1 0 -1
0 0 0 2 4 3 0 1
[19]
Li near Sol ve[{{1, 1, 0}, {0, 2, 1}, {1, -1, 1}},
{{1, 2+h, -h-1}, {1, 3, 0}, {-2, h-3, 3-h}}]
1O, W, <y, 13, 25 <0y, (=1, =i, 2}
Mat ri xFor m[c = Transpose[% ]
0 1 -1
h 2 -1
-h -1 2
Sol ve[Det [c] == 0]
{{h>0}}
b=EligenvaI ues[c] 1
{1, 5 (3-va+8n), 5 (3+va+8n)}
Flatten[Table[b[[i 11 ==b[[j11, {i, 3}, {j, 3}11:
Map[Sol ve, %
Solve ::”” [ fun”: Inverse functions are being used by Solve, so some solutions nay not be
f ound
Solve ::” | fun”: Inverse functions are being used by Solve, so sone solutions may not be
f ound

[ty (-1, 0 tth- -1y,

(0. {{n+-23). 0. {fn=-23}. )

Ei gensystem[c/. h - -1]
({1, 1, 2}, {{-1,0, 1}, {1, 1, 0}, (-1, -1, 1}}}

Ei gensystem[c/. h - -9/8]

{{1, % g} {{0, 1,1}, {7%, -1, 1}, {0, 0, 0}}}

o 1 -1

if) M‘%(f)=[ h 2 —1],he[R; iii)a) h#0; b)h>_§,

-h -1 2
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[20]

ml = {{0, 1, -1}, {3, 1, -1}, {1, 1, 1}};
2 = {{0, 0, 0}, {9, O, 0}, {3, 2, 4}};

Li near Sol ve[ml, n2]
{{3, 0, 0}, {0, 1, 2}, {0, 1, 2}}

Mat ri xFor m[a = Transpose[%] ]

3 0 O
0o 1 1
0o 2 2

Ei gensyst em[a]
{{0, 3, 33}, {{0, -1, 13, {0, 1, 2}, {1, 0, 0}}}

300
MBvB(f)z[O 1 1]. ii) SI.
0 2 2

[21]

m= {{a, a, a}, {b, b, b}, {0, 0, 0}};

Ei gensyst em[m]
{t0.0,a+by, {-1,0, 13, (-1, 1, 0y, {% 1, 0}}}

a
A:M(f)z[b
0

oOT oD
o T o

], a,beR;

A é diagonalizzabile sa + b # 0, oppure sea = b = 0. Nel primo caso una base di autovettori & data da:
((_11 Oy 1)! (_11 11 0)! (ay blo)) .

(22]

i ={1,0,0};j ={0,1,0}; k={0, 0, 1}; x = {x1, x2, x3};
Cross[i, x] +Cross[2], x] -Cross [k, x]

{X2 +2x3, -Xx1-x3, -2x1 +x2}

m= {{0, 1, 2}, {-1, 0, -1}, {-2, 1, 0}}:

Nul | Space[m]

{{=dl, =2, i} ]

Ei gensyst em[m]
{{o. -i 8, i 6},
{{_1,1_2, 13, {%1 (_1]1+2VE), _%j (21+V€), 1},
{_gj (]'Hz\/E), =i (_21+%), 1}}}

i) La linearita segue dalle proprieta del prodotto vettoriale.
0O 1 2

i) M(f)y=| -1 0 -1 |;
-2 1 0
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kerf = L(-i-2j+k), imf = L(§+ 2k,i+ k). iii) No.

(23]

a={{1, -1, 2}, {1, -2, 3}}; b={{-3, -4, 3, 0}, {-5, -9, 4, -1}};
X = {{x1, x2, x3, x4}, {x5, x6, X7, x8}, {x9, x10, x11, x12}};
Reduce[a. x == b]

X1 == -1-x9&8x10 == -5 + X6&8x11 == 1 + X7&&X12 == -1 + X8&&
X2 == 6 - X6&8X3 == 1 - X7&8&x4 == 2 - x8&E&X5 == 2 + X9

A -1 ,+1 -2;+2 -2, +1
ME" 8 = A +2 A, +5 ;-1 A+1 ] 45,4, €R.
)tl )(2 AB A‘l

(24]

X = {{x1, X2}, {x3, x4}};

1/2 {x + Transpose[x]}

{{ba 25220 (552 xa)])

a={{1,0, 0,0}, {0,1/2,1/2, 0}, {0, 1/2, 1/2, 0}, {0, 0, O, 1}};

Nul | Space[al
{{0, -1, 1, 0}}

Ei gensyst em[a]
{{0, 1, 1, 13, {{0, -1, 1, 0}, {0,0,0,12}, {0,1,12,0}, {1,0,0,0}}}

i) La linearita segue dalle proprieta della matrice trasposta.

10 00
1 1
) 0330
i) M(f) =
1 1
035 50
00 0 1

o
~————
~~——

3
-
1l
&~
—
—
o P
(@)
~~————
—
]
o P
N———
—
(@)
= O
~————
~——

iii) ker f = L(( o é

1000

| 0100 1 0)(0 1)(0o0\( 0O 1

MA=l0 01 0] Bz((o O)'(l o)’(o 1)'(—1 o))
0000

[25]

a={{2, 14, -7}, {0, -2, 2}, {0, -6, 5}};

Ei gensyst em[a]
{{1, 2, 23, {{-7, 2,3}, {0,1, 2}, {1,0,0}}}
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A =P1AP, P=

—_—

|
(J\)N\‘
N~ O

[eNeN
~—_—

(26]

m = {{2, 0, -1, 1}, {1, 2, 0, -1}, {0, -1, 3, 1}, {1, 2, 1, -2}};
n2 = {{2h, -2, -1, -1},
{h, -2h, 4, 1}, {0, h+6, 1, -1}, {h, -2h+2, 5, 2}};

Mat ri xFor m[M= Tr anspose [Li near Sol ve [nl, n2]111]
h 0 0 O
0 -h 2 0
0 2 1 0
0 0 0 -1

Reduce[M {x, Yy, z, t} == {0, 0, 0, 0}, {X, Yy, z, t }]

h == 488t -= 088X == 0&&z == 2y | |h == 0&&t == 088y -= 0&8z == 0| |
t == 08&X == 088y == 088z == 0&&4 + h + 0

Sol ve[Det [M] == 0]
{{h> -4}, {h>0}}

Mat ri xForm[Si nplify[lnverse[M1]

% 0 0 0
1 2

0 _42+h 4ﬁh 0

0 4 +h 4 +h 0

0 0 0 =l

b = Ei genval ues [M]
{_1, h, % (1-h-\/17+2h+h2), % (1—h+\/17+2h+h2)}

Flatten[Tabl e[b[[i 11 ==b[[j11, {i, 4}, {j, 4}11;

Map[Sol ve, %

{{{3}, {{h>-1}3, {{th>-13}}, {}, {{h>-1}3, {{}}, {{h>-1}},
{{h>2}}, {{h>-1}}, {{h>-1}}, {{}}, {{h>-1-41i}, {h>-1+41i}},
{}, {th>2}}, {{h>-1-41i}, (h>-1+41i}}, {{}}}

Ei gensystem[M . h - -1]

10=al, =il =il @7,

{{0, 0, 0, 13, (O, -1, 1, 0}, {1,0,0, 0}, {0,1,1,0}}}
Ei gensystem[M . h - 2]
{{-3, -1, 2, 23, {{0, -2, 1, 0}, {O,0,0O, 13, {O, 1, 2,0}, {1,0,0, 0}}}

h 0 0 0

. 0 -h 2 0

DM =19 o 1 o | NeR
0 0 0 -1

i) Seh+0,h+-4: kerf = {0}, imf = R??;

(e tHITH T
st o -2((3 3)(3 1

Universita di Torino



Capitolo 20 — Applicazioni Lineari — Esercizi 255

1
=0 0 o
1 2
0 2+ 77 O
iii) Se h# 0,h # —4: esistef 1, M(f~1) = 4+h 4+ ,heR.
2 h
0 4+h 4+h 0
0 o 0 -1

iv) f & semplice per ogrii e R.

[27]

a={{1,1,1, 1}, {0, 1, -1, 3}, {2, 2, -1, -1}};
b={{1, 2, -3, 0}, {1, 1, 1, -2}};

Li near Sol ve[Transpose[a], Transpose([b]]

LinearSolve ::”” nosol ”’ : Li near equation encountered whi ch has no sol ution.

Li nearSolve[{{1, 0, 2}, {1, 1, 2}, {1, -1, -1}, {1,383, -1}},
I, g, {2, 43, (=8 1}, {0, <2} )1

Non esisteg.
1 2 0 1 1 -1
. 2 0 O - 1 0 -1
[28] i) M(f) = 0 -1 0 i) M(f) = 20 2
-4 -3 0 1 0 -1

iii) Non ne esistono.

(29]

m = {{1, 2, -1}, {0, 1, -1}, {1, 2, 0}};
n2 = {{-8, -10, -10}, {-6, -8, -10}, {-5, -7, -6}};

a = Transpose[Li near Sol ve[ml, n2]]
{{1, -3, 3}, {3, -5, 3}, (6, -6, 4}}

Mat ri xFor m[a]

1 -3 3

g -5 3

6 -6 4
Nul | Space[al
{}
a. {-3, 1, 0}
{-6, -14, -24}

I nversefla]. {-3, 1, 0}
{0, -2, -3}

I nversefal. {0, 0, 1}
(231
8" 8" 4
Ei gensyst em[a]
{{-2, -2, 43, {{-1,0, 1}, {1, 1,0}, {1, 1, 2}}}
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i) Si.

1 -3 3
ii)A:[ 3 -5 3]. i) ker f = {0}, imf =7
6 -6 4

pion-dl(3 L3 1) o3 2

v) Si (la molteplicita degli autovalori coincide con la dimensione degli autospazi);

-2 0 O
. 1 1 -1 0 11
oo § 58} oo (332 1
0 0 4 0 0 0 1 0 2
0 0 O
[30] M(f)=| 0 0 0 |, AeR,A#0.
A A=A

(31]

X = {x1, x2, x3};a={1, -1, 1}; b= {1, 0, 1};

Sinmplify[Cross[a, Xx] +b.aCross[b, x11
{-3x2-x3, 3 (x1-x3), x1+3x2}

a={{0, -8, -1}, {3, 0, -3}, {1, 3, 0}};

Nul | Space[a]
{{31 711 3}}

a. {-1, 0, 1}
{-1, -6, -1}

a. {1, 1, 0}
{-3, 3, 4}

Reduce[a. x == | b, x] 3
| —- 088X1 == X3&8EX2 —= 7%

p={{1, 1, 0}, {1, -1, 0}, {0, 1, 2}};

Mat ri xFor m[l nverse[p].a.p]

0o 1 -4
3 1 2
7 3
L2
2 2

Ei gensyst em[a]
{{o, -iv19, i 13},

{{3, -1, 3}, {% (_g_jm), _13—0]1 (]'Hm_g), 1},

{% (-9+1JE), %J‘L(—]‘H\/E),l }

i) La linearita di f segue dalle proprieta del prodotto vettoriale.

0 -3 -1
i) A=MZ8(f)=| 3 0 -3 |
1 3 0

Universita di Torino



Capitolo 20 — Applicazioni Lineari — Esercizi

iii) ker f = £(3i—j+3k), imf = £3j+k, i+ k).

iv) f(W) = £+ 6j+k,—3i+3j + 4k), f-1(U) = kerf.

L1 o 0o 1 -4
v)P:[l -1 0],A’=P‘1AP= 2 L 2| viNe
01 2 S - |

2 2

(32]

257

a={{1, 2}, {1, 0}}; b={{3, 1}, {-1, 1}}:

(a.b) . {1, 1}

{4, 4}

Solvela. {X, y} ==Db. {X, Y}, {X, Y}

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variabl es.
y

{ix-3H

Solve[ (a.b). {x, y} == (b.a). {X, y}, {X, y}]

Solve ::”” svar s’ : Equations may not give solutions for all solve variabl es.

{{x->-y}}

) (fog(vy+vy) =4v,+4v,. i) x=(1,22), AeR, y=(,-t), teR.

1 1 O
[33] M(f) =[ 0 2 -1 ], kerf = £((-1,1,2), imf = £((1,0,2),(1,2,-4)),
2 -4 3

1 1 0

per esempioM(gg=| 0 2 O ] kerg= £((0,0,1)), img=imf.
2 -4 0

[34]

a={{1,0,0,03, {0,0,1,0}, {0,1,0,0} {0,0,0,1}};

I nversela]
{{1, o, 0, 03}, {0, O, 1, O}, {0, 1,0, 0}, {0,0,0, 1}}

Nul | Space[al
{}

Ei gensyst em[a]
{{-1,1, 1, 13, {{0, -1, 1, 03}, (0,0, 0, 13, (O, 1, 1, O}, {1,0,0,0}}}

i) La linearita di f segue dalle proprieta della matrice trasposta.

i) M(f) = iii) M(f~1) = M(f).

O OO
OPFr OO
[cNeN e
= O OO
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1 0 0 O
. . . .o |01 0 O
iv) f & semplice; B’ = 00 1 0
0 0 0 -1
3= 1 0 0 1 00 0 1
- oo))\1 oJ)'\o 1/)°\ -1 0]J)

(35]

m={{1, -1, 1, 1}, {2, 1, 0, 1}, {3, 0, 1, k}};

Reduce[m {x1, x2, x3, x4} == {0, 0, 0}, {x1, x2, x3, x4}1]

k == 28&8x2 == -2 x1 - x4&8x3 == -3x1 -2 x4 |
X2 == -2x188x3 == -3 x18&8&x4 ==0&& -2 +k # 0

AR R

1 -1 1
MH=[2 1 o
3 0 1

], keR;

sek £ 2: imf = S(R%?), kerf = £((-1,2,3,0)):

e -1 1 10 _
sek=2.|mf_£(( 1 0),(0 1)) kerf = £((-2,1,0,3),(1,0,1,-2)).

(36]

a={{1,0, -1, 0}, {0, 1, O, 1}, {0, O, O, 1}, {1, 0, O, -1}};
b={{2, -1, -3}, {0, 2, 2}, {1, -1, -2}, {1, 3, 2}};

m= Tr anspose [Li near Sol ve[a, b]]
{{2, -1, 0, 1}, {2, 3, 3, -1}, {0, 4, 3, -2}}

Nul | Space[m]
{{-1, 2,0, 4}, {-3, -6,8,0}}
Sol ve[m {x1, x2, x3, x4} == {-2t, -t, t}, {x1, x2, X3, x4}1]

Solve ::”” svar s’ : Equations may not give solutions for all solve variabl es.

{{Xle—%—%—%, X2—>tz—%3+%}}

i) Esiste una sold perché i vettori(1,0,-1,0),(0,1,0,1),(0,0,0,1),(1,0,0,-1) costituiscono una base &i*.

2 -1 0 1
MEB(fy= 2 3 3 -1 ] doveB ¢ la base canonica * e B’ & la base canonica di(R?2).
0O 4 3 -2

ii) ker f = £((3,6,-8,0),(1,-2,0,—4)), imf =£(( 2 i )( _11 :; ))

i) f-Y(W) =kerf & £((-7,2,0,0)).
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(37]

259

a={{1, h}, {1, -13}}; x = {{xX1, X2}, {x3, x4}};

b=a.x-x.a
{{-x2+hx3, -hx1+2x2+hx4}, {x1-2x3-x4, x2-hx3}}

Reduce[b == {{0, 0}, {0, 0}}, {x1, x2, x3, x4}]
X1 == 2x3 + x4&8x2 == h x3

m= {{0, -1, h, 0}, {-h, 2, 0, h}, {1, 0, -2, -1}, {0, 1, -h, 0}};

c = Ei genval ues[m]

{0, 0, -2v1+h, 2\/1+h}
Flatten[Tabl e[c[[i1]1==c[[j11, {i, 4}, {j,4}11;:

Map[Sol ve, %

({03} (033, {{th>-13}, {{h>-1}3, {{}}, {{}},
{{h>-1}}, {{h>-1}}, {{h>-1}}, {{h>-1}}, {{}},
{{h>-1}}, {{h>-1}}, {{h>-1}}, {{h>-13}, {({}}}

Ei gensystem[nY. h » -1]

{{0, 0, 0, 0}, {{1,0,0, 1}, {2, -1, 1, O}, {0,0,0,0}, {0,0,0,0}}}

Ei gensystem[nY . h -» 3]

{{-4,0,0, 4},
{{-1, -1, 1, 13, {1, 0, 0, 1}, {2, 3,1, 0}, {-3,9, -1, 3}}}

0O -1 h O
. -h 2 0 h
DMH=| | o 5 _1 [ NeR
0O 1 -h O

kerfzﬁ((é ‘1))(i g)) iy h> 1,
(2 1))
iv)immw=L(( B f))

(38]

A={{1,0 -1,2 3}, {2,-1,0,1, 2}, {-3,1,1, -3, -5}};

Nul | Space[A]
{{-3, 4,00, 1}, {-2,-3,0, 1,0}, {1, 2,1, 0, 0}}

m= {{0, -1, 1}, {-1, 0, 1}, {-2, h, h"2}};

Sol Ve[mt [m] == 0]
{{h>-2}, {h->1}}

i) kerf = £((-3,-4,0,0,1),(-2,-3,0,1,0),(1,2,1,0,0), imf = £((0,-1,1),(-1,0,1)).

i) h==-2, h=1. i) f(W)=1{(X, %, %) € R¥| X, + X, + X3 = 0}.
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[39]

a={1, -1, 0}; b={0, 1, 1}; X={X, Y, z};

Silnplify[X— ((X. Cross|[a, b])/iCross[a, b].Cross[a, bl))Cross[a, bl]

{5 (2X-y+2), 3 (-Xx+2y +2), 3 (x+y+22)}

m= {{2/3, -1/3, 1/3}, {-1/3, 2/3, 1/3}, {1/3, 1/3, 2/3}};

Nul | Space[m]
{{711 711 l}}

Ei gensyst em[m]
{{0, 1, 13, {{-1, -1, 13, {1, 0, 1}, {-1, 1, 0}}}

i) f associa ad ogni vettose € V5 la sua proiezione ortogonale sul piano vettoriale individuata @ésdab.

2 11
3 3 3
100
i) M58(f) = _% é % i MB"g:{O 1 o].
00 0
101 2
3 3 3

iv) kerf = Li+j-k),imf=L2i-j+k,i-2j-k).
f & semplice,8 = (-i —j + k,i+ k,—i + j). | risultati conseguiti nel punto iv) si possono ottenere tenendo

conto del significato geometrico di; infatti gli autospazi dif sono, rispettivamente, generati dai vettori paralleli
e ortogonaliaa A b.
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[40]

261

B =Li near Sol ve[{{1, O, 0}, {O, 1, 0}, {1, O, 1}},
{{1, 0, h}, {0, 2, 1}, {1+h, 0, 1+h}}1;

A = Transpose[B]
{{1, 0, h}, {0, 2, 0}, {h, 1, 1}}

b = Ei genval ues [A]
{(2,1-h,1+h}

Flatten[Tabl e[b[[i 1] ==b[[j11, {i, 3}, {j,3}11;

Map[Sol ve, %

{{{}}, {th>-1}}, {({h~>1}}, {{h~-13},
{03}, (th>0}}, ({h>13}}, {{h>0}}, {{})}

Ei gensystem[A/. h - -1]
({0, 2, 2}, {{1,0, 1}, {-1,0, 1}, {0,0,0}}}

Ei gensystem[A/. h - 1]
({0, 2, 2}, {{-1,0, 13, {2,0, 1}, {0,0,0}}}

Ei gensystem[A/. h - 0]
{{1, 1, 23, {{0, 0, 1}, {1, 0, O}, {O, 1, 1}}}

(M. h-1). {1, 0, -1}

(0, 0, 0}
(A.h-1).{0, 1, 1}
{1, 2, 2}
1 0 h
hM(fy=| 0 2 0|, heR;
h 1 1

f & semplice peh ¢ {-1,1}; ii) f(W)= L(( ; ; )

)

[41]

X= {{x1, x2}, {x3, x4}};B={{1, 0}, {h, -1}};

Sinmplify[lnverse[B]. X B]
{{x1+hx2, -x2}, {h?x2-x3+h (x1-x4), -hx2 +x4}}
A:={{1, h, 0, 0}, {O, -1, 0, 0}, {h, h"2, -1, -h}, {0, -h, O, 1}}
Sol ve[Det [A] == 0]
{}
Ei gensyst em[A]
{t-1, -1, 1,1,
2 2

{{-1 % 0.1} 10,0,1,03 (1,00 13, {0, 1, 0}}}
Ei gensystem[A/. h - 0]
{{-1 -1, 1,13, {{0, 0,1, o0} {01,003 {0,0,0,1}, {1, 0,0, 0}}}
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1 h 0 O

. 0 -1 0 O

I) M(f): h hz -1 _h y hE[R,
0 -h 0 1

f & unisomorfismo per ogni valore Hie R.

ii) f & semplice per ognivalore tic R.

ns=(( )9 0) (5 1)(F o))

[42]

a={{-1, -1, 1}, {1, 0, 1}, {1, -1, 0}};
b={{0, 0, 0}, {1, 2, -3}, {-1, 1, 0}};

Li near Sol ve[a, b]

{{0, 1, -1}, {1, 0, -1}, {1, 1, -2}}

Mat ri xFor m[A = Tr anspose[%] ]

0 1 1
1 0 1
-1 -1 -2

Ei gensyst em[A]
{{-1, -1, 0}, {{-1, 0, 1}, {-1,1, 0}, {-1, -1, 1}}}

0 1 1
1 0 1].

-1 -1 -2

A=

i) f &sempliceB =((1,1,-1),(-1,1,0),(-1,0,1)).

(43]

X = {{x1, x2}, {x3, x4}}; B={{-1, 2}, {h, -6}};
X. B
{{-Xx1+hx2, 2x1-6x2}, {x3+hx4, 2x3-6x4}}

A={{-1, h, 0, 0}, {2, -6, 0, 0}, {0, O, -1, h}, {0, O, 2, -6}};

Reduce[A. {x1, x2, x3, x4} == {0, 0, 0, 0}]
h == 3&8x1 == 3 x2&8&x3 == 3 x4 | |
X1 == 0&&x2 == 0&8X3 == 0&&x4 == 0&& -3 +h # 0
(A/.h-3). {0, 1, -1, 0}
{3, -6, 1, -2}

Ei gensystem[A/. h - 3]
=7, =7, ©, O},
{{0, 0, -1, 23, {-1, 2, 0, 0}, {0, 0, 3, 1}, {3, 1,0, 0}}}

-1 h 0 O
. 2 -6 0 O
DMH=| g o -1 n |'NeR
0O 0 2 -6
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seh # 3: f &unisomorfismo,

-3 3)(3 2o 3 215 )

i) h=23: f &semplice. iii)f(W) =L(( i :g ))

[44] i) M(f) = ;i) ker f = {0}, imf = R??;

[oNeNeN
O, OO
[oNeN e
= O OO

iy f(S) =38, f(A)=A; iv)S,A, V)siperchéS @ A=R??2.

[45]

A= {{0, -2, -2}, {2, 4, 2}, {-2, -2, 0}};

Nul | Space[A]
{{11 711 l}}

A {-1, 0, 1}
(-2, 0, 2}

A {-1, 1, 0}
(-2, 2, 0}

Reduce[A. {x1, x2,1x3} == {-3t1, t2, tl}l, {x1, x2, x3}]
t2--2t188x1 == 5 (-t1-2x2)&&x3 == 5 (3t1-2x2)

Ei gensyst em[A]
{{0, 2, 2}, {{1, -1, 1}, {-1,0, 1}, {-1,1,0}}}

(3 8)(2 (8 2
(8 ) B2 B

o o

0o -2 -2
iy A=MB3E ()=l 2 4 2 |
-2 -2 0

ariee(( 35 )) meesf( 2 3)( 2 1)
i f(ﬂ)=-5(( o i)'(_ll (1)))
f—l<7<)=~’i(( - )( 3 3))
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iv) A =

ON
o N O

[eNeNe]
P

[46]

A={{1, 1, 0}, {2, 1, 1}, {1, 0, 1}, {O, 1, -1}};

Reduce[A. {x1, x2, x3} == {t1, -t1, t2, t3}, {x1, x2, x3}]

12==-2t18&8 3 ==3t18&8x1 == -2t1 - x3&8x2 ==3t1 +x3
11 O
2 1 1|
01 -1

f—l(?_{) = ‘L((_Z! 31 0)1 (_11 1! 1)) .

[47]

A= {{1, 1, 1}, {0, 1, 1}, {2, 1, 1}, {1, 2, 2}};

Nul | Space[A]

{{0, -1, 1}}
A {-2, 1, 0}
(-1, 1, -3, 0}

Reduce[A. {y1, y2, y3} == {-2X2, X2, X3, x4}, {y1, y2, y3}]
X3 == -5 X28&8&x4 == -X2&&y1 == -3 X2&&y2 == X2 -y3

) M(f) =

RN OR
N R R
N R R

kerf = £((0,-1,1)), imf = £((1,0,2,1),(1,1,1,2)).
i) f(H) = £((1,1,1,2),(~1,1,-3,0)).
iii) f-1(%) = £((0,-1,1),(=3,1,0)).

(48]

A= {{0, h, h}, {1, h"2-h, 1}, {h-1,0, h-1}};

Reduce[A. {x1, x2, x3} == {0, 0, 0}, {x1, x2, x3}]
h == 0&8x1 == -x3| |h == 0&8&x1 == x2&&x3 == -X2| |
h == 188x1 == X2&8&x3 == X2 |
X1 == 0&&x2 == 0&&x3 == 0&& -1 + h + 0&&h # 0
Ei gensystem[A/. h - 1]
{{-1, 0, 1}, {{-1, 1, 0}, {-1, -1, 1}, {1, 1, 0}}}

i) h=0, kerf = £((-1,0,1),(0,1,0)).

i) A, = -1, V/\1 =/L((-1,1,0), A, =0, V/\2 =/L((-1,-1,1), A5, =1, V3 = /£((1,1,0)).
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iii) f &semplice.

[49] i) ker f =imf = £((0,0,1,0),(0,0,0,1)).
i) f(H) =imf, f-HH) ={(X,y,z,) eR*|x+y=0}.
i) A =0, m =4,V, =kerf, f noné semplice.

[50]

265

A={{2,0,1, -8}, {1, -1, 0, 1}, {-3, 1, -1, 2h}}; X= {x1, X2, X3, x4};

Reduce[A. X == {0, 0, 0}, X]

h == 18&8x2 == x1 + x4&8&x3 == -2x1 + 3 x4 |
X2 == X1&8x3 == -2 x1&&x4 == 0&& -1 +h # 0

h=1;

Solvel{k"2-2, k-2, 2k} ==x{2, 1, -3} +y {0, -1, 1}]

{{ye%,x»—%, kel}, {y-13, x->17, ke—4}}

Sol ve[{x1l -x%x2 ==0, x3 +x4 ==0}, X]

Solve ::”” svar s’ : Equations may not give solutions for all solve variabl es.
{{x1->x2, x3 > -x4}}

A {1, 1, 0, 0}
{2, 0, -2}

A {0, 0, -1, 1}
{-4, 1, 3}

Reduce[A. X==x{1, -2, 0} +y {0, 2, 1}, X]
X ==3Yy&8&X2 == X1 + X4 +4y& X3 == -2x1 +3x4 +3y

i)Seh=1: kerf = £((1,1,-2,0),(0,1,3,1), imf = £((2,1,-3),(0,-1,1));

seh# 1: kerf = £((1,1,-2,0)), imf =R3.

i) k=-4ek=1.

iy f(H) = £((2,0,-2),(4,-1,-3) e f 1K) = £((1,1,-2,0),(0,4,3,0),(0,1,3,1)).

iv) Si perche la matric&\A & simmetrica.
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[51]

a={2, -1, 1}; X={x1, x2, x3};

Cross[2X, a]
{2Xx2 +2x3, -2x1 +4x3, -2x1-4x2}

A= {{0, 2, 2}, {-2, 0, 4}, {-2, -4, 0}};

Nul | Space[A]
{{2, -1, 1}}

A {1, 2, 0}
{4, -2, -10}

A {0, 1, 1}
(4, 4, -4)

Reduc?-[A. X==1{1, 2, 0} + m{O,
x1==3 (-21 -m+4x3)88x2 ==

1, 13}, X
% (I -2x3)
Ei gensyst em[A]
{{o, -2+, 21%},

{{2, -1, 13, {% (_2“1%), %]1 (_]'sz%), 1},
[3(-2-1v8), -2 1 (1+28), 1}})

5 -

i) La linearita di f segue dalle proprieta del prodotto vettoriale.

0o 2 2
i) A=M38(f)y=| -2 0 4|
-2 -4 0

i) ker f = £((2,-1,1)), imf = £((0,1,1),(1,0,-2)).

V) F(W) = £((4,-2,~10), (4,4, -4y), L W) = {(—a— %b+ 27, %a— 7, z) ab,ze [R}.

V) A, =0, V, =kerf, f none semplice.

(307 )

i) ker f = £((1,-1,1,0),(0,0,0,1)), imf = R2;
ii)) A, =0, 4, =1, 3 =3;V,_=kerf; V, = £(1,1,0,0); V, = L(1,-1,-2,0);

iv) f-1(H) =kerf + £((1,1,0,0)).
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[53]

A={{-1, 2,0, 3}, {0, -1, 2, -1}};B= {{1, -2}, {2, 1}, {1, 0}};

Mat ri xFor m[B. Al
-1 4 -4 5
-2 3 2 5
=il 2 0 3

P = Nul | Space[B. Al
{{1, -1, 0, 13}, {4, 2,1, 0}}

RowReduce [Tr anspose [B. A] ]
{{1, 0, %} {o, 1, g} (0, 0, 0}, {0, O, 0}}

Sol ve[x{1, 0, 0, 0} +y{0, O, 1, 0} +z{0, 0, O, 1} ==t P[[1]] +WP[[2]],
{X,vy,2z,t,w]

Solve ::”” svars’ : Equations may not give solutions for all solve variabl es.
{{X->6wW,y->wz->2wW, t >2w}}

Reduce[B. A. {x1, x2, x3, x4} == {t1, t2, 0}, {x1, x2, x3, x4}]
t1==-21t288X1 == 2 X2 + 3X4&8X3 == > (t2+X2+x4)

|) kel’(go f) = L((41 21 11 O)a (11 _11 O! 1))1
im(ge ) = £((2,-1,0),(5,0,1)).
i) G = £((6,0,1,2).

"I) (go f)(q_{) = .E((l, 2! 1)! (21 _11 O)),
(go H™X(K) = £((6,0,1,1),(4,2,1,0),(0,0,1,0)).
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[54]

A={{3, 1,0}, {-1+4a,0, 1}, {0, 1, a+1}};

Det [A]
2-a?

Sol ve[%== 0]
(i 2}, fa- )
B={{1, 0, 0, 0}, {0, a+1,0, 1}, {1, a+2, 0, 0}};:

P = Li near Sol ve [A, B]
{{O -1+a+a? 0 1+a} {l 73(—1+a+a2) 0 3(1+a)}

2+a22' "2 +a2 2 +a? Y 2 &l
l+4a+a 3
o F 0zl

2+a 2+a

Q= Transpose[P]
-1+a+a? 3(-1+a+a?) 1+4a+a?

{{010}{ — =] @0
1+a 1+a) 3
{2+a T 2.2 '2+a2}}

X =Transpose[B]. | nverse[Transpose[A]]//Ful | Sinplify
-3+a 3 (-1l+a+a?) 1+a(4+a)

1+a 3(1+a) 3
{2+a2'_2+a2'2+a2}}

Reduce[X. {x1, x2, x3} ==l{0, 0, 0, 0}, {x1, x2, x3}1
a==-288x2 == 0&8&x3 == %\ |2 +a® + 0882 + a + 0&&X1 == 088X 2 == 0&&X3 ==

0 1 0
—-l1+a+a? 3-1+a+a?) 1+4a+a?
i 2+a? 2+ a? 2+ a?
ii
0 0 0
l1+a _3(1+a) 3
2+a? 2+a? 2+a?

iii)Sea+ -2: dimimf =3, imf = £((1,0,0,0),(0,a+ 1,0,1),(1,a+ 2,0,0));
sea=-2: dimimf =2, imf = £((1,0,0,0),(0,-1,0,1)).

[55] i) kerf = L((-2,1,-4)), imf = £((1,0,2),(0,1,0);

A, =0m =2V =kerf 2,=1m =1V, =L(1072),
f non é diagonalizzabile;

i) non esistono vettori # o di R? tali che f(v) = 2v perché 2 non ¢ un autovalore tlj quindi solo
f(o) =20 = o.

[56] kerf = £((1,1,0,1),(0,2,1,-9)), imf = L((-5,1,-3),(4,-1, 2)).

iy W= £(1,-1,-1,2),(0,2,1,-3)), W Nkerf = £((3,5,1,-6)).
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1 2 0
[57] i) SiaP=] 0 -1 1 |, rankP)=
2 0 -1
14
") (_1_51 g)a
2 00
i) A=| 0 2 0|, A =P*AP, quindi: A= PA P
0 01
100 1
. 1100
[58] i) P = 0010 , A= =3u, + 3u, + 4u,.
0110
0 -2 -2 0
0 -1 -1 0
10 0 1}
10 0 1

iii) ker f =

iy MBB(f) = [

0 0 1 . )
1) (_1 0)),d|mkerf=2,

o lm 1) s

iv) I'unico autovalore é, = 0, m, = 2, quindi f non é semplice.

[59] i) f éiniettiva;
i) f(H) = L(-1,1,0)), dim f(H) = 1;
iy X% = £((-1,1)), dimf~X(%) = 1.
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Capitolo 21

Diagonalizzazione di Matrici — Esercizi

21.1 Esercizi

Trovare gli autovalori e gli autovettori delle seguenti matrici:

1 -1 0 O
1 2 -1 0
MA_[ 0 -1 1 o]
0 0 0 1
3 -1 00
-1 3 00
[5]A[ 0 0 4 1]'
0 0 1 4
1 -4 3 0
4 1 0 0
[6]A‘[ 3 0 1 o]'
0 0 0 1
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2 00 0
0110

[TA=10 1 1 0
000 2
2 -1 0 0
1 2 0 o0

Bl A=1 o o 2 -1
0 0 -1 -2

[9] Data la matrice:

a 2 a-1
A=[—3 5 -2 ],ae[R,

—4 4 -1

i) determinare per quali valori del parametrda matriceA ammette I'autovalor@ = 1.

il) Postoa = 0, esistono 3 autovettori di linearmente indipendenti?

[10] Si considerino le seguenti matrici:

1 0 O
A=(1 -1 O

2 3 2

1 0
, B:[O -1

i) Determinare (se esiste) una matrieg¢ale cheP~*AP = B.
ii) Esiste una matrice ortogonaf@ tale cheQ-*AQ = B?

[11] Data la seguente matrice:

0 h h
A

h-1 0 h-1

i) trovare il valore dih per cuiA abbia rango minore di 3.
Postoh = 1 nella matriceA:

i) determinare autovalori ed autovettori Ali

iii) A é diagonalizzabile?

[12] Data la matrice:

trovare:

i) gli autovalori e gli autospazi di;

i) una base ortonormale §i; costituita da autovettori di;

iii) una matrice ortogonal® tale cheP~*AP sia una matrice diagonale.
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[13] Sia data la matrice:
3 2 1
A=[—3 -2 h+1],he[R,
6 4 2

i) trovare il valore dih per il quale la matricéA ha un autovalore eguale a 3.

i) Postoh = -2, provare cheéA é diagonalizzabile, trovare una matrice diagorialed il cambiamento di base
che la realizzi.

[14] Dire se la matrice:

1 2 4 1
2 -3 9 -1

A=l'1 0 6 -5 |
2 5 7 5

ammette I'autovalora = 0.

[15] Al variare dia € R, discutere e risolvere il sistema lineare omogeA&o= 0, dove:

1 -1 a+2 Xq
A= 2a+1 -1 0 |, X=|x [.
0 0 a Xg

Postoa = -1, scrivere la matric® = A + A e trovare gli autovalori dB.

[16] E assegnata la matrice:

0 a -1 0
a 0 1 0

A= 11 -1 0 , aeR.
0O 0 0 a

i) Dire per quali valori del parametra, la matrice ha rango massimo.
i) Postoa = 0, trovare autovalori ed autovettori 4i
] ,aeR,

[17] Data la matrice:

0
A=| 2
a

P RN
PR

i) trovare i valori dia per i quali il rango diA & 2.
i) Postoa = 2, trovare autovalori ed autovettori 4i.

[18] Sono date le seguenti matrici:

1 0 1 X 0
I ho2 ] xz[y], Bz[l],hem.
-1 h 1-h? z h

i) Discutere, al variare del parametngle soluzioni del’equazion&X = B.

Postoh = 0 nella matriceA:

i) scrivere la matriceC = AA e ridurla a forma diagonale;

iii) dire se i vettori rappresentati dalle righe della matrieostituiscono una base ortonormale dello sp&zjo

A=

Universita di Torino



Capitolo 21 — Diagonalizzazione di Matrici — Esercizi 273

[19] E data la matrice:

0 -1 Kk
A= -1 h -1, hkeR.
k -1 0

i) Determinare per quali valori di, ke R A € invertibile.

Postoh=0,k=1,

i) verificato cheA é diagonalizzabile, determinare una matrice diagoBakeuna matrice invertibilé® tale che

D = PlAP.

iii) Dire perché la matriceA & ortogonalmente diagonalizzabile e trovare una matrice ortogonale che la diagona-
lizzi.

[20] Sia A e R™" una matrice invertibile.
i) Stabilire la relazione che intercorre tra gli autovalorixde gli autovalori diA™1.

if) Supponendo chéd sia diagonalizzabile, vale a dire che esistano una matrice inverl@lena matrice diago-
naleD tali che P~*AP = D, verificare cheA™! & diagonalizzabile e determinare una matiftes una matriced’
tali che(P) 1A 1P = D'.

[21] SiaA e R™". SiconsideriA? = AA.
i) Stabilire la relazione che intercorre tra gli autovalorifde gli autovalori diA2.

if) Supponendo chd sia diagonalizzabile, vale a dire che esistano una matrice inverl@lena matrice diago-
nale D tali che P~1AP = D, verificare cheA? & diagonalizzabile e determinare una matitee una matriceD’
tali che (P)1A2P = D.

[22] Data la matrice:

[cNeN e
[eoNeNeN
N~ OO

N OO

determinarne autovalori e autospazi e dire se & diagonalizzabile.

[23] Data la matrice:

A=

1 11
-1 0 1],
2 10

i) determinarne gli autovalori.

ii) A é diagonalizzabile? In caso affermativo, determinare una madriceR 32 tale cheB~1AB sia una matrice
diagonale.

[24] i) Per quali valori del parametrio il sistema:

Xx—hy+z=1
X+hy—-z=0
X-y+z=2, heR,

ammette infinite soluzioni?

DettaA la matrice dei coefficienti del sistema:
ii) trovare per quali valori dh esisteA™?;

iii) posto h = 1, dire seA é diagonalizzabile.
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[25] SiaA e R"", dimostrare, oppure dare un controesempio alle seguenti implicazioni:
i) A diagonalizzabiles> A invertibile;
i) A invertibile = A diagonalizzabile.

[26] Sia:

A=

1 -3 5
3 2 1],
5 -4 0

determinare la matricB = A+ 'A. Verificare cheB & diagonalizzabile e scrivere una matrigediagonale, simile
aB.

[27] Sia:
1 0 -1 0
0 -1 1 O
A= 0 0 1 1] ke R.
0 0 k O

i) Per quali valori dik A & invertibile?
i) Per quali valori dik A & diagonalizzabile?

[28] Siconsiderila matrice simmetrica:

2 -2 -1
A=| -2 5 2 |.
-1 2 2
i) Decidere seA & invertibile e, in caso affermativo, determinaxe’.
i) Calcolare gli autovalori e gli autospazi é.

iii)y Determinare una matric® (non ortogonale) tale che~*AP = D, doveD & una matrice diagonale.
iv) Determinare una matrice ortogonaletale cheQ *AQ=D.

[29] Verificare che la matrice:

1 2 -1 0
2 3 -2 0
A=l 21 2 1 o0
0 0 0 0

e diagonalizzabile e determinare una matc¢ediagonale, simile ad\.

[30] Verificare che la matrice:

-10 -14 O
A=| 6 9 0
-9 -18 -1

é diagonalizzabile e determinare una matice R > tale cheB~*AB sia diagonale.
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[31] Determinare per quali valori del parametro relalea matrice:

1 0 0 0
A kK2-1 1 0 0
T k30— 2k5 + 3K3 0 1 0
5k+5 K+k K-k 1
e:
i) invertibile,

i) diagonalizzabile.

[32] i) Data la matrice:
0 1 1 h
Az[l -1 0 —1], heR,
1 0 1 0O

determinare il rango dA, al variare dih e R.

275

ii) Postoh = 1, trovare autovalori e autospazi della matrige= A'A e scrivere una matric che diagonalizzi

ortogonalmenté.

[33] Data la matrice
-1

A= , heR,

oNvO D

0
-1

0

1

Eel e}

0
1
0

stabilire per quali valori dh € R la matriceA e, rispettivamente:
i) invertibile,
i) diagonalizzabile.

[34] Sia A una matrice quadrata qualsiasi.
i) Provare cheA e la matrice trasposta hanno gli stessi autovalori.
ii) Trovare gli autospazi da e ‘A, dove:

WO wN
wl
N

OoON OO
w

e stabilire se coincidono oppure no (ricordare il punto i).

[35] Stabilire per quali valori dh € R la matrice:

>
I
—_—
|
Ny N
o w
w
S
| ——

e diagonalizzabile.
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[36] Siconsideri la matrice:
1 00
Az[ 0 1 a ]
0 0 b

Determinare per quali valori di, be R A é diagonalizzabile, e, in questi casi, determinare una matrice diagonale
A’ simile adA e una matriceB tale cheA’ = B~*AB.

[37] Stabilire per quali valori dh € R la matrice:

A=

oSO
PN O

[l =)
—_—

e diagonalizzabile.

[38] Stabilire per quali valori dh € R la matrice:

2 0 0
A=| 2-h -1+h -1

-2+h 0 h

e diagonalizzabile.

[39] Sia A € R** una matrice simmetrica di rango 2 e sla= £((1,2,0,1),(0,1,1,0)) l'autospazio relativo
all'autovalore 2 diA.

i) Determinare una base di autovettoriAli

i) Scrivere una matric® simile adA.

[40] SiaA e R** una matrice simmetrica con due autovalori distiatj:= 1, A, = 3 e siall = £((0,1,0, 1)) un
autospazio.

i) Determinare una base ortonormale di autovettoAdi

i) Scrivere una matrice diagonale simile Ad

[41] E data la matrice:

0 2h 2h
A=l 2 2 0 |, hkeR.
2 k 2
Postok = 0:
i) trovare per quale valore dii la matriceA ha autovalore 2.

i) Sceltoh = 1 e verificato cheA e diagonalizzabile, determinare una sua forma diagonale e la relativa nfatrice
del cambiamento di base.

iii) PerchéP puo essere ortogonale?
iv) Posto inveceh = 0, stabilire per quali valori dk la matriceA € diagonalizzabile.

[42] Sia data la matrice:

NN O
ONDN

23
0|, aeR.
2
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i) Postoa = -1, trovare autovalori e autospaziéi A é diagonalizzabile?
Postoa = 0:

ii) verificato che la matricé\ ha rango massimo, determinare una base ortonorfhalei vettori riga diA ed una
base ortonormal€ dei vettori colonna dA.

iii) Scrivere la matrice del cambiamento di base®& C e dire di che tipo di matrice si tratta.

[43] i) Data la matrice:

1 -3 1 2
|h 0 0O 44
A= 1 -1 0 0 e R™, heR,
0O 0O O h

determinare i valori dh per cuiA & invertibile, e in questi casi, calcolafe™.
ii) Postoh = 0, trovare gli autovalori e gli autovettori @i.
iii) Stabilire, in questo caso, sk e diagonalizzabile, giustificando accuratamente la risposta.

[44] Data la matrice:

o O
[oNeN
[oNeNe)
|

scrivere tutte le matrici diagonali simili aél

[45] Data la matrice:

4 2 1
2 3 2|,
1 2 4

i) verificato che 1 € un autovalore di A, determinarne autovalori ed autospazi;
i) scrivere una matric® che diagonalizzi;
iii) scrivere una matric&) che diagonalizzi ortogonalmenge

[46] Data la matrice simmetrica:

-3 0 0
A=l 0 0 3
0 30

i) determinarne autovalori e autospazi;
ii) Determinare una matrice diagondlee una matrice invertibil® tale cheP *AP = D;
iii) Determinare una matrice ortogonaftale che!QAQ= D.

[47] Per ciascuna delle seguenti coppie di matrici verificare che sono simultaneamente diagonalizzabili e determi-
nare le loro forme diagonali. Trovare, inoltre, una base comune di autovettori.

2 0 0 100
hA=| 0 2 o], B:[—z 3 o];

-1 0 3 2 0 3

3 2 -2 2 1 1
ii)A:[O 2 o], B:[O 0 o];

0 -1 1 0 -1 -1
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iii) A=

iv) A=

V) A=

E. Abbena, A.M. Fino, G.M. Gianella— Geometria e Algebra Lineare |

~66 190 68 ~30 96 32
~4 13 4 ] B:[ 2 8 2 ]
~53 148 55 —25 75 27

1 0 2 o0 2 0 8
24 1 48 6| ,_|-12 3 24
o0 2 of °T| o o0 2
8 0 -16 -1 ~16 0 32
16 -16 4 16 9 12
O 0 0 O g_| 3 -3
—48 48 -12 -48 |© °7| 12 -12
O 0 0 0 9 -12

0
3.
ol
2

-3 -12
1 3
4 12
3 12
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21.2 Soluzioni
(1]

279

A={{2, 1, 0}, {1, 2, 1}, {O, 1, 2}};

Ei gensyst em[A]

{{2, 2-2, 2+ﬁ}, {{-1, 0, 13, {1, 2, 1}, {1, V2, 1}}}

L =2,0,=2-v2 2;=2+2
Vy, = L(-1,0,1)), V,_ = L(L,-V2, 1), V, = L(L,V2,1).

(2]

A= {{2, 1,1}, {1, -2, 3}, {3, 4, -1}};

Ei gensyst em[A]
{{-5, 0, 43, {{0, -1, 1}, (-1, 1, 1}, {9, 7, 11}}}

A, =-521,=0, 1, =4,

V), = L(0,-1,1), V,_ = L(-1,1, 1), V, = £(9,7,1D).

(3]

A= {{0, -2, -2}, {2, 4, 2}, {-2, -2, 0}};

Ei gensyst em[A]
{{0, 2, 2}, {{1, -1, 1}, {-1,0, 13, {-1,1,0}}}

A, =0, A, = 2 (doppio).

VA1 =/L(1,-1,1), V , = £((-1,0,1),(-1,1,0)).

(4]

A= {{1, -1, 0, 0}, {-1, 2, -1, 0}, {0, -1, 1, 0}, {0, 0, O, 1}};

Ei gensyst em[A]
{{0, 1, 1, 3}, {{1, 1,1, 0}, {0,0,0, 1}, {-1,0, 1,0}, {1, -2,1,0}}}

A, =0, A, =1 (doppio),A; = 3.

Vy, = £((1,1,1,0), V, = £(0,0,0,1),(-1,0,1,0)), V,_ = £((1,-2,1,0)).

(5]

A={{3, -1, 0, 0}, {-1, 3,0, 0}, {0, 0, 4, 1}, {0, O, 1, 4}};

Ei gensyst em[A]
{{2, 3, 4, 5}, {{41, 1,0, 0}, {0,0, -1, 1}, {-1,1, 0,0}, {0,0,1,1}}}

N, =2,2,=32;=4,1,=5.
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V/ll = -E((la 11 01 O))'I V ) = L((Oy Oy _11 1))1

vy, = £(-1,1,0,0)), V, = £(0,0,1,1)).

(6]

A={{1, -4,3,0}, {-4,1,0,0}, {3,0, 1, 0}, {0, 0, 0, 1}};

Ei gensyst em[A]
=4 1k ak, Gl
{{-5, -4, 3, 0}, {0, 0, O, 1}, {O, 3, 4, 0}, {5, -4, 3,0}}}

Ay =—4, A, =1 (doppio),A; = 6.

Wy, = £((=5,-4,3,0)), V,, = £((0,0,0,1),(0,3,4,0)), V,, = L((5,-4,3,0)).

(7]

A={{2, 0,0, 0}, {0, 1,1, 0}, {0, 1,1, 0}, {0,0,0, 2}};
Ei gensyst em[A]
{0, 2, 2, 23, {{0, -1, 1, 0}, {0,0,0, 1}, {O,1, 1,0}, {1,0,0,0}}}

A, =0, A, = 2 (triplo).

V,, = £(0,-1,1,0)), V, = £((0,0,0,1),(0,1,1,0),(1,0,0,0)).

(8]

A= {{2, -1, 0, 0}, {-1, -2, 0, 0}, {0, O, 2, -1}, {0, O, -1, -2}};

Ei gensyst em[A]
({5 ~¥5, V&, ¥8}. {0, 0. -2+5, 2,
{-2+v5,1,0,0}, {0,0,-2-v5,1}, {-2-+5, 1, 0, 0} }}

A, = =5 (doppio), A, = V5 (doppio).
V,, = £((0,0,-2+ v/5,1),(-2+V/5,1,0,0)),

V,, = £((0,0,-2- /5,1),(-2- v5,1,0,0)).

9]

A= {{a, 2, a-1}, {-3,5, -2}, {-4, 4, -1}};

Sol ve[{CharacteristicPol ynom al [A x]/. x>1} ==0][[1]1]
{a->0}

Ei gensystem[A/. %
{{1, 1, 23, {{0, 1, 23}, {0, O, O}, {1, 1, 0}}}

i) a=0. ii)No.
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(10]

281

A= {{1, 0, 0}, {1, -1, 0}, {2, 3, 2}};

Ei gensyst em[A]
{{-1, 1, 23, {{0, -1, 13, {-2, -1, 7}, {0,0, 1}}}

0 -2 0
i)P:[—l -1 o]. ii) No.

1 7 1

(11]

A= {{0, h, h}, {1, h"2-h, 1}, {h-1,0, h-1}};

Sol ve [Det [A] == 0]
{{h->0}, {h-0}, {(h>1}, (h->1}}

Ei gensystem[A/. h - 1]
{{-1, 0, 1}, {{-1, 1, 0}, {-1, -1, 1}, {1, 1, O}}}

) he(0,1). ii)Ad,=-1,1,=0 A;=1.

V/\1 = /£((-1,1,0), V , = L£((-1,-1,1)), Vv, .= £((1,1,0)). iii) Si

(12]

A= {{1, 2, -4}, {2, -2, -2}, {-4, -2, 1}};

m= Ei gensyst em[A]
{{-3, -3, 6}, {{1,0, 1}, {-1, 2, 0}, {-2, -1, 2}}}

<<Li near Al gebra‘ Ot hogonal i zati on*

G anSchmi dt [m[[2]11]]

o - 25 el -
2zl ’

WIN
-
-

winN
W=

342" 3 ' 3.2

i) A, = =3 (doppio),A, = 6.

Vy, = £((1,0,1),(-1,2,0), V,_ = £(~2,-1,2)).

va-(( o 55 o e 55 7))
1 12
V2 32 3
i P=| o ZT\/E 3
11 -2
)
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(13]

A={{3, 2, 1}, {-3, -2, h+1}, {6, 4, 2}};

Sol ve[{CharacteristicPol ynom al [A, x1/.Xx->3}==01[[1]]
{h- -2}

Ei gensystem[A/. %

{{0, 0, 3}, {{-1, 0, 3}, {-2, 3, 0}, {1, -1, 2}}}

i) h=-2. i) 4, = 0 (doppio),A, = 3.
Vi, = £((-1,0,3),(-2,3,00), V, = L((1,-1,2)).
0 0O
D= [ 0 0O ]
0 0 3
B=(-1,0,3),(-2,3,0),(1,-1,2).

(14]

A={{1, -2, 4,1}, {2, -3, 9, -1}, {1, 0, 6, -5}, {2, -5, 7, 5}};

Det [A]
0

Si.

(15]

A= {{1, -1, a+2}, {2a+1, -1, 0}, {0, O, a}};
X ={x1, x2, x3}; B={0, 0, 0};

Reduce[A. X == B, X]
a==088X2 == Xx1&8x3 == 0| | X1 == 0&&X2 == 0&&x3 == 0&&a + 0

c=A.a-» -1;

Mat ri xFor m[b = Transpose[c] +C]

2 -2 1
-2 -2 0
1 0 -2

Ei genval ues[b]
{-3, -2, 3}

a # 0: una soluzione (la soluzione nulla);
a = 0: infinite soluzioni dipendenti da un’incognita libera.

2 -2 1
B=WA+A=| -2 -2 0 |, 4, =-3 1,=-2 1;=3.
1 0 -2
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(16]

283

A= {{0, a, -1, 0}, {a, O, 1, 0}, (-1, 1, -1, 0}, {0, 0, O, a}}:

Sol ve[Det [A] == 0]

{{a->0}, {a->0}, {a>2}}

Ei gensystem[A/. %[ [1]1]]

{{-2,0,0, 1}, {{2, -1,2,0}, {0,0,0,1}, {1,1,0,0}, {-1,1,1,0}}}

i)aé{0,2). ii) Ay =-2, A, =0 (doppio),A, =1.

VA1 = /£((1,-1,2,0), V. , = £((0,0,0,1),(1,1,0,0), V .= £((-1,1,1,0)).

(17]

A= {{0, 2, a}, {2, 1, 1}, {a, 1, 1}};

Sol ve[Det [A] == 0]
{{a>2}, {a>2}}

Ei gensystem[A/.a - 2]
{{-2,0, 4}, {{-2,1, 1}, {0, -1, 1}, (1,1, 1}}}

ya=2; i)A,=-21,=0, 1, =4.

V/ll = L((_zv 11 1))1 A ) = -E((O! _11 1))1 V 3 = -E((la 11 1)) .

(18]

A={{1, 0, 1}, {1, h, 2}, {-1, h, 1-h"2}}; X=(X, Yy, z}; B={0, 1, h};
Reduce[A. X == B, X]

h==1&8X == -z&8y ==1-2| |

xom L ggy - 2N ges -1 gg 1.h+088&h+ 081 +h %0
T T aan e T o * T

m=A/.h-0;

Mat ri xFor m[c = m Transpose[m] ]

2 3 0

3 5 1

0 1 2

Ei gensystem[c]
{{0, 2, 7}, {{3, -2, 1}, {-1,0, 3}, {3,5,1}}}

i) Seh & {-1,0,1}: esiste una sola soluzione;
seh e {-1,0}: non esistono soluzioni;
seh = 1: esistono infinite soluzioni dipendenti da un’incognita libera.

2 30 000
ii)C=[3 5 1];0:[0 2 o]; iii) no.

01 2 0 0 7
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(19]

A= {{0, -1, k}, {-1, h, -1}, {k, -1, 0}};
Sol ve[ Det [A] == 0]

Solve ::”” svar s’ : Equations may not give solutions for all solve variabl es.

(-2} vo01)

a=A/.{h-0, k->1};

b = Ei gensyst em[a]
{{-1, -1, 2}, {{-1, 0, 1}, {1, 1, O}, {1, -1, 1}}}

Mat ri xFor m[Transpose[b[[2]11]1]

-1 1 1
0 1 -1
1 O 1

<<Linear Al gebra‘' Ort hogonal i zat i on*

Mat ri xFor m[Tr anspose [Gr anSchmi dt [b[[2]]]1]]

11 1
V2 B B
o |2 _LJ
1 13 \{g
NN
. 2
I)kqf:OehiE
1 0 0 101 1
ii)D:[ 0 -1 o]; P:[ 0 1 -1
0 0 2 1 0 1
2111
Vi V& V3
i) AesmmeticaQ=| o Y2 _L1
G
1011
Vi Ve V3

[20] i) SeA,,A,, . ..,A, sono gli autovalori diA con molteplicitam,, m,, ..., m,, rispettivamente, allora
At 2%, ... A7t sono gli autovalori diA-1, con le stesse molteplicita,, my, . .., m.

i) D’=D1,P =P,

[21] i) SeA,,A,, ... ,A, sono gli autovalori diA con molteplicitam,, m,, ..., m,, rispettivamente, allora
A%,3,... A2 sono gli autovalori diA2, con le stesse molteplicita,, m,, . .., m.

iy D' = D2, P = P.
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[22]

285

A={{0, 1,0, 0}, {1,0,0,0}, {0,0,1,2}, {0,0,2 1}};

Ei gensyst em[A]
144, =i, d; &,
1o, ©, =1, iy, {=1, i, @, O}, {i, i, @, O}, {©, @, 14, i)}

i) A; = =1 (doppio),A, =1, A5 = 3.
Vi, = £(0,0,-1,1),(-1,1,0,0), V,_ = L((1,1,0,0)), V. = £((0,0,1,2)).

(23]

A={{1, 1, 1}, {-1, 0, 1}, {2, 1, 0}};

Ei gensyst em[A]
{{-1, 0, 23}, {{O, -1, 13, {1, -2, 1}, {1, 0, 1}}}

A, =-1,21,=02;=2.

0o 1 1
i) AésimmetricaB=| -1 -2 0 |.
1 1 1

(24]

A= {{1, -h, 1}, {1, h, -1}, {3, -1, 1}}; X={X, Yy, z}; B={1, 0, 2};
Reduce[A.X=l= B, X1 1 1 1
h==1&&x==§&&z==§ (1+2y)||x==§&&y==0&&z:=§&&—1+h¢0

Ei gensystem[A/. h - 1]
{{0, 0, 33}, {{0, 1, 13}, {0, 0, 0}, {3, -1, 5}}}

i) h=1,ii) h+ 1;iii) A non é diagonalizzabile.

[25] i) Falso, per esempidD = ( 8 8 ) e diagonalizzabile ma non invertibile;

ii) falso, per esempioA = ( é i ) e invertibile ma non diagonalizzabile.

(26]

A= {{1, -3, 5}, {3, 2, 1}, {-5, -4, 0}};

Mat ri xFor m[B = A+ Tr anspose [A] ]

2 0 0
0o 4 -3
0 -3 0

Ei gensyst em[B]
{{2,2-v13, 2. v13},

(1.0.01 f0. 3 (-2+53) 1}, fo. & (~2-E). 1}})
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2 0 0 2 0 0
B=|0 4 -3|,B=|0 2++13 0 .
0 -3 0 0 0 2-+4/13

[27]

A={{1,0, -1, 0}, {0, -1, 1, 0}, {0, O, 1, 1}, {0, O, k, O}};

Sol ve[Det [A] == 0]
{{k>0}}

b = Ei genval ues [A]

{71, 1, % (17\/1+4k), % (1+\/1+4k)}
Flatten[Tabl e[b[[i 11 ==b[[j11, {i, 4}, {j, 4}11:

Map [Sol ve, %

Solve ::” i fun”: Inverse functions are being used by Solve, so sone solutions may not be
f ound
Solve ::”” i fun”: Inverse functions are being used by Solve, so sone solutions may not be
f ound

[toy 0, k23, 0, 0, 10) O, (k-03), ((ko2)),
1 1
ot {{k-o -2 00 tk-on, {{ks -2 (i}
Ei gensystem[A/. k -» 2]
{{-1, -1, 1, 23, {{0, 1, O, O}, {0, O, O, O}, {1, 0,0, O}, {-3, 1, 3, 3}}}

Ei gensystem[A/. k -» 0]

{{-1, 0, 1, 13},
{{0, 1, 0, 0}, {-1, -1, -1, 1}, (1,0, 0, 0}, {0,0,0,0}}}

Ei gensylst emA/ .k » -1/4]

(22 1)

{{o, 1, 0, 0}, {-4, -g, 7, 1}, {0, 0,0, 0}, {1, 0, O, 0}}}

3

i) k0. mk>_%x¢Qk¢z
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(28]
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A= {{2, -2, -1}, {-2, 5, 2}, {-1, 2, 2}};

Det [A]
7

Mat ri xFor m[l nver se [A] ]

t 1R
{2 ¢
A A

b = Ei gensyst em[A]
{{1, 1, 7}, {{1,0, 1}, {2,1, 0}, {-1, 2, 1}}}

Mat ri xFor m[Transpose[b[[2]11]1]

1 2 -1
0 1 2
1 O 1

<<Linear Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

Mat ri xFor m[Tr anspose [Gr anSchmi dt [b[[2]1]]1]]
1 1 1
V2 3 6
1 2
0 — z
3 3 ]
A {; )
V2 B e
) detA=7
6 2 1
7 7 7
-1_1] 2 2
AT=1 7 7 3%
i _2 6
7 7 7

i) A, =1 di molteplicita 2, 2, = 7 di molteplicita 1.

V/\1 = /£((1,0,1),(2,1,0), V , = £((-1,2,1)).

iii) P =

_ O R
o N

-1
2
1

Sl
Sl
Sl

o

v) Q=

Sl
s

N
-
S
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(29]

A={{1, 2, -1, 0}, {2, 3, -2, 0}, {-1, -2, 1, 0}, {0, 0, O, O}};

Root Reduce [Ei gensyst em[A] ]
{{o o, % (5-v33), % 5+v33)}, {10,0,0,1}, 11,0, 1, 0},

(-3+89). 2.0}, {1, -1+ 1, 0}})

—
I
&
N

00 0 0
00 0 0
A’=005_2‘/§)’ 0
00 5+2\/§3

(30]

A= {{-10, -14, 0}, {6, 9, 0}, {-9, -18, -1}};

Ei gensyst em[A]
{{-3, -1, 23, {{-2, 1, 0}, {O, O, 1}, {7, -6, 15}}}

-3 0 O -2 0 -7
A’:{ 0 -1 0],8:{ 1 0 6 ]

0O 0 2 0 1 -15

(31]

A={{1,0,0, 0}, {(k2-1,1, 0, 0},
(k"30-2k"5+3k™3, 0, 1, 0}, {5k +5, k"2 +k, k"3 -k, 1}};

Sol ve[Det [A] == 0]
{3

Ei gensyst em[A]
{{1, 1, 1, 13, {{0, 0,0, 1}, (O, 1-k, 1, O}, {O, O, O, O}, {0, 0,0, 0}}}

k=1;

Ei gensyst em[A]
{{1, 1, 1, 13, {{0, 0,0, 13, {O,0,1, O}, {O,0,0,0}, {O,0,0,0}}}

k=-1;

Ei gensyst em[A]
{{1,1,1, 13, {{0,0,0,1}, {O,0,1,0}, {O,1,0,0}, {2,0,0,0}}}

i) A einvertibileYk e R. ii) A e diagonalizzabile sk= -1.
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(32]
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A={{0, 1,1, h}, {1, -1, 0, -1}, {1, 0, 1, 0}}:
X = {x1, x2, x3, x4}; B= {0, 0, 0};

Reduce[A. X == B, X]

h == 188x1 == X388X2 == X3 - X4 |
X1 == ~X3&8X2 == X388x4 == 0&& -1 +h # 0

h=1;
B = A Transpose[A] ;

Mat r i xFor m[B]

3 -2 1
-2 3 1
1 1 2

b = Ei gensyst em[B]
{{0, 3, 5}, {{-1, -1, 13}, (1,1, 2}, {-1, 1, 0}}}

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zati on*

Mat ri xFor m[Tr anspose [Gr anSchmi dt [b[[2]]]1]1
1 1 1

V36 2

R

V3 VB V2

1 2

— = 0

3

i)Seh=1:ilrangodiA e 2,seh = 1:ilrango diA e 3.

3 21
iDB:[—Z 3 1

1 1 2

autovaloridiB: A; =0, A, =3, A;=05;

autospazi dB: V  =L((-1,-1,1),V, =L(L1, 2),V L= £((1,-1,0));

11
V3 V6 V2
o| o1 11
| V3 V6 V2
1 2
N
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[33]

A={{-1,0, 4,0}, {0,1,0, -1}, {1, 0, 2, 0}, {0, h, O, 1}};

Sol ve[Det [A] == 0]
{{h>-1}}

b = Ei genval ues [A]

{72, 3, Ji(—]i+\m>, i ]'HW)}

Flatten[Tabl e[b[[i 11 ==b[[j11, {i, 4}, {j, 4}11:

Map[Sol ve, %

{{{}}, {3, {{h>-9}}, {}, {}, {({}}, {}, {{h>-4}},
{{h~>-9}}, {}, {{}}, {{h>0}}, {}, {{h>-4}}, {{h->0}}, {{}}}

h=-9;
Ei gensyst em[A]

{{-2, -2, 3, 4},
{{0, 1, 0, 3}, {-4,0,1, 0}, {1,0, 1, 0}, {0, -1, 0, 3}}}

h=-4;
Ei gensyst em[A]

{{-2, -1, 3, 3},
{{-4,0, 1, 03}, (O, 1,0, 2}, {O, -1,0, 2}, {1,0, 1, 0}}}

h=0;

Ei gensyst em[A]
{{-2, 1, 1, 3}, {{-4, 0,1, 0}, {O, 1,0, 0}, {O,0,0,0}, {1, 0,1, 0}}}

i) h+-1, ii)h<O0.

(34]

A={{2, -3, 0,3}, {3, -4, 0, 3}, {0, 3, 2, -3}, {3, -3, 0, 2}};

Ei gensyst em[A]
=1 =4, 2, 23,

{{0, 1,0, 13, {-1, -1, 1,03, {1,1,0, 1}, {0,0, 1, 0}}}
Ei gensyst em[Tr anspose[A] ]

{{-1, -1, 2, 2},
{{-1,0,0,1}, {-1,1,0,0}, {1, -1,0, 1}, {1,0,1,0}}}

i) A e'A hanno gli stessi autovalori in quanto hanno lo stesso polinomio caratteristico.

i) Gli autovalori di A sonod; = -1, A, = 2 entrambi con molteplicita 2, gli autospazi ad essi relativi sono
rispettivamente generati dé0, 1,0, 1), (-1, -1, 1,0)) e da((1,1,0, 1), (0,0, 1, 0)); gli autovalori di ‘A coincidono
con gli autovalori diA ma i rispettivi autospazi sono diversi, infatti sono generati@4d, 0,0, 1), (-1,1,0,0)) e
da((1,-1,0,1),(1,0,1,0)), rispettivamente.
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[35]

A={{2, 3, 1}, {-2, -3, h}, {4, 6, 2}};

b= Ell genval ues [A] 1

{0, 5 (17\/25+24h), 5 1+\/25+24h)}

Flatten[Tabl e[b[[i 11 ==b[[j11, {i, 3}, {j,3}11:

Map [Sol ve, %

Solve ::”” i fun”: Inverse functions are being used by Solve, so sone solutions may not be
f ound

Solve ::”” i fun”: Inverse functions are being used by Solve, so sone solutions may not be
f ound

{10y, tth>-13y, 0 teh> -1,

25 25
(. {fr--23} 0. {fr--2 1)
h=-1;

Ei gensyst em[A]
{{0, 0, 13}, {{-1, 0, 2}, {-3, 2, 0}, {1, -1, 2}}}

h =-25/24;

Ei gensyst em[A]

oL 9 (-3 1o} & -5 1) wo.o))

25
h>-—.
24

[36] Seb=1,alloraa=0,A=1eA" =1;
seb+ 1alloraa=A(b-1), AeR,

1 00 1 00
A’:{OlO, B:[Ol)t].

0 0 b 0 0 1
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[37]

A= {{1, O, h}, {0, 2, 0}, {h, 1, 1}};

b = Ei genval ues [A]
{2, 1-h, 1+h}

Flatten[Table[b[[i 11 ==b[[j11, {i, 3}, {j,3}11:

Map [Sol ve, %

{({{}}, {({h>-1}}, {{h>1}}, {{h>-1}},
{{}}, {{h>0}}, ({h>1}}, ({h>0}}, ({3}

h=-1;

Ei gensyst em[A]
{{0, 2, 23}, {{1,0, 1}, {-1,0, 1}, {0,0,0}}}

h=1;

Ei gensyst em[A]
{{0, 2, 23}, {{-1,0, 13, {2,0, 1}, {0,0,0}}}

h=0;

Ei gensyst em[A]
{{1, 1, 23}, {{0, 0, 1}, {1, 0, 0}, {0, 1, 1}}}

h++1.

(38]

A={{2,0,0}, {2-h, -1+h, -1}, {-2+h, O, h}};

b = Ei genval ues [A]
{2, -1 +h, h}

Flatten[Tabl e[b[[i 1] ==b[[j11, {i, 3}, {j,3}11;

Map [Sol ve, %

{({{}}, {({h>33}}, {{h>2}}, {{h>3}}, {{}}, {}, {({h->2}}, {3}, {{}}}
h=3;

Ei gensyst em[A]
{{2, 2, 33}, {{-1, 0, 13}, {O, 1, O}, (O, -1, 1}}}

h=2;

Ei gensyst em[A]
{{1, 2, 23, {{0, 1, 0}, {O, -1, 1}, {1, 0, 0}}}

La matriceA e diagonalizzabile per oghi € R.

[39] i) V* = L£((2,-1,1,0),(-1,0,0,1)), quindi una base di autovettori é:

$=(1201),0110),(2-110),(-1,00,1)).
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il) La matrice D simile adA e relativa alla bas@ eé:

2 000
0 2 00
P=1000 o0
0 00O
[40] i) PeresempioB—((O 1 0 i) (14,0,0,0 (O L 0 —i) 0,0 10))
,ﬁ,,ﬁ' B § 1 ’,\/é" 2! e Bt | .
1 000
i . 0 300
i) Per esempioD = 00 3 0
0 0 0 3

[41]

293

A= {{0, 2h, 2h}, {2, 2, 0}, {2, k, 2}}; X= {x1, x2, x3};
k=0;

Reduce[A X ==2X, X]
X1 ==

h=1;

Ei gensyst em[A]
{{-2, 2, 43, {{-2,1, 1}, (O, -1, 1}, {1, 1, 11}}

C ear [h, k1]
h=0;

Ei genval ues [A]
{0, 2, 2}

Reduce[A. X == 2X, k]
k == 08&x1 == 0| |x1 == 0&&X2 ==

i) A ammette I'autovalore 2, per oghie R.
-2 00 -2 0 1
i)b=( 0 2 0|, P=f 1 -1 1|
0O 0 4 1 1 1
iii) A e simmetrica pertanto si puo ottenere una base ortonormale di autovettori.

iv) A é diagonalizzabile pet = 0.
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[42]

A= {{0, 2, 2a}, {2, 2, 0}, {2, 0, 2}};
a=-1;

Ei gensyst em[A]
{{0, 2, 2}, {{-1,1, 13, {0, 1, 1}, {0, 0,0}}}

a=0;

Det [A]
-8

<<Linear Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

G anfSschmi dt [A]
{{0, 1, 0}, {1, 0,0}, {0, 0, 1}}

GranSchm dt [Tr anspose [A]]

1 1 2 1 1 1 1 1
I 2 b L 25— I — 2

w

i) A non é diagonalizzabile.

i) Per esempio:

$=((0,1,0,(1,0,0),(1,0,1)), C= ((o

o 2
NE
i) P= 1 € una matrice ortogonale
R Jonae:
ot 1
V2 V6 V3

(43]

A={{1, -3, 1, 2}, {h, 0, 0, 0}, {1, -1, 0, 0}, {0, 0, O, h}};

Sol Ve[mt [A] == 0]
{{h>0}, (h->01}}

Mat ri xFor m[l nver se[A]l]

0 % 0 0

0 E -1 0

2

1 2 -3 b

0 0 0 h
h=0;

Ei gensyst em[A]
{{o, 0, % (LVE), % 1+V§)}, {{1, 1, 0, 13,
(1, 1, 2, 0}, {% (1_6), 0, 1, o}, {% (1+V§), 0,1, o}}}
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i) Seh # 0, la matriceA é invertibile e:

1
0+ 0 0
1
0 & -1 0
A=
2 2
1 - -8 -
1
00 0 -

; 1 1
i) A, =0,m =2 2,= E(1—\/5), m, =1 A= 51+ V5), m, = 1.

Vy, = £((1,1,0,1),(1,1,2,0), V,_= L((%(l— v5),0,1, o)); v, = L((%(1+ v5),0,1, o)).

iii) La matrice A é diagonalizzabile perche la dimensione degli autospazi coincide con la molteplicita dei relativi
autovalori.

1 0 0 100 -1 00
[44] Dlz{o -1 o],Dzz[o 0 O],D3={ 0 1 o],
0 0 00

0 -1 0 00
1.0 0 00 O 0 0 0

D,=| 0 0 0|,D,=[0 1 0 |, Ds=|0 -1 0|
0 01 00 -1 0 0 1

[45] ) A, =LA, =345 = 7;V)Ll = L((1, -2, 1)),V)L2 = /£((1,0,-1)),V = £((1,1,1)),;

1 1 1
ii)P:[—Z 0 1];

1 -1 1
111
Ve V2 V3
2 1
i) Q= —% 0 ﬁ
111
Ve V2 V3

[46] i) Autovalori: A, = =3, m, = 2, A, =3, m, = 1;
autospaziV, = /£((1,0,0),(0,1,-1)), V, = L((0,1,1));
-3 0 O 1 0 O
ii)D:[O -3 O],P:[O 1 l];
0O 0 3 0 -1 1
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1 0 0
o L+ L

i) Q = V2 2
o -+ L1

V2 2

(471 )

A={{2, 0, 0}, {0, 2, 0}, {-1, O, 3}};
B={{1, 0, 0}, {-2, 3, 0}, {-2, 0, 3}};

A.B-B. A
{{0, 0, 0}, {0, 0, 0}, {0, 0, 0}}

Ei gensyst em[A]
{{2, 2, 3}, {{1,0, 1}, {0, 1, O}, {0, 0, 1}}}
Ei gensyst em[B]
{{1, 3, 3}, {{1,1, 13, {0,0, 1}, {0, 1,0}}}

$=(111),(0,10),(0,01).

i)

A= {{3, -2, -2}, {0, 2, 0}, {O, -1, 1}};
B={{-2,1, 1}, {0, 0, 0}, {O, -1, -1}};

A.B-B. A
{{0, 0, 0}, {0, O, O}, {0, O, 0}}

Ei gensyst em[A]

{1, 2, 33}, {{1,0, 13, {O, -1, 1}, {1, 0,0}}}
Ei gensyst em[B]

{{-2, -1, 0}, {{1, 0, 03}, {2,0, 13}, {0, -1, 1}}}

$=(10,1),(0,-1,1),(1,0,0)).

ii)

A= {{-66, 190, 68}, {-4, 13, 4}, {-53, 148, 55}};
B={{-30, 96, 32}, {-2, 8, 2}, {-25, 75, 27}}:
A B-B.A

{{0, 0, 0}, {0, O, O}, {0, O, 0}}

Ei gensyst em[A]

{{-1, 1, 2}, {{32, 2, 25}, {14, 1, 11}, {1, 0, 1}}}
Ei gensyst em[B]

({1, 2, 2}, {{32, 2, 25}, {1, 0, 1}, {3, 1, 0}}}

B. {14, 1, 11}
(28, 2, 22}
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B =((322,25),(14,1,11),(-1,0,-1)).

iv)

A={{1,0, 2, 0}, {-24, 1, 48, 6}, {0, 0, 2, 0}, {8, 0, -16, -1}};:
B={{-2, 0,8, 0}, {-12, 3, 24, 3}, {0, 0, 2, 0}, {-16, O, 32, 2}};

A.B-B. A

{{o, o, 0, 0}, {0, O, O, O}, {0, 0, 0, 0}, {0,0,0,0}}

Ei gensyst em[A]

{{-1, 1,1, 23, {{0, -3,0,1}, {1,0,0, 4}, {0, 1,0, 0}, {2,0,1,0}}}
Ei gensyst em[B]

{{-2, 2, 2, 3}, {{1, 0,0, 4}, {0, -3,0,1}, {2,0,1, 0}, {0,1,0,0}}}

8=(100,4),(0,1,0,0),(2,0,1,0),(0,-3,0,1)).

v)

A= {{16, -16, 4, 16}, {0, O, O, 0}, {-48, 48, -12, -48}, {0, 0, 0, 0}};
B={{-9, 12, -3, -12}, {3, -3, 1, 3}, {12, -12, 4, 12}, {9, -12, 3, 12}};
A.B-B. A

{{o, o0, 0, 0}, {0, 0O, O, 0}, {0, 0, O, 0}, {0, 0,0, 0}}

Ei gensyst em[A]

{{0, 0, 0, 4}, {{-1, 0,0, 1}, {-1,0, 4,0}, {1, 1,0,0}, {-1,0,3,0}}}
Ei gensyst em[B]

{{0, 0,1, 33, {{0,1,0,1}, {(-1,0, 3,0}, {0, 1, 4,0}, {-1,0,0, 1}}}
A. {0, 1, 4, 0}

{0, 0, 0, 0}

A {0, 1, 0, 1}
{0, 0, 0, 0}

8=(0,14,0),(100,-1),(0,1,0,1),(1,0,-3,0)).
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Capitolo 22

Forme Bilineari e Forme Quadratiche

Questo capitolo riveste notevole importanza per lo studio delle coniche nel piano e quadriche nello spazio. Inoltre
costituisce la base per I'estensione del concetto di prodotto scalare.

In tutto il capitoloV sara, salvo avviso contrario, uno spazio vettorial®sti dimensionen.

22.1 Forme bilineari simmetriche

Definizione 22.1 Unaforma bilineare su V € un'applicazione : V xV — R, tale che perognk,x’,y,y’ € V
e per ognid € R si abbia:

1 oex+x,y) = ¢x,y) + e(x',y);

2. p(x,y +Y') = o(x%,y) + 0(x,¥');

3. p(Ax,y) = o(x,dy) = A¢(X,y).
Definizione 22.2Una forma bilineare si dicsimmetrica se:

e(x,y) = ¢(y,x), ¥x,y € V.
L'insieme delle forme bilineari simmetriche reali su V sara indicato & ,R).
Esempio 22.1In generale un prodotto scalare su uno spazio vettoriale ¥éaain esempio di forma bilineare
simmetricareale s\ . In particolare, quindiil prodotto scalare standardksudell’ Esempio 12.2 e il prodotto sca-
lare suR?, distinto da quello standard, considerato nellEsempio 12.3 sono entrambi forme bilineari simmetriche
reali rispettivamente sR" e SUR?.
Esempio 22.2La funzioney : R? x R? — R definita da:
(X, y) = XYy + 24Y, + 3Ky + A%y,

dovex = (X, %) ey = (Y1, ¥,) € unaforma bilineare non simmetrica, infatbx, y) — ¢(y, x) = =X, + 2X,Y; .

22.1.1 Matrice di una forma bilineare simmetrica
Sia8 = (v4,...,v,) unabase dV e ¢ € 8,V,R). Per ogni coppia di vettotk,y € V, con:
X=XVi+...+ XV, Y =YV + ...+ YV,

per le proprieta di bilinearita dp, si ha:
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Pex,y) =X vy + . F X Vi YV YY)

=X Y10V, V) + XYoo (v, Vo) + oo+ XYV, V)

(22.1)
X Y10(Vo, V) + XoVoo(Vy, Vi) + oo+ XY 0(Vy, Vi )+
+...
X Y10V V) + XYoo (Vi Vo) + o+ X Yo (Vi, V).
Postoa;; = ¢(v;, v)),, i, j =1,...,n, alla forma bilinearey si associa la matrice:
a; &y - Gy
Ay Sy .. Hy
A=MF@=| © =@, g <R,
aln a2n e aﬁn
che é lamatrice della forma bilineare ¢ rispetto alla bas& di V.
La conoscenza della matriédepermette quindi di calcolare(x, y), qualunque siano i vettost ey in V.
Teorema 22.1La matrice associata ad una forma bilineare simmetrica € simmetrica.
DimostrazionePer definizione di forma bilineare simmetriag = ¢(v;, v;) = ¢(v;,vj) =a;, i,j =1,...,n. |

Nel Capitolo 23 si dimostrera in modo rigoroso che, fissata la Bad@pplicazioney s (a;;) € un isomorfismo
tra 8,(V,R) e il sottospazio dR™" delle matrici simmetriche&S(R™") definito nel Capitolo 8.

La formae si pu0 scrivere in forma polinomiale nel modo seguente:

n

p(x,y) = Z &;%Yj-
iJ

i1

Esempio 22.3La matrice associata al prodotto scalare standaf®surispetto alla base canoniga di R" € la
matrice unitdl . Mentre la matrice associata al prodotto scalare del’Esempio 12.2, rispetto alla base canonica di

R3, & la matrice diagonale:
3 00
A= 0 4 0.

0 0 5

In entrambi i casi la matrice associata & diagonale e vedremo che se la matrice associata € diagonale sara piu facile
classificarela forma quadratica associata.

Esempio 22.4La matrice associata alla forma bilineare del’Esempio 22.2, rispetto alla base candRi¢aédi
1 2
A=(57)

Esempio 22.5La forma bilineare simmetrica Bs([R3, R) associata alla matrice:

1 0 2
0—15]

2 5 0

che, come previsto, non é simmetrica.

A=

ha come espressione polinomiale:

p(x,y) = X1Y; + 2(X1y3 + X3y1) — XY, + 5(X2y3 + X3y2)
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esex =(1,2,3) ey =(0,3,4) allora

0
px,y)=(1 2 3)A[ 3 ]:72.
4
22.1.2 Forme bilineari simmetriche in forma matriciale

Teorema 22.2 Siano V uno spazio vettoriale Ri, 8 = (v4,...,v,) una base di V p € B8(V,R) una forma
bilineare simmetrica avente per matrice:A(aij), i,j=1,2,...,n, €

X1 Y1
x=|"2| v=|% (22.2)
Xn Yn
le matrici colonna delle componenti dei vettstjy € V rispetto alla baseB di V. Si ha:
o(x,y) = XAY = YAX. (22.3)
DimostrazioneAbbiamo:
a; &y - Gy Y1
XAY = (X X% ... X ) 2 %2 e G || V2
a1n a2n ann yn

A9Y1 +aYo + .+ 8V,
Y1 +8Y, + ..+ 8y,

= (x X% .- %)

Quindi, svolgendo e confrontando con (22.1) si ottiene:

¢(x,y) = XAY;
inoltre poichéy(x,y) € uno scalare, risulta:
P(x,y) = (p(x,y) = XAY = (XAY) = Y'AX,
e dalla simmetria dA (A = A) segue la tesi ||
Teorema 22.3Siano V uno spazio vettoriale &, 8,8’ due basi di V, A= MZ3(p), A = M¥ 5 () le matrici

associate ap rispetto a8 e a B’ rispettivamente. Se P indica la matrice del cambiamento di basg daB’,
risulta:

A = PAP.
DimostrazioneDette X = PX’,Y = PY’ le equazioni del cambiamento di base, (cfr. Paragrafo 24.1) si ha:
o(x,y) = XAY = (PX)APY') = X’ PAPY..

D’altra parte si puo scrivere(x,y) = X’A’Y’ e, dal confronto delle due espressioni, si ottiebe PAPY =
X’AY’ oppure X’(‘PAP- A)Y’ = 0, perogniX’, quindi( PAP- A )Y’ =0, dacuiA’ = PAP. |

Osservazione 22.1L.a matriceA’ & ancora simmetrica, infattit PAP) =t PAP.
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Esempio 22.6Data la forma bilineare simmetrigax, y) = 3X;Y; — X;Y, — Xy, + 2%,Y,, le matrici di¢ rispetti-
vamente riferite alla base canonica e dopo il cambiamento di base di matrice

(1 2)
(57 (R0 )G T )

Esempio 22.7 Se si considera il prodotto scalare standardjn

sono

px,y)=x-y, X, yeV,

La matrice associata al prodotto scalare rispetto alla base cam®ridd, j, k) € la matrice:

100
A=M2Bp)=1=|0 1 0.
0 01

Sia$’ = (2i,i+5j, —2k) una nuova base (non ortonormale)di. La matrice associata al prodotto scalare rispetto
a questa nuova ba#®¥ é data dalla matrice simmetrica:

4 2 0
MEF () =t PIP='PP=| 2 11 0|,
0O 0 4
cioe’ sex, y hanno componenti rispettivamer(te, X2, X3) € (y1, y2, ys) rispetto alla basé&’ si ha:

e(x,y) = XY + 20X, + X5¥7) + 11Xy, + 4XLYs.

Si pone quindi il problema, se si ha I'espressione@, y) rispetto alla basé’, di capire che la forma bilineare
¢ € il solito prodotto scalare. Ci occuperemo di questo problema nei paragrafi successivi.

22.2 Forme quadratiche

Si vuole ora estendere il concetto di norma di un vetiptg? = x - x, considerando non necessariamente un
prodotto scalare ma una forma bilineare simmetzagualsiasi.

Definizione 22.3 Data la forma bilineare simmetrica € 8,V ,R), I'applicazione:
Q:V—-R, x— Qx) =e¢x,x),

si diceforma quadratica reale associata alla forma bilineare simmetricap.

L'insieme delle forme quadratiche reali $usi indica conQ(V,R).

Osservazione 22.2 e forme quadratiche reafion sono applicazioni lineari. Infatti per ogmi,y € V e per ogni
A €R siha:

1) Qx+y)=¢x+y,x+y)=Q(x) +20(x,y) + Qy).
2) QAx) = p(Ax,Ax) = /\ZQ(X).

Lespressione )& dettsforma polare della forma quadratic®. Dalla 2), per = 0, si ottieneQ(0,,) = 0, dove
O, indica il vettore nullo diV.
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Definizione 22.4SedimV = n e B é una sua base, la matrice simmetrica di ordine rp¢gottenuta rispetto &3
si dice anchematrice di Q (rispetto alla baseB) e il suo rango si dice anchmngo della forma quadratica Q.

Esempio 22.8L’espressione polinomiale della forma quadrat@auR 2, avente la seguente matrice:

3 -1 2
[—1 0 1]

2 1 1

eQ(x) = 3X%+>é—2xlx2+4x1x3+2x2x3, mentre I'espressione polinomiale della relativa forma bilineare simmetrica
e:

O(x,y) = XY + X3Y3 — (XYo + Xo¥71) — 2(X1Y5 + X3Y7) + XoY5 + X3Ys.

Osservazione 22.3C’e una corrispondenza biunivoca tra forme bilineari simmetriche e forme quadratiche as-
sociate. Infattiy individua Q e viceversa, data la forma quadratica Q, utilizzando la forma polare di Q, si
ha:

1
¢0a,y) = S {Qx +y) - Q) - Q)}-

22.2.1 Rappresentazione di una forma quadratica in forma matriciale

Da quanto detto nel Paragrafo 22.1.1 segue che, perogrB (V,R), e, per ognix € V, si ha:
n
QG0 = ¢(x,%) = > a;%x; = XAX,
ij=1

Il determinante della matrice d si dicediscriminante di Q.

Si pud osservare chg(x) si esprime quindi mediante un polinomio omogeneo di secondo grado nelle componenti
del vettorex. Questo € il motivo che giustifica il nome di forma quadratica.

Esercizio 22.1 Data la forma quadratica reale Bif : Q(x) = Xi + 4G + 3% — 4X1 X5 + 10X,X,,

i) scrivere I'espressione polinomiale della forma bilineare simmetsiagsociata &) e la relativa matrice (rispetto
alla base canonica @*).

ii) Postoa = (1,0,1,0) e b = (0,1, 1,0), calcolareg(a, b) e Q(a).

Soluzionei) p(x,y) = X1Y; + 4X3Y5 + 3XaYs — 2(X1Y3 + X3Y1) + S(XoY4 + X4Yo).

1 0 -2 0
0 0 0 5
M@= 5 0 4 o
0 5 0 3
ii) ‘)O(al b) = ‘)0((1! 07 1’ 0)1 (01 11 1’ 0)) =
1 0 -2 0\(0 0
0 0 0 5{[1 1
=(1010) 5 o 4 ollz|s(-2020) ]|=2
o 5 0 3/lo 0

Q@) =0Q1,0,1,0=1+4+0-4+0=1.
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22.3 Classificazione delle forme bilineari simmetriche e delle forme qua-
dratiche

La definizione che segue intende estendere il concetto ordinario di ortogonalita tra vettori al caso piu generale delle
forme bilineari simmetriche.

Definizione 22.5Due vettorix,y € V si diconoconiugati o ortogonali rispetto ag € 8,V,R), oppure rispetto
a Q sep(x,y) = 0.

Osservazione 22.4Se ¢ coincide con il prodotto scalare introdotto nel Capitolo 24.1, la definizione di vettori
ortogonali appena enunciata coincide con la nozione di ortogonalita introdotta nel suddetto capitolo.

Esempio 22.91 vettori x = (1,-1) e y = (3,4) sono ortogonali rispetto alla forma bilineare simmetrica
B4([R2,R) cosi definitaip = 3x;y; — XY, + 2XY, — Xoy;. Infatti ¢(x,y) =3-3-1-4+2(-1)-4-(-1)-3=0.

Teorema 22.411 vettore nullo & ortogonale a ogni vettore, rispetto a ogni forma bilineare simmetgica
B,V ,R).

Dimostrazione:Per ogni forma bilineare € B,V,R), per ogni coppia di vettork,y € V e per ogni scalare
A e R, siha:p(x,Ay) = de(x,y). Postod = 0, per ognix €V, si ottienep(x,0,,) =0 . |

Teorema 22.5Sianou,, uy, ..., u,, vettori di uno spazio vettoriale V sR e si consideri il sottospazig™ =
L(uy,u,,...,uy). Sex € V e ortogonale rispetto @ € B(V,R) a tutti i vettori u;,u,,...,up, allora x &
ortogonale ad ogni vettore df e viceversa.

Dimostrazionenfatti, see(x,u;) =0, i=1,2,..., p,allora, per ognivettorg di 7, y = X;u; +Xu,+. . .+X,u,
si ha:
P(x,y) = Xpo(x,uy) + ...+ Xptp(x, up) =0.

Il viceversa € ovvio ]

Si osservi che la precedente proprieta & gia stata dimostrata per il complemento ortogonale di un sottospazio
vettoriale su uno spazio vettoriale Euclideo, quindi nel caso irpcsia un prodotto scalare 0.

Definizione 22.6 Due sottospazi si diconooniugati o ortogonali rispetto ag se e soltanto se ogni vettore del
primo sottospazio € ortogonale a ogni vettore del secondo sottospazio.

Teorema 22.6 Sia A un sottoinsieme non vuoto di vettori di V. L'insierftedei vettori di V ortogonali ad
ogni vettore diA, rispetto a una forma bilineare simmetricac B8,V ,R), € un sottospazio vettoriale di V, in
simboli:

F={xeVlekxy =0, Yy € A}

Dimostrazionelnfatti, per ogni coppia di vettor ,, v, di ¥ e per ogni coppia di scalaki;, A, di R si ha
PAqvy + A5V, y) = Lip(vy,y) + A0(vp,y) =0, Yy € A.
DunqueA; v, +A,v, € F. |

In particolare, seW é un sottospazio vettoriale & e (u,, ..., u,) una sua base, allora un vettate2 ortogonale
ad ogni vettore diWW se e solo se € ortogonale ai vettari della base. Infatti, si ha che(x,y) = 0, per ogni

y € W se e solop(x,Aqu; + ... + u) = 0, perogniA; € R, i = 1,...,k. Ma questo succede se e solo se
p(x,u;) =0, perognii = 1,..., k.

Se indichiamo coriW” il sottospazio vettoriale ortogonale®’, si ha che in generale l'interseziori¢’ N W’
non e formata dal solo vettore nullo e non € detto in generale che la somma dei due sottospazi vitteridti’
coincida conV.
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Esempio 22.10Se si considera la forma bilineagesuR 2 con espressione polinomiale
PX,Y) = XgY1 = 2X5Y3 = 2(XyY, + Xo¥1) = (XyY3 + XgY1) — 20%Y5 + X3Y5)
rispetto alla base canonica e il sottospazio
W=Lu =410),u,=(301)
si ha che il sottospazio ortogonalei#( é:
W ={xeVlpx, u, =¢x,u, =0}

Poiche:
p(x,uy) = 2% — 8X, — 6X3, @(x,u,) = 2X; — 8X, — 5Xg,

segue cheW”’ = L(u,) e quindi
WwWNw =w,
W+W =WcV.

Esercizio 22.2 Data la forma bilineare simmetricasuR 2 con matrice associata rispetto alla base canonica

3 a b
Az[a 4 —2],a,b,C€[R,
b -2 ¢

stabilire per quali valori dei paramet b, ci due iperpiani vettoriali:

W, = (X, X, Xg) € R3[X; — 2%, + X5 = O},
W, = {(Xq, %, X5) € R¥| 22X, — X3 = O}

sono ortogonali rispetto @.
Soluzionel'espressione polinomiale associata &:
P(x,y) = XY + aAXY, + X)) + B(XyY3 + X3Yq) + 4XoY, — 2(XoY5 + X3Yy) + CXgYs.
Liperpiano vettorialeW, ha, ad esempio, come base:
u, = (-1,0,1), u, = (2,1,0).
Come base dil/, possiamo considerare:
v;=(1,0,2),v,=(0,10).
| due iperpianiW, e ‘W, sono ortogonali rispetto @ se e solo se:

p(uy,vy)) =-3-b+2c=0,
p(uy,v,) =-a-b=0,
p(uy,vy) =2+4b+a=0,
p(u,,v,) =2a+4b=0.

Risolvendo il sistema lineare si ottiene come unica soluzione:

3
a=-2,b=0,c= >

Esercizio 22.3 Si consideri la forma quadratic@ suR* definita da:
Q(X) = 2XF + 2(=X Xy + Xy Xg + Xy X4 — XoXg — XpX, + NXgX,).

Trovare, per ogni valoré € R, una base per il sottospazio vettoriale ortogonale al sottospazio vettdtiate
L(u,,u,) con:
u, =(1,0,-1,0), u,=1(0,1,0,1).
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Soluzionela matrice associata@ rispetto alla base canonica é:

2 -1 1 1
10 -1 -1
A=l 1 1 0 n
1 -1 h 0

Il sottospazio ortogonale @/ é:
{x e [R4|<p(x,ul) =0, p(x,u,) = 0}.

In notazione matriciale si ha:

2 -1 1 1\H(1

-1 0 -1 -1 0
@(x, 1) = (X X X3 Xy) 1 1.0 n T1 [Fxrxr@-hx=0.

1 -1 h O 0
Analogamente

2 -1 1 1
-1 0-1 -1 -1
p(x,u,) = (Xl Xp X3 X4) 1 -1 0 h

1 -1 h 0

=X+ (h-1x3-x,=0.

R ORFr O

Quindi il sottospazio vettorial&¥” ortogonale aW e:
W ={x € R*|X; + X3 + (L = h)x, = =X, + (h — 1)x;3 — x, = 0}.

La dimensione del sottospazid”” & 2 perche’ il rango della matrice associata al sistema lineare omogeneo € 2,
per ognih € R e ad esempio una sua base e costituita dai vettori:

((-1,h-1,1,0), (h-1,-1,0,1)).

Definizione 22.7 Si dicenucleodi una formag € 8(V,R) il sottospazio di V formato dai vettori ortogonali a
tutti i vettori di V rispetto ap e siindica corkerep, in simboli:

kerp = {x e Vlgp(x,y) =0, Vy € V}.
Definizione 22.8 Si dice chep €non degeneresekery = {0,,} edegeneresekery # {0,,}.

Teorema 22.7 Sia¢ un elemento dB(V,R). Allora ¢ & degenere se e soltantodetA = 0, dove A e la matrice
associata ap, rispetto ad unabas® = (v,,...,v,) di V.

DimostrazioneSi cercano i vettork non nullidiV tali chep(x,y) = 0 0, equivalentemente, tali clggx, v =0,
perognij =1,...,n.Postox = X;v; + X,V, + ...+ X,v,,, Siottiene:

n-'n’
n
go(x,vj) = QX V) + XV, .+ XanVj) = intp(vi,vj), j=12,...,n.
i=1
Draltra parte YL, ¢ (v;, v)) = XL X¢(v;, v;) € scrivendag;; := ¢(v;, v;) otteniamo:

inaij =0
i—1

che é un sistema omogeneordequazioni inn incognite il quale ha soluzioni non nulle se e soltanto se il rango
della matriceA = (g;) € minore din o, equivalentemente, se il determinanté\d® uguale a zeroj
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Osservazione 22.5Si ha ovviamente la relazione:
dimV = dimkerg + rank A).

Inoltre ¢ € non degenere se e solo se Wi rankA).
Da questo segue che tutte le matrici associate alla stessa forma bilineare simmetrica hanno lo stesso rango.

Tale osservazione permette di introdurre la seguente:
Definizione 22.911 rango rank(y) della forma bilinearey € il rango di una qualunque matrice associat@a

Infatti, essendo kes un concetto che non dipende dalla base scelta per rappresentatte le matrici associate
a ¢, del tipo'PAP hanno lo stesso rango.

Osservazione 22.461 prodotto scalare introdotto nel Capitolo 24.1 € un esempio di forma bilineare simmetrica
non degenere.

Esercizio 22.4 Determinare il nucleo della forma bilineages BS([R3, R) di matrice:

1 0 -2
M(cp)z[ 0 1 1 ]
-2 1 5

SoluzioneSi cercano i vettork = (X;, Xy, X3) peri qua”tp(X,Vj) =0, j =1,2,3, che sono soluzioni del sistema:

X, — 2% =0

Xo + X3 =0

—2X; + X, + 5%5 = 0.
Si ottienex = (2x3, —X3, X%3), X3 € R, e quindi kerp = £L((2, -1, 1)).

Esercizio 22.5 Sia e una forma bilineare simmetrica &2. Scrivere la matrice dp rispetto alla base canonica di
R® sapendo che i vettori = (1,2,1) e v = (1, 1, 0) formano una base di kere cheQ(w) = 8, dovew = (1,0, 1)
e Q e la forma quadratica associataa

Soluzioneindichiamo con:
8, 8 Q3
A=l a;, ay ay
13 &3 8z
la matrice associata @ rispetto alla base canonica Ri®. Poiché(u,v) € una base di ker devono valere le
condizioni:

p(eg,u) = p(ey,u) = p(eg,u) =0,
QD(el, V) = ¢(e2l V) = ¢(e3, V) =0.

Si ottengono quindi le 6 equazioni:

A +2a,+a;3=0 a,+28,,+8,;=0, a5+ 28,5+ a33=0,
a+a,,=0 a,+a,=0a53+a,;=0.

Dall’altra condizioneQ(w) = 8 si ottiene:
QW) = ¢ley, €;) + 2p(ey, €3) + pleg, €5) = 8y + 28)3+ g3 = 8.
Risolvendo quindi il sistema lineare formato dalle 7 equazioni nelle 6 iNcogrite, ,, &, 3, 8y,, 83, 855 Si Ottiene
come unica soluzione:
2 -2 2
A= -2 2 -2

2 -2 2
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Definizione 22.10Un vettorex € V si diceisotropo per la forma quadratica Q se @) = 0.

Teorema 22.8 Se un vettorex appartiene akerg, allora Q(x) = 0 e perciox € isotropo.  é la forma bilineare
simmetrica la cui forma quadratica é Q).

DimostrazioneSe per ogni vettorg di V si hae(x,y) = 0, segue che(x,x) = Q(x) =0 . |

Osservazione 22.7Non sempre vale il viceversa. Gli esempi che seguono mettono in evidenza che, in generale,
kerg non coincide con I'insieme dei vettori isotropi ma € in esso contenuto.

Esercizio 22.6 Si consideri la forma bilineare simmetrigadell’Esercizio 22.2 com = -2,b=0,c = % , Stabilire
se l'insieme dei vettori isotropi & un sottospazio vettorialR di

SoluzioneUn vettorex é isotropo se:
B(xX) = X — AX Xy + AX5 — AXoXg + :—;x\?3 =0,
Si vede quindi che l'insieme dei vettori isotropi non & un sottospazio vettoride di
Esempio 22.11SuR? con base canonica;, e,, e,) € data la forma quadratica:
Q(X) = X2 — 2%5 — 4X; X, — 2X X5 — AXoXq
la cui forma bilineare simmetrica associata é:
(X, y) = XY1 — 2%Y3 = 204, + Xo¥1) = (XY + X3Y1) — 206GY5 + XgY,).

Il vettore a = (4,1, 0) é isotropo per la forma quadrati€a perchéQ(a) = 16 — 16 = 0, ma a non appartiene a
kerg in quanto:

1 -2 - Xy
p(x,eq) = p(eq,x) =( 10 0) -2 0 -2 X5
-1 -2 -2 )X
e quindip(a, e;) = 2.
1 0
0 -1
di Q sono i vettorix = (X, X,) tali chexi -5 =0, da CUiX; = +X,, quindix = (+X,, X,) € formano l'insieme:

Esempio 22.12La forma quadratic®(x) = X2 — x5 ha matriceA = ( ) con detA # 0. | vettori isotropi

L((1, 1)U L((-1,1)).

kery siriduce al vettore nullo, come risulta da:
1 0 X\ [ %X ) _ (O
0 -1 X ]\ =% )\ 0)
Definizione 22.11Una forma quadratica reale si dice:

1. definita positiva (negativa)seVx € V,Qx) = 0(=0) e Qx) =0 = x =0,

2. semidefinita positiva (negativa)se Vx € V, Qx) = 0(< 0) ma esistono vettork € V talichex # 0,, e
Qx) =0.

3. non definita se ha segno variabile al variare dei vettori di V.

Teorema 22.9 Se la forma quadratica Q é definita (positiva o negativa), allora € non degenere.
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DimostrazionePer ogni vettorex di kery e per ogni vettorey di V si hae(x,y) = 0. Cid implica ¢(x,x) =
Q(x) = 0 maQ e definita, dunque = 0,, . |

Osservazione 22.8Non vale il viceversa della proposizione precedente. Infatti, ad esempio, la forma quadratica
del’Esempio 22.12 & non degenere ma non € definita perché i vettori nonxnelli(1,1) e y = (-1,1), ad
esempio, sono tali ch@(x) = Q(y) = 0.

Osservazione 22.9na forma bilineare non definita pué essere in generale sia degenere che non degenere.

Esempio 22.13Per ciascuna forma bilineare simmetrica e forma quadratica associata, si riportano: la matrice, il
suo determinante, il nucleo, I'insieme dei vettori isotropi e la relativa classificazione.

[1] ¢ € B(R3,R), ¢(x,y) = XYy + XY, + XgY3, Q) = X2+ X5 +X3 = 0.
1 00
010
0 01
¢ € definita positiva non degenere.

A= , detA) =1, kerg = {Ogs}, Qx) =0=x =0.

[2] ¢ € BARZ,R), ¢(x,y) = XqY; + XY, Q) = X4 +¢ = 0.
1 00
010
0 0O
¢ € semidefinita positiva degenere.

A= , det(A) = 0, kerg = £((0,0,1)), Qx) = 0= x € £((0,0,1)).

[B8] pe BS([RZa R), ¢(X,y) = X1Y1 + Xo¥5 + %Yo + XoY1 = (Xg + %)Y + Ys)-

Q) = (X +%)2 =0, A= ( i 1 ) detA = 0, kerg = £((1, ~1)), Qx) = 0> x & L((1,~1)).

¢ €& semidefinita positiva degenere.

[4] ¢ € B(RZAR), ¢(x,y) = XpY; — XY, Qx) = X5 — .
1 O
A= ( 0 -1 ) detA = -1, kerg = {Ogs},
Q(x) = 0= (X, = X,) insieme corx; = -X,) = x € L((1, 1) U L((1,-1)).

¢ €@ non definita non degenere.

[5] v € BS([R3,IR), O(X,y) = XY, — %Yo — %Y, Qx) = X% — 2X;Xs.

1 -1 0
A=| -1 0 o ] det(A) = 0, kerg = £((0,0, 1)),
0O 0 O

Q(x) = 0= (x, = 0) insieme cornx, = 2x,) = £L((0,0,1),(0,1,0) U £((2,1,0),(0,0,1))
¢ € non definita degenere.
Importanti proprieta delle forme quadratiche semi—definite positive sodislguaglianza di Cauchy-Schwarz

e ladisuguaglianza di Minkowski. Abbiamo gia provato tali disuguaglianze nel Capitolo 12 nel caso in cui la
forma bilineare simmetrica associata alla forma quadratica & un prodotto scalare.
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Teorema 22.10 Disuguaglianza di Cauchy-Schwar@ia¢ € 8,(V,R) e Q la forma quadratica associata. Se
Q é semidefinita positiva, si ha:
le(x, )1 = QQAY), Vx,y eV,

DimostrazionePer ognil € R si ha:
Qx +y) = P°Qx) + 2A¢(x, y) + Q(y). (22.4)

PoichéQ é semidefinita positiva, deve ess€@€\x + y) = 0, per ognid e quindi il discriminante del precedente
trinomio deve essere negativo, cioe:

[¢(x, )] - Qx)Qy) < 0.
Si pu6 osservare che seé isotropo (cio&Q(x) = 0), la disuguaglianza & verificata con il segao ||

Conseguenza della precedente disuguaglianza e la seguente:

Teorema 22.11 Disuguaglianza di MinkowskBotto le stesse ipotesi del Teorema precedente, si ha:

VR +y) =/Q0 + /), Vx,yeV.
DimostrazioneSe si usa (22.4) nel caso dli= 1, si ottiene:

Qx +y) = Q) + 20(x,y) + Q(y).

Per il Teorema 22.10 si ha:

2
Q) + 20(x,y) + Qy) = Q) + 24/QXQY) + QAy) = (\/ Q) + Q(y))

da cui segue il teoremd.

Si osservi che la precedente disuguaglianza, nel caso i sia un prodotto scalare, corrisponde alla disugua-
glianza triangolare gia dimostrata, in quan{@(x) rappresenta la norma del vettate

Osservazione 22.10Begue dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwartz che, nel caso di unagdoitiacare sim-
metrica semidefinita positiva, kercoincide con I'insieme dei vettori isotropi, che, in questo caso, é un sottospazio
vettoriale.

22.4 Forme canoniche

Definizione 22.12Due espressioni polinomiali di una forma quadratica Q si diceuuivalenti se si possono
ottenere una dall’altra mediante un cambiamento di base.

Esempio 22.14Le due espressioni polinomiali:

QUXy, %)) = XX, R(Y1, o)) = V3 - V2

sono equivalenti. Infatti con la trasformazione:

{X1=y1+y2
X =Y1— Yo
ossia:
) (1 1 \ 1 1
()(1 _1)(y2),dove L 1]k
si ha:

Q% %)) = QUYL + Yo, Y1 = ¥2)) = (Y1 + Vo) (Y1 — ¥a) = Y2 — Y3 = R((Yy, Yo))
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L'espressione assunta anell’esempio precedente giustifica la seguente:
Definizione 22.13Una forma quadratica Q si dicedotta in forma canonica se la sua espressione polinomiale
e del tipo:

QX) = @y X + 3% + .. .+ 8y X5,

ossia se la matrice a essa associata é diagonale.

Una forma canonica d® & quindi una rappresentazione@imediante un polinomio omogeneo privo di termini
misti.

Esempio 22.15La forma quadratic®(x) = x,X, dell’esempio precedente non & in forma canonica, mentre I'e-

. . . 2 2 N . . .
spressione polinomialB(y,, y,) = y1 — y2 lo é. Inoltre, come abbiamo appena visto, le due forme sono tra di loro
equivalenti quindR &€ una forma canonica @).

Un’altra forma canonica dQ &, ad esempioS(X,, X,) = 53 — 3x3. Infatti S si ottiene daQ con il seguente
cambiamento di base:
Xq — ‘/g ‘/é_ Y1
X2 V5 -3 Y2 )
Si verifica inoltre che tutti i cambiamenti di base:
X)) _ (a b V2
X ] {a -b Y, |’
realizzano forme quadratiche in forma canonic&dper ognia, be R tali che
a b
( a b ) 40

Tra le forme canoniche di una forma quadratica ne esistono sempre due particolari, come precisato dai seguenti
teoremi:

Teorema 22.120gni forma quadratica @) = XAX ha una forma canonica del tipo

Qx) = RY) = L)Y + L,¥5 + ...+ A2, (22.5)

dovel,, A, ...,A, sono gli autovalori della matrice A (ciascuno ripetuto con la propria molteplicita.)

DimostrazioneLa matriceA associata & € simmetrica reale e percio esiste una matrice ortogdm&dée che:

L, 0 .0
pap=piap=p=| 0 % - O
0 0 ... 4,

Con il cambiamento di bas¢ = PY ,tenuto conto ché & ortogonale, si ricava:
Qx) = XAX = (PY)APY) = Y(PAPY = YDY = A,yi+ ,y5+...+Ay2 . |

Definizione 22.14Una forma quadratica Q si dicddotta in forma normale se é ridotta a forma canonica e i
suoi coefficienti sond, 0, —1.

Teorema 22.130gni forma quadratica ammette una forma normale. Il numero dei coefficienti pa aguale

al numero di autovalori positivi, contati con la relativa molteplicita, e il numero dei coefficienti uguali & pari
al numero di autovalori negativi, contati con la relativa molteplicita.
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DimostrazioneSia Q ridotta a forma canonicae sfa = (e, e,, ...,e,) la base ortonormale rispetto alla quéle
si scrive come:

Qly) = Alyi + /\23’% .. -+)‘nyﬁ'

allora; = Q(e;). Sivuole una nuova base &", sia: 8’ = (el, €2, ... ,e;,) tale cheQ(e) = 0, +1. Si deduce che:
ef=—— se ,#0 e e/ =¢ se A =0.
Si provi, per esercizio, ch®(ax) = a’Q(x), Ya € R. Si osservi che’ & una base ortogonale, ma non
ortonormale.
Esercizio 22.7 Ridurre a forma canonica la seguente forma quadratica:
Q(Xy, Xy Xg) = 2X5 + X5 — 4X; X,y — AXoXs.

Soluzionela matrice associat@ e il relativo polinomio caratteristico sono rispettivamente:

2 -2 0
M(Q)=[—2 1 —2], PA) =23-312-61+8=0.
0O -2 0

Autovalori e autospazi sono:
AM=11,==-2 1;=4,
Vy, = £(2,1,-2), V,, = £L(1,2,2)), V,, = L((2,-2,1)),

dai quali si ottiene la base ortonormale:

_ (2! 1! _2) _ (1! 2! 2) e, = (2! _21 1)
AT T %RT Ty 1T g
La forma quadratica, in forma canonica, &

5 5 5 1 0 O !
Q,(y]_i y21 Y3) =Vy1-— ZYZ + 4YS = ( yl y2 y3 ){ 0 -2 0 ][ y2 ]
0 0 4)\y;

ottenuta daQ con il cambiamento di base di matrice ortogonale:
1(2 1 2
P= 3 1 2 -2
-2 2 1
Esercizio 22.8 Ricavare la forma normale della forma quadratiz@ata nell’'esercizio precedente.

Soluzione:Avendo calcolato gli autovalori e avendo scoperto che due sono positivi e uno negativo, si ha subito
che la forma normale dp é:

z

1 0 O
Q2.2,2)=2+%-%=(27 1z 23){0 1 0 ][ ]:tZIZlZ.
0 0 -1

2]
4
Per convenzione i termini positivi si antepongono a quelli negativi.

Se, invece, si richiede anche il cambiamento di base che permette di realiyzaitora si ha:

’ ’ 1 ’ 1
el=e;,e2= -€eze3=—=¢e|.

27 2
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Esercizio 22.9 Ricavare un’altra forma canonica della forma quadrafcatrodotta nel primo esercizio.

Soluzione: Un’altra forma canonica dQ si puo ottenere, ad esempio, con il metodo del completamento dei
quadrati. Si procede come segue:

QXq, X5, Xg) = 2(xf—2x1x2)+x§—4x2x3 = 2(xf—2x1x2+x§)—2x§+x§—4x2x3 = 2(x1—x2)2—(x§+4x2x3+4x§)+4x3 =
20X, — Xp)? — (Xy + 2X5)? + 4.

Con il cambiamento (non ortogonale) di variabili:

Yi=X—% Xp =Y+ Y~ 2Y;
Yo =Xy +2X;  0SSia | X =Y, — 2y,
Y3 = Xs; X3 = Y3,

che si puo anche scrivere nella fortrda= PY, dove:

Xy 11 -2\(y,
Xg 0 0 1 Y3

la forma quadratica assume la forma canonica:
Ry;, ¥s, Y3) = 2)’% - )é + 4)’%-

La risposta a questo esercizio prova che esistono metodi diversi per pervenire alle forme canoniche di una forma
guadratica. Inoltre, come si puo notare, esistono forme canoniche diverse della stessa forma quadraiiza, ma
solaforma normale.

22.5 Il Teorema di Sylvester
Enunciamo e dimostriamo ora il fondamentale

Teorema 22.14 Legge d’inerzia di Sylvesterfutte le forme canoniche di una stessa forma quadratica Q hanno
lo stesso numero g r, dove r € il rango di Q, di coefficienti positivi e lo stesso numero m di coefficienti negativi;
la coppia(p, m si dicesegnaturadi Q.

DimostrazioneSia(ey, .. .,e,) unabase dV rispetto alla qual& assuma la forma:

Q) = A V2 + L,Y5 + ...+ A Y2

per ognix = y,e; +Y,e, +...+Y,e, € V. ll numero dei coeffientd; che sono diversi da zero € uguale al rango
della forma e quindi dipende solo @a Salvo riordinare la base possiamo supporre che i priogefficienti siano
diversi da zero e che tra essi quelli positivi figurino per primi. Si avra quindi:
— 2 _ 2 _ 2 _ 2
Ay =ag,.. A =ap, A g =~ = —0f

per un opportuno inter@ < r e opportuni numeri reali positivi ., @, . ..,@,. Siverifica facilmente che rispetto
alla base:

e e e
ff=2Lf=2 .. f=2"f _ =e., ... £f=e
1 112 ’ hr 1+l r+1 tn n
@, @, a,
la forma associata é:
2 2 2 2
QX) =X+ ...+ X = Xpg == X, (22.6)

per ognix = X;f; + %, +...+ x.f, € V.
Resta da dimostrare chedipende solo d& e non dalla baséf,, .. . .f,).
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Supponiamo allora che in un’altra bage,, ... ,b,} la formaQ si esprima come:

Qx)=Z+..+Z~Z ...~ 7 (22.7)

per un opportuno interdé < r. Dobbiamo far vedere che = p. Supponiamo allora per assurdo che sig
p. Possiamo supporre che gia p. Consideriamo i sottospazi:

S=L, ... L)
T =L(b,,,....b,.

Dato che dinS + dim7 = p+n—t>n, deve esser& N7 + {0} e quindi esist&c e SN T, x # 0. Si ha
x=xf +...+xf,=72,,b,, +...+ 7D,

Poichéx + 0, da (22.6) si ha
qm:ﬁ+m+%>a

mentre da (22.7) si deduce che
Qx)=-Z,—...—- <0,

e cioé una contraddizione. Quindi=t . ||

Da osservare quindi che rispetto alla bégg...f,) la matrice associata alla forma quadratig@ data da:

dover é il rango diQ.

22.6 Segnatura di una forma quadratica

Due forme quadratiche equivaler@(x) e R(y) = Q(Py), hanno lo stesso segno. Infatti dalla relazidiig) =
Q(Py) = Q(x), risulta cheQ e R assumono gli stessi valori nei vettori corrispondent y. Quindi & evidente
che per studiare il segno di una forma quadra€chasta conoscere i segni dei coefficienti di una forma canonica
di Q, in particolareQ(x) = A,Yi+Ay,y2+. ..+A2y2, dovel,, ... A, sono gli autovalori della matrica associata

aQ.

Dal Teorema di Sylvester si deduce che i segni dei coefficienti di tutte le forme canoniche coincidono con i segni
degli autovalori. Tali segni si possono trovare agevolmente a partire dal polinomio caratteristico della matrice
associata alla forma quadratica, utilizzando il:

Teorema 22.15 Regola di Cartesi®ia f(x) = a5+ a;x + ...+ a,x" un polinomio reale con tutte le radici reali.
Allora le radici positive di f sono tante quanti sono i cambiamenti di segno della successipag a., g,.

Possiamo applicare questa regola al polinomio caratteristico della matrice (simmetrica) associata a una forma
guadratica perché essa ha tutte le radici reali.

Esempio 22.16 1 Il polinomio f(x) = 8+ 2x—5x? + x3 ha le due radici reli positive 2 e. B’altra parte nella
successione dei coefficien(8, 2, -5, 1) ci sono due cambiamenti di segno.

2 1l polinomio f(x) = (x+ 1)(x - 2)(x— 4)(x - 5)x3 ha radici 0—1, 2, 4,5 e le radici positive sono tre. D'altra

parte f(x) = —40x® — 12x* + 27x% — 10x® + X" e si vede che ci sono tre cambiamenti di segno nei coefficienti
di f.
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Quindi per studiare il segno di una forma quadratica r€aftefinita inR " si procede in questo modo:
1) Si trova la matricéA associata & e se ne calcola il polinomio caratteristi€on).
2) Si scriveP(1) = ASR(A), conR(0) # 0. Si osservi che rank=n-s.

3) Si contano le variazioni di segno del polinonRgr). Se queste variazioni sonp allora R(A) ha p radici
positive. In conclusion®() ha:

s radici nullg
p radici positive
n—(p+ 9 radici negative

Esercizio 22.10Determinare il segno della forma quadratica reale:

Q(x) = 2XF + X5 — 4X; Xy — AXoXs.

Soluzioneia matrice diQ e il relativo polinomio caratteristico sono:

2 -2 0
-2 1 -2
0 -2 0

PO=QR-D(A+A2 -4 +4=-2+2%2-8+22-2°+4+41=-23+322+61-8
Vi sono due cambiamenti di segno e 0 non & una radice. Quindi la forma quadratica & non definita.

Le proprieta che seguono caratterizzano il segno di una forma quadratica reale attraverso il segno degli autovalori
della matrice a essa associata.

Teorema 22.16La forma quadratica reale &) = XAX & definita positiva (negativa) se e soltanto se tutti gli
autovalori della matrice simmetrica reale A sono strettamente positivi (negativi).

Dimostrazione:Sia R la forma canonica diQ legata agli autovalori (cfr. formula (22.5) del Teorema 22.12).
Tenendo conto ch@(x) = R(y) = Alyf + A2y§ +...+ A3 sed; > 0,4,>0,...,4,> 0, siha:

VyeV, Qx)20 e Qx)=0 © y=0.
D’altra parteX = PY e quindiy = 0 & x = 0. QuindiVx € V, Qx) = 0 e Q(x) = 0 & x = 0, dunque

Q é definita positiva. Viceversa, se per assurdlp,< 0, sceltoy = (1,0,...,0), si ottienex # 0 e quindi
Q(x) = A, <0, contro l'ipotesi . |

Teorema 22.17La forma quadratica reale &) = XAX & semidefinita positiva (negativa) se e solo se tutti gli
autovalori della matrice simmetrica reale A sono non negativi (positivi) e almeno un autovalore & nullo.

Teorema 22.18La forma quadratica reale &) = XAX ¢ non definita se e solo se la matrice simmetrica reale
A ha autovalori di segno contrario.

Le proposizioni precedenti sono conseguenza immediata delle definizioni di forma quadratica semidefinita e non
definita e della formula (22.5) del Teorema 22.12.

Quindi riassumendo le varie forme normali, secondo il Teorema di Sylvester, in uno spazio vettoriale di dimensione
n, sono:

X4+ X2 definita positiva segnatura,0)
X4+ x%, p<n semidefinita positiva  segnatufp, 0)
R X2 definita negativa segnatui@, n)
G- xf), p=<n semidefinita negativa segnatyfap)
X +x§—x%+1— .. X2, 0<p<r =n non definita segnatui@, r — p)
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Osservazione 22.11Una forma quadratica in forma canonica ottenuta attraverso gli autovalori assume notevole
importanza in geometria analitica, ad esempio, nella riduzione a forma canonica delle coniche e delle quadriche
perché é legata a cambiamenti di basi ortonormali e conseguentemente a cambiamenti di riferimento ortogonali
del piano e dello spazio. La stessa forma quadratica ridotta in forma normale, anche se piu elegante e semplice per
la sua classificazione, non puo svolgere il ruolo della forma canonica legata agli autovalori perché con essa viene
a mancare I'ortonormalita della base.

Per la restrizione di una forma quadratica ad un sottospazio vettoriale si ha il seguente:

Teorema 22.19Se‘W € un sottospazio vettoriale di V e Q e una forma quadratica definita (positiva o negativa)
su V, larestrizione di Q &V é ancora una forma quadratica definita (positiva o negativa).

Larestrizione invece di una forma bilineare simmetrica non degenere € ancora una forma bilineare, ma non e detto
che sia non degenere. Ad esempio, se si considera la forma bilineare del’lEsempif22ch@ & non degenere,
le sue restrizioni ai sottospazi:

W, = 1{(%, %) € R?[%; = X,},

W, = {(%, %) € R?|%; = =%,},

sono entrambe degeneri e coincidono con la forma nulla.
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Capitolo 23

Per saperne di pit sulle Forme Bilineari

23.1 Lo spazio vettoriale delle forme bilineari simmetriche

SullinsiemeB,(V,R) definiamo la somma di due forme bilineari simmetrighey, come I'applicazione; +¢, :
V xV - R tale che:

(P + (X, y) = p1(X,Y) + 9o(x,y), VXx,y €V (23.1)

e il prodotto di una forma bilinearg € 8V ,R) per uno scalarg@ € R come I'applicazioney : V xV - R tale
che
Ap)(x,y) = dp(x,y), Yx,yeV,VA1eR. (23.2)

E immediato verificare che, + ¢, e A¢ sono forme bilineari simmetriche e che vale il seguente:

Teorema 23.1L'insiemeB4(V,R), rispetto alle operazioni di somma e prodotto per uno scalare, definite rispetti-
valmente in (23.1) e (23.2), ha la struttura di spazio vettorial®su

Se dinV = n, fissata una bas® di V, ¢ € B8(V,R) individua una matrice simmetrica @®"". Viceversa,
assegnando una matrice simmetrica (&) € R™" usando:

n
‘P(XaY)z Za|lx|ij nyyevy
ij=1
viene individuata una forma bilineare simmetrigauV . Si ha quindi il seguente:

Teorema 23.2Fissata una base dello spazio vettoriale V di dimensione n, lo spazio vett®iglé,R) delle
forme bilineari simmetriche é isomorfo al sottospadi®R™") delle matrici simmetriche dR™"; esso ha quindi
dimensione2 .

La dimostrazione del teorema é lasciata come esercizio al Lettore.

23.2 Il determinante come formap-lineare

Estendendo la definizione 22.1 si pud introdurre il concetto di foprbineare alternata che conduce diretta-
mente alla definizione di determinante. Questo approccio permette agevolmente di dimostrare le proprieta dei
determinanti elencate nel Capitolo 4.6.

Definizione 23.1Sia V uno spazio vettoriale reale. Ogni applicazione:

¢:VxXVx...xV(pvolte — R, (23.3)

lineare in ciascun argomento, prende il nomdatima p—lineare suV .
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Osservazione 23.1La definizione precedente generalizza la definizione di forma bilineare data in 22.1.

Esempio 23.11l prodotto misto definito come una funzione:

Vo xV;xV; — R,
x,y,2) >xN\Ny-z

€ un esempio di forma trilineare.

Il prodotto misto dei vettori dello spazio ordinario é proprio I'esempio da cui trae spunto la definizione che segue:

Definizione 23.2Una formay p-lineare si diceantisimmetrica o alternata se:
(,D(Vl,...,Vi,...,Vj,...,Vp)=—t,O(Vl,...,Vj,...,Vi,...,Vp), hj=1,...,n.

Segue subito il:

Teorema 23.3Sev; = v;, per una qualche sceltadii,§ 1,..., p allorag(v,, vy, ...,v,) = 0.

Esempio 23.2SiaV uno spazio vettoriale di dimensione 2 con b#bse (v, v,). Dati i vettori: x; = a;;v; +

a,V,, X, = 8yVy +8y,V,, Si vuole calcolare I'espressione di una forma bilineare antisimmetridd xR — R,
utilizzando il metodo introdotto in 24.1 ossia:

eV, vy @V, V) )( ay )

e(vo, vy @(Va, V) &)

) 0 e(v,vy) || &
o m)( vy 5 )(3)

a; &
A Ay

(X1, X3) =( & 8 )(

= (811897 — A128,)¢(V1, Vp) = (v, V).

In pratica, il valore dip(x,,x,) € determinato dal suo valore sugli elementi della base,,v,), mentre il
coefficiente moltiplicativo € il determinante della matrice avente come righe le componenti dei vettori.

La situazione descritta nell’esempio precedente si ripete in generale, come afferma il Teorema seguente, la cui
dimostrazione, solo un lungo calcolo, é lasciata per esercizio.

Teorema 23.4Sia V uno spazio vettoriale di dimensione Be= (v4,v,,...,v,) unasua base. Dati i vettori:

X = QyqVq + AoV + ..+ gV,
Xy = 8y Vy + 8V + ...+ 8y V),

Xp = 8uVy+8pVy t et gV

e la forma n lineare antisimmetrica: V xV xV x...xV(nvolte — R, allora:

O(X1, X, X)) = 2, €(0)1,1)3252) -+ Brom®P (Vs Vas -+ 1V, (23.4)

doveo é una permutazione di, 2,...,n e e(o) il suo segno. Di conseguenza ogni forma n lineare antisimme-
trica su 'V € univocamente determinata dal valg(e ;, v,,...,v,).

Vale anche il reciproco del teorema precedente, vale a dire:

Teorema 23.5Sia V uno spazio vettoriale di dimensione Be= (v, v,,...,v,) unasua base. Sia un numero
reale, esite ed € unica la forma n—lineare antisimmetrica su V tale cgv,,v,,...,v,) = A.
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DimostrazioneE lasciata per esercizio.
SeV é uno spazio vettoriale reale di dimensianeon baseB = (v, ..., v,) si pué dare la seguente:

Definizione 23.3 Si dicedeterminante degli n-vettorix,, ..., x,, rispetto alla baseB = (v, ...,v,) il numero
reale p(x,, ..., x,) tale chep(v,, ..., v,)) = 1.

Esempio 23.3Se si considera lo spazio ordinalig con la base canonic8 = (i, j, k), allora il determinante dei
tre vettorix, y, z coincide con il loro prodotto misto:

deix,y,z) =xAy-z, X,¥,z¢€ Vs,
in quantoi A j - k = 1, per definizione di base ortonormale positiva.

Se si considerano le componenti deglivettori dello spazio vettorial® rispetto alla bas&3 = (v, ...,v,) Si
ottiene una matricé = (aij) di R"™", i cui vettori riga sono:

vy = (@4 .- A9

Vi = (@, -0 85p)

e si pud provare che la definizione 23.3 di determinante chegdittori coincide con la definizione di determinante
di matrice che avevamo dato nel Capitolo 3. Infatti, data una matrieR ™", avevamo definito come:

detA = Z €(0)3-1)825(2) - Bnr(n):
o

doveo € una permutazione dL, ..., n) e e(o) il suo segno. Se si considerano glivettori rigav 4, ...v,, della
matriceA, si pud quindi osservare che:
detA = p(vy,...,v,),

dovey é la forman-lineare antisimmetrica sSR" tale che:
pleq,...,e,) =detl =1

con(e,,...,e,) la base canonica ®".
Dalla Definizione 23.3 segue il:

Teorema 23.6Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n. n vettoyj..., v,, sono linearmente indipendenti
se e solo se il determinante degli n vettori relativo ad una qualsiasi Basge 4, ..., e,)) € diverso da zero.

DimostrazioneSe gli n vettori v,, ..., v,, sono linearmente dipendenti, allora si pu6 provare che il determinan-
te deglin vettori si annulla. Questo vale pil in generale per ogni fomdineare antisimmetrica. Infatti,
poichév,, ..., v, sono linearmente dipendenti, allora almeno uno di essi, che possiamo supporrevgssére
combinazione lineare degli altri:

Vi = QpVy o+ Vy,

cone; € R e quindi:
OV, Vo, oo V) = G(Voy, Vo, ooy V) + o+ (v, Vo, ., v) = 0

Abbiamo quindi provato che, se il determinante degliettori non si annulla, allora gh vettori sono linearmente
indipendenti. Viceversa, supponiamo che linsiews, ..., v,) sia libero e che per assurdo il loro determinante
sia uguale a zero. Poich@&,,...,v,) € una base dV/, possiamo scrivere i vettori della bage,, ...,e,) come
combinazioni lineari div,, ..., v,:
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Per definizione di determinante relativo alla basg, ..., e,) si avrebbe:

defe,,...,e,) = 1= Z €(0)byy(ay - -Pryy ALV, - V)

e quindi si ottiene una contraddizionk.

Osservazione 23.2Abbiamo gia provato il precedente teorema dimostrando che una mAtdc® "" ha rango
massimon se e solo se il suo determinante € diverso da zero.

Utilizzando la Definizione 23.3 & possibile provare la formula di Binet per il determinante del prodotto di due
matrici introdotta nel Capitolo 4:

Teorema 23.7Se A, B R™", allora de{AB) = detA detB.

Dimostrazione:SiaV uno spazio vettoriale sR di dimensionen con baseB = (e, ...,e,). Date le matrici
A=(y)eB= (bij) di R™", consideriamo i vettori riga della matrid

Sia ¢ la forman-lineare alternata tale chege,, ...,e,) = 1.
Per definizione di derteminante si ha allora:

@(vy,...,v,) = detBy(e,, ..., e,) = detB,
p(uy, ..., u,) = detAp(vy, ..., vp),

da cui si ottiene:
¢(uy, ..., u,) = detA detB.

Se si esprimono i vettori,, ..., u,, come combinazioni lineari dei vettori della baBe

n
u; = Z Cik€io
k=1

e si ricavano le espressioni dei coefficier){i in termini di a;; e by;, si ottiene:

ij?
n
Ck = Z ay; by,
j=1
che é esattamente I'elemento di poi#talel prodotto delle due matrié e B. Quindi si ha:

p(uy,...,u,) = delAB)p(e,, ..., e,) = de(AB),

da cui segue la tes]
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23.3 Rango del prodotto di matrici

In questo paragrafo si vuole ottenere una dimostrazione alternativa del fatto che il rango della forma lylineare
non dipende dalla scelta della matrice associata e quindi della base usata per costruire la matrice.

In generale si ha il seguente:

Teorema 23.81) Se Ae R™" B € R*™, allora il rango rankBA) del prodotto delle due matrici € minore o
uguale di entrambi i ranghi rar(d) e rankB).
2) Se Ac R™"N,

rank(A) = rank(QA) = rank(AP) = rank(QAP),

per ogni coppia di matrici invertibili R= R™" e Qe R™™,

Dimostrazione:Se f, g sono le applicazioni lineari rappresentate dalle mathi@ B si ha che il prodottBA,
come abbiamo visto, é la matrice associata alla composigorfe

Dall'inclusione imge f) c img, si ottiene:
rankBA) = dimim(ge f) < dimimg= rankB).

Ma si ha anche l'inclusione kdrc ker(ge f) da cui segue che dimifge f) < dimimf e quindi anche ranBA) <
rank(A).
Per provare la 2) , dalla 1) si ha:

rankQA) < rankA) = ranKQ1QA) < rankQA)

da cui segue rarR) = rankQA).
Analogamente si puo’ provare che rg@gAk= ranlk(AP) usando che rarikP) < rankA). |
Dal precedente teorema si ha quindi in particolare che:

rank'PAP) = rankA),

per ogni matriceA € R™" e ogni matrice invertibild®> € R™",

23.4 Spazi pseudo-Euclidei

Gli spazi vettoriali Euclidei possono quindi essere visti come spazi vettoriali dotati di una forma bilineare simme-
trica la cui forma quadratica associata sia definita positiva. Nel caso in cui la forma quadratica sia non degenere e
non definita lo spazio vettoriaé si dicespazio vettoriale pseudo-euclideo

Sey é la forma bilineare che determina la struttura di spazio pseudo-euclideo, come per gli spazi euclidei, si pone:

(,D(X,y)ZX'y, X,yEV

e x -y sidiceprodotto scalaredei due vettorix e y. Continuano a valere le prime tre proprieta della definizione

di prodotto scalare su uno spazio euclideo, ma non vale pil la quarta proprieta in quanto la forma quadratica non &
piu definita positiva.

Se lo spazio vettorial¢ ha dimensiona e (p, n— p) & la segnatura db, una base ortogonale ,, ..., e,) tale che

Q) =1,1<i<pe Q(ej) =-1, p+ 1< j<neédettabase ortonormale

Con una terminologia suggerita dalla teoria della relativita, un vettose dice vettorespazialese Q(x) > 0,
vettoretemporale se Q(x) < 0. Sex € un vettore isotropo dP, x si dice vettorduce.

Nel caso particolare in cui = 4 e la segnatura della forma quadrat@asia (3, 1) si ha lo spazio-tempo della

teoria della relativita e lo spazio pseudo-euclideprende il nome dépazio di Minkowski.
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23.5 Altro metodo di riduzione a forma canonica du una forma quadra-
tica

Si pud agevolmente ridurre a forma canonica una forma quadratica reale con una tecnica che si basa sul meto-
do di riduzione delle matrici. Basta per questo osservare che la m&rateenuta da una data matriée con
I'operazione di colonna:

C+—C+ aCj
coincide con la matrice prodott®E; dove E; & la matrice che si ottiene dalla matrice identita sulla quale & stata
eseguita la medesima operazione di colonna.
Analogamente la matricB ottenuta da una data matrigéecon I'operazione di riga:

R+— R + aR]-
coincide con la matrice prodott&, A, La matrice'E; non & altro che la matrice che si ottiene dalla matrice identita

sulla quale € stata eseguita la medesima operazione di riga.

Cio premesso si eseguano contemporaneamente sulla mfagmeali operazioni per le righe e per le colonne fino
a ottenere una matrice diagon#&e avendo I'avvertenza di fare in modo che il nuovo elemenjosia non nullo.
Le matrici A e D risultano allora legate dalla relazione:

D=E,...EEAEE,...E = (EE,...E)AEE,...E,

PostoP = E E,...E,, si osserva che tale matrié®si puo ottenere dalla matrice identitésulla quale si siano
eseguite, nell’ordine, le operazioni di colonna considerate.

Esercizio 23.1Si riduca a forma canonica la seguente forma quadratica:

X) = X X + X2 — 2X, Xa + DX Xs.
12 2 173 2°3

0 2 -1
SoluzioneSullamatriceA=| 2 1 2 |, associata alla forma quadrati€g si operi come descritto:
-1 2 0
0 2 -1 . 1 0 -1 . 2 0 -1
2 1 2 2 1 2 0 1 2
[—1 > o) R7R-R [—1 2 0 Clﬁcl‘(%[—l 2 o]
2 0 -1 . 2 0 -1 . 2 0 O
0o 1 2 1 01 2 1 2
1 2 0 R3—>R3+§R1 2 1 GG+ 356 0 2 1
2 2
2 0 0 2 0 0 2 0 0
01 2 — 01 2 — 01 O
5 _% Ry - R;-2R, 0 _g C;-C-2C, 0 0 _g

Una forma canonica d@(x) € allora: Q(x) = 2y§ + y% - Ey% e la matrice del relativo cambiamento di base &
dove:

- 1 0 1
é 2 8 Cﬁcl_%’ 0 1 E2 p
0 0 1 C3—>C3+§C1 10 }
SR >

: 9 . .
(Attenzione al fatto che 4, > non sono gli autovalori dA!)
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Esercizio 23.2 Nello spazio vettorialdR 3, riferito alla base canonicee,, e,, e3), si consideri la forma bilineare
simmetricayp definita da:

28
o(x,y) = 2XY; + XY, + 3 XgY3 = X1Yo — Xo¥y — 2X1Y53 — 2X3Y; + 4XY5 + 4X3Ys,

per ognix = (Xq, %, X3), ¥ = (Y1, ¥, Y3) € R3 e siaQ la forma quadratica associata.
i) Scrivere la matrice della forma bilineare simmetricgispetto alla base canonica e calcolare il suo rango.
i) Determinare kep.
iiiy Provare cheB = ((1,1,1),(2,-1,2),(1,3,-3)) € una base dR ° e determinare la matrice di rispetto as.

iv) Determinare una forma canonica della forma quadraficala sua segnatura.

Soluzionei) La matrice della forma bilineare rispetto alla base canonicaRi® é:

2 -1 -2
S 2?3
2 4 =

5

Si controlla facilmente che il rango gi € 2

ii) Si ha kerp = {x € R®| ¢(x,y) = 0, Vy € R3}. Le componenti del vettore e kery sono le soluzioni del
sistema lineare omogeneo:

p(x,e) =2X =% —2%; =0
p(x,e,) = =X +3X, +4%X; =0

28
o(x,e3) = =2X; + 4X, + €X3 =0,

che si possono determinare, ad esempio, attraverso i seguenti passi di riduzione sullaAnatrice

2 -1 -2 — 22 . 2 -1 -2
_| -1 3 4 1 0 - 3 >
A= 28 R,» R+ zR; 2 R R—§R 0o - 3
2 4 2 18 3 > N3 2 2
N 5 Rs=Ry+R, | 0 3 3 5 0 0 O

Dal sistema equivalente:
2% =X, — 2% =0
5X, + 6X5 = 0,

si ottengono le soluzionk, = 21, x, = —6A, X5 = 5. Pertanto kep = £((2, -6,5)).

1 2 1
i) Posto P = { 1 -1 3 ] siha deP = 12 # 0 e percio i vettori di8 formano una base @ 3. La matrice di
1 2 -3
¢ rispetto alla nuova base e:
1212_1_212116336—29
AN=PAP=| 2 -1 2 ‘132‘}3 1 -1 3 |=;| 36 27 2 |
13—3—24€12—3 -29 2 67

. 28 _ S . -
SihaQ(x) = 24 + 3G + 3 ¥ — 2%, X, — 4%, X5 + BX,X5. Usando il metodo di riduzione di Gauss-Lagrange, si puo

scrivere:
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1 5, 18 1 2(5 z
Qx) = §(ZX1—X2—2x3)2+ §X§+ E)@Z+6x2x3 = E(le—x2—2x3)2+ : (§x2+2x3) .

Di conseguenza mediante il cambiamento di variabili:

X1 = 2% — Xy — 2Xg

’

X2

’

Xt 3Xg3

X3,
si ottiene la forma canonica:
1 12 2 ’2
Q(X) = (é)le + (E)XZ .
La formaQ e pertanto degenere, semidefinita positiva e di segné2uéa

Esercizio 23.3Nello spazioR?3, riferito alla base canonic® = (e, e,, e;), siay la forma bilineare simmetrica
definita da:

P(x,y) = XY + XY, + 6XY, + 56X5Ys — 2(X1Y, + Xo¥;) + 7(Xp Y5 + X3Y;) — 180XY5 + X3Y5),
dovex = (Xg, %, %), ¥ = (Y1, Vo, Y3) € R3.
i) Scrivere la matrice di rispetto alla basé.
ii) Provare che i vettorel = e;, e2 = 2e, + e,, e3 = —3e, + 2e, + e; formano una base @t 3.
iii) Scrivere la matrice dip rispetto alla basé = (e1, e2, e3).

iv) Scrivere le espressioni polinomiali della forma quadra@rassociata @ rispetto alle basB e 8'.

Soluzionei) La matrice della forma bilineare rispetto alla bas& e:

1 -2 7
[ -2 6 -18

7 -18 56
1 2 -3
i) PostoP = [ 01 2 ] siha deP = 1 # 0 e percio i vettori considerati formano una bas®di
0 0 1

iii) La matrice di passaggio dalla bagalla baseB’ € P. Denotando con:

X1 Y1
X=X |,.Y=]Y, |
X3 Y3
le matrici colonna dei vettork, y, siha:
o(x,y) = XAY. (23.5)

Indicando conX’ e Y’ le matrici colonna delle componenti dei vetterie y rispetto alla baseB’, si haX =
PX’, Y = PY’ e laformula (23.5) diventa:

o(x,y) = X PAPY, (23.6)

quindi la matrice dip rispetto alla bas&’ é:

A = PAP =

O O
onN O
IOO
=

|
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iv) Rispetto alla bas@, la forma quadratic® associata @ é:
Q(x) = X2 + 6%5 + 56x3 — 4% X, + 14X X3 — 36x3.
Tenendo conto della formula (23.6) la forma quadra@carispetto alla bas&’, si scrive:

Q(x) = X2 + 2x% — X2.
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Forme Bilineari e Forme Quadratiche —
Esercizi

24.1 Esercizi

[1] SiaV uno spazio vettoriale reale di dimensione 3, riferito alla bBse (v, v,, v3). Si consideri la forma
quadratica:
Q(x) = 2X Xy + 2K X5 + 2XoXg, X =XV + XV, + XgVg € V.

ClassificareQ e trovare una base rispetto alla qu@lesi scrive in forma canonica.

[2] SiaV uno spazio vettoriale reale di dimensione 4, riferito alla liéise (v 1, v,, v3, v,). Si consideri la forma
quadratica s\ :

4
QG0 = 28 + 2%, + 26 + 2G - ¥, + 26, x= Y Xv, €V.
i=1
i) Verificare cheQ & un prodotto scalare a11.

i) Trovare una base ortonormale, rispett@adi V .
iii) Dato il sottospazio vettoriale:

4
7—‘={X=invi eV/Xl—2X2+X3=2X1+X2—X4=0}'
i=1

determinare una base pgt, sottospazio ortogonale afirispetto aQ, e verificare ch&/ = F& F+.

[3] Siconsiderilafunzione:

¢ :R?*?xR?*? — R, (A,B) — tr(A'B), A,BeR??,

dove tA) denota la traccia della matrice.

i) Verificare chey & un prodotto scalare sR%2.

ii) Dato il sottospazio vettorialg = {A € R??/tr(A) = 0}, trovare una base p&f-, complemento ortogonale,
rispetto ap, di 7.

iii) Si consideri una base dt2? del tipo 8 = 8, U B,, dove8, € una base df e 8, & una base df*. Scrivere
I'espressione di rispetto alla basé.
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[4] SiaV uno spazio vettoriale reale di dimensione 3, riferito alla lBse (v, v,, v3).

i) Trovare la matrice, rispetto alla bage del prodotto scalare definito in modo opportuno sapendo cise =
(v, + Vv, + Vg, Vv, +V,, —v; + V3) € una base ortonormale (rispettpa

i) Determinare una base péf*, complemento ortogonale (rispettogg del piano vettorialer di equazione
X + %3 =0.

iif) Calcolare la norma del vettore = v, + v, — v; (rispetto ap).

[5] SiaV uno spazio vettoriale reale di dimensione 3, riferito alla b&e (v,,v,,v3). Data la funzione
¢:VxV —R:

3 3
P(x,y) = 204Y1 + X5 + Xg¥3) — (X Y3 + X3Yp), X = invi’ y= Ziji ev, (24.1)
i1 =1

verificare che(V,¢) € uno spazio vettoriale euclideo e trovarne una base ortonormale.

[6] Sia:

e
L

N N
N —

una matrice simmetrica @®33.
i) Determinare una matricB tale che'BAB sia una matrice diagonale.
ii) Classificare la forma quadratick: R® — R associata ad\, rispetto alla base canonicaRlf.

[7] Classificare e determinare la segnatura della seguente forma qua@atR& — R, che, rispetto alla base
canonica diR®, & associata alla matrice:

1 3 4 -1 2
3 0 0 7 -1
A= 4 0 0 O O
-1 7 0 2 -1

2 -1 0 -1 3

[8] i) Verificare che lo spazio vettorial;, rispetto alla forma quadratica
Q(X) = 3(X5 + X5 + X3) — 2(X; Xy + XoXg + X;X5)

€ uno spazio vettoriale euclideax @ un vettore diV;, (X, %, X3) SONo le componenti dk rispetto alla base
B = (Vy,Vy, Vy)).
ii) Determinare una base ortonormale\j, rispetto al prodotto scalare cosi introdotto.

[9] Classificare la seguente forma quadratic®su

Q(Xy, Xos Xgy Xg) = X5 + 4X5 + 11X + 24X5 — 2X X5 — XX, + DXoXg + 16XgX,.

[10] Sono date le seguenti matrici:

1 0 1 X 0
A= 2 h+1 1 |, X=|ly |, B= 1 , heR.
z h

-h?-2h h+1 -1
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i) Discutere, al variare del parametngle soluzioni dell’equaziondX = B.
ii) Postoh = 0 nella matriceA, scrivere la forma quadratica associata alla maios e ridurla a forma canonica.
iii) Posto h = 1 nella matriceA, trovare una base ortonormale dello spazio eucli®éd) (spazio vettoriale

generato dalle righe db).

[11] Determinare la segnatura delle seguenti forme quadratiche defiritésu
Qi (X, %o, X3, %) = 24 + 2%y Xy + 26 + 25 + 2XgX, + 2G;
Qo (Xq, %o, X3, %y) = 24 — 2%y Xy — 26 + 26 — XXy — 2G;
Q3(Xq, %o, X3, %y) = X - X1 Xy = 2Xq Xg + AXgX, + e

Q(Xq, %o, X3, %) = 3G — 2%, X, + 3G + G + 2XX, — 86,

[12] Data la forma quadratic® : R® — R cosi definita:
Q(X,Y,2 = 2¢C + y? + 522 + 2(Xy — X2+ Y2),

la si classifichi e si determini una base rispetto alla q@kssuma una forma canonica.

[13] Si considerila forma quadratic@ : R® — R cosi definita:
Q(Xy, Xps Xg) = 2X5 + AX; Xy + X5 — X3.

i) ClassificareQ, determinandone la segnatura.
i) Individuare una base dR 2, rispetto alla qual& possa essere scritta in forma canonica.

[14] Classificare la seguente forma quadrafzaR* — R:
Q(X,Y,Z,) = X* — 8Xy + y? + 6xz+ Z + t?,

ridurla a forma canonica e determinare la matrice del cambiamento di base che la realizza.

[15] Classificare la seguente forma quadraaR® — R:

Q(X,Y, 2 = 5%% + 2xy + 5y® + 6xz+ Byz+ 37

e ridurla a forma canonica.

[16] Si consideri la seguente forma quadraticéRst
Q(Xy, Xos Xgy Xg) = X5 + 2X5 + X5 + X5 — 2X; Xy — 2XXg.

i) ClassificareQ e scriverla in forma normale.

ii) Scrivere Q in forma canonica e determinare una base ortonormaR“drispetto alla qualeQ assume tale
espressione.
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[17] Si consideri la seguente forma quadraticéRst

Q(Xy, Xo, X3, Xg) = X5 + X5 + X5 + X5 — 2XoXs.

i) ClassificareQ e scriverla in forma normale.

ii) Scrivere Q in forma canonica e determinare una base ortonormalR“drispetto alla qualeQ assume tale
espressione.

[18] SiaV uno spazio vettoriale euclideo di dimensione 3, riferito alla base ortonothelée , e,, e5). Detto
7 il piano vettoriale di equazione, — 2x, + X; = 0, ((X;, %, X;) SON0 le componenti di un generico vettoredi
V, rispetto alla base), si consideri I'endomorfismg : V — V, proiezione ortogonale & su ¥, cosi definito:
seu = u, + u,, doveu, € ¥ eu, € 7+, allorap(u) = u;,.

i) Verificare che la funzione:

Q:V—>R, ut— Q(u) =u-p(u), VYueV,

€ una forma quadratica 80 e classificarla.
i) Trovare una base d rispetto alla qual&) si scriva in forma canonica.

24.2 Soluzioni

(1]

A={{0, 1, 1}, {1, 0, 1}, {1, 1, 0}};

B = Ei gensyst em[A]
{{-1, -1, 23, {{-1, 0,1}, {-1,1, 0}, {1,1, 1}}}

<<Linear Al gebra‘' Ort hogonal i zat i on*

GranSchni dt [B[[2]1]

1 1 1 2 1 1 1 1
H’ﬁ’ 0 ﬁ}’ {*%’ 3 *%}’ {& NEk =

Segnatura(l, 2); base ortonormale:

><[( s ) [ (e )
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(2]

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

A={{2, 1, 0, 0}, {1, 2, 0, 0}, {0, O, 2, -1}, {O, O, -1, 2}};
B = Ei gensyst em[A]
{{1, 1, 3, 3}, {{0,0,1,1}, {(-1,1,0,0}, {0,0, -1, 1}, {1,1,0,0}}}

G anSchm dt [B[[2]1, | nner Product -
(2 #1 [[111#2[[11] +2#L [[2]1#2[[2]]1 +2#1 [[3]1]1#2[[3]1]1+
2#1 [[41]1#2[[41]1 +2#1 [[1]] #2[[21]1-2#1[[31]1 #2[[4]11&)1]

101 101
{{o-o 7, 7 {;ﬁ’ 7 %
{0, 0, -7 o}, {ﬁ’ .0, 0}}

X={x1, x2, x3, x4};

Sol ve[{X. A Transpose[{{1, 0, -1, 2}}] ==0,
X. A Transpose[{{0, 1, 2, 1}}] ==0}, {x1, x2, x3, x4}1

3 3 , X2 > - 3 + 3
Det [{{1, O, -1, 2}, {0, 1, 2, 1},

{11/3, -10/3, 1, 0}, {-10/3,5/3, 0, 1}}]
124

3

{{Xl_>11X3_10X4 10 x3 5X4}}

Solve ::”” svars’” : Equations may not give solutions for all solve variabl es.

i) Segnaturai4,0).

15 ) ) oo
iy 7= £((1,0,-1,2),(0,1,2,1)), F* =£((1§1,—%),1,0),(—1—:, g,o, 1))

(3]

P={{1, 0,0, 1}, {0, 1, 0, 0}, {0, 0, 1, 0}, {1, 0, 0, -1}};

Mat ri xFor m[Tr anspose [P]. P]

X3 %y Y3 Y4
a 1 0 0 1 00 L 10
vreel(6 S)(8 o (5 8) o5 )
2 000
N JO0 1 00
iii) La matrice richiesta é 00 1 0
0 00 2
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(4]

Reduce[{all +2al2 + 2al3 + 2a23 + a22 + a33 ==1,

all +a22 +2al2 ==1,

all+a33-2al3==1,

all+2al2+a22+al3+a23==0,

-all-al2+a23+a33==0,

-all+al3-al2+a23==0}, {all, al2, al3, a22, a23, a33}]
all == 3&&%al2 == -4&8&al13 == 2&&a22 == 6&&a23 == -3&&a33 ==

A= ({3, -4, 2}, {-4, 6, -3}, {2, -3, 2}}; X = {X1, X2, x3};

Sol ve[{X. A. Transpose[{{1, 0, -1}}] ==0,
X. A Transpose[{{0, 1, 0}}1 == 0}, {x1, x2, x3}1

Solve ::”” svars’ : E%uati ons may not give solutions for all solve variabl es.
Bpee 3x
{{Xl - —, X2 > —}}

2 2
Sqrt [{1, 1, -1}. A Transpose[{{1, 1, -1}}11]
{8}
3 -4 2
)A=| -4 6 -3 |
2 -3 2
33
i) 7 =L =, =,1)).
i) 7 L((z’z’ ))
iii) Nall = /5.
[5]

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

A= {{2, 0, -1}, {0, 2, 0}, {-1, 0, 2}};
B = Ei gensyst em[A]
{{1, 2, 33, {{1, 0, 1}, {0, 1, 0}, {-1,0, 1}}}

GrantSchm dt [B[[2]11,
I nnerProduct -» (2 #1 [[111#2[[1]1] +2#1 [[2]1]1#2[[2]1]+
2#1 [[31]1#2[[311 - #1 [[11]1 #2[[31]1 - #1[[31]1 #2[[1]11&)]

o5k lo ol {-5o &l

(o 5 o) o 2

(6]

A={{1, 1, 1}, {1, 1, 1}, {1, 1, 1}};

Ei gensyst em[A]
{{0, 0, 3}, {{-1,0, 1}, {-1, 1,0}, (1,1, 1}}}

1 -1 1
hB=| 0 1 1
1 0 1
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i) Segnaturai(l,0).

(7]

A={{1, 3,4, -1, 2} {3,007, -1},
{4, 0,0, 0,0}, {-1,7,0, 2, -1}, {2, -1, 0, -1, 3}};

Characteri sticPol ynom al [A, x]
2160 - 649 x - 366 x2 + 70 x> + 6 x* - x°

Segnatura(3, 2).

(8]

A= {{3, -1, -1}, {-1, 3, -1}, {-1, -1, 3}};
B = Ei gensyst em[A]
{{1, 4, 43, {{1,1, 1}, {-1,0, 1}, (-1, 1, 0}}}

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zati on*

Root Reduce [Gr anSchm dt [B[[2]], | nner Product -
(3 #L[[111#2[[11] +3#L [[2]1#2[[2]]1 +3#L [[3]11#2[[3]11]-
2#1 [[11]1 #2[[211-2#1[[2]1] #2[[31]1 -2#1 [[1]]1 #2[[3]11&) 11

1 1 1
{{_3 B ﬁ} " 24/30 15 \ﬁ
193 11
{ 2\/32430 16215 /32430 }}

i) Segnaturai3,0).

ii) B =

9]

(iii)i_3_1_19311/2_79
V3 V3 3 230 V15" 2v30)'| 2v32430 16215  2/32430])

A={{1, 0, -1, -2}, {0, 4, 2, 0}, {-1, 2, 11, 8}, {-2, 0, 8, 24}};S

Characteri sticPol ynom al [A, x]
576 - 984 x + 370 x% - 40 x3 + x*

Si tratta di un prodotto scalare.
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(10]

A={{1,0 1}, {2, h+1, 1}, {-h"2-2h, h+1, -1}};
X={X,y,2};B={0, 1, h+1};

Reduce[A. X==B, {X, Y, z}]

h==0&88y ==1-x& 8z == X | [X == ——&&
3+h 1’2’h
y == T h (2+h)&&z==2+h&&h¢0&&1+h¢0&&2+h¢0
Al =A/.h-0;
Mat ri xFor m[c = Transpose[Al]. Al]
5 2 3
2 2 0
3 0 3

Ei genval ues[c]

{0,5-v7 547}
A2:A/.h—)1,'
<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zati on*

G anfschmi dt [A2]

1 1 1 242 1
Uz omtilzg 5 3720 -

[V
w| =
W[ N
-
-

i)Seh=0:x=t,y=1-t,z=-t, telR;
seh = -2 e seh = —1: non esistono soluzioni;

1 3+h 1
sehé {=2,-1,0:x= 5=y = A+he+h'>" 2+n°

i) Q(x) = BXJ + 4X,%, + 6X,Xg + 26 + 33; Q(x) = (5— VIX2)2 + (5+ VT)(X3)2.

w5 o5 ) (333

wWIN
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(11]

Al = {{2, 1, 0, 0}, {1, 2, 0, 0}, {0, O, 2, 1}, {0, O, 1, 2}};

Ei genval ues[Al]
{1, 1, 3, 3}

A2 = {{2, -1, 0, 0}, {-1, -2, 0, 0}, {0, O, 2, -1}, {0, O, -1, -2}};

Ei genval ues [A2]

(-5, -8, &, 5}
A3 = ({1, -2, -1, 0}, {-2, 0, O, O}, {-1, O, 4, 2}, {0, 0, 2, 0}};

B = Ei genval ues [A3]

(Y13 1 81 5Vi3 5 413 1 /5L SVI3
4 4 2\ 2 2 ‘4 4 2 2
5 /13 1 (51 5413 5 +/13 1 |51 5./13
2774 2N2 "2 'a""4 "2V2 "2 }

<< Al gebra‘ Al gebrai cl nequal ities*

Sem al gebr ai cConmponent s[{B[[1]] >0}]
Semi al gebr ai cConmponent s [ {Fal se}]

Sem al gebr ai cConmponent s[{B[[2]] >0}]
Semi al gebr ai cConponent s[{True} ]

Sem al gebr ai cConponent s[{B[[3]] >0}]
Semi al gebr ai cConmponent s [ {Fal se}]

Seni al gebr ai cConponents[{B[[4]] >0}]
Semi al gebr ai cConponents[{True} ]

Ad={{3, -1, 0, 0}, {-1, 3,0, 0}, {0, O, 4, 1}, {0, 0, 1, -4}};

Ei genval ues[A4]

{2, 4, v17, v17}

Segnatura dQ; : (4,0);
segnatura d,: (2,2);
segnatura dQ;: (2,2);
segnatura d,: (3,1).
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(12]

<<Linear Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*
A={{2,1, -1}, {1, 1, 1}, {-1, 1, 5}};

B=Full Sinplify[Ei gensystem[A]]
{{o,4-v2, 4.2},

{{2, -3, 13, {4+3ﬁ, 34242, 1}, {473ﬁ, 3-2/2, 1}}}
Ful | Si npl i fy[G anSchm dt [B[[2]]]]

e 2. 2

ll 9
—4 +3\/_ st 14\/— o \/i}’

9
{ 14 (5 3() 28 14[ m}}

Segnatura(2, 0); base ortonormale:

gl /223 L || |Ls, S, 8 B 9
=[5 -G e on o 5 )
a2 G R )

(13]

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zati on*
A={{2, 0, 2}, {0, 1, 0}, {2, 0, -1}};

B = Ei gensyst em[A]

{{-2,1, 33, {{-1, 0, 2}, {0, 1, 0}, {2, 0, 1}}}

G anSchmi dt [B[[2]1]] 5

{-wo gl ovo{zo £

i) Segnatura(2,1).
ii) Forma canonicaQ(x) = —2(x1)2 + (X2) + 3(x3)?;

7o)

base ortonormales = ((
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(14]

<<Linear Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*
A={{1, -4, 3,0}, {-4,1,0,0}, {3,0, 1,0}, {0,0,0, 1}};

B = Ei gensyst em[A]

{{-4,1,1, 6},
{{-5, -4, 3,0}, {0,0,0, 1}, {0, 3, 4, 0}, {5, -4,3,0}}}

GranSchni dt [B[[2]11]

1 22 3
-7 sz OO0
3 4 1 22 3
{0, 5 5 O}, {ﬁy 5 5\/5, 0}}

Forma canonicaQ(x) = —4(x1)? + (x2)2 + (X3)2 + 6(x2);

base ortonormale:

S (1 2v2 3 34
3_[(—ﬁ,—?,S—ﬁ,o),(o,o,o,l),(o,g,g,o),(— _&Ne

[15]

LER

<<Linear Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*
A={{5 1, 3}, {1, 5, 3}, {3, 3, 3}};

Ei genval ues [A]
{0, 4, 9}

Segnatura(2, 0); forma canonicaQ(x) = 4(x2)? + 9(X3)?.

(16]

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zati on*
A={{1, -1, 0, 0}, {-1, 2, -1, 0}, {O, -1, 1, 0}, {0, 0, O, 1}};

B = Ei gensyst em[A]
{{0, 1, 1, 3}, {{1, 1, 1, 0}, {0, 0, O, 1}, {-1,0, 1, 0}, {1, -2, 1, 0}}}

G anSchni dt [B[[2]]]

{{% % % o}, (0,0, 0, 1,

N

1 1 1 2 1
-momdim-aml

i) Segnatura(3, 0); forma normale:Q(x) = (x1)? + (X2)2 + (x3)2.
ii) Forma canonicaQ(x) = (x2)2 + (X3)2 + 3(x4)?;

base ortonormale:
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(17]

<<Linear Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*
A={{1, 0,0, 0}, {0, 1, -1, 0}, {0, -1, 1, 0}, {0, 0, O, 1}};

B = Ei gensyst em[A]
{{o0, 1, 1, 23, {{0, 1, 1, 0}, {0, 0,0, 1}, {2,0,0, 0}, {O, -1, 1, 0}}}

GranSchni dt [B[[2]11]

o, -, L ol 0001, (100 0} {0, -
V2' 2

=

5

i) Segnatura(3, 0); forma normaleQ(x) = (x1)? + (X2)2 + (x3)2.
ii) Forma canonicaQ(x) = (x2)2 + (X3)2 + 2(x4)?;

1

V2’

base ortonormales = O) ,(0,0,0,1),(1,0,0,0), ( )

%|H
O
N

(i
[18]

<<Linear Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

GranSchm dt [{{2, 1, 0}, {-1, O, 1}, {1, -2, 1}}]
2 1 1 2 5 1 2 1
e 2 % = B ==

i) Il fatto che Q sia una forma quadratica segue dalle proprieta del prodotto scalare e delle applicazioni lineari;
dalla definizione si ha che la segnaturég0).

gumtmsarcinaa= (2, L o[- 2 [5) (£ 1)
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Capitolo 25

Le Coniche: equazioni di secondo grado

25.1 Rappresentazione di una retta nel piano con l'uso del calcolo vetto-
riale

Come premessa essenziale dello studio delle coniche del piano viene proposto un ripasso sull’equazione della retta
utilizzando lo strumento del calcolo vettoriale.

Fissato un sistema di riferimento ortonorm&e= (O,1,j) = (O, x, ) nel pianoxy, siar la retta passante per il
puntoP, parallela ad un vettore. Risulta:

r={P|PP=tv,teR},

ossia:
r-P=pFy+tv, teR. (25.1)

La (25.1) é dettaequazione vettoriale parametricadi r, t € R é dettoparametral variare del qual® descrive
la rettar.

SianoPR, = (x,,Y,) € P = (X,y) le coordiante cartesiane &, e P, rispettivamente, €, m) le componenti div
rispetto alla bas& = (i, j). Si verifica che I'equazione (25.1) equivale alle seguenti:

X=Xy + It
{ y=Yyp+mt, teR. (25.2)

Le equazioni precedenti sono dettguazioni parametrictd r, (I, m) prendono il nome dparametri direttori
dir.

Osservazione 25.1Siano(l, m) i parametri direttori di una rette, allora:

i) (I,m) # (0,0);

ii)sel =0 (om=0) larettar é parallela all'assg (o all'assex);

iii) i parametri direttori dir sono individuati a meno di un fattore moltiplicativo;
iv) i coseni direttori dir, ossia;

- | =
cosri = ———, cosrj =

sono individuati a meno di un segno.
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Esempio 25.1Determinare I'equazione della rettgpassante pelP, = (-1, 3) e parallela al vettore = 2i - 5j;
determinare, inoltre, i coseni direttori di

Le equazioni parametriche disono:
X=-1+2t
y=3- 5,

per i parametri direttori si ha:
- 2 - 5
cosri= ——, cosrj=-—.
VB T TV®
25.1.1 Retta per un punto perpendicolare ad un vettore
Siar la retta perP, perpendicolare ad un vettore Si ha:

r={PIP,PLn}={P|PP-n=0). (25.3)

SianoP, = (X, Y,) € P = (X, y) le coordinate dP, e di P, (a, b le componenti din rispetto alla bases = (i, j).
L'equazione (25.3) equivale a:
ax+by+c=0 (25.4)

che é dett@&quazione cartesiaar , dove(a, b) # (0,0) sono le componenti di un vettore ortogonale.a

Osservazione 25.2Dalle equazioni parametriche (25.2) di una rettsi ricava:
t=X"% _ Y=Y

| m

0, equivalentemente:
M(X = Xg) = 1(Y = ¥o) = O,

che é I'equazione cartesiana della retta. La relazione tra i coefficienii nell'equazione cartesiana e i parametri
direttoridir € la seguente:

a=pm
b=-pl, peR-{0},
Esempio 25.2Scrivere I'equazione cartesiana della retta dell’eserfigio

Dalle equazioni parametriche disi ottiene:

Xx+1 y-3
2 -5

da cui:
5x+2y-1=0.

Esempio 25.3Data I'equazione della retta: 2x — 7y + 5 = 0,determinare un vettore parallela @&d un vettore
ad essa ortogonale.

| vettori richiesti sono rispettivamente, ad esempios 7i + 2j, u = 4i — 14j.

Osservazione 25.3) Ogni equazione lineare iR e y del tipo (25.4) rappresenta I'equazione cartesiana di una
retta ed € individuata a meno di un fattore moltiplicativo.

i) Se A = (X5, ¥Ya) € B = (Xg,Yg) sono due punti distinti del piano, la rettapassante peA e B ha equazioni
parametriche:
{ X = Xp +t(Xg — Xp)
Y=Ya+tilyg—Ya) t€R,
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ed equazione cartesiana:

Esempio 25.4Scrivere le equazioni parametriche e cartesiana della retta passante perA pu@til,2) e B =
(4,-5).

Le equazioni richieste sono, rispettivamente:

X=-1+5t
y=2-Tt,teR,

7x+5y-3=0.

25.2 Riduzione delle coniche in forma canonica

Lo scopo di questo paragrafo é di dimostrare il seguente:
Teorema 25.1 Nel piano, ogni equazione di secondo grado nelle variabili X,y rappresenta una conica.

Nella dimostrazione del Teorema xy viene indicato il metodo da seguire per passare da un’equazione di secondo
grado qualsiasi irx, y alla forma canonica di una conica.

Dimostrazione. Sia:
C 1 @)X + 28, XY+ ayo)° + 28, X + 28,5y + g5 = 0 (25.5)

una qualsiasi equazione di secondo gradeo,p(a;; € R,i,j=1,...,3).
Introduciamo le due matrici simmetriche:

a. a 8, @ a3
A= 11 7120 B=| a, a, ay |,
Q1 3y
813 @3 83

pertantoC si pué scrivere come:

X
(x vy 1)B[y]=0, (25.6)
1
oppure:
(x y)A(§)+z( ars a23)(§)+a33=0. (25.7)

Esempio 25.5La circonferenza di equazione:
X*+y? +ax+by+c=0

individua le matrici:

a
1 —
03
10 b
A_(Ol),a_01E
ab

2 2

Si osservi cheA é in forma diagonale e dét> 0, detB # 0.
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Esempio 25.6Lellisse di equazione (in forma canonica):

2 2
X—2 + y_2 =1
a- b
individua le matrici: 1
1 - 0 0
—~— 0 a
a2
= = 1
A= LBl o 5 oo
0o - b
b?
0O 0 -1
Si osservi cheA é in forma diagonale, dét> 0, detB + 0.
Esempio 25.7L'iperbole di equazione (in forma canonica):
X2 2
S-5=t1
a- b
individua le matrici: 1
1 - 0 0
~ 0 a
a2
A = B = 1
’ 0O - O
o -2 b*
b2
0 0 -1
Si osservi cheA é in forma diagonale, ma dat< 0, detB + 0.
Esempio 25.8La parabola, di equazione (in forma canonica):
y? = 2px
individua le matrici:
0O 0 -p
A:(g ‘1)) B:{O 1 o].
-p 0 O

Si osservi che, anche in questo cascé in forma diagonale, dét= 0, detB + 0.
Esempio 25.9La conica degenere di equazione:
(2X+Yy)2 =4 +y? +4xy=0

4 2 0
A:(gi), B=|2 1 0.
0 0O

individua le matrici:

Siosservi che det =0 e deB = 0.
Suddividiamo il procedimento di riduzione a forma canonica in due casi:

Primo casa a,, = 0, ossia la matricé\ associata alla conica si presenta in forma diagonale:

ag 0]
A=

0 a,
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e I'equazione (25.5) assume la forma:
2 —
81X + By + 28X + 28, + g, = 0.
Operando con una opportuna traslazione degli assi del tipo:

X=X+Xy
y=Y+Yy,

si deve pervenire allannullarsi dei coefficierti; e a,;. | valori di X, ey, si ottengono con il metodo “del
completamento dei quadrati”, come illustrato negli esempi che seguono.

Esempio 25.10Si studi la curva di equazionex2+ y? — 4x + 6y = 0.
L'equazione precedente si pu6 trasfomare nel modo seguente:
2C+Y —AX+BY =2 = 2X) + (Y2 +6y) = 20 = 2X+ 1) + (Y2 + By + 9 -2 -9 = 2(x— 1) + (y+ 3)> - 11= 0.

Operando con la traslazione:

X=x-1
Y=y+3
si ottiene I'equazione:
X% Y2
— =1
11 " 11
2

ossia é un’ellisse con centro nel pur@6 = (1, -3) e assi di equazionx = 1,y = -3.
Esempio 25.11Si studi la curva di equazione? — 4y* — 2x+ 8y — 4 = 0.
L'equazione precedente si pu6 trasformare nel modo seguente:

=2 —AY? -2y) - 4= -2X+1) -4y’ -2y+1)-4-1+4=(x-1)?-4y-12-1=0.

X=x-1
Y=y-1

X2 -4y2=1

Operando con la traslazione:

si ottiene I'equazione:

ossia é un'’iperbole con centro nel pur@ = (-1, -1) e assi di equazionx = -1,y = -1.
Esempio 25.12Si studi la curva di equaziong:= x? + 2x + 2.

L'equazione precedente si pud trasfomare nel modo seguente:

y=R+2X+1D+1 y-1=(x+17>2

Operando con la traslazione:

si ottiene I'equazione:
Y = X2

ossia é una parabola con vertice nel pudto= (-1, 1) e asse di equaziong:= —1.
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Avvertenza: per applicare il metodo del completamento dei quadrati e poi effetture la traslazione opportuna si
devono sempre mettere in evidenza i coefficientitle diy?.

Secondo casoSi consideri la matricé\ e si supponga,, # 0. Si vuole effettuare un opportuno cambiamento di
base:X = PX’ in modo da trasformare la matriéein una matrice diagonalb.

Ponendo:
X B ( y )' X, B ( X/ )
y y

XAX+2( a3 8y )X +a33=0

I'equazione (25.7) diventa:

e dopo il cambiamento di base si trasforma in:
X'(PAPX’ +2( a3 a3 )PX +a3=0.

Si osservi che il termine noto rimane invariato. Poi¢hé una matrice simmetrica, esiste (per un ben noto risultato
di algebra lineare) un cambiamento di base ortonormale che permette di ottenere una matrice diagofizAd.

In altri termini si effettua una rotazione ponendo i nuovi assi nella direzione degli autovettori. Il verso degli assi
del riferimento ruotato deve essere scelto in modo ch® det .

Sia:
o= 1)
la rotazione considerata trasforma I'equazione (25.7) in:
A X2+ A,y% + 28X + 28,y + agy = 0. (25.8)

Siricordi, inoltre, che deD = detA, pertanto la rotazione non cambia il determinante della ma#ficéerifichia-
mo ora che non viene anche variato il determinante della ma@ridequesto scopo si osservi che, Ha= PX’ si

T D)
HAHE

Da (25.6), mediante il cambiamento di base, si ottiene:

ossia:

X/
(x y 1 )tQBQ[ y ]:0.
1

PoniamoB’ = 'QBQ, é chiaro che dd8’ = detB, essendo d& = detP. Procedendo con la traslazione si
completa la riduzione a forma canonica.

Prima di continuare con la dimostrazione del teorema, inseriamo alcuni esempi humerici.

Esempio 25.13Si riduca a forma canonica la conica di equazione:

3 + 2xy+ 3y + 2V2x = 0. (25.9)
Le matrici A e B sono date da:
3 1 42
31
A= 1 3/ B= 1 3 0
v2 0 0
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e (25.9) si puo scrivere come:
(x Y)A(§)+(2«/§ 0)(§)=0. (25.10)

Si osservi che dét = 8 e deB + 0, ci sono, quindi, ragionevoli motivi per pensare che si tratti di un’ellisse.
Gli autovalori diA sonod, = 2 e A, = 4, i corrispondenti autovettori (di norma unitaria per avere una matrice
ortogonale, del cambiamento di base) sono:

() o)

vale a dire, le equazioni della rotazione sono:

1 1
NV
=P = ,
y y _1 1|y
V2 V2
che sostituite in (25.10) portano all’equazione:
1 1
2 0 X V2 o2 X
R MR N MR
0 4)\y _1 1 Uy
V2 V2

ossia:
2X% 4+ 4y? + 22X + 2y = 0.

Operando con il metodo del completamento dei quadrati mediante la traslazione:

1
X=X+
3
1
Y = -
y + Z
Si ottiene:
X2 Y2
3 3
8 16

Si tratta proprio di un’ellisse. Per calcolarne le coordinate del centro, dei vertici e le equazioni degli assi € neces-
sario determinare le equazioni complessive del movimento rigido del piano (composizione della rotazione e della
traslazione) che ha permesso di ricavare tale equazione, e precisamente:

11 1
x_Px'_\/E\/E X 2
[y]_ {v]_ 11 {Y]_E

Vi V2 1

11 3
vz v |xy | az
i _LL[Y]_ 1

V2 42 42
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Lo . . 3 1 . . o
Quindi il centro dell’ellisseQ’ ha coordlnate(——, —) gli assi, che hanno equazioKi = 0,Y = 0 nel
W2 42
riferimentoR” = (O, X,Y), hanno equazioni, rispettivamente:
2 2
X—y+ £ =0, xX+y+— =0,

2 4

nel riferimento inizialeR = (O, x,y). Con lo stesso procedimento si possono ricavare le coordinate dei vertici e
dei fuochi.

Esempio 25.14Si riduca a forma canonica la conica di equazione:

4% — 4Xy+y? + 6x+ 2y — 3= 0. (25.11)

Le matrici A e B sono date da:

e (25.11) si pu6 scrivere come:

(x y)A(X +(6 2)(X)—3=o. (25.12)
y y
Si osservi che dét = 0 e deBB # 0, ci sono, quindi, ragionevoli motivi per pensare che si tratti di una parabola.

Gli autovalori diA sonoA; = 0 e, = 5, i corrispondenti autovettori (di norma unitaria per avere una matrice
ortogonale, del cambiamento di base) sono:

vale a dire, le equazioni della rotazione sono:

I
LG L)
:P = y
y y 2 1 |y
N
che sostituite in (25.11) portano all’equazione:
1 2
00 X ﬁ _ﬁ X
ERL I M EER D
0 5)ly 2 1 |y
Y

ossia:

5y + 2v5x — 25y - 3=0.

Operando con il metodo del completamento dei quadrati mediante i passaggi seguenti:

5y'2 + 24/5x' — 24/5y -3 =0; 5(y2- %x/ﬁyw %) = —2v5X +4,

3 -3
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vale a dire, con la traslazione:

2

X=X -—

V5

1

Y=y -—

V5

si ottiene:

Y2=—2—‘/§x.

5

Si tratta proprio di una parabola. Per calcolare le coordinate del vertice, e le equazioni dell’'asse e della direttrice é
necessario determinare le equazioni complessive del movimento rigido del piano (composizione della rotazione e
della traslazione) che ha permesso di ricavare tale equazione, e precisamente:

1 2 2
(e x|
{y]_ {y]_ 2 1 [Y]+ 1

V5 5 V5
1 2
|V W Xy (o
) 2 1 {Y]+[1]

V5 5

Quindi il vertice della parabol®’ ha coordinatg0, 1) e I'asse, cha ha equazioivfe= 0 nel riferimentoR” =
(0, X,Y), ha equazione:
2x-y-1=0

nel riferimento inizialeR = (O, X, y).
Con lo stesso procedimento si possono ricavare le coordinate del fuoco e I'equazione della direttrice.

Riprendiamo la discussione teorica. Dall’equazione (25.8) si ottiene:
A, 0 ais
B=| 0 A, amx
a-€|.3 a-,23 a33
il cui determinante é:

detB = detB’ = 1,1,855 — ;85 — 1,85 (25.13)

Allo scopo di poter scrivere I'equazione della conica in forma canonica, si deve effettuare la traslazione:

X =X+ Xy
25.14
{ Y=Y+Y ( )

in modo da annullare i termini di primo grado. Per calcolare il valorely, si sostituiscono le equazioni della
traslazione (25.14) in (25.8); si ottiene:

L X2+ Y2 + 2(xd, + @)X + 2(Ypd, + 85)Y +y =0 (25.15)

e il temine noto é dato da:
Y = A% + A3 + 28X, + 2853y, + 8gs- (25.16)

Dipartimento di Matematica



346 E. Abbena,A.M. Fino, G.M. Gianella — Geometria e Algebra Lineare |

Si distinguono i seguenti casi:
1)a, #0,4, #0;
2)2, =0,, % 0;
3)A, #0,4,=0.
1) Essendo\, # 0,4, # 0, alloraA;A, = detD = detA # 0. Si pone:
=75 Yo=—7- (25.17)
sostituendo (25.17) in (25.15) si ha:
e in (25.16) si ottiene:

detB’

Si perviene quindi alla seguente classificazione:

a)sel; e, hanno lo stesso segno e Bét= detB + 0, si ottiene un'ellisse;
b) seA, e A, hanno segno opposto e d&t= detB + 0, si ottiene un'iperbole;

c)sea; e A, hanno lo stesso segno e 8ét= detB = 0 (ossiay = 0), si ottiene una conica degenere formata da
un solo punto reale (intersezione di due rette immaginarie);

d) seA; e A, hanno segno opposto e dt= detB = 0 (ossiay = 0), si ottiene una conica degenere formata da
due rette reali incidenti.

Si osservi che nei due ultimi casi il rangoBié 2.

2) A, = 0,1, # 0, 'equazione (25.8) diventa:
A,y'2 + 28X + 285y + ag, = 0.
Sostituendo le equazioni della traslazione (25.14) si ottiene:
,Y2 4+ 2(yod, + @)Y + 28X +7y = 0, (25.18)
e il temine noto é dato da:
Y = A,¥5 + 28] X + 2a5Y, + Aga.

Distinguiamo i due sottocasi:

a)aiz=0;
b) a3 # 0.

’

. . . . . . az3 L . . . .
a) si pud subito ricavare il valore di, = “ ; operando quindi con una traslazione in ci pué assumere
2
qualsiasi valore, da (25.18) si ha:

LY?+y=0. (25.19)

Si ottiene, inoltre, da (25.13) che d&t detB’ = 0. Sey # 0, allora il rango diB’ é 2 e (25.19) rappresenta due
rette parallele (reali o immaginarie). Se anghe 0, allora il rango diB’ é 1 e si ottengono due rette coincidenti.

b) a1z # 0. Siricava, di nuovo, il valore dj, = —% , € (25.18) diventa:

2

A,Y? 4+ 28 X +y =0,
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ossia:

, Y
A,Y2 + 2a13(X + K,13) = 0.

Dall'equazioney = 0O si ottiene anche il valore cercato ®j, pertanto € univocamente definita la traslazione
cercata. La conica é una parabola. Si osservi chB gedetB’ = —A,ai3 # 0.
3) A, # 0,4, = 0, l'equazione (25.8) diventa:

A X2 + 28X + 285y + ag, = 0.
Sostituendo le equazioni della traslazione (25.14) si ottiene:

X2 + 2(Xgdy + &)X + 2a),Y +y = 0, (25.20)

e il temine noto é dato da:

Y = A X5 + 285X + 2a5Y, + Aga.
Distinguiamo i due sottocasi:
a) axs = 0;
b) a3 # 0.

’

. . . . . . ais . . . . . 2
a) si pud subito ricavare il valore di, = “ ; operando quindi con una traslazione in i pu6é assumere

1
qualsiasi valore, da (25.20) si ha:

A X% +y=0. (25.21)

Si ottiene, inoltre, da (25.13) che d&t detB’ = 0. Sey # 0, allora il rango diB’ é 2 e (25.19) rappresenta due
rette parallele (reali o immaginarie). Se anghe 0, allora il rango diB’ é 1 e si ottengono due rette coincidenti.

, . . . . a .
b) azs # 0. Siricava, di nuovo, il valore di, = —%’ , € (25.18) diventa:
1

A X2+ 2a,Y +y =0,

ossia:

, 4
A, X2+ 2a23(Y + ES) =0.

Dall'equazioney = O si ottiene anche il valore cercato gj, pertanto € univocamente definita la traslazione
cercata. La conica € una parabola. Si osservi ch8 gedetB’ = —1,a23 # 0.

Si sono cosi ottenute tutte le coniche degeneri e non degeneri; si osservi che tutte le coniche degeneri sono ca-
ratterizzate da d& = O e classificate dal rango @; mentre se ddé + 0, allora le coniche non degeneri sono
caratterizzate da dét detA = O corrisponde alla parabola, det> 0 all’ellisse, deA < 0 all'iperbole.

In conclusione, si pué procedere atlassificazione delle coniche attraverso il rangoankA) e rankB) delle
matrici associate, tenuto conto che il rangdddéd il rango diB sono invarianti per rototraslazioni nel piano:

B rankA) = 2: ellisse iperbole
rankB) = 3 { rankA) = 1: parabola

rankB) = 2 rankA) = 2: 2 rette incidenti o rette isotrope
- rankA) = 1: 2 rette reali parallele? rette parallele immaginarie

rankB) = rankA) = 1: 2 rette reali coincidenti
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Esercizio 25.1 Nel piano, rispetto ad un riferimento cartesiaRo= (0, X, ), scrivere I'equazione dell’ellisse
avente centro nell'origine e vertiéi, = (4V2,4V2), A, = (-4V2,-4V2), B, = (-V2,V2), B, = (V2,-V2),

indicando esplicitamente le equazioni del cambiamento di riferimento usato.

Le coppie di verticiA;, A, e B;, B, appartengono rispettivamente alle rétte x—y = 0 edY : x+y = 0 le quali,
con l'origine O, si possono assumere come nuovo riferimento cartesiano del giaso (O, X,Y) = (O,1',j),
dove:

., i4+j ., —i+]
= —, J = .
V2 V2
Tenuto conto che I'ellisse ha semiassi:
a=dA;,0) =8
b=d(B;,0) =2,
la sua equazione, nel riferimentd, si scrive:
X2 Y2
— + — =1 25.22
64 " 2 (25.22)
Detta:
1 1
V2 V2
P=
1 1
V2 V2

la matrice del cambiamento di riferimento, si ha:

(¥)-(3)
(si ricordi che'P = P~1). Sostituendo in (25.22) si ha:
17%% + 17y? — 30xy— 128=0
che é I'equazione dell’ellisse richiesta.

Esercizio 25.2 Nel piano, rispetto ad un riferimento cartesiaRe- (O, x,y) = (0,1, ), scrivere I'equazione della
parabola avente per asse la rettax — 2y = 0, il vertice nell’origine ed il fuoco nel puntb = (2,1).

| vettori r = 2i+j parallelo allaretta, s = —i+2j ortogonale ad e 'origine O individuano un nuovo riferimento
cartesian®®’ = (O, X,Y) = (O,1,j), dove:
</ r iy S

2,+ 1, 1., 2 .
i'=—=—i+ — = — =——1i+ —].
il ~ 5 v Y T s T 5 VE?

In tale riferimento, poichél(O, F) = v/5, 'equazione della parabola é:

Y2 = 4v/5X. (25.23)
Detta:
2 _1
V5 5
P=
1 2
V5 5
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la matrice del cambiamento di riferimento, si ha:

X\ ipf X
(¥)="(})
(si ricordi che'P = P~1). Sostituendo in (25.23) si ha:
X2 — 4xy + 4y? — 40x— 20y = 0

che é I'equazione della parabola richiesta.

Esercizio 25.3Nel piano, rispetto al riferimento cartesiad = (O, x,y) scrivere I'equazione della parabola
avente fuocd- = (2, 1) e direttriceh la retta di equazione: X2y + 5= 0.

Il punto genericd® = (X, y) della parabola soddisfa la condizione:
d(P,F) =d(P,h),

ossia: X
2X+y+5
X=22+(y-17°= (7) ,
V5
vale a dire:
X2 — 4xy + 4y? — 40x — 20y = 0.
Nel riferimentoR’ = (O, X,Y) che ha I'asse&X coincidente con la rett®F di equazionex — 2y = 0 e I'asseY
passante pe® ed ortogonale all'assk, il fuoco ha coordinaté& = (1/5,0) e I'equazione della parabola é:
Y2 = 4v/5X.

La stessa equazione si ottiene ricordando chif; F) = d(P, h) e h ha equazione (iR’): X = -+/5, il fuoco ha
cordinate(+/5, 0), quindi:
(X = V5)2+Y2 = (X + V52,

da cui si perviene di nuovo all’'equaziové = 4+/5X.
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Capitolo 26

Per saperne di piu sulle Coniche

26.1 Equazioni parametriche delle coniche

1) La circonferenza di centro I'origine e raggicsi pu0 scrivere in forma parametrica come:

X =T cost
y=rsint, 0<t<2r.
La circonferenza di centr@ = (a,f3) e raggior ha equazioni parametriche:

X=a +r cost
y=p+rsint, 0<t<2r.

2) Lellisse di centro I'origine e semiassi e b si pud scrivere in forma parametrica come:

X = acost
y=bsint, 0=<t<2n.

Si osservi che i punti dell’ellisse hanno ascissa uguale a quella dei punti della circonferenza di centro I'origine e
raggioa e ordinata uguale a quella dei punti della circonferenza di centro I'origine e raggi@ud cosi ricavare
un metodo interessante per disegnare i punti dell’ellisse.

L'ellisse di centroC = (a,8) e semiassa e b ha equazioni parametriche:

X =« + acost
y=pB+bsint, 0<t<2r.

. 3) L'iperbole di centro I'origine e semiassi e b si pud scrivere in forma parametrica come:

X = +acosht
y = bsinht, teR.

Liperbole di centroC = («,8) e semiassa e b ha equazioni parametriche:

X = a + acosht
y =pB+Dbsinht, teR.

4) La parabola di vertice I'origine e asse I'asssi pud scrivere in forma parametrica come:
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26.2 Le coniche in forma polare
Scopo di questo paragrafo € di scrivere le equazioni delle coniche in coordinate polari.

Introducendo un riferimento polare costituito da un pudtalettopolo, e da una semiretta orientata uscent®da
dettaasse polareé noto che ogni punto del piano (ad eccezione del polo) si pu6 indviduare dalla sua distanza dal
polo p (il raggio vettore) e dalla misura dell’angoto('anomalia) che il segment®P forma con I'asse polare,

con le condizionp = 0 e 0< 6 < 2.

Introducendo un sistema di riferimento cartesiano avente I'origine coincidente con il polo eX'assel’asse

polare, si perviene, facilmente, alle formule di passaggio dalle coordinate polari a quelle cartesiane di un generico

puntoP, e precisamente:
X = pcosd
{ y=psing, p=0,0=<6< 2r. (26.1)

Le limitazioni, imposte naturalmentegeee ad, possono causare inconvenienti nello studio di determinati fenomeni,
dovuti, in particolare, al brusco passaggi@dial valore pitivicinoa 2 a 0. Per evitare questo problema, conviene
introdurre lecoordinate polari generalizzatenel modo seguente. S& é un punto di coordinate polagp, 6); €
chiaro che le coordinaté-p, 6 + ) corrispondono, dal punto di vista geometrico, allo stesso punto, lo stesso
per (0,0 + 2nr),n € Z. Si pud quindi associare allo stesso puRtan insieme di coordinate polari equivalenti
((=D"p,0 + 2nm), n € 7. Tale famiglia di coordinate prende il nome dbordinate polari generalizzatedi P.

Sivuole usare questo sistema di coordinate nel caso delle coniche.
Come dimostrato nel precorso, le coniche possono essere definite come il luogo dBi gelpiano tali che:

dP.F)
aP.fH -

dove F é il fuoco, f la direttrice ede I'eccentricita. Se si sceglie un riferimento cartesiano avente l'origine
coincidente con il fuoco e la direttrice parallela all’asseli equazione:x = k, allora I'equazione del luogo
diventa:

X +y? = é(x-k?, (26.2)

dove (X, y) indicano le coordinate del generico purRalel luogo.

Ci si propone di scrivere I'equazione (26.2) in coordinate polari generalizzate. Da (26.1), sostituendo in (26.2) si
ha:
p? = €(pcosh — k)?,

da cui, estraendo la radice quadrata, segue:
p = +€(p cosh — K).
Si ottengono cosi, sorpendentemente, due equazioni in coordiante polari:

p(1—ecosh) = —ek, (26.3)

p(1+ ecosh) = ek. (26.4)
Si consideri un generico pun®= (p,, §,) appartenente alla conica di equazione (26.3), vale a dire:

—ek

P0= 1 " ecost,”

In modo equivalenteP, pué essere rappresentato co(r@,, 6, + 7). E immediato verificare che questi valori
verificano (26.4), e viceversa, pertanto (26.3) e (26.4) rappresentano lo stesso luogo di punti.

Si distinguono i seguenti casi:
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a) e = 1: caso della parabola. L'equazione in coordinate polari é:

3 k
P = 1¥coso
oppure:
3 k
P =1 "cos’

Si osservi che, in entrambi i casi, il denominatore si annullagper0 + 2nr oppuref = 7 + 2nt,n € Z, che
corrisponde all'angolo formato dal raggio vettore (con I'ag¥ehe proietta il punto all’infinito della parabola
(vale a direil raggio vettore € parallelo all'assp

b) e < 1: caso dell’ellisse. Non esistono valori@iper cui 1+ ecosd = 0.

c) e < 1: caso dell'iperbole. | valori d# per cui 1+ ecosf = 0 corrispondono alle direzioni degli asintoti.
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Le Coniche — Esercizi

27.1 Esercizi

Tutti gli esercizi di questo capitolo sono assegnati nel piano ordinario, rispetto ad un riferimento caresiano
(O, x,y).

Ridurre a forma canonica le seguenti coniche, studiarle e scrivere esplicitamente il cambiamento di riferimento
usato:

[1] 5%% +2y? + 2xy+ x+ 1 = 0.

[2] 2% —2xy+2y? +2x -1 = 0.

[3] X2 +4xy—2y? - 2x+4y+1=0.

[4] Y -xy+1=0.

[5] x2—3xy+y2—4yV2(x-y)+6=0.
[6] X%+ 6xy—T7y?—2x—6y—19=0.
[7] 3x% +4xy+3y?> + 2x -2y -3 =0.
[8] 3x%+2xy+3y? +6x+2y+1=0.
[9] X2 —2xy+y?—2x—2y=0.

[10] X% —4xy+ 4y?> + 5y — 9= 0.

[11] 3x® + 2xy+ 3y? + 10x— 2y + 9= 0.
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[12] 2x? — 3xy—2y? —5x+ 10y-5= 0.

[13] 2x? —Bxy—-3y? + 7y -2 =0.

[14] 5X% + 4xy+ 2y? - 2x— 4y + 2 = 0.

[15] (2x+ 3y)x+ 4x+ 6y = 0.

[16] 2x% - 2xy+ 7x-y+3=0.

[17] 2x2 + 8y?2 — 8xy— 8v5x+VBy—5=0.

[18] 16x2 + 4y? + 16xy + 2v5x + 16v/5y + 65 = 0.

[19] Data la famiglia di curve:
y, o (@ - 1x% +2axy+2x+ 2xy—1=0, acR,

i) determinare per quali valori del parametoy, € degenere.

ii) Postoa = 1, verificare chey, & un’iperbole. Determinare la sua forma canonica e scrivere le equazioni del
cambiamento di riferimento usato.

[20] Per quali valori dih € R la conica:

3(h-2
Van-a,

(h=1)x2 + (h+ 1)y? - 2V3xy + 2x — 5

0

€ una parabola non degenere del piano?
Determinare, rispetto ad un opportuno riferimento cartesiano, la forma canonica di tale parabola.
Scrivere, inoltre, esplicitamente il cambiamento di riferimento usato.

[21] Data la matrice:
2 2
(2 4)
i) determinare, se esiste, una matrice ortogomaleon determinante positivo) in modo tale cRe'AP sia una
matrice diagonale.

if) Considerata la conica:
22 +4xy—y?*-1=0

classificarla, ridurla a forma canonica e scrivere le equazioni del cambiamento di riferimento usato.

[22] Data la conica:
5x% + 24xy — 5y? — 6x — 4y + 2 =0,

i) riconoscere che si tratta di un’iperbole e scrivere esplicitamente le equazioni del cambiamento di riferimento che
permettono di rappresentarla in forma canonica.

if) Determinarne (nel riferiment® = (0, X, y)) le coordinate del centro, le equazioni degli assi e degli asintoti.
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[23] Determinare vertice, asse e forma canonica della pargbdizquazione:

42 — Axy+y?> -y =0.

[24] Ridurre a forma canonica I'equazione della conica:
5X% + 4xy+ 2y? —6x+1=0

e scrivere le equazioni dei suoi assi.

[25] Ridurre a forma canonica I'equazione della conica:
7x? — 8xy+Yy? —6x+ 6y + 1 =0,

e determinarne le equazioni degli assi.

[26] Data la famiglia di coniche:
3%% + 2axy+ 3y + 2x-2y-3=0, acR,
i) si studi il tipo di conica, al variare d.

i) Si trovi I'equazione in forma canonica della conica corrispondente al valetel del parametro ed il relativo
cambiamento di riferimento.

[27] Data la famiglia di coniche:
C it +txy—-y?—y-t=0,teR,

i) classificare le coniche d,, al variare dit € R.
ii) Scrivere in forma canonica le equazioni delle parabole (non degeneri) apparteGgnti a
iii) Postot = —4, scrivere in forma canonica la conica appartenertie eosi ottenuta.

[28] Classificare le coniche della famiglia seguente, al variare del parametiR:

X2+ 2hxy+y? +2x+h=0, heR,

[29] Data la conica:
1
X2 — Xy + Zy2—2x+ 6y +6=0,
i) verificare che non € riducibile;
i) verificare che & una parabola;
. N 9 6 .
iii) sapendo che il vertice ¥ = (5 = 5)' trovare I'asse e la tangente nel vertice;

iv) verificare che ¢ la parabola di fuo¢o= (1, -2) e direttriced : x+ 2y — 1 = 0.

[30] Data la conica:
3% — 2xy+ 3y? + 2x+ 2y = 0,
i) € reale?
i) E riducibile?
iii) Ha centro?
iv) Di che conica si tratta?
V) Ricavarne I'equazione canonica.
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[31] Data la conica:
2Xy—-x—-y+1=0,

i) verificare che non é riducibile;

i) verificare che & un’iperbole equilatera;

iii) trovarne il centro;

iv) determinarne gli asintoti;

v) verificare che la conica passa gk (0, 1) e trovarne la tangente iR.

[32] Studiare la conica di equazione:
4xy-3y*-8=0

ridurla a forma canonica e determinare le equazioni degli assi e degli asintoti.

[33] Riconoscere che, nel piano, 'equazione:
X2 —2xy+ Y2+ 10X+ 2y+7=0

rappresenta una parabola di cui si chiedono le coordinate del vertice e I'equazione dell’asse.

[34] Riconoscere che, nel piano, I'equazione:
X2 —2xy+ 7y? + 34x+ 2y +31=0

rappresenta un’ellisse di cui si chiedono le coordinate dei vertici.

[35] Classificare, al variare del parametre R, la conica:
X2 + 2hxy+ 4y? + 8x — 6y = 0.

Postoh = 0, ridurre la conica cosi ottenuta a forma canonica e determinare il cambiamento di riferimento usato
per tale riduzione.

[36] Data la famiglia di coniche:
C:8%%+2hxy+2y> —2x-4y+1=0, heR.

i) stabilire per quali valori dh C & una parabola.
if) Scelto uno di tali valori, scrivere I'equazione @iin forma canonica.

[37] Scrivere I'equazione dell’ellisse avente centro nell’origine e vertici nei pénfi= (42,442,
A, = (-4V2,-4+/2),B, = (-V2,v/2), B, = (+/2,-V/2), indicando esplicitamente le equazioni del cambiamento
di riferimento usato.

[38] Data la conica:
C: 3% - Axy+2y? — 4y = 0.

i) Determinare i valori dit € R per cuiC € una parabola.

i) Determinare i valori diA € R per cuiC é degenere e, in questo caso, scriveéreome unione di due rette,
eventualmente immaginarie.
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27.2 Soluzioni

<<G aphics‘InplicitPlot’;
Co[x_, y_] :=Coefficient[x, yl;

FS[x_1 :=Full Sinplify[x];

Mat [f ] :=Do[e := Expand[f];
all :=Co[e, X" 2]; al2 :=Co[e, x*y]/2; a22 :=Co[e, ¥y 2];
al3 :=Co[e/.{y >0}, x1/2;
a23 :=Co[e/. {x->0},y1/2; a33 :=¢e/. {x>0,y->0};
A:= {{all, al2}, {al2, a22}};
traceof A:=all +a22; ]

Cel | ( Ori gi nal Col or
Rot at edCol or
Canoni cal Col or

RG&BCol or [0, O, 17; , PageW dt h - Paper W dt h)
RGBCol or [0, 0.5, 0];
R&Col or [1, 0, 0] ;

Bol dFace[s_] := Styl eForm[s, Font Wi ght - >Bol d];

Title[l] := Print [Styl eForm[
1. TheOriginal Conic
, Font Si ze- >12] //Bol dFace];

Title[2] :=Print [Styl eFor m[
2. RotatingtheConic
, Font Si ze- >1271//Bol dFace] ;

Title[3] :=Print [Styl eFor m[
3. Transl atingthe Conic : thecanonical form
, Font Si ze- >1271//Bol dFace] ;

Title[4] := Print [
Styl eFor m[
4. Graficodell e Coniche
, Font Si ze- >121//Bol dFace,
Styl eForm[ 1. Original Conic,
Font Col or - >Ori gi nal Col or ] //Bol dFace,
Styl eForm[ 2. Rot at ed Coni c, Font Col or - >Rot at edCol or]//
Bol dFace,
Styl eForm[ 3. The Canoni cal Form
Font Col or - > Canoni cal Col or ]//Bol dFace] ;

Conment [A] :=
Print[ Symmetricmatrix Aout of degree2coefficients :
//Bol dFace] ;

Conment [ki nd, detA ] :=1f [detA>0,

Print[ TheConicisan, StyleForm[ Ellipse.
, Font Col or - >Ori gi nal Col or1//Bol dFace], | f [detA ==0,

Print[ TheConicisa, Styl eForm[ Parabol a.
, Font Col or - >Ori gi nal Col or 1//Bol dFace 1,
Print[
The Coni cisan, Styl eForm[ Hyper bol a.

, Font Col or - >Ori gi nal Col or 1//Bol dFacel1]:

Comment [Ei genval ues] :=Print [ Eigenval uesof A:
// Bol dFace] ;

Comment [Ei genvectors] :=Print[ Eigenvectorsof A:
// Bol dFace] ;
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Comment [sosl] :=
Print[ Weapplytherotationof //Bol dFace,
N[ArcCos[P[[1]11/ °]1, degrees :
//Bol dFace] ;

Comment [s0S2] :=
Pri nt [ We appl y thetransl ati onof //Bol dFace,

N[‘Va2 + bz], units

// Bol dFace] ;

Comment [h] :=
Print [ Equationof therotatedconic :
//Bol dFace] ;

Comrent [K] :=
Print [ Canonical form(after rotati ngandtransl ating) :
//Bol dFace] ;

Conic[f_1 :=Block[

(xHereisthelist of tenporaryvari abl es of Coni c )
{e, g, h, k, A all, al2, a21,
a22, a23, a33, av2, P, traceof A, detA, a, b},

(1 f x, yhave beenassi gned, westoptheexecution x)

I f [Val ueQ[x1] || Val ueQly1,
Print [xor yareassigned. Pl easeused ear [x, y]first];
Abort [11;

(* *)

(*»1. Original Conic x)
(* *)
Title[l];

Print [f, = 0];

(* Changi nt he si gnof f x)

Mat [f];

det A = Det [A];

g=f;

If[(detA<0) && (a33 > 0), g=-f1;
If[(detA==0) & (traceof A <0), g=-f1;
If[(detA>0) && (a33 < 0), g=-f1;
Mat [g] ;

Conment [A] ;

Print [A =, Matri xFor m[A], , det (A) =, detA];
Conmment [ki nd, det A];

(* Ei genval ues and Ei genvect or s of Ax)
Comment [Ei genval ues];

Print [Ei genval ues[A]];

Comment [Ei genvectors];

Print [Ei genvectors[A]l];
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(» Ei genvector for thel argest Ei genval ue )
av2 = Ei genvectors[Al1[[2]11];
P = Root Reduce[av2/Sqrt [av2. av2]]; (x Remarkthat | |[P|| = 1 %)

(* *)
(*2. Rot ati ngthe Coni c %)
(* *)
Title[2];
sosl =FS[{X-»>P[[1]1]1x -P[[2]1]y, Yy »P[[2]11x+P[[111y}]1;
Comment [sos1];
Print [sosl];
h =FS[g/.so0sl1];
Mat [h] ;
Conmment [h];
Print [h, = 0];

(* *)

(»3. Transl atingthe Coni ¢ : the Canoni cal For mx)
(* *)

Title[3];

a=I1f[all==0, If[al3==0, 0, a33/ (2al3)1, al3/all];
b=1f[a22==0, | f [a23 ==0, 0, a33/ (2a23) ], a23/a22];
s0s2 = FS[{x->x-a, y- >y -b}];
Comment [s0s2];
Print [sos2];
k = FS[h/.so0s2];

Comment [k1];

Print [k, = 0]

(* *)

(»4. PlottingthethreeConics %)

(* *)

Title[d];

InplicitPlot [{g==0, h==0, k ==0},

{x, -10, 10},

Pl ot Styl e - {{Ori gi nal Col or}, {Rot at edCol or }, {Canoni cal Col or }},
| mageSi ze » 200, Pl ot Poi nts » 250]
1

(* NOTES
InplicitPlot failstoploty 2=
0 or equationsinvol vingonly x.
*)

Questo programma (scritto dai Proff. S. Berardi e S.M. Salamon) consente, data I'equazione di una conica in
generale, di ridurla a forma canonica evidenziando i passaggi algebrici necessari.

[1] Non sitratta di una conica reale.
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Coni c[2X" 2 -2Xy +2y 2 +2x - 1]
1. TheOriginal Conic
“1+2x+2x2-2xy+2y? =0

-2 1

1 2
The ConicisankEllipse.

A:( ),det(A):S

Ei genval ues of A :

{-3, -1}
Ei genvectorsof A :

{ (-1, 1}, {1, 13}
2. RotatingtheConic

We appl ytherotationof 45. degrees :

Xy X+y
x5,y » %4)

Equati onof therotatedconic :
1-x (\/§+X) + (\E—3y)y =0
3. Transl atingthe Conic : thecanonical form

We appl ythetransl ati onof 0. 745356 units

1

{X—)—$+X,y—)ﬁ+y}

4. Graficodell e Coniche
1. Original Conic
2. Rotated Coni ¢ 3. The Canoni cal Form

Symmetricmatri x Aout of degree 2 coefficients :

Canoni cal form(after rotatingandtransl ating) :

- G aphi cs-
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V2 42 2
X 2 T2 (X "3
X2+3Y2=:—§; = +
v) vz ve |lv) |
2 2 3
[3]

Conic[X 2 +4xy -2y 2 -2x +4y +1]
1. The Ori gi nal Conic

1-2x+x2+4y+4xy-2y? =0
Symretricmatri x Aout of degree 2 coefficients :

1 -2
A=(5 5 ) det(A) =-6

The Coni ci s an Hyper bol a.

Ei genval ues of A :

{-2, 3}
Ei genvectorsof A:

{{2 1}, {-1, 23}
2. RotatingtheConic

We appl ytherotati onof 116. 565 degr ees :

_ X2 2x-y
{x- —ng Bl o
Equati onof therotatedconic :

-1-2+/5x+3x%2-2y%2 =0
3. Transl atingthe Conic : thecanonical form

We appl ythetransl ati onof 0. 745356 units

.\/—

{X—)TS+X, y-y}
Canoni cal form(after rotatingandtransl ating) :

—g+3x2—2y2 =0
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4. Graficodell e Coniche
1. Original Conic
2. Rotated Coni ¢ 3. The Canoni cal Form

20

10

2V5 5 2

ox2_3y2= 8. " > 5" 3
— __é’ = + 1

y V5 2v5 LY .

5 5 3
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(4]

Conicl[y"2-xy +1]
1. TheOriginal Conic

1-xy+y2 =0
Symmetricmatri x Aout of degree 2 coefficients :

1
2

, det (A) = 7%

The Coni ci s an Hyper bol a.

Ei genval ues of A :

(3 (-1-+2). 3 (-1442))

Ei genvectorsof A:
{{1-«/5, 1}, {1+«/§, 1}}
2. RotatingtheConic

We appl ytherotationof 22. 5degrees :

X—)% ('\/2+'\/§X—'\/2—’\/Ey),
y—)% (\/2-\/§x+\/2+\/5y)

Equati onof therotatedconic :

{

(2\/§(X7y) (X+y) -2 (2+x2+y2)) -0

B

3. Transl atingthe Conic : thecanonical form

We appl ythetransl ati onof 0. units

{x->x,y-y}
Canoni cal form(after rotatingandtransl ating) :

(2\/§(X7y) (X+y) -2 (2+x%2+y?%)) =0

A=
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4. Graficodell e Coniche
1. Original Conic
2. Rotated Coni ¢ 3. The Canoni cal Form

10

- 10 - \yo

-10

V242 2-2
V-1, V241, [X] 2 2

2 2 y
2 2
1 1 8
[5] BEPCIV " V2 2" + s
22 5 Ay r o1 (iv)|_ &
V2 2 52
3 1
1., 2 X Vo Vo (X (°
6] —=X2-2-Y2=1; = + 5
s y) | L 8 \v) |z
V0 V10 >
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(7]

Coni c[3X"2 +4xy +3y 2 +2x -2y -3]
1. TheOriginal Conic

3+2x+3x2-2y+4xy+3y%2 =0
Symmetricmatri x Aout of degree 2 coefficients :

3 2
A= T3 ) detn -5

The ConicisankEllipse.

Ei genval ues of A :

{-5 -1}
Ei genvectorsof A :

{{1, 1}, {-1, 13}
2. RotatingtheConic
We appl ytherotationof 135. degrees :
{x--2% vy -7}
Equationof therotatedconic :
3:2/2x -x2-5y2 -0
3. Transl atingthe Conic : thecanonical form
We appl ythetransl ati onof 1.41421units
{x->V2+x,y-y}
Canoni cal form(after rotatingandtransl ating) :
5-x?-5y? =0

4. Graficodel | e Coni che
1. Original Conic
2. Rotated Coni ¢ 3. The Canoni cal Form

- G aphi cs-
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X2 X \/é \/é X 1
€—+Y2=1; = +
y 211 Uy -1
V2 V2

(8]

367

Conic[3X"2+2xy +3y 2+6X +2y +1]
1. The Ori gi nal Conic

1+6x+3x2+2y+2xy+3y% =0
Symretricmatri x Aout of degree 2 coefficients :

3 1
83

The ConicisankEllipse.

A=( ),det(A):s

Ei genval ues of A :

{2, 4}
Ei genvectorsof A:

{{-1, 1}, {1, 1}}
2. RotatingtheConic

We appl ytherotationof 45. degrees :

X-y X+y
{X_)'\/E’y_)w/i}

Equati onof therotatedconic :
1+4x(\/§+x)+2y(7\/§+y) =0
3. Transl atingthe Conic : thecanonical form

We applythetransl ationof 1. units

i i
{x—»-ﬁ+x,y->\/§+y}
Canoni cal form(after rotati ngandtransl ating) :

2(-1+2x%2+y?) =0
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4. Graficodell e Coniche
1. Original Conic
2. Rotated Coni ¢ 3. The Canoni cal Form

0.5

0.5

11
X V2 W2 X -1
X24+2Y2=1; = + :
LA G

V2 V2
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Conic[xX"2-2xy+y 2 -2x -2y]
1. TheOriginal Conic

2x+x2-2y-2xy+y2 =0
Symmetricmatri x Aout of degree 2 coefficients :

1 -1
-1 1
The Coni ci s aPar abol a.

A - , det (A) = 0

Ei genval ues of A :

{0, 2}
Ei genvectorsof A :

{ {1, 1}, {-1, 13}
2. RotatingtheConic

We appl ytherotationof 135. degrees :

X4y X-y
{x > \/E'y_)ﬁ}
Equationof therotatedconic :

2(x2+\/§y) =0
3. Transl atingthe Conic : thecanonical form

We appl ythetransl ati onof 0. units

{x->x,y-y}

2(x2+\/§y) =)

Canoni cal form(after rotati ngandtransl ating) :
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4. Graficodell e Coniche
1. Original Conic
2. Rotated Coni ¢ 3. The Canoni cal Form

V2 W2 y

§ V2 V2
e (2]
y V2 V2 Y

2 2
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Coni c[X"2-4xy +4y" 2 +5y -9]
1. TheOriginal Conic

9+x2+5y-4xy+4y%2 =0
Symmetricmatri x Aout of degree 2 coefficients :

1 -2
A=(5 4 ) det(A) =0

The Coni ci s aPar abol a.

Ei genval ues of A :

{0, 5}
Ei genvectorsof A :

{ {2, 1}, {-1, 23}
2. RotatingtheConic

We appl ytherotati onof 116. 565 degr ees :

_Xx+2y 2x-y
{x > & , Y > ng}
Equati onof therotatedconic :
9+5x2++6 (2x-y) =0
3. Transl atingthe Conic : thecanonical form

We appl ythetransl ati onof 4. 04969 units

{X—)—%+X,y—)—%+y}

-1+5x2-By =0

Canoni cal form(after rotatingandtransl ating) :
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4. Graficodell e Coniche
1. Original Conic
2. Rotated Coni ¢ 3. The Canoni cal Form
200
150
100
50
2 1 21
1 X V5 5 X 5
Y2=-—2_X = +
\E y) | L 2 (v)]|s
V5 5 5
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Conic[3x"2+2xy +3y 2+10x -2y +9]
1. TheOriginal Conic

9+10x +3%x%-2y+2xy+3y%2 =0
Symmetricmatri x Aout of degree 2 coefficients :

3 1
A= (] 3 |, det (A) =8
The ConicisankEllipse.
Ei genval ues of A :
{2, 4}

Ei genvectorsof A :

{ (-1, 1}, {1, 13}
2. RotatingtheConic

We appl ytherotationof 45. degrees :

Xy X+y
x5,y » %4)

Equati onof therotatedconic :
9+4x(\@+x)+2y(—3\@+y) =0
3. Transl atingthe Conic : thecanonical form

We appl ythetransl ati onof 2. 23607 units

{X—)—%+X,y—)%+y}

2(-1+2x%2+y?] =0

4. Graficodel | e Coni che
1. Original Conic
2. Rotated Coni ¢ 3. The Canoni cal Form

Canoni cal form(after rotatingandtransl ating) :

-2.5-2-1.5-1-10. 5
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N
x\ | vz V2 lixy (-2
X2+2Y2 = 1, = +
y 1T Uy 1
V2 N2

(12]

Conic[2x"2-3xy -2y 2 -5x +10y - 5]
1. The Ori gi nal Conic

5-5x+2x%2+10y-3xy-2y% =0
Symretricmatri x Aout of degree 2 coefficients :

) 3
- 25
A=| 3 2 | det (A) = -—
-2 2
2

The Coni ci s an Hyper bol a.
Ei genval ues of A :
{-3, 3}
Ei genvectorsof A :
({3 1} -3 1
2. RotatingtheConic

We appl ytherotati onof 161. 565 degrees :

_3x+y x-3y
{X -0 ¥~ 5t

Equati onof therotatedconic :

N | o1

(—2+x (\/Eer) -y (\/E+y

) -0
3. Transl atingthe Conic : thecanonical form

We appl ythetransl ati onof 2. 23607 units

{x—»-\/§+x,y->-\/§+y}

Canoni cal form(after rotatingandtransl ating) :

N a1

(72+x27y2) =0
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4. Graficodell e Coniche
1. Original Conic
2. Rotated Coni ¢ 3. The Canoni cal Form
20
10
-10 -5 5 10
-10
1 3
X V10 V10 |( X 2
X2-Y2=2 = + :
y 31 |y 1
V10 V10
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Conic[2x"2-5xy -3y 2 +7y -2]
1. TheOriginal Conic

2+2x%+7y-5xy-3y2 =0

Symmetricmatri x Aout of degree 2 coefficients :

) 5

== 49

A-| 5 2 | det (A) 7
= -3

The Coni ci s an Hyper bol a.

Ei genval ues of A :

{%(-1-5«/5), 4 (-1+5«/§)}
Ei genvectorsof A :

{{-1+v2 1}, {-1-v2 1}

2. RotatingtheConic
We appl ytherotati onof 157. 5degr ees :

1

X_)E (—\/2+\/§x—\/2—\/§y),
oz (V2-v2x-v24vzy)

Equati onof therotatedconic :

N| =

=0

(-4+7V2-V2x+ (-145V2) x2-y (74/2+V2+y +52y])

3. Transl atingthe Conic : thecanonical form

We appl ythetransl ati onof 0.914732units

i
x->-ﬂ\/82-31'\/§+x,

N Po——
y_)_ﬂ 82+31V2+y

Canoni cal form(after rotati ngandtransl ating) :

%((—1+5\/§)x2—<1+5\/§)y2) -0
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4. Graficodell e Coniche
1. Original Conic
2. Rotated Coni ¢ 3. The Canoni cal Form

20

Si tratta della conica degenem@x +y — 2)(x— 3y + 1) = 0.

Dipartimento di Matematica



378 E. Abbena, A.M. Fino, G.M. Gianella— Geometria e Algebra Lineare |

(14]

Conic[5X"2 + 4xy +2y 2 -2Xx -4y +2]
1. TheOriginal Conic

2-2x+5x2-4y+4xy+2y? =0
Symmetricmatri x Aout of degree 2 coefficients :

5 2
A:(z 5 ) det (A) - 6
The ConicisankEllipse.
Ei genval ues of A :
{1, 6}

Ei genvectorsof A :

{{-1, 2}, {2, 1}}
2. RotatingtheConic

We appl ytherotati onof 26. 5651 degr ees :

2x-y X+2y
{x > ﬁ,ya ng}

Equati onof therotatedconic :

2 (4x+3y)
\/5

3. Transl atingthe Conic : thecanonical form

2+6x%2+y?- =0

We appl ythetransl ati onof 1.37437 units

2 3
{X_)S\/§+X'y_)w/§+y}
Canoni cal form(after rotatingandtransl ating) :

—%+6x2+y2 =0
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4. Graficodell e Coniche
1. Original Conic
2. Rotated Coni ¢ 3. The Canoni cal Form

-0.6-0.4-
1 2 1
X2 Y2 X V5 5 X 3
T*+T1 =% = *
3 18 y _i i Y 4_1'
V5 +5 3

[15] Sitratta della conica degener@x + 3y)(x + 2) = 0.

[16] Si tratta della conica degenerd:+ V2)Y2 — (V2 - 1) = 0.
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(17]

Conic[2x"2+8y"2-8xy -8Sqrt [5]1x +Sqrt [5]y -51

1. TheOriginal Conic

5-84/5x+2x%2+/5y -8xy+8y2 =0

Symmetricmatri x Aout of degree 2 coefficients

A-(2 &) detea) -0

The Coni ci s aPar abol a.
Ei genval ues of A :

{0, 10}

Ei genvectorsof A:

{{2, 1}, {-1, 2}}

2. RotatingtheConic

We appl ytherotati onof 116. 565 degr ees

_ X2 2x-y
{x- —ng B o
Equationof therotatedconic :

5(-1+2x (1+x)+3y) =0

3. Transl atingthe Conic : thecanonical form

We appl ythetransl ati onof 0. 600925units

{X—)—%+X,y—)%+y}

Canoni cal form(after rotatingandtransl ating) :

N o

—1+4x2+6y 0
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4. Graficodell e Coniche
1. Original Conic
2. Rotated Coni ¢ 3. The Canoni cal Form

2 1 1
X V6 VB |( X 2V5
2Y2-3X =0, = +
[ y ] 12 [ Y ] _3
V5 V5 2v5

[18] E una parabola di equazione (in forma canonicgf 2 3x = 0;

cambiamento di riferimento:

Dipartimento di Matematica



382 E. Abbena, A.M. Fino, G.M. Gianella— Geometria e Algebra Lineare |

12 L
X Vs oovs | X V5
= +
2 1 9
Yol s N o
(19]

B={{a'2-1,a+1, 1}, {a+1, 0, 0}, {1, 0, 1}};

Sol Ve[mt [0/@ == 0, a]
{{a>-1}, {a>-1}}

Conic[2Xy + 2X + 2xy -1]

1. The Ori gi nal Conic

-1+2x+4xy =0
Symretricmatri x Aout of degree 2 coefficients :

0o 2
2 0

The Coni ci s an Hyper bol a.

A= |, det (A) = -4

Ei genval ues of A :

{-2, 2}
Ei genvectorsof A:

{{-1, 1}, {1, 1}}
2. RotatingtheConic

We appl ytherotati onof 45. degrees :

X-y X+y
{X_)'\/E’y_)w/i}

Equati onof therotatedconic :
—1+\/§(x—y)+2(x—y) (x+y) =0
3. Transl atingthe Conic : thecanonical form

We applythetransl ati onof 0.5units

{x->- 12+X,y—)—

1 1
22 2«/§+y}
Canoni cal form(after rotatingandtransl ating) :

-1+2x%2-2y2 =0
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4. Graficodell e Coniche
1. Original Conic
2. Rotated Coni ¢ 3. The Canoni cal Form

10

a=-1. ii)2X2-2Y2=1.

1 1
) | V2 vz |(xy [ °
= +
[y] 11 [v] 2
NP 2
[20] h=2. 4Y2++/3X =0.
V3 1 1
LH el
= +
y 1 V3 |\Y 7V3
2 2 96

Dipartimento di Matematica



384 E. Abbena, A.M. Fino, G.M. Gianella— Geometria e Algebra Lineare |

(21]

Ei gensystem[{{2, 2}, {2, -1}}1]
{{721 3}1 {{711 2}1 {21 1}}}

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*
GranSchni dt [{{-1, 2}, {2, 1}}]
% =5 &l

V&' BB B
Conic[2x"2+4xy -y 2-1]
1. The Ori gi nal Conic

—“1+2x%2+4xy-y2 =0
Symretricmatri x Aout of degree 2 coefficients :

2 2
A=(2 S ) det (A) - -6
The Coni ci s an Hyper bol a.
Ei genval ues of A :
{-2, 3}

Ei genvectorsof A:

{{-1, 23, {2, 1}}
2. RotatingtheConic

We appl ytherotati onof 26. 5651 degr ees :

2 X- X+2y
{X—»—ﬂ/g B o
Equati onof therotatedconic :

-1+3x%-2y? =0
3. Transl atingthe Conic : thecanonical form

We appl ythetransl ati onof 0. units

{x->x,y-y}
Canoni cal form(after rotatingandtransl ating) :

-1+3x%2-2y2 =0
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4. Graficodell e Coniche
1. Original Conic
2. Rotated Coni ¢ 3. The Canoni cal Form

40

20

- 40

2 1
V5 5
i) P =
1 2
V5 5
i) XTZ—YTzzl; (?):P(é)
3 2

[22] 13X2-13Y2=1.

3 2 5
O | B VB |0 [
[y]_ 2 3 [v] 2
\/f?, \/f?, 13

3 2 . i B 1
Centro.(l—:g,fg),asg.2(—3y_0,3x+2y—1_0,asmtot|.y_5x 1, y= x+5.
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(23]

Conic[4x"2-4xy +y 2-y]
1. TheOriginal Conic

4x% -y -4xy+y?2 =0
Symmetricmatri x Aout of degree 2 coefficients :

4 -2
A=(5 75 ) det(A) =0

The Coni ci s aPar abol a.

Ei genval ues of A :

{0, 5}
Ei genvectorsof A :

{{1, 23, {-2, 1}}
2. RotatingtheConic
We appl ytherotati onof 153. 435degrees :
_2x+y X-2y
{x > A y - E }
Equati onof therotatedconic :

2 X-2y

\/5

3. Transl atingthe Conic : thecanonical form

5% =0

We appl ythetransl ati onof 0.0447214 units

1
{X-)—lovg+x, y-y}
Canoni cal form(after rotatingandtransl ating) :

1 2y

2 _
—1OO+5X +% =0
. 9 1
Vertice:V = [-—, — |,
! ( 100 100)
wo L9
~ 45 100
asse.
2 1
- “t+—, teR;
Y= T100 '€
1 _2 9
sz 25, X V6 V5 100
Syl |2 1 1
NV 100
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2 1
HEY BEN
[24] X2 +6Y2=2; = + .
y) | L 2 |y 1
V5 5

Assi: x—-2y-3=0, 2x+y-1=0;

[25] X2-9Y?=1;assi: x—-y—-1=0, x+2y-3=0.
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(26]

B={{3, a, 1}, {a, 3, -1}, {1, -1, -3}};

Sol ve[Det [B] == 0, a]

{tas-3. fas 51

A=BI[{1, 2}, {1, 2}1]
{{3, a}, {a, 3}}

Sol ve[Det [A] == 0, a]
{{a-> -3}, {a>3}}

Conic[3X"2+2Xxy +3y 2+ 2x -2y -3]
1. TheOriginal Conic

834+2x+3x2-2y+2xy+3y? =0
Symetricmatri x Aout of degree 2 coefficients :

-3 -1

A=(] 3] det(n -8
The ConicisankEllipse.
Ei genval ues of A :

{-4, -2}

Ei genvectorsof A:

{{1, 1}, {-1, 13}
2. RotatingtheConic

We appl ytherotationof 135. degrees :

_X+y X-y
{x- vy ﬁ}

Equati onof therotatedconic :
342 (\/E—x)x—4y2 -0
3. Transl atingthe Conic : thecanonical form

We appl ythetransl ati onof 0. 707107 units

1
{x>p+xy-vy)
Canoni cal form(after rotatingandtransl ating) :

2 (-2+x%2+2y?) =0
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4. Graficodell e Coniche
1. Original Conic
2. Rotated Coni ¢ 3. The Canoni cal Form

i) a< -3, a>3:iperboli; -3 <a< 3: ellissi;
11 .
a = —3: parabola degenereg = 3: parabola;a = 3 . iperbole degenere.

1

1 1 1

X2 X V2 V2 | X 2
i) =— +Y2=1, = +

2 [y] 11 [v] 1

V2 V2 2
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[27]

B={{t,t/2, 0}, {t/2, -1, -1}, {0, -1, -t }};

Sol ve[Det [B] == 0, t ]
{{t 503, {t 52 (717ﬁ)}, {t 52 (71+ﬁ)}}

A=BLI{L 2}, (L, 2}1]
e 3k {7 1

Sol ve[Det [A] == 0, t ]
{{t - -4}, {t -0}}

Conic[-4X"2-4xy -y 2-y +4]
1. TheOriginal Conic

4-4x%_y-4xy-y? =0
Symetricmatri x Aout of degree 2 coefficients :

4 2
2 1

The Coni ci s aPar abol a.

A=( ),det(A):O

Ei genval ues of A :

{0, 5}

Ei genvectorsof A:
{{-1, 23, {2, 1}}
2. RotatingtheConic

We appl ytherotati onof 26. 5651 degr ees :

2x-y X+2y
{x > 7 , Y- 5 }
Equati onof therotatedconic :

X+2Yy

/5

3. Transl atingthe Conic : thecanonical form

-4 +5%° + =0

We appl ythetransl ati onof 4. 47236 units

{x-»—ﬁ+x, y>245+y}
Canoni cal form(after rotatingandtransl ating) :

1 +5x2+== =0

100 /5

i) Set < -4, t > 0: iperboli; se-4<t < 0: ellissi;

t = —4: parabola,t = 0: parabola degenere¢,= —2 + /5: iperboli degeneri.

i) Y2 = iX; iii) coincide con ii).

5v5
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(28]

A= ({1, h}, th, 13}; B= ({1, h, 1}, ¢h, 1, 0}, {1, O, h}};

Sol ve[Det [B] == 0]

1/3 ( 1/3

o)

Bt

S

R O
° 20 (3(s-ves))

{h*(lijﬁ)(%z(/gsim)) * L1 1/3}}
23 22/3 (3 (97\/@))

1/3
+

Ei gensyst em[A]
{{1-h, 1+h}, {{-1, 1}, {1, 1}}}

—1<h< 1:ellissi;h = +1: paraboleh < -1, h > 1: iperboli.

1 2 9
X 5 5 X I
[29] ii) gvzz—zx/éx; [ ]: Ve B [ ]+ > ;
y 2 1 Ny _5
Vs V5 5

iii) asse: 1& - 5y — 24 = 0, tangente nel vertice:xx5 10y + 3= 0.
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(30]

Conic[3X"2-2Xy +3y 2 +2x +2y]
1. TheOriginal Conic

2Xx+3x%2+2y-2xy+3y2 =0
Symmetricmatri x Aout of degree 2 coefficients :

3 -1
A= 3 ) detn -8

The ConicisankEllipse.

Ei genval ues of A :

{2, 4}
Ei genvectorsof A :

{{1, 1}, {-1, 13}
2. RotatingtheConic
We appl ytherotationof 135. degrees :

X4y X-y
{x > \/E'y_)ﬁ}
Equationof therotatedconic :

2(2x2+y(—\@+y)) =0
3. Transl atingthe Conic : thecanonical form

We appl ythetransl ati onof 0. 707107 units

{X—)X,y—)%+y}

Canoni cal form(after rotatingandtransl ating) :

1+4x%2+2y2 -0
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4. Graficodell e Coniche
1. Original Conic
2. Rotated Coni ¢ 3. The Canoni cal Form

0.5

0.250,/5
i) Si. i) No. iii))Si. iv) Eun'ellisse. V) X%2+4y?=1.
101 1
| V2 Vi x|z
[31] ii) 2X2_-2y2 =1, = + ;
y 11 [y 1
V2 W2 2

1 1) . N 1 1
iii) centro:(i,é); iv) asintoti: X = E,y: 5; v) tangentex-y+1=0.
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Conic[4xy -3y~ 2-8]
1. TheOriginal Conic

8+4xy-3y2 =0

Symmetricmatri x Aout of degree 2 coefficients :

0 2
A:(z 5 ),det(A) -4
The Coni ci s an Hyper bol a.

Ei genval ues of A :

{-4, 1}
Ei genvectorsof A :

{ (-1, 2}, {2, 1}}
2. RotatingtheConic

We appl ytherotati onof 26. 5651 degr ees :

2x-y X+2y
{x > ﬁ,ya ng}

Equati onof therotatedconic :
X2 4 (2+y2) -0
3. Translatingthe Conic :

t he canoni cal form

We appl ythetransl ati onof 0. units

{x->x,y->y}

Canoni cal form(after rotatingandtransl ating) :

x2 -4 (2+y2) -0
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4. Graficodell e Coniche
1. Original Conic

2. Rotated Conic 3. The Canoni cal Form

10
5
\
= yo
-5
-10

X2 Y2
8
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(33]

Conic[x 2 -2Xy +y 2 + 10X + 2y + 7]
1. TheOriginal Conic

7+10x+x2+2y-2xy+y2 =0
Symmetricmatri x Aout of degree 2 coefficients :

1 -1
A= 1 ) det(A) =0

The Coni ci s aPar abol a.

Ei genval ues of A :

{0, 2}
Ei genvectorsof A :

{ {1, 1}, {-1, 13}
2. RotatingtheConic

We appl ytherotationof 135. degrees :

X4y X-y
{x > \/E'y_)ﬁ}
Equationof therotatedconic :

7+2x2-2\2(2x+3y) =0
3. Transl atingthe Conic : thecanonical form

We appl ythetransl ati onof 1. 63724 units

7
{x+w/§+x,y46ﬁ+y}
Canoni cal form(after rotatingandtransl ating) :

2(-2+x2-3v2y) = 0
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4. Graficodell e Coniche
1. Original Conic
2. Rotated Coni ¢ 3. The Canoni cal Form

30

20

10

-5-6V2 -5+6v2
’ 2

Y2 = —3+/2X ice:V =
3V2X, vertice ( B 1

), assex—y+v2=0.

pa ST -1
2
vertici: Alz[_l_z‘/é’ _1;‘/5)' AQ:[_S_Z\/? _5;\/5)'
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-3-43-42 -3-vV3+v2
31= 2 ) , > .

—3+\/§+\/§) B _(—3+\/§—\/§
2 I 2

(35]

A= {{1, h}, {h, 4}}; B={{1, h, 4}, {h, 4, -3}, {4, -3, 0}};

Sol Ve[mt [B] == O]

{{h--5a])

e = Ei genval ues [A]
{% (5-v9+4an?), % (5++9+4ah?)}

Solve[e[[1]] == 0]
{{h>-2}, {(h->2}}

Sol ve[e[[2]] == 0]
{}

Conic[x"2 + 4y"2 +8x -6Yy]
1. The Ori gi nal Conic

8x+x2-6y+4y% =0
Symretricmatri x Aout of degree 2 coefficients :

1 O
0 4

The ConicisankEllipse.

A:( ),det(A):4

Ei genval ues of A :

{1, 4}
Ei genvectorsof A:

{ {1, 0}, {0, 1}}
2. RotatingtheConic
We appl ytherotati onof 90. degrees :
{x->-y, y-ox}
Equati onof therotatedconic :
6Xx+4x%+ (-8+y)y =0
3. Transl atingthe Conic : thecanonical form

We appl ythetransl ati onof 4. 06971 units

{X—)%+X,y—)4+y}

Canoni cal form(after rotatingandtransl ating) :
73

T +4x%+y%2 =0
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4. Graficodell e Coniche
1. Original Conic
2. Rotated Coni ¢ 3. The Canoni cal Form

73 L . .
Seh=- 22 la conica é degenere; altrimenti & non degenere.

Se-2 < h < 2 la conica é un’ellisse, sk < -2 eh > 2 la conica & un’iperbole, sk = +2 la conica & una
parabola.

X2 y2 X X -4
Seh =0: 7— + 7—3 = 1, = y + 3
4 16 4

[36] i) h = +4.

i _ . 2, 6y _N-
i) Seh =4, alloraC : 10Y +\/§X_O,

seh= -4, alloraC : 10v2 - 24/5X = 0.

[37] 172 + 172 — 30xy— 128= 0

_ 1 _ 1
x_ﬁx ﬁY
y:%X+%Y

[38] i) A = +2v/6.
i) A = 0,(V3x+ V2iy)(v3x - V2iy) = 0.
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