ESERCIZI sulle RELAZIONI - 2
—  Fabio GAVARINI —

N.B.: il simbolo @ contrassegna gli esercizi (relativamente) pit complessi.

1 — Siano FE; ed Es due insiemi non vuoti, nei quali siano date rispettivamente la
relazione w; e la relazione ws . Nel prodotto cartesiano Fq x FEs si consideri la relazione

w cosi definita (detta “prodotto” wixws ):
/ / 1 1 / 1 !/ 1 / / " 1

Dimostrare che:
(a) se wi e wo sono riflessive, allora anche w & riflessiva;
(b) se wi e wy sono simmetriche, allora anche w & simmetrica;
(c) se wi e wy sono antisimmetriche, allora anche w & antisimmetrica;
(d) se wi e ws sono transitive, allora anche w ¢ transitiva,
(e) se w1 e wy sono equivalenze, allora anche w & un’equivalenza;
(f) se w1 e wy sono ordini, allora anche w € un ordine (detto ordine prodotto su Eq X Es );

(9) se w1 e wy sono entrambi ordini totali, allora w € un ordine totale se e soltanto se si

ha ’E1| =1 oppure ’Eg| =1.

2 — Sia E un insieme non vuoto, nel quale sia data la relazione w, sia X un altro
insieme non vuoto. Nell’insieme EX di tutte le funzioni da X a E si consideri la relazione

wX definita da
fw¥l — f@)wllr) VeeX vV f,l e EX

Dimostrare che:

(a) se w & riflessiva, allora anche w™ & riflessiva;

X & simmetrica;

X

(b) se w & simmetrica, allora anche w

(c) se w ¢ antisimmetrica, allora anche w® & antisimmetrica;

(d) se w & transitiva, allora anche wX & transitiva;

X

(e) se w & un’equivalenza, allora anche w* & un’equivalenza;

(f) se w & un ordine, allora anche w* & un ordine;

(9) se w & un ordine totale, allora w™ & (un ordine) totale se e soltanto se si ha |E| =1.



2 ESERCIZI SULLE RELAZIONI - 2

3 — Siano F; ed E5 due insiemi non vuoti, nei quali siano date rispettivamente la
relazione d’ordine =<; e la relazione d’ordine <5. Nel prodotto cartesiano E; x FEy si
consideri la relazione =< = =<; x=<5 (detta “prodotto lessicografico”) cosi definita: per

lex

ogni (6’1,6’2) , (e’l’,eé’) € F1 x Ey, si pone
(ef.eh) = (e, ef) <<= (€ 21 e, el #¢€]) oppure (e =ef, e <o €])
Dimostrare che:
(a) = = =1 x=5 & una relazione d’ordine;

lex

(b) se =<1 e =<5 sono (relazioni d’ordine) totali, allora anche =< = =<; x=<5 ¢ totale.

lex

4 — Sia X un insieme e siano pj,p2 € Rx = P(X X X) due relazioni in E .
Dimostrare che:

(a) p1, pe riflessive = p; N po riflessiva, p; U po riflessiva;
(b)  p1, p2 simmetriche = p; N ps simmetrica, p; U ps simmetrica;

(¢) p1, p2 antisimmetriche = p; N po antisimmetrica, ma p; U ps non é
antisimmetrica, in generale; in particolare, si trovi un esempio di uno specifico insieme X’
e di specifiche relazioni p] e p, tali che p} e pf siano antisimmetriche mentre invece p} U p),

non ¢ antisimmetrica.

(d)  p1, p2 transitive = p; N po transitiva, ma p; U po non é transitiva, in
generale; in particolare, si trovi un esempio di uno specifico insieme X’ e di specifiche

relazioni p} e p) tali che p) e p), siano transitive mentre invece p} U p) non & transitiva.

(e) @ se p1 sono po transitive, si determini la pit piccola — rispetto alla relazione
di inclusione C — relazione in X che contenga p; e po e che sia transitiva.

5 — Sia data in N2 := N x N la relazione binaria 1 definita da
(a,b) n (c,d) &L atd=c+b V (a,b),(c,d) € N* .
(a) Dimostrare che n & un’equivalenza.

(b) Descrivere esplicitamente le classi di equivalenza di 7 e I'insieme quoziente N2 / n .,

dando una biiezione esplicita da N2 / 1 all'insieme Z dei numeri interi.

6 — Sia data in N? := N, x N la relazione binaria A definita da
(@b A (c,d) <= a-d=c-b V (a,b),(c,d) € N? .
(a) Dimostrare che A & un’equivalenza.

(b) Descrivere esplicitamente le classi di equivalenza di A\ e I'insieme quoziente N i / A

dando una biiezione esplicita da N JQF / A all’insieme Q4 dei numeri razionali positivi.



ESERCIZI SULLE RELAZIONI - 2 3

7 — Sia data in ZY =7 x (Z\ {0}) la relazione binaria ¥ definita da
(a,b) ¥ (c,d) <2 a-d=c-b VY (a,b),(c,d) e ZP .
(a) Dimostrare che 9 & un’equivalenza.
(b) Descrivere esplicitamente le classi di equivalenza di ¢ e 'insieme quoziente Z[.2] / 9,

dando una biiezione esplicita da Z[.2] / ¥ all’insieme Q dei numeri razionali.

8 — Sia data in Z x N la relazione binaria 6 definita da
(a,b) 0 (c,d) <= a-d=c-b Y (a,b),(c,d) € Zx Ny .

(a) Dimostrare che 6 & un’equivalenza.
(b) Descrivere esplicitamente le classi di equivalenza di 6 in (Z x N;) e Iinsieme
quoziente (Z X N+) / f , dando una biiezione esplicita da (Z X N+) / 0 all’insieme Q

dei numeri razionali.

9 — Per ogni n € Z, sia =,, la relazione in Z — detta “congruenza modulo n” —
definita da
r_— A Lo " __ ron
2 =p2 <<= ddeZ :zZ -z =dn V 22" el

dove la condizione a destra si pud leggere pilt sinteticamente “n divide (2’ —2")”.
(a) Dimostrare che =, & un’equivalenza.
(b) Dimostrare che =, =idz <= n=0 .
(¢) Dimostrare che =, = ZXxXZ <= ne{+1,—-1} .
(d) Dimostrare che =, ==, < n'+n’=0 (Vo' ,n”"€N) .

(e) Descrivere esplicitamente le classi di equivalenza di =,, .

10 — Nellinsieme N dei numeri naturali si consideri la relazione < definita da
h<k < ){xe{2,5}]a:5Nh}‘ < ‘{y€{2,5}}y§Nk}‘ ¥ hkeN
dove ¢, indica la consueta relazione di divisibilita in N.
(a) Dimostrare che la relazione < & una relazione di preordine in N.
(b) Dimostrare che la relazione < non é una relazione di ordine in N.
(c¢) Dimostrare che la relazione < := <N» = <N<~! & una relazione di equivalenza.
N/<

(e) Descrivere esplicitamente le cinque classi di <> —equivalenza [28]  , [15] ., , [21] . ,
38 e [30]... .

(d) Determinare il numero di elementi dell’insieme quoziente
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11 — Nell’insieme Z dei numeri interi si consideri la relazione n definita da
anb < a>—b> = 4b—4a V a,beZ
(a) Dimostrare che la relazione 7 € un’equivalenza.
(b) Determinare esplicitamente almeno un numero ¢ € Z tale che ¢ 9/ (—1), cioé ¢ non

sia n—-equivalente a (—1).
(¢) Determinare esplicitamente un numero k € Z diverso da (—1) e tale che kn(—1) .

12 — Si consideri l'insieme S := {b,f,4} e il relativo insieme delle parti P(S); si

considerino poi in P(S) le due relazioni 7 e — definite da
S'nS" = |S\S| =|S\S5"]

v S 5" eP(S

S — 8 = (}S"§|S”| oppure S’:S”) )

(a) Dimostrare che la relazione n & una equivalenza.
(b) Descrivere esplicitamente tutte le classi di equivalenza di 7.

(¢) Dimostrare che la relazione —o & una relazione d’ordine, e che essa non é totale.

13 — Si consideri 'insieme E := {S,P,Q, R}, il suo sottoinsieme E, := {S,P} e
I'insieme delle parti P(EF) di E. Siconsideri in P(E) la relazione n definita da

E'nE" < FENEy=FE'NE, V E',E" € P(E)
(a) Dimostrare che la relazione 7 ¢ un’equivalenza.

(b) Descrivere esplicitamente tutte le classi di n—equivalenza in P(FE).

(¢) Dimostrare che, dati E;, Fy, E, € P(E), vale per n la seguente proprieta:
(El nE*) & (Eg nE*) — (E1 N Eg) nk, & (El U Eg) n Fy

14 — Nell’insieme N dei numeri naturali positivi si consideri la relazione y data da
nxn" << ‘{p € {3,5} | p divide n'}’ = ‘{q € {3,5} | ¢ divide n”}‘

(a) Dimostrare che x & una relazione di equivalenza.
(b) Determinare il numero di elementi dell’insieme quoziente N / X -
(¢) Calcolare le classi di x—equivalenza [13] , [60] , [90] , [55] , [5], e [51],

(d) Calcolare (cioe descrivere esplicitamente) tutte le classi di y—equivalenza in N .
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15 — Si considerino l'insieme V; := {parole della lingua italiana} e l'insieme di
lettere X :={B,I,T}. Si consideri poi in V; la relazione < definita da
“la parola P; contiene al piu tante lettere

Pi1a Py <= , .
! 2 di X quante ne contiene la parola Py ”

dove le lettere, se compaiono piu di una volta, vanno contate una volta sola (dunque senza
molteplicita).

(a) Si dimostri che la relazione < & una relazione di preordine in V; , ma non di ordine.

1

(b) Si dimostri che la relazione < := <Np> = <N " & una relazione di equi-

V1/<1>‘.

(d) Descrivere esplicitamente le quattro classi di <—equivalenza [BARO]_ , [FARO]_,
[ALTO], e [TORI], .

valenza in V7.

(¢) Determinare il numero di elementi dell’insieme quoziente

16 — Sia E un insieme, e P(E) il suo insieme delle parti. Consideriamo in P(E) la

relazione 71 cosi definita:
A=B e |A|=|B|<1

VA BeP(E) AnB <= oppure
3 ZeP(E) te. |ANZ|=2=|ZnNB|
(a) Dimostrare che 7 & una relazione di equivalenza.

(b) Descrivere esplicitamente tutte le classi di equivalenza di 7.

17 — Si considerino gli insiemi E:= {O, &, &, ), Ey = {408}, EC:=FEUE, .

Si consideri poi la funzione
f:P(E) — P(E°) , E'— f(E):=E UE; V E' € P(E)
e sia o la relazione in P(E) definita da
E' «E" < f(E') 2 f(E")

(a) Dimostrare che la funzione f € non iniettiva.

(b) Dimostrare che la funzione f & non suriettiva.

(c¢) Dimostrare che la relazione oc e riflessiva e transitiva ma non antisimmetrica.

(d) Determinare, se esiste, un elemento E| € P(FE) tale che E| o E' per ogni E’ €
P(E) — lanalogo di un “minimo” per la relazione (di preordine!) o< .

(e) Determinare, se esiste, un elemento ET € P(E) tale che E’ oc ET per ogni E’ €
P(E) — l'analogo di un “massimo” per la relazione (di preordine!) oc .
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18 — Nell’insieme N; dei numeri naturali positivi si consideri la relazione ¢ data da
nén! e ‘{p€{2,7}‘pdividen'}‘ - ‘{q€{2,7}‘qdividen”}‘

(a) Dimostrare che ¢ & una relazione di equivalenza.
(b) Determinare il numero di elementi dell’insieme quoziente N / ¢ .
(c) Calcolare le classi di ¢-equivalenza [17],, [70],, [84],, [35],, [7], e [34]; .

(d) Calcolare tutte le classi di ¢—equivalenza in N .

19 — Sia P({S, P, Q, R}) I'insieme delle parti dell’insieme {S,P,Q,R} e “27 la
relazione di “inclusione inversa” in P({S, P,Q, R}) , definita da A O B se e soltanto se
A contiene B — per ogni A, B € P({S, P,Q,R}) . Sia poi Dgg := {d eN ‘ d divide 60}
I’insieme dei divisori di 60, e sia “9” la relazione di divisibilita in Dgy — cioe la “restrizio-
ne” al sottoinsieme Dgg della usuale relazione di divisibilita in N .

Nell’insieme E := P({S,P,Q,R}) x Dgy prodotto cartesiano di P({S, P,Q, R}) con
Dgo consideriamo la relazione =< definita da

(A,d) = (B,q) <= ADB, diq

per ogni (A,d),(B,q) € P({S,P,Q,R}) x Dgyp =: E.
(a) Dimostrare che la relazione < & un ordine in E.

(b) Dimostrare che la relazione d’ordine =< non é totale.

20 — Si considerino l'insieme V; := {parole della lingua italiana} e l'insieme di
lettere A:={F,C,R}. Si consideri poi in V; la relazione x definita da
“la parola Py contiene al piti tante lettere

P1xPy < , ,
! 2 di A quante ne contiene la parola Ps”

dove le lettere, se compaiono piu di una volta, vanno contate una volta sola (dunque senza
molteplicita).

(a) Si dimostri che la relazione x € un preordine in V;, ma non un ordine.

1 & una equivalenza in V; .

V[/m

(d) Descrivere esplicitamente le quattro classi di >—equivalenza [AFTA]_, [CERO]_,,
[SETA], e [RIGO], .

(b) Si dimostri che la relazione pxi:=X N KX =x N X~

(¢) Determinare il numero di elementi dell’insieme quoziente
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21 — Dato un numero naturale positivo n € N, , si consideri nell’insieme N dei numeri

naturali la relazione =, definita da

sxpnc <= JdeN:(c—s)=dn (Vs,ceN)

(a) Dimostrare che la relazione =, non € un’equivalenza.

(b) Dimostrare che la relazione <, € un ordine, ma non é totale.

22 — Sia F un insieme, e siano 7 , 3 due equivalenze in E'.

(a) Dimostrare che la relazione 7 :=1mn; N2 in E & una equivalenza.

(b) Descrivere esplicitamente le classi di equivalenza di 7 := n; N7 in funzione delle

classi di equivalenza di 77 e di 7 .

23 — Nell’insieme N, dei numeri naturali positivi si consideri la relazione i data da

n'Yn == ‘{p€{3,7}|pdividen’}‘ = ‘{q€{3,7}|qdividen"}‘

(a) Dimostrare che v & una relazione di equivalenza.
(b) Determinare il numero di elementi dell’insieme quoziente N / P .
(¢) Calcolare le classi di y-equivalenza [17],,, [42],, [126],, [15],, [3], e [77], .

(d) Calcolare tutte le classi di ¢—equivalenza in N .

24 — Si considerino l'insieme E e i suoi due sottoinsiemi E; ed F_ dati da F :=
{S,P,Q,R}, E, :={S,P}, E_:={Q, R} . Si consideri anche la funzione

f:P(E)—P(Ey), E'w f(E):=ENE, VY E €P(E)
e siano — e < le due relazioni in P(F) definite da
E' —E" < f(E') C f(E")

vV E,E" e P(E
E'XE' — <E’—oE” & (E’ﬂE_)Q(E”ﬂE_)> B € PE)

(a) Dimostrare che la funzione f ¢ suriettiva.
(b) Dimostrare che la funzione f ¢ non iniettiva.
(¢) Dimostrare che la relazione — & riflessiva e transitiva ma non antisimmetrica.

(d) Dimostrare che la relazione < & una relazione d’ordine, e tale ordine non & totale.
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25 — Si considerino l'insieme V; := {parole della lingua italiana} e l'insieme di
lettere Y :={D, N, A}. Si consideri poi in V; la relazione < definita da

“la parola Py contiene al piu tante lettere
P < Py = ) ) .
di Y quante ne contiene la parola Py

dove le lettere, se compaiono piu di una volta, vanno contate una volta sola (dunque senza

molteplicita).

(a) Si dimostri che la relazione < & un preordine in V;, ma non un ordine.

(b) Si dimostri che la relazione <> := <N> = <N<~! ¢ una equivalenza in V.
Vi / <>

(d) Descrivere esplicitamente le quattro classi di <> —equivalenza [DADO] , ,
[TUBO]_., [NANO]_, e [ORDE]_ .

(¢) Determinare il numero di elementi dell’insieme quoziente

26 — Per ogni ¢ € N, , sia ¢(f) := {p € N, ‘p ¢ primo, p divide E}. Sia < la

relazione in N definita cosi:
U <ty — 77ZJ(£1) - w(KQ) , per ogni {1,0s € N, .

Dimostrare che:

(a) la relazione < & riflessiva e transitiva,;

(b) la relazione <t non ¢ antisimmetrica;

(c) esiste un ¢, € Ny tale che £;<(¢ per ogni ¢ € Ny ;

(d) non esiste un T € N tale che /<¢T per ogni £ € Ny ;

(e) larelazione < in Ny definitada (1< ¥y < (fl<I Eg) A (Eg <IE1) ¢ un’equivalenza.

27 — Nell'insieme N dei numeri naturali positivi si consideri la relazione n data da
n'nn’ << ‘{p € {2,3} | p divide n'}‘ = ’{q € {2,3} | ¢ divide n”})

(a) Dimostrare che 1 & una relazione di equivalenza.
(b) Determinare il numero di elementi dell’insieme quoziente N / n .

(c) Calcolare le classi di n-equivalenza [23], , [66], , [60], ., [22], , [2], e [39], .

n Y
(d) Calcolare tutte le classi di n—equivalenza in N .

28 — Nell'insieme N dei numeri naturali positivi si consideri la relazione o data da
hok <= 3IneN,:h k=n? per ogni h,k € N,
(a) Dimostrare che o ¢ una relazione d’equivalenza in N .

(b) Descrivere esplicitamente la classe [1]_ di o—equivalenza di 1.
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29 — Si considerino 'insieme X e i suoi due sottoinsiemi X, ed X_ dati da X :=
{0,8,&%,0}, X: :={0, 8}, X_:={&, $}. Siconsiderino poi la funzione
h:P(X)— P(Xy), X' —=h(X)=X'NX; V X' e P(X)
e le due relazioni o< e < in P(E) definite da
X' x X" <= h(X') 2 h(X")
! " / " / " v X/’XN < P(E)
XX = (X X" & (X'nX)C(X'nX))
(a) Dimostrare che la funzione h & non iniettiva.
(b) Dimostrare che la funzione h & suriettiva.
(c¢) Dimostrare che la relazione o ¢ riflessiva e transitiva ma non antisimmetrica.

(d) Dimostrare che la relazione < & una relazione d’ordine, e tale ordine non é totale.

30 — Nell’insieme N dei numeri naturali positivi, per ogni n € N, sia D,(n) 'insieme
di tutti i primi che dividono n. Si consideri poi in Ny la relazione binaria —o cosi definita:
n'—n" <<= D,(n) C D.(n") per ogni n’,n” € N

Dimostrare che:

(a) la relazione —o mnon ¢ simmetrica,

(b) la relazione — non ¢ antisimmetrica;

(c) la relazione —o ¢ riflessiva e transitiva (in breve, ¢ un preordine);

(d) esiste uno ed un solo elemento n_ € Ny tale che n_—on per ogni n € Ny ;

(e) non esiste alcun elemento ny € Ny tale che n —on4 per ogni n € Ny .

31 — Sia F un insieme, Iz l'insieme delle partizioni di E, e g 'insieme delle equi-
valenze in E/. Siapoi e: Il — &g (7r = N ) I'usuale funzione che associa ad ogni par-
tizione 7 l'equivalenza 7, da essa canonicamente definita, e sia p: &g — Ilg (77 > 7Tn)
I'usuale funzione che associa ad ogni equivalenza n la partizione m, := {[e] n}e cp WE
in classi di n—equivalenza. Consideriamo in IIg la relazione =< definita da

Vra,n ellg, con n' = {Eg}iel , = {E;/}j cJ

w2’ &> Viel,3je]: E|CE/
Dimostrare che:
(a) la relazione < & un ordine;
(b) la relazione d’ordine =< & totale <= ‘E| <2;
(c) 27" = no Cner V o', 7" e llg ;
(d) n<n' = 7wy 2T, Vo,neég .
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32 — Dato Dinsieme S := {0, , &, &}, sia P(N)° := {f:S— P(N)| f & funzione}
I'insieme di tutte le funzioni da S a P(N). Si consideri in P(N)S la relazione - data da

AL = (F(0) 2 £1(0) & (f'(#) € f"(#)) , perogni [/, f"€ P(N)”.
Dimostrare che:

(a) la relazione — e riflessiva e transitiva;

(b) la relazione - non & antisimmetrica;

(c) esistono elementi f_ € P(N)° tali che f_— f per ogni f e P(N)®;

(d) esistono elementi f, € 73(N)S tali che f - fy perogni f € P(N)S .

33 — Si consideri I'insieme E := {*,¢, e} eil corrispondente insieme delle parti P(E);
si considerino poi in P(E) le due relazioni < e 9 definite da
F xEB' +— < E'| Z |E"| oppure E’zE")
ElﬁE// ‘EI‘Z{E//‘
(a) Dimostrare che la relazione ¥ & una equivalenza.
(b) Descrivere esplicitamente tutte le classi di equivalenza di ¥.

(c¢) Dimostrare che la relazione o ¢ una relazione d’ordine, ma non é totale.

34 — Costruzione dei numeri reali — Si consideri 'insieme

QY = {f:N—Q} = {{an},en|an €Q,VneN}
di tutte le successioni di numeri razionali. Per una successione {a,}, cy € QY , diremo che
(1) {an}t,en © infinitesimase Ve € Qy, In. €N :ay|<e Yn>n. ;
(2) A{an}tpeny © di Cauchyse Ve€Qy, In. €N la, —ap| <e YVn,m>n. ;
Sia SConv = {{an},en € QV | {an}, ey © di Cauchy } , e consideriamo in SCqn la
relazione ~ data — per ogni {a’n}neN, {ag}neN € SCqv — da

{a/n}nEN = {ag}neN — {a%— ay neN ¢ infinitesima

(a) Dimostrare che la relazione ~ & una equivalenza.

(b) @ Determinare una biiezione esplicita dall'insieme quoziente SCgqn / ~ all’insieme

R dei numeri reali.




