ESERCIZI SU
ANELLI, IDEALI E MORFISMI

N.B.: il simbolo @ contrassegna gli esercizi (relativamente) pit complessi.

1 — Sia A un anello, R un sottoanello di A, e I un ideale (risp. sinistro, destro, bilatero)

di A. Dimostrare che I N R & un ideale (risp. sinistro, destro, bilatero) di R.

2 — Nel sequito, si leggano i simboli <, <;, <y, < rispettivamente come “é sot-
toanello di”, “¢ ideale sinistro di”, “é ideale destro di”, “é ideale (bilatero) di”.
Sia A un anello. Dati I, JC A, sia [ +J := {i—i—j | 1el,je J}, dimostrare che:
(0) TS A, JS A — (I+J) < A;
b)) 1954, J94A = ([I+J)<dqA;
(c) I<A, JIA = (I+J)DA;
(d) I<A, J<IA = (I+J)<A;
() I<QA, J<A = (I+J)<A;
(f) g% In generale, [ <A, J<A =& (I+J)<A (trovare un controesempio).

3 — Sia A un anello. Per ogni famiglia {L,}U cs, di sottoinsiemi di A, si definisca

k
oI, = {aeA‘Hk;eN,al?...,akez,ialeIUl,...,iakelak Ca= Zias}
oEeX s=1
Dimostrare che:

() I, <, AVoey = NI <, A, SI,9, A ;

oEY oEX

(b) Ia ﬂdA Yoey — ﬂ]a S]dA, ZIU S]dA ;
ocEeY oEX

(c) I, 9AVoeY =— NL <A, SI, <A
ogEY gEY

4 — (a) Dimostrare che la “relazione” di “essere sottoanello di” (tra anelli) & “transi-
tiva”, cioe, dati tre anelli A, B, C, si ha A<B, BL<(C = ALZC.
39

(b) Dimostrare che la “relazione” di “essere ideale (sinistro, destro o bilatero) di” (in
un anello) non & “transitiva”, cioe, dati tre anelli A, B, C, in generale si ha

Suggerimento: La parte (a) é una verifica elementare. Per la parte (b), si tratta di
trovare un esempio di tre anelli A, B e C taliche A< B e BIC ma A4C .
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5 — Sia A un anello. Per ogni a € A, dimostrare che:
(a) (a), == Aa = {aa|acA} <, A
) (a); = aA = {aalacA} <4 A
(c) Anng(a) = {a€A|aa=0} <, A
(d) Anng(a) = {a€A|laa=0} d4 A

— N.B.: se A é commutativo, si scrive (a) = (a), = (a);, —

6 — Con la notazione del precedente esercizio 5, si calcolino

e ((300)) (o) (3 0)) 2 (6 0))

nell’anello Mat,, «,,(Q). Si verifichi inoltre che tali sottoinsiemi non sono ideali bilateri
dell’anello Mat,, «,(Q) .

7 — Sia A un anello. Dimostrare che:
(a) se L I3 A, allora Anng(L) := {aGA}ozE:O, vieL}
(b) se L 44 A, allora Anng(L) = {a € A|la=0, Ve L}

IA A

8 — Sia A un anello commutativo. Dati due ideali I < A, J < A, sia

(I:J) :=={acAl|ajel, VjeJ} .
Dimostrare che:
(o) (I:J) <A
(b) IC(I:J)
(c) (I:J)J CINJ
() (I:I+J)=(I:J)

9 — Dato un anello 4, sia Z(A4) = {a € Alaa=aa Yac A}, detto centro di
A. Dimostrare che Z(A) < A, ma (in generale) Z(A) 4 A ; in parole, il centro ¢ un
sottoanello di A, ma in generale non ¢ un ideale di A.

10 g% — Siano A—5R e R—25 A due morfismi di anelli tali che 7oo = id, .
Dimostrare che:

(a) m & suriettivo, o & iniettivo;

(b) Ker(m) () Im(c) = {0,} , Ker(n) +Im(o) = A .
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11 — Immergibilita di ogni anello in un anello unitario — Sia A un anello. Nell’insieme
Ay =7 x A, si definiscano le operazioni @ e ® definite da
(z,0)® (¢,0) = (2 +C,a+a) , (z,a) ® (¢,a) == (2(, za+Ca+aaq)
per ogni (z,a), ((,a) € Ay, dove la notazione za e (a indica potenze additive nel
gruppo (A; —|—) . Dimostrare che:

(a) (A1; @, ®) & un anello unitario (precisando quale sia la sua unita);

(b) esiste un morfismo iniettivo di anelli da A ad Aj ;

(¢) se A & unitario, il morfismo di cui al punto (b) qui sopra non invia I'unita di A
nell’'unita di A4, .

12 — Sia {AZ}Z o7 una famiglia di anelli, indicizzata da un insieme I. Il corrispondente

prodotto cartesiano X A; e allora un anello — detto “prodotto diretto degli A;” — per
iel

le due operazioni (a;}),_, + (af),.; = (aj+a}),., e (a}),.,(af).c; = (aja}),; -

Per ogni ¢ € I sia dato un sottoinsieme R; C A;; si definisca allora

X A§R> = {(ai>z’el € i>€<IAi

iel

a; € R;, Vze[}
Dimostrare che:

(a) se ogni R; & sottoanello di A; (i € I), allora X A§R> e sottoanello di X A; , ed e

il icl
isomorfo al prodotto diretto X R; degli anelli R; (i € I ) — tra di loro;
iel
(b) se ogni R; ¢ ideale sinistro di A; (i € 1), allora X A§R> e ideale sinistro di X A; ;
il iel
(c) se ogni R; ¢ ideale destro di A; (i € I), allora X A§R> ¢ ideale destro di X A; ;
iel iel
(d) se ogni R; & ideale (bilatero) di 4; (i € 1), allora anche X A§R> a sua volta ¢ ideale
iel
(bilatero) di X A; , e il corrispondente anello quoziente X A;/ X A§R> ¢ isomorfo al
il icl il
prodotto diretto X A; / R; dei vari anelli quoziente A;/R; (i€ 1);
iel
(e) per ogni j € I, la funzione 7;: X A; — A; ((ai)iel — aj) , € un epimorfismo;
iel

(f) perogni j € I, lafunzione n; : A; — éAi (a— (6 a)iel) , € un monomorfismo,

la cui immagine ¢ un ideale (bilatero) di X A; .
iel

Suggerimento: Per evitare confusioni fuorvianti, si cominci considerando il caso in cui

l'insieme I sia di soli due o tre indici, dunque studiamo il prodotto diretto di due o tre

anelli... Tutto quel che ¢’é da capire, si manifesta gia in questo caso semplice.
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13 — Teorema Cinese del Resto (per Anelli) — Sia A un anello e sia {Jl}z c; una

famiglia di ideali di A. Dimostrare che:
(a) esiste un monomorfismo “canonico” di anelli
J A M di = Xier AJJi o at (Nier i) = (a+ Ty,
(b) @ se A & commutativo e unitario, e se per ogni h,k € I si ha J,+ J, = A, allora,
il monomorfismo ¢; in (a) & un isomorfismo.

Suggerimento: La parte (a) segue facilmente dal Teorema Fondamentale di Omomor-

i€l "
Bisogna soltanto dimostrare che tale ¢1 ¢ un morfismo di anelli e che Ker(¢r) =();c;Ji -

fismo, applicato alla funzione @y : A —— X er A/JZ- definita da ¢j(a) := (a + Ji)

14 — Dimostrare che il campo R non & isomorfo al campo C .

Suggerimento: Basta dimostrare che in uno dei due campi vale una qualche proprieta

(relativamente alla struttura di anello) che certamente non vale invece nell’altro campo...

15 — Sia p € Z un numero primo, e sia

a
Lip) = {TGQ

Dimostrare che:

a,beZ,b#0, M.C.D.(a,b) =1, ngpZ}

(a) Z) ¢ un sottoanello di Q;

a

(b) Iy ::{ b € Zy)

(¢) U(Zw) = Zp \ Ly
(d) se JﬁZ(p) (§ J%Z(p), allora ng(p) .

a¢c pZ} ¢ un ideale di Z ) ;

Suggerimento: Le parti (a)-(b)-(c) seguono da verifica diretta, mentre (d) segue da (c).

16 — Sia A un anello commutativo. Definiamo radicale nilpotente di A il sottoinsieme
MN(A) = {a €A ’ dneN:a" = 0} = {elementi nilpotenti di A}

Dimostrare che 91(A4) ¢ un ideale di A, e inoltre che 9(N(A)) = N(A) .

17 — Con la notazione dell’esercizio 16 qui sopra, si calcolino i radicali nilpotenti
M(le), ‘Jt(Z), sXI(Z?,Q), m(Zl7), ‘ﬁ(@) (S m(Z84).

18 — Sia A un anello commutativo unitario, e sia 91(A) il suo radicale nilpotente
(definito come nell’esercizio 14 qui sopra). Dimostrare che U(A)+N(A) C U(A) .
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Suggerimento: Osserviamo che U(A) + M(A) = {u+a|u € U(A),a € N(A)} e
che (u+a)€U(A) < (1+ulta) e U(A) — dove u'a € M(A) — quindi basta
dimostrare che 1+ 9(A) C U(A) . Inoltre, poiché M(A) = —N(A), basta dimostrare
che per ogni a € N(A), I'elemento (1—a) ¢ invertibile in A. Ora, per ogni n € N4 si ha
(1—a) (1+a+a2—|—~~+a”_2+a”_1) = 1—a"*!, esiccome per n >0 si ha a™ =0
perché a € M(A), possiamo concludere.

19 — Sia A un anello commutativo unitario. Per ogni ideale I in A, si definisca
t(I) == {a€ A|IneN:a" €I} =: radicale diI.
Dimostrare che:
(a) v({0a}) =N(A) =: radicale nilpotente di A;
(b) ICe(l), t(I) <A ;
(¢) (D) = (D) :
(d) «(I)=p;"(N(A/I)) , dove p;: A—— A/I & la proiezione canonica.

Suggerimento: Si pud ottenere tutto con verifiche dirette, oppure dalla parte (d) —
che comunque segue dalle definizioni — insieme ai risultati sul radicale nilpotente di un
anello trattati nell’esercizio 16 qui sopra.

20 — Sia A un anello commutativo unitario, 9(A) il radicale nilpotente di A, e A[z]

P’anello dei polinomi in = a coefficienti in A. Dimostrare che:

() N(Alz]) = (N(A)[a] ;
(b) @ il gruppo U (A[z]) degli elementi invertibili in A[z] & descritto da

U(Alz]) = {z,{;o an ™ € Alr] | ao € U(A), an € N(A) ¥ > o}

Suggerimento: Per la parte (a), Iinclusione “2” é immediata: segue dal fatto ovvio
che M(A[z]) 2 N(A) — perché N(A) é sottoanello di A — e dal fatto che MN(Az]) ¢ un
ideale in Alx]. L’inclusione inversa “C” si ottiene con un procedimento induttivo: se un
polinomio p(x) é nilpotente, allora il suo termine di grado massimo ay é nilpotente; ma

N ¢ a sua volta nilpotente, ma di grado strettamente piti basso, per cui

allora p(x) —ay x
un’ipotesi induttiva forte (sul grado) ci permette di concludere.

Per la parte (b), se p(z) = Zf:[:o anpz™ € Alz] con ay € U(A) e a, € N(A)
(Vn>0), allora per p(z) := ag + 25:1 anx™ si ha che ag € U(A) C U(A[z]) mentre
22;1 a, " ¢ nilpotente — per la parte (a) — e quindi dall’esercizio 18 qui sopra segue
che p(z) € U(A[z]) . Pertanto U(A[z]) contiene effettivamente I'insieme di destra in (b).

Viceversa, per l'inclusione inversa osserviamo che se p(zr) = ZnN:o apx" € Alx] e

invertibile in Alx], allora é invertibile il suo termine noto, cioé ag € U(A), perché in un
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prodotto di polinomi il termine noto del prodotto é il prodotto dei termini noti: applicando
questa osservazione al prodotto p(:U)p(:/r:)_1 =1, e scrivendo p(az)_1 = Zi\io b, ",
si trova agby = 1 e quindi ay € U(A) con agl = by. Piu in generale, guardando i
coefficienti di x nellidentita p(z)p(z)~' =1 troviamo le identita > hiken @n b =0 per
ogni n > 0: in particolare, si ha an by; = 0. Da questo e dalle identita Z,H_k n Oh bk =
0 (per n > 0) ricaviamo per induzione su s che as+1bM s = 0 perogni s=1,2,.

In particolare — per s = M — questo ci da aN+1b = 0, e siccome by € U(A) si
conclude che a%“ = 0, dunque ay € M(A). A questo punto passiamo al polinomio
p_(x) :=p(z) —anz" , che & ancora nilpotente ma ha grado strettamente minore di p(r) .
Procedendo per induzione (forte) sul grado, questo ci permette di concludere che tutti i

coefficienti di p(x) dopo il termine noto sono nilpotenti, q.e.d.

21 — Dato un anello unitario A, siano

)\:A;)End(A;—I—), a»—))\a<A A)

T N(z)i=ax

p:A<—>End(A;—|—), aHpa(A A)

T pg(x) i =xa
i monomorfismi di anelli dati dal Teorema di Cayley (per anelli), e si ponga

A(A) = Tm (N, p(A) = Im(p) .
Si considerino poi

C(MA)) == {oc€End(A;+) | coXg=A,00, Yac A}
C(p(A)) == {r€End(A;+) | Tops=paoT, YVac A} .

Dimostrare che C(MA) = p(A) , C(p(A) = XA) .

22 — Per ogni n € N, sia ¥, : (Zn;+, ) — (End(Z,;+);®, o) il monomor-
fismo di anelli dato dal Teorema di Cayley (per anelli) applicato all’anello Z,, . Si verifichi
che ¥, ¢ in effetti un isomorfismo (N.B.: per n =0 si ha Z, =7Z).

Analogamente, detto ¢ : (Q;+,:) —— (End(@;+);@,o) il monomorfismo di
anelli dato dal Teorema di Cayley (per anelli) applicato all’anello Q, si verifichi che in
effetti ¢ € un isomorfismo.

23 — Per ogni n € N, sia Z, l'anello delle classi resto modulo n, e sia End4(Z,)
I'insieme degli endomorfismi di anello di Z,, , che &€ un monoide per I'operazione di compo-
sizione. Analogamente, sia End4(Q) l'insieme degli endomorfismi di anello del campo Q
dei razionali, anch’esso un monoide per 'operazione di composizione.

Sia Aut 4(Z,) il gruppo degli automorfismi di anello di Z,,, e analogamente Aut4(Q)
il gruppo degli automorfismi di anello di Q. Dimostrare che:
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(a) End4(Zy,) €isomorfo al gruppoide <{ [/ | ¢? = E} ;- ) — che e sottogruppoide

di (Zn; ) ; in partlcolare se n ¢ primo allora End(Z {OZ ,id, }
(b) Ends(Q) = {0,,id,} .
(¢c) Auta(Z,) = {id, } e Auta(Q) = {id,}, ciot tali gruppi sono banali.

Suggerimento : Il punto chiave, in ciascun caso, é che un (endo/auto)-morfismo ¢ del
tipo in esame é univocamente determinato dalla scelta di ¢(1): nel caso di Z,, cid segue
dal fatto che il gruppo (Z; +) e ciclico, generato da 1; nel caso di Q la situazione e
simile pero bisogna lavorarci un pochino. Alla scelta di ¢(1) poi bisogna imporre anche la
condizione che ¢ trasformi il prodotto in prodotto.

24 — Sia RN P’insieme delle successioni a valori reali, con la sua struttura standard di
anello (commutativo unitario). Si definiscano i sottoinsiemi

Div (RY) := { {an}t,en | 3 nll_{I;o{an}neN € {+o0, —oo}} (successioni divergenti)

Boun (RN {antpen | IM E€R: Ja,| <M Vne N} (successioni limitate)

{an} ey | 3 11_{20{%}7161\; € R} (successioni convergenti)

(R")
Conv (]RN ) =
(R")

I I
A N

N . ... . .
Convg (R {an},en | 3 nl;ngo{an}neN = 0} (successioni infinitesime)

Dimostrare che:

(a) Div(RY) non & sottoanello di RY .

(b) Boun (RY) & sottoanello di R, ma non ne & ideale.

(¢) Conv(RY) & sottoanello di Boun (RY), ma non ne ¢ ideale.

(d) Convo(RY) & sottoanello di Conv (RY), di Boun (RY) e di RY.
(e) Conuvo(RY) & ideale di Conv(RY) e di Boun (RY), ma non di RY.

25 — Sia (a,b) un intervallo non vuoto, aperto, della retta reale R, eventualmente
coincidente con R stesso. Sia C°((a,b);R) insieme di tutte le funzioni continue da (a, b)
ad R. Per ogni k € Ny sia C*((a,b); R) D'insieme di tutte le funzioni da (a,b) ad R che
siano differenziabili — cioe derivabili e con derivata continua — fino all’ordine k& (incluso).

Infine, sia C>((a,b); R) := ﬂ C*((a,b);R) Dinsieme di tutte le funzioni da (a,b) ad R

che siano differenziabili fino a qua131a81 ordine.

Nell’insieme R(*?) di tutte le applicazioni da (a,b) ad R, si consideri la struttura
standard di anello (con le operazioni definite punto per punto). Dimostrare che:

(a) C°((a,b);R), C*((a,b);R) — Vk e Ny —e C((a,b);R) sono tutti sottoanelli
dell’anello R(®®)  ma non ne sono ideali;
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(b) @ per ogni k € N, il sottoinsieme C*((a,b);R) di C*((a,b);R) & un suo
sottoanello ma non un suo ideale;
(c) gég per ogni k € N, il sottoinsieme C*((a,b);R) di C*7'((a,b);R) & un suo

sottoanello ma non un suo ideale.

Suggerimento: Gli enunciati relativi all’essere “sottoanello di” si dimostrano con ver-
ifica diretta, che segue dalle formule di Leibniz per la derivata di un prodotto. Gli
enunciati relativi all’essere “ideale di” invece sono un po’ pitl delicati, ma si possono
ottenere tutti con la stessa strategia. Precisamente, le funzioni costanti sono contenute
in ciascuno degli ideali in esame (perché stanno in C”((a,b);R), che é il piu piccolo
di tutti questi sottanelli. Allora, ad esempio, considerando la funzione costante 1 come
contenuta in C*((a,b); R) e prendendo una funzione f € C*~'((a,b);R)\ C*((a,b);R),
abbiamo che f-1=f & Ck((a,b);R) , sebbene sia 1 € C’k((a,b);R) , il che implica che
C’k((a, b);]R) yd Ck_l((a,b);]R). Il punto critico dunque é sapere che esistono davvero
funzioni f € Ckil((a, b);R) \C’k((a,b);R) , che é un altro problema (per il quale basta
in realta il caso k =1, cioé sapere che esistono funzioni continue ma non derivabili!).

In modo analogo si trattano gli altri casi.

26 — Siano A un anello, S un insieme, e AS l'insieme di tutte le applicazioni da S ad
A, con la struttura standard di anello di funzioni (a valori in un anello). Per ogni f € A,
si definisca Supp(f) := {s € S| f(s) #0} . Dimostrare che:

(a) 1l sottoinsieme A% = { fe AS ‘ Supp(f) e ﬁnito} ¢ un ideale bilatero di A° .

(b) Per ogni ¥ C S, il sottoinsieme A*(gz) = {f € As‘f(a) =0, Vo € E} e un
ideale bilatero di A°.

27 — Dato un morfismo di anelli ¢: R — A, e indicato con M, (B) := Mat, x,(B)
I'anello delle matrici (quadrate) nxn a coefficienti in un qualsiasi anello B, dimostrare
che la funzione associata

Mu(6) + Ma(R) — Ma(A),  (riy) = Ma() ((1:9) ) = (6(r1,9))
€ a sua volta un morfismo di anelli. Inoltre:
(a) per ¢ =ida siha My(ida) = idps, (a) ;
(b) se ¥ : A— T & un altro morfismo di anelli si ha M, (¢ o ¢p) = M, (1)) o M, () .

28 — Sia A un anello e sia R un sottoinsieme di A. Dato n € N, I'insieme M, (R) :=
Mat, (R) delle matrici nxn a coefficienti in R si identifica naturalmente ad un sottoinsieme

dell’analogo insieme M,,(A). Dimostrare che:
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(a) se R & sottoanello di A, allora M, (R) ¢ sottoanello di M,,(A);

(b) se R ¢ ideale sinistro di A, allora M, (R) ¢ ideale sinistro di M, (A);

(c) se R ¢ ideale destro di A, allora M, (R) ¢ ideale destro di M,,(A);

(d) se R ¢ ideale (bilatero) di A, allora M, (R) ¢ ideale (bilatero) di M, (A), e I’anello
quoziente M, (A) / M, (R) & isomorfo all'anello di matrici M, (A/R) .

Suggerimento: Si tratta di verifiche dirette, in ciascun caso. Per le parti (c) e (d)
si puo anche procedere, alternativamente, come segue: detta 7 : A —» A/ R la
proiezione canonica da A al suo quoziente A/R, abbiamo il morfismo di anelli M, (7g) :
M,(A) — M,(A/R) dato dall’esercizio 27 qui sopra. Tale M,(mwr) ha nucleo
Ker(M,(mr)) = M,(R) , e da questo segue subito I'enunciato in (c); inoltre, M, (mg)
¢ a sua volta suriettivo, e quindi ’enunciato in (d) segue immediatamente dal Teorema
Fondamentale di Omomorfismo per anelli.

29 — Dato un campo k e uno spazio vettoriale V' su k, consideriamo 'insieme Endy (V)
“endomorfismi di V' come spazio vettoriale” e l'insieme Auty (V) “automorfismi di V' come

spazio vettoriale”, cioe rispettivamente
Endy(V) = {¢ € V"V |d(crvi+ cav2) = c1 d(v1) + cap(v2), Ve, c2 €k, w102 €V }

Auty(V) = {(b eS(V) | d(crv1+ cava) = c1 p(v1) + ca P(v2), Ver,ca €k, vy,09 € V}
Dimostrare che:

(a) Endy(V) & sottoanello unitario — cio¢ contenente anche 'unita id,, — dell’anello
unitario Endg(V';+) degli endomorfismi del gruppo abeliano (V;+) ;

(b) Auty (V) & sottogruppo del gruppo S(V') delle permutazioni di V' in sé stesso;

(¢) se V ha dimensione finita, indicata con n, esistono isomorfismi
Endy (V) = Mat, x,(k) (come anelli), Auty (V) =2 GL,(k)  (come gruppi).

30 — Dato un anello A e il corrispondente (per n € Ny fissato) anello di matrici
quadrate M,,(A), consideriamo — per ogni k € {0,...,n} — i sottoinsiemi di M,,(A)

wh(A) = {M — (may)’ =0 € My (A) ‘ mi;=0Yj<i+ k:}

W (A) = { M = (i) /2] € M(A) | iy =0 Wi+ |
dn(A) = {M — (mi,)) € M, (A) ( mi; =0 Vi ;éj} - {matrici diagonah'}

UA) = da(A) +ul(A) L A) = da(A) + g, (4)

e poniamo tf(A) = uio(A) . Dimostrare che (per ogni k ):
(a)  ui(A) Cul,(4) CtH(A) perogni K >k
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(b) uik(A) ¢ ideale (bilatero) di tF(A), ma non di M, (A);

(c¢) per ogni k > 0, l'anello quoziente uf;k(A) / uik 1(4) & isomorfo all’anello
(A”_k 1D, @) in cui la somma @ & la normale somma del prodotto diretto di (n — k)
copie del gruppo additivo (A;+4) e ® ¢ il prodotto banale (cioe da sempre zero);

(d) per k = 0 esistono isomorfismi di anelli t,iL(A)/uil(A) =~ d,(4) = (A";+,)

in cui I'ultimo anello ha la struttura di anello prodotto diretto (di A con sé stesso n volte).
(e) ui',f (A) & sottoanello unitario di tF(A), cioe & un sottoanello che contiene anche

I'unita dell’anello t(A) .

Suggerimento: Si cominci analizzando i casi n =3 e n =4, e poi si generalizzi.

31 @ — Dato un anello unitario A e un n € N, consideriamo i gruppi GL,(A) :=
U(Mat,(A)) , TF(A) == U(tE(4) , UZ(A) == Uy (A) , Du(A) = U(du(A))
degli elementi invertibili rispettivamente negli anelli unitari M, (A4), t(4), j:|d(A)
d,(A) — con notazione come nell’esercizio 30 qui sopra. Dimostrare che:

(a) Uik,(A) - Uff;k(A) C TF(A) perogni k' >k;

(b) Uni;k(A) & sottogruppo normale di 7'F(A), ma non di GL,(A) .

(c) ?2 il gruppo quoziente Uni;k(A)/Unik,H(A) ¢ isomorfo al gruppo (A" %; @),
prodotto diretto di (n — k) copie del gruppo additivo (A;+) ;

(d) TE(A), Ugjk(A) e D, (A) sono descritti esplicitamente da

TE(A) = {M:(mi,)?etﬁ(m mg7g€U(A),V€:1,...,n}

Uik(A) : Euf',cl(A)‘mMEU(A),‘v’E:l,...?n}

I
——
<
|
?

Dn(A) = {M - (mi,j)j €dn(A) | mes € UA),VE=1,....n

(e) esistono isomorfismi di gruppi T.F (A)/U;ﬁl(A) >~ Dn(A) = (U(A)";+,-), dove
I'ultimo gruppo non ¢é altro che il prodotto diretto di U(A) con sé stesso n volte.

Suggerimento: Si utilizzino i risultati dell’esercizio 30 qui sopra. Si sfrutti inoltre il
fatto che uif(A) =d,(A) + uik(A) , dove uik(A) é fatto di matrici nilpotenti — cioé
tali che una loro potenza sia zero — mentre d,,(A) é fatto di matrici (diagonali) che sono
invertibili — in M, (A) — se e soltanto se i loro termini diagonali sono invertibili — in A;
si puo allora ripetere il ragionamento fatto per dimostrare ’esercizio 18 (che d’altra parte
non si puo applicare direttamente, perché I'anello M, (A) non é commutativo!).
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32 — Sia A un anello. Consideriamo 'insieme delle matrici “triangolari superiori infi-
nite” a coefficienti in A, cioe I'insieme
G=1,2,..; . S
t;(A) = {M = (mi7j)i:1,2,,..; ) mq ; €A \V/Z,j S N+, m;; = 0Vi> J }

e 'analogo insieme delle matrici “triangolari inferiori infinite” a coefficienti in A, cioe
_ J=1,2,..; . .
too(A) = {M = (mi7j)i:172"..; ) m;; €AV, jENL, m; =0 Vi< }
Dimostrare che:
(a) entrambi t1 (A) e to (A) sono anelli rispetto alle operazioni di somma “compo-
nente per componente” e di prodotto “righe per colonne” date dalle formule usuali;
(b) per ogni n € N esistono monomorfismi canonici di anelli ¢; : tF(A) — t£ (A) ;

(c) se A & unitario, allora gli anelli tZ (A) sono unitari, e i monomorfismi ¢ di cui
al punto (b) qui sopra mandano I'unita dell’anello t*(A) nell'unita dell’anello tX (A) .

33 — Sia A un anello. Con le notazioni dell’esercizio 32 qui sopra, consideriamo il
sottoinsieme tX"(A) di t£ (A) definito cosi:
G=1,2,..;
i=1,2,...;

§=1,2,...;
i=1,2,...;

(Efn(A) = {M: (ms.;) € t% (A) ‘ mi; =0 Vj>>0}

t i m(A) = {M = (my ;) €t (4) ) m; ;=0 Vi> 0}

Dimostrare che tZ/"(A) & sottoanello di tZ (A) .

34 @ — Sia A un anello, e siano A[x] e A[[z]] i corrispondenti anelli di polinomi e
di serie formali nella variabile x a coefficienti in A. Con le notazioni degli esercizi 32 e 33

qui sopra, consideriamo la funzione p* : A[[z]] —— t& (A) definita da

+o0o P . 0 Vo> j
=1,2,...;

,u+( > anx”> = (mm)z:lz , con m;j = { T

n=0 e j—i Vi<y

cioe esplicitamente da
ap a3y az asz a4 a5 ag ary

0 ay a1 as az3 as as ag

—+o0
o Sapa™) =] 0 0 a a1 ax az a4 as
n=0 0 0 0 apg a1 a2 a3z aq

Dimostrare che:

(a) la funzione ™ & un monomorfismo di anelli;

(b)  pt(Alz]) = t27(A) N pt(All])
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(c) esiste un’analoga funzione p~ : A[[z]] —— t_(A) — descriverla esplicitamente!
— che ha analoghe proprieta — precisarle esplicitamente!

35 @ — Sia A un anello unitario. Con le notazioni dell’Esercizio 32 qui sopra, conside-
riamo 'insieme delle matrici “triangolari superiori infinite invertibili” (a coefficienti in A )
e 'insieme delle matrici “triangolari inferiori infinite invertibili” (a coefficienti in A ), cioe
i due gruppi TE(A) := U(t£(A)) degli elementi invertibili nei due anelli t= (A) .
Dimostrare che:

(a) per ogni n€ N, esistono monomorfismi canonici di gruppi @} : TF(A) — TE(A) ;

(b) i gruppi TZ(A) sono descritti esplicitamente da

i=1,2,...;
TE(A) = {M = (miy)/2 2 € tE(A) | mee e UA) VEEN, }

)

36 — Sia A un anello unitario. Sfruttando gli esercizi 34 e 35 qui sopra, dimostrare che
il gruppo U (A[[z]]) delle serie formali in z (a coefficienti in A ) invertibili ¢ dato da

U(Allz]) = { 0 1z € Affx]] ] ag € U(A)}

n=0




