ESERCIZI SU
ANELLI E SOTTOANELLI

N.B.: il simbolo @ contrassegna gli esercizi (relativamente) pit complessi.

1 — Sia X un insieme, e sia P(X) il suo insieme delle parti. Indicando con A

l'operazione di differenza simmetrica tra elementi di P(X), cioe
YAZ = (YUZ)\ (Y NZ) ¥ Y, ZeP(X)

si dimostri che (P(X ) A ﬂ) e un anello commutativo e unitario, precisando quale ne

sia I'unita. Si dimostri inoltre che, se ‘X ‘ > 1, esistono in tale anello dei divisori di zero.

2 — Sia S un insieme di numeri primi. Definiamo

Zg = EEQ
n

i fattori primi di n sono tutti elementi di § }
Si dimostri che:

(a) Zs ¢ un sottoanello di Q.
(b) ?2 Ogni sottoanello di Q contenente 1 ¢ di tipo Zg, per un certo insieme di primi S .

3 — Dimostrare che il sottoinsieme Z[7] di C definito da

Z[i] = {zGC EIa,bEZ:z:a—i—ib}

¢ un sottoanello di C (detto anello degli interi di Gauss).

4 — Dato d € Z, dimostrare che il sottoinsieme Z[\/E ] di C definito da
Z[\/E} = {ze@’ﬂa,bEZ:z:a—kb\/g}
¢ un sottoanello di C, e inoltre € un sottoanello di R se d > 0.

Suggerimento: E una diretta generalizzazione dell’esercizio 3 qui sopra, che si (ri)-

ottiene per d := —1.

5 — Sia d € Z, e sia A un sottoanello dell’anello Z[\/E } considerato nel precedente
esercizio 4 qui sopra — tale che 1 € A.
Dimostrare che si ha necessariamente una delle due possibilita seguenti:

(1) A=17, (2) 3keN, taleche A = {a+kb’\/g‘a,b’eZ} .
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Suggerimento: Dall’ipotesi 1 € A segue che Z C A. Se vale I'uguaglianza siamo nel
caso (1). Altrimenti, esiste in A un numero della forma a+bvd conabeZ eb#0, e
quindi anche — dato che a € Z C A — si ha bv/d € A; ne segue che esiste un tale intero
b di valore assoluto |b| minimo possibile. Allora ponendo k := |b| si ottiene (dimostrarlo!)
I'identita in (2).

6 — Dato d € Z, dimostrare che il sottoinsieme @[\/g } di C definito da
Q[\/E} = {ZGC’H&,Z)EQZZZG—FZ)\/E}

e un sottoanello di C, ed e sottoanello di R se d > 0. Inoltre, tale Q[\/E ] € un campo.

Suggerimento: La prima parte dell’enunciato si dimostra come per l’esercizio 4 qui
sopra. Per la seconda, si tratta di osservare che, dato a+bvd € Q[Vd ]\ {0} — che

. a+b\d
nella forma (a—Hn/E)_ — a+ BVd per opportuni o, € Q.

~1
corrisponde a a,b # 0 — il suo inverso (a + b\/g) = puo esser scritto

7 — Sia R un anello. Dato un sottoinsieme S di R e un sottoanello A di R, siano
S :={reR|rs=srvseS}
A= {reR|ra=arVacA}
(a) Dimostrare che S’ e A’ sono sottoanelli di R.
(b) Se R ¢ unitario, dimostrare che anche S’ e A’ sono unitari.
(c) Dimostrare che S” DS e A" DA .
(d) Se S1 C Sy sono due sottoinsiemi e A; C A due sottoanelli in R inclusi I'uno
nell’altro, dimostrare che S{ 2S5 e A D AJ .
(e) Dimostrare che S’ = (S >/, dove (S) ¢ il sottoanello di R generato da S

8 — Sia { A; }Z ¢ una famiglia di anelli. Nell’insieme prodotto cartesiano J],.; A;, si

considerino le operazioni

(@), @ () ey = (@it ai),e, »  (ah),c; ©(af),e; = (ai-ai),e,
per ogni (a;)._,(af),.; € { Ai },., - Dimostrare che:
(a) <{ Ai}irs @, @) & un anello;
(b) <{Ai}ief? ®, @) & commutativo <= ogni A; (i € I) & commutativo;

(c) ({Az }iel; D, @) ¢ unitario <= ogni A; (¢ € I') & unitario.
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9 — Siano A un anello commutativo. Nell’insieme prodotto cartesiano F4 := A x A,
si considerino le operazioni H e X definite — per ogni (a,b), (¢,d) € E4 — come segue:

(a,b)HB (¢, d) := (a+c,b+d), (a,b)X(c,d) := (ac+bd,bc+ad)

Dimostrare che:

(a) (EA; H, X) ¢ un anello;

(b) se |A| > 1, lanello E4 contiene divisori di zero;

(c) se A & un dominio di integrita, i divisori di zero di E'4 sono tutti e soli della forma
(a,a) oppure (a,—a), per ogni a € A.

10 — Sia A un anello, e x un simbolo formale. Si definiscano

Alz] = {

Alz,z7 ] = {
Al = { ¥ st

xk

neN,a, €A Vk} (polinomi)

Qg l'k

n
> Gk
k=0
n
>
k=—m

m,n €N, a, € A VEk } (polinomi di Laurent)

ar € AV k} (serie [formali])

A(()) = { 5T st

k=—m

meN, a, € AVEk } (serie di Laurent)

In ciascuno di tali insiemi, si definiscano le operazioni

(5ee) + (pow) = e

k
(Zaixz) A a2 ) =3 2 aiaq; | 2"
i j k \it+j=k
dove si deve intendere a; := 0 oppure «; := 0 se l'indice ¢ oppure j non compare

esplicitamente tra quelli dell’elemento (polinomio, o serie, ecc.) in esame. Dimostrare che:
(a) Alz], Alz,271], A[[z]] e A((z)) sono anelli rispetto alle suddette operazioni;
(b) valgono le seguenti relazioni (dove “<” significa “¢ sottoanello di”):
A< AR < Alee] SA(@) . A< Ale] < Alla]] < A(@)
(c¢) gli anelli in (a) sono commutativi se e soltanto se I’anello A & commutativo;
(d) se I'anello A & unitario, allora gli anelli in (a) sono unitari — e si specifichi quale
ne sia ’elemento unita;
(e) gli anelli in (a) sono integri — cioe privi di divisori di zero — se e soltanto se 1’anello

dei coefficienti A e integro.
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11 — Sia A un anello unitario, x un simbolo formale, e si adottino le notazioni dell’Eser-
cizio 10 qui sopra; inoltre, per ogni anello unitario R si denoti con U(R) il sottoinsieme
degli elementi invertibili di R. Posto % := {xz ‘ z €L } , dimostrare che:

(a) U(A[z,z7']) = U(Az])2? = {p(:c) z* | p(z) € U(Az]), z € Z} :
(b) la moltiplicazione in A[m, x_l} fornisce (per restrizione) isomorfismi di gruppi

U(A[a:]) X x? = U(A[a:,:c_lD e x2% U(A[a:]) = U(A[x,x_l})
(c) se A & integro, allora

U(Alz]) = U(A) U(Alz,z71]) = {axz

aGU(A),zGZ}

Suggerimento: La parte (a) segue facilmente da z% C U (A [w, :)3_1}) e dall’osservazione
che un prodotto di due fattori commutanti tra loro é invertibile se e soltanto se i due fattori
sono invertibili... La parte (b) segue direttamente dalla parte (a). Nella parte (c), il secondo
enunciato segue dal primo e dalla parte (a).

12 @ — Sia A un anello unitario, = un simbolo formale, e si adottino le notazioni
dell’esercizio 10 qui sopra; inoltre, per ogni anello unitario R si denoti con U(R) il sottoin-

sieme degli elementi invertibili di R. Dimostrare che

+o0o
(a) U(Al]]) = {z ara® € Afla]

k=0

aer(A)}

+oo
() U(A@) = { £ adt € A@) |eneva) |

k=—m

Suggerimento: La parte (b) segue direttamente dalla parte (a) e dall’osservazione che

A((z)) = U x~™A[[z]] . La parte (a) segue dall’osservazione che:
meN

— [1] se ;gak z* € U(A[[z]]) , allora ag € U(A);
— [2] per ogni :Zj)ak a* € Al[z]] con ag € U(A) si ha
;iak e U(A[[z]])) <= ag' ;i)ak z* € U(Al[z]])

1 E® = T
dove ag" > ara® =Y aglapz® =1+ Y ay'ar2* & una serie che “comincia” con 1;

+oo
— [3] nell’anello A[[y]] vale I'identita (1 —y) Y. y* = 1, che significa che esiste
k=0

l-y) = gy’“ € Ally]], dunque (1—y) e U(A[[y]]) :

k

+o00
— [4] applicando le conclusioni in [3] a y := — 3 ag 'ax x* si ottiene che (con qualche
k=1
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+o0 +oo
precisazione tecnica) che la serie Y. aglapz® = 1+ > aglapa® considerata in [2] &
k=0 =
invertibile in A[[z]];
+oo
— [5] dai punti [4] e [2] possiamo concludere che ogni serie > aj z¥ con ag € U(A)

k=0
é invertibile in Al[x]], e da questo insieme a [1] otteniamo I’enunciato in (a).

13 — Sia A un anello unitario, A[[z]] e A((x)) come nell’esercizio 12 qui sopra, e
Dy = 14z Allz]] = {1+af(z)| f(z) € Allz]] } , o = {27 |z€Z}
Dimostrare che:
(a) valgono le seguenti relazioni tra (sotto)gruppi moltiplicativi:

Ly < U(A[[2]]) < U(A (( ))) o” < Z(U(A((2))) < U(A((2)))
e quindi in particolare z% < U ( )

(b) la moltiplicazione nel gruppo U (A[[:z: ) si restringe ad un isomorfismo di gruppi

P X U(Al]]) —— U(A(@) . (57, f(z)) = 27 f(x)

14 — Sia A un anello, e S un insieme. Nell’insieme A° di tutte le applicazioni da S
ad A, si definiscano operazioni + e - come segue:

(F+9)(s) = f(s)+g(s), (f-9)(s) == f(s)-g(s) (V s€S) v fge A
Dimostrare che:

(a) A® & un anello rispetto alle due operazioni suddette;

(b) se A & unitario, allora A° & unitario, precisando quale sia la sua unita;

(c) se |A| >1 e |S|>1, allora A° non ¢ integro (cio¢ possiede divisori di zero).

15 — Sia A un anello, A“ I'insieme delle endofunzioni di A (cioe le funzioni da A in sé
stesso), e consideriamo in A4 I'operazione “+” definita come nell’esercizio 14 qui sopra e

I'operazione “o” di composizione.

(a) Dimostrare che in generale la terna (AA +, o) non e un anello.

(b) @ Determinare condizioni (sull’anello A ) necessarie e sufficienti affinché la sud-
detta terna ( A%4; 4, o) sia un anello.

16 — Sia ( I +) un gruppo abeliano. Nell'insieme End(I") di tutti gli endomorfismi
di (F ; +) , si definiscano operazioni + e o come segue:

(e+v)(v) == e +9(), (eov)(y) == @) (Vrel') Y ¢4 e End(I).

Dimostrare che (End(F) P+, o) ¢ un anello unitario.
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17 — Sia I" un gruppo abeliano, e sia End(I") I'insieme di tutti gli endomorfismi di I",
con la sua struttura di anello unitario canonica (introdotta nell’esercizio 16 qui sopra). Sia
A un sottogruppo di I', e End™(I") := {cp € End(I’ } w(A) C A} .

Dimostrare che End A( ) ¢ un sottoanello di End(I"), contenente I'identita.

18 — Dato un anello A ed un semigruppo S, si definisca 'insieme

A[S] = {Zaesaaa‘aaeA, VO’GS}

e in esso le operazioni + e - date da
<Zn68 a, 77) + (Znes ay, "5) = Y oes (a5 Hag) o
(ZWES y 77) (ZHGS aﬁ K) = EO’ES <Zn,/~c65 nk=0 ) Oéﬁ) o

Dimostrare che:
(a) A[S] & un anello rispetto alle due operazioni suddette;
(b) A[S] & commutativo <= A e G sono commutativi;

(¢) se A & unitario e S & un monoide, allora A[S] & unitario, precisando quale sia
la sua unita;

(d) se A& unitario e S & un monoide, allora U(A[S]) 2 U(S), dove identifichiamo
ogni elemento ¢ € S con il corrispondente elemento di A[S ] dato da Y ,cs0vo0.

19 — Con la notazione dell’esercizio 18 qui sopra, per ogni n € N si considerino i due
semigruppi additivi N" := (N”; +) e 72" = (Z”; —|—) ottenuti come prodotto diretto
di n copie di (N; +) con sé stesso e di n copie di (Z; —1—) con sé stesso.

Dimostrare che per ogni anello A esistono isomorfismi di anelli (canonici)

A[N”} o A[a:l,...,xn} , A[Z”} = A[xl,xl_l,...,xn,xfbl}

20 — Dati un A un anello e n € N, consideriamo l'insieme M,,(A) := Mat,,xn(A)
delle matrici (quadrate!) n x n a coefficienti in A. Dimostrare che:
(a) rispetto alle operazioni di somma coefficiente per coefficiente e di prodotto righe
per colonne, M, (A) & un anello;
(b) se anello A & unitario, allora anche I'anello M, (A) & unitario;
(c) se n>1e A#{0}, allora M, (A) ¢ non integro;
(d) se n>1e A-A#{0}, allora M, (A) ¢ non commutativo.

Suggerimento: I punti (a) e (b) si ottengono per verifica diretta.
Per i punti (¢) e (d), si studi prima il caso n = 2, cercando due matrici non nulle che

abbiano prodotto la matrice nulla — per (¢) — e due matrici che non commutino tra loro
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— per (d). Poi il caso generale si ottiene da quello n = 2 “immergendo” tra le matrici
nXxXn quelle 2x2 come opportune matrici a blocchi...

21 — Sia A un anello, R un sottoanello di A; sia poi M,(A) lanello delle matrici
quadrate di taglia n a coefficienti nell’anello A introdotto nell’Esercizio 20 qui sopra, M, (R)
’analogo anello per R, che identifichiamo (in modo ovvio) ad un sottoinsieme di M,,(A).

Dimostrare che allora M, (R) & sottoanello di M, (A).

22 @ — Sia A un anello unitario, sia n € N, e sia M,(A) lanello delle matrici
n x n a coefficienti in A. Dimostrare che il centro dell’anello M,,(A) ¢ dato da

Z(My(A)) = {diag(z,2,...,2) |z € Z(A) }

z 00 --- 0 O
0O z 0 --- 0 O
, o0 =z --- 0 0} )
dove diag(z,z,...,2) = Coe co indica la matrice scalare che ha sulla

o O
oo .-
o O
O

diagonale il coefficiente z (ripetuto n volte, in tutte le posizioni).

Suggerimento: Per centro di un anello R intendiamo

Z(R) == {z€R|zr=rz,VreR} .
Sia Eyp, j, 1= (6@;15;{;’]-)?:1":"2. la matrice elementare con 1 , in posizione (r, s) e 0, altrove
. . J=...,n; .
(per ognir ed s ). Data una matrice M = (mi,j)izl ..... e S ha Ep - M-E,,=mppEpq .
Se M € Z(Mn(A)) allora Epp-M-E,, =M -Ep-E,, =00,M-E},,, per cui si
ha my, = 0 per k # p, dunque M é una matrice diagonale M = diag(p1,. .., itn) -

Jj=...,n;

Utilizzando una matrice di permutazione P, := ((51-700)) — con o € §, una

i=1,...,n;
permutazione di {1,...,n} — si ottiene P, - M - P;1 = P,; - ’déag(ul, ce i) - P =
dz’ag(,ug(l), e ,ug(n)) . D’altra parte, poiché M € Z(Mn(A)) abbiamo anche P, - M -
P-1 = M, e quindi ricaviamo che pu; = pio = -+ = jp, =: pu. Percio M = diag(p, . .., )
é una matrice scalare! Infine, dovendo M commutare in particolare con tutte le matrici
scalari (che formano un sottoanello di M,,(A) isomorfo ad A ), otteniamo che p € Z(A).

23 @ — Sia A un anello unitario, sia n € Ny, e sia GL,,(A) il gruppo delle matrici
n X n invertibili a coefficienti in A. Dimostrare che il centro di GL,(A) ¢ dato da

Z(GL,(A)) = { diag(z,z,...,2) |2 € Z(A)NU(A) }
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dove diag(z,z,...,z) indica una matrice scalare — come nell’esercizio 6 — e U(A) & il
gruppo degli elementi invertibili in A .

Suggerimento: Per centro di un gruppo G intendiamo

Z(G) = {geCGlgy=vg,YV7€G} .

Osserviamo che (I, + E}, ;) € GL,,(A) per ogni h # k, dove I,, & la matrice identita (di
taglian ). Allora, data una matrice M € Z(GLy(A)) siha (I,+Enx)-M = M-(I,+Ep )
che equivale a Ep - M = M - Ej j, : come nell’esercizio 22 qui sopra, questo implica che
M sia una matrice scalare. Siccome le matrici di permutazione P, stanno in GL,(A) —
per ogni o € S, — si puo procedere come prima e concludere che M é diagonale, del
tipo M = diag(p,...,p) con p € Z(A). Infine, M = diag(p,...,p) € invertibile (come
matrice) se e soltanto se y & invertibile (in A), cioé p € U(A), q.e.d.

24 — Dati un A un anello e n € Ny, consideriamo l'insieme M, (A) delle matrici
n xn a coefficienti in A, con la sua struttura di anello rispetto alla somma coefficiente per
coefficiente e al prodotto righe per colonne. Siano B, (A) e B, (A) i sottoinsiemi delle

matrici triangolari superiori e delle matrici triangolari inferiori rispettivamente, cioe
ty (4) = { (@03) i j 1, s € Mn(A) ‘ ai; =0 Vi> j}

t, (4) = { (ai7j)i,j:1,...,n' € My(A) ‘ aij=0 Vi< ‘7}

)

Dimostrare che t;(A) e t,, (4) sono sottoanelli di M,,(A).

25 — Sia A un anello. Consideriamo l'insieme delle matrici “triangolari superiori infi-
nite” a coefficienti in A, cioe I'insieme
j=1,2,...

t(4) = { M = (mig) 557 miy €A Vi EN miy =0 Vi

e 'analogo insieme delle matrici “triangolari inferiori infinite” a coefficienti in A, cioe

t (A) = {M = (77’LZ,J)Z:11’22’7 ’ mq ; € A \V/Z,j S N+, m;; = 0Vi< j}
Dimostrare che:

(a) entrambi t} (A) e t (A) sono anelli rispetto alle operazioni di somma “compo-

nente per componente” e di prodotto “righe per colonne” date dalle formule usuali;

(b) se A & unitario, allora gli anelli tX (A) sono entrambi unitari.
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26 — Sia A un anello. Con le notazioni dell’esercizio 25 qui sopra, consideriamo il
sottoinsieme tXif(A) di tX (A) definito cosi:
i (4) = {M: (mi ;) =12 0 e t1(A) ‘ Mmi; =0V '>>o}
o0 : ij)i=1,2,.; < Yoo irJ J

)

) = (M= (mig) 57 € (A) | miy =0 Vino}

i=1,2,...;

Dimostrare che tZi/(A) & sottoanello di t£ (A) .

27 gé? — Sia A un anello unitario. Con le notazioni dell’esercizio 25 qui sopra, conside-
riamo l'insieme delle matrici “triangolari superiori infinite invertibili” (a coefficienti in A)
e l'insieme delle matrici “triangolari inferiori infinite invertibili” (a coefficienti in A ), cioe
i due gruppi TE(A) := U(t£(A)) degli elementi invertibili nei due anelli t= (A) .

Dimostrare che i gruppi 7= (A) sono descritti esplicitamente da

1=1,2,..;

TE(A) = {M = (mi;)’ =12 e tE(A) | mey € U(A) VEEN, }

28 @ — Sia A un anello unitario. Con le notazioni dell’ esercizio 31 qui sopra,
consideriamo il sottoinsieme T/ (A) di TE(A) dato da

Tot;f(A) — {M: (mi’j)j:1,2,...; GTO—;(A) ) mi -0 Vj>>0}

i=1,2,...;

T (A) = {M: (mi ;) =12 e TZ(A) ‘ mi; =0 v@'>>o}

1=1,2,...;

Dimostrare che T3/ (A) & sottogruppo di TE(A) .

29 — Si consideri I'insieme RY di tutte le successioni di numeri reali, con la sua strut-
tura naturale di anello (come definita nell’esercizio 14). Sia poi Conv(R"Y) il sottoinsieme
di RY formato da tutte le successioni convergenti (cioé per le quali esista limite finito),
e analogamente sia DiV(RN) il sottoinsieme di RY formato da tutte le successioni diver-
genti (cioe per le quali esista limite infinito positivo oppure infinito negativo); infine, sia
Boun(RN) il sottoinsieme di RY formato da tutte le successioni limitate, cioe i cui valori
siano compresi in un intervallo finito [a,b] con a < b in R (dipendenti dalla successione
limitata in esame). Dimostrare che

(a) Boun(RY) & sottoanello di RN ;
(b) Conv(RY) & sottoanello di Boun(RY), e quindi anche di RY;
(c) Div(RY) non & sottoanello di RN
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30 — Si consideri I'insieme R® delle endofunzioni di R con la sua struttura naturale di
anello (come definita nell’esercizio 14). Sia poi C°(R) il sottoinsieme di R® delle funzioni
continue, e per ogni k € N sia C¥(R) il sottoinsieme di R® delle funzioni differenziabili di
classe k (cioe derivabili k volte con derivata k—esima continua). Dimostrare che

(a) C°(R) & sottoanello di R¥;
(b) CFTY(R) e sottoanello di C*(R) — e quindi anche di R® — per ogni k € N.




