ESERCIZI sulle ALGEBRE di BOOLE
— Fabio GAVARINI —

N.B.: il simbolo © contrassegna gli esercizi (relativamente) pitt complessi.

1 © — Sia A un anello booleano, tale cio¢ che a*> = a per ogni a € A. Dimostrare
che:

(a) per ogni a € A siha —a=a;
(b) per ogni aj,as € A siha ajay = ayay (in altre parole, A & un anello commutativo).

2 — Sia B un’algebra di Boole. Dimostrare che per ogni z,y € B si ha

(zVy A@Ay) = (zAy) V(2 Ay)

3 (Teorema di Equivalenza di Stone — da algebre di Boole a anelli booleani unitari)

© — Sia B un’algebra di Boole. Si considerino in B le due operazioni binarie + e -
definite da

— X — v B
T Y {(r/\y,)\/(lfl/\y) ) -y *30/\y 95,3/6

Dimostrare che (B P+, ) ¢ un anello booleano unitario.

4 (Teorema di Equivalenza di Stone — da anelli booleani unitari a algebre di Boole)

@ — Sia B un anello booleano unitario. Si considerino in B le due operazioni binarie V
e A definite da

xVy =zx+y+(r-y) , TANYy =Ty Vz,yeB
Dimostrare che (B; V, /\) ¢ un’algebra di Boole.

5 — Sia dato un reticolo L la cui cardinalita sia rispettivamente |L} =24, ‘L’ =32,
‘L| = 25. In ciascuno di tali casi, si determini se L possa essere un’algebra di Boole.

6 — Dato un reticolo limitato e distributivo L, si consideri il suo sottoinsieme
B, :={teL|3l €L}

dove ¢ indica un complemento di ¢ nel senso standard. Dimostrare che By, , relativamente
alla restrizione delle operazioni V e A di L, ¢ un’algebra di Boole.
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7 — Si consideri un reticolo finito L, con minimo 0 := min(L), tale che la sua
cardinalita e la “parte inferiore” del suo diagramma di Hasse siano di uno dei tipi seguenti:
Cardinalita: (a) |L| =8, (b) |L| =16
Diagramma:

Caso (a) a b c d Caso (b) @

N\ N4

In ciascuno dei due casi, determinare se il reticolo L possa essere un’algebra di Boole.

8 (Prodotto diretto di algebre di Boole ) — Siano By, Bs, ..., By delle algebre di
Boole. Nel prodotto cartesiano By X By X - - - X By, si considerino le due operazioni binarie
V e A definite componente per componente, cioe

(T1, 22, m) V(Y1,Y2, -, 0k) = (T VY, 22 Ve, .., o, V)
(Ilax27"'7:€/€)/\(yluy27"'7yk) = (xlAy17$2Ay2a"-7xk/\yk)

per ogni (r1,2,...,%),(Y1,Y2,--,Yx) € By X By X -+ X By

Verificare che (31 X By X -+ X BV, /\) e un’algebra di Boole, precisando in par-
ticolare quali siano il minimo e il massimo e quale sia la forma esplicita del complemento
di un generico elemento in By X By X --+ X By.

9 — Sia 2 := {0,1} con la sua struttura standard di algebra di Boole, e per ogni
n € N, nel prodotto cartesiano 2*" := 2 x --- x 2 consideriamo la struttura di algebra

I

n volte

di Boole “prodotto diretto” di cui all’esercizio 8 qui sopra. Dimostrare che per ogni
insieme X tale che |X| = n lalgebra di Boole P(X) ¢ isomorfa a 2*", esibendo un

isomorfismo esplicito.

10 — Sia o : (El - =< ) % (Eg; < ) una biiezione tra insiemi ordinati tale che
o(x) Rply) <= x =<y, perogni x,y € E;. Dimostrare che:

(o) 3 max(F;) <= 3 max(FE>) , ein talcasosiha ¢(max(FE))) = max(E»);

(b) I min(E)) <= 3 min(Es) , ein tal caso si ha ¢(min(E;)) = min(E,) .

11 — Sia ¢ : By —» By un isomorfismo tra algebre di Boole. Dimostrare che:
(a) ()0(131) = 132 ) 90(031) = OBQ ;
b) )= (gp(b))/ per ogni b € By .

12 — Sia B un’algebra di Boole, e sia C' una sottoalgebra di Boole di B.
Dimostrare che 0 e C e 15 € C'.
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13 — Sia B un’algebra di Boole. Dimostrare che per ogni x,y € B valgono le seguenti
identita:

(a) xV (x’/\y) =axVy ,

(b) xA (93’\/y) =xAy ,

(c) (:E/\y)\/((x\/y’)/\y)/ =1.

14 — Sia B un’algebra di Boole. Dimostrare che per ogni =,y € B si ha:

r<y < Vy=1 < zAy=0 = o <2

15 — Sia L un reticolo, e siano ¢_,¢, € L tali che ¢_ < ¢, . Consideriamo in L
I'intervallo di estremi ¢_ e ¢, , cioe

[, 0] = {teLl|t-<t<it}

Dimostrare che:
(a) [l_, 0] = {LeL|tvi_=00NlL} ;
(b) [¢_, ¢y] & un sottoreticolo di L;
(c) -V (ANLlL) = (L_V )ALy perogni A€ L;

(d) se L & un’algebra di Boole, allora il reticolo [/_, £, ] & a sua volta un’algebra di
Boole, in cui il complemento di un elemento ¢ ¢ dato da

0V =0V (ONL) = (V) ALy

dove ¢ indica il complemento di ¢ nell’algebra di Boole L.

16 — Sia B un’algebra di Boole. Dimostrare che per ogni =,y € B si ha:

r<y < IVy=1 < ANy =0 = o <2

17 — Per ogni n € N, sia D, il reticolo dei divisori di n (con la relazione d’ordine di
divisibilita). Verificare che:

(a) Dggo non & un’algebra di Boole;

(b) D3y € un sottoreticolo di Dy ;

(¢) D3y ¢ un’algebra di Boole;

(d) Ds5 & un’algebra di Boole;

(e) Di5 ¢ un sottoreticolo di Dsq;

(f) D15 non & sottoalgebra di Boole di Dj .
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18 — Si consideri I'insieme P({S ,P.Q, R}) con la sua struttura standard di algebra
di Boole. Indichiamo con £ il minimo (rispetto alla relazione di inclusione) sottoreticolo
P({S ,P.Q, R}) che contenga i tre elementi {S, P}, {Q,R} e {P,R}.

(a) Disegnare il diagramma di Hasse di L.
(b) Dimostrare che £ non ¢ sottoalgebra di Boole di P({S,P,Q,R}).

(¢) Dimostrare che £ non & un’algebra di Boole.

19 — Si consideri I'insieme P({€,£,¥,$}) con la sua struttura standard di algebra
di Boole. Indichiamo con rispettivamente B_ la minima (rispetto alla relazione di inclu-
sione) sottoalgebra di Boole di P({€,£,%¥,$}) che contenga i tre elementi {€,¥},
{£,8} e{€,£,¥} e con B la minima sottoalgebra di Boole di P({€,£,¥,$}) che
contenga i quattro elementi {€ ¥}, {£,$},{€, £, ¥} e {€}.

(a) Dimostrare che
{08}, {£}.{€.¥} . {£.8}.{€.£.¥}.{€.3,¥} {€.£.8,¥}}
(b) Dimostrare che
B, = P({€.£,¥.%})

20 — Si considerino i due insiemi ordinati a (E 1= ) e (ET; =< ) i cui diagrammi
di Hasse siano i seguenti:
h U

VAN
SN, e |
% aN
| | N
N |

(a) Verificare che E| e E; sono reticoli.

H(EO =

(b) Determinare se i reticoli E| e F; siano distributivi.

c) Verificare che i reticoli £/| e E+ non sono algebre di Boole.
1 )




