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Prefagions

@ow
B H‘ '\{f‘..__*.

L'alpebra commutativa & essenzizlmente lo studio degli anelli com-
mutativi. In breve, essa si & sviluppata da due fonti: (1) la geometria
algebrica e (2) la teoria algebrica dei numeri. In (1) il prototipo degli
anelli spodiati & "anello & [x,, ..., x,] dei polinomi in pid vaciabili
sopra un campo &; in (2) & Panello Z degli interi. Tra questi due, il
taso algebro-geometrico ¢ di gran lunga il pht importante e, nel suo
sviloppo moderno dovato a Grothendieck, abbraccia molta parte del-
la teoria algebrica dei numeri. L'algebra commutativa & attualmente
uno dei fondamenti base di questa nuova geometria algebrica. Essa
fornisce in maniera completa gli strumenti locali per tale studio, nello
stesso modo in cul 'analisi differenziale fornisce gli strumenti per la
geometria differenziale,

Cuesta libro & nato da un corso di lezioni impartite a stodenti upi-
versitari del terzo anno presso 'Universitd di Oxford e si propone
modestamente di fornire vna rapida introduzlone all'argomento. Esso
& destinato agli smdenti che hanno seguito un primo corso elementare
di alg-:bta. gn:u:u:ml:. D¥altra parte, questo libro non intende sosti-
tuirsi ai trattati pid voluminosi di algebra commutativa quall Zariskd-
Samuel [4] o Bourbaki [1]. Ci siamo limitati ad approfondire alcuni
argomenti centrali, mentre vasti capitoli, quali la teoria dei campi,
non sono stati toccati. Nel contennto vi & alquanto pid materiale che
in Morthcott [3] e la nostra trattazione differisce essenzialmente per
il fatto che, seguendo la tendenza moderna, diamo maggiore impot-
tanza ai moduli e alla localizzazione.

La nozione centrale in algebra commurtativa & quella di ideale pri-
mo. Essa fornisce una generalizzazione sia del primi dell’aritmetica,
sia dei punti della geometria. La nozione geometrica dello studio “nel-
Iintorno di un punto™ ha come analogo algebrico Mimportante pro-
cesso di focalizgagione di un anello in un ideale primo. Pertanto, non
c't da meravigliarsi che risulrati relativi alla localizzaziooe possono
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Prefagio

essere riespressi utilmente in termini geometrici. Cid viene fatto siste-
maticamente nella teoria degli seheard di Grothendieck e, in parte come
introduzione all'opera di Grothendieck [2], in parte per la visione geo-
metrica che essa fornisce, abbiamo aggionto le versioni *schemati-
che” di molti risultati sotto forma di esereizi e osservazioni,

1 carattere origtnario di appunti di leziond del libro spiega lo stile
piuttosto conciso, con poche digressioni generali, ¢ il carattere socein-
to di molte dimostrazioni. Abblamo resistito alla tentazione di am-
pliare il libro con la speranza che la brevita della nostra presentazione
aveebbe reso pit chiara la strutrora matematica di quella che & ormai
una teoria elegante e di grande interesse. La nostra filosofian € stata
guella di pervenice al teoremi principali attraverso una successione di
passaggi sempl.i::'l, e di omettere verifiche ovvie,

Chiunque scriva oggi sull'algebra commutativa si trova di fronte
a un dilemma rignardo all'algebra omologica, che svolge un ruolo
cosl importante nei moderni sviluppi. Una trattazione appropriata
dellalgebra omologica & impossibile entro i confini di un piceslo li-
bro: d'altsa parte, & alquanto difficile ipnorarla mrnpietamente n
compromesso che abbiamo adottato & stato quello di’utilizzare i me-
todi omologici elementari (successioni esatre, diagrammi, ecc.), ma
di fermarci subito davant a qualsiasi dsultato che richiede uno studio
approfondito dell’omologia. In tal modo speriamo di preparare il ter-
reoo per un corso sistematico sull'algebra omologica che il Jettore af-
fronterd qualora desideri proseguire lo studio della geometria alpebri-
ca in profonditd,

Abbiameo riportato un buon oumero di esercizi alla fine di ogni
capitolo, Aleuni di essi sono facili e altri sono impegnativi. Di solito
abbiamo fornito suppgerimenti, e talvolta soluzioni complete, per quel-
li pid difficili. Siamo melto grati a R. Y. Sharp, il quale ha lavorato
su di essi evitandoci in plt occasioni di commettere erro,

Man abbiamo fatto alcun tentative di descrivers i contributi dei
nu_tnerﬂm maternatici ai quali si deve lo s'.rﬂuppu della teoria cosl come
& stata esposta in questo libro. Tuttavia, siamo lieti di riconoscere il
nostro debito verso J.-P, Serre e J. Tate dai quali abbiamo appreso la

materia, ¢ la coi influenza & stata determinante nella nostra scelta degli
argomenti £ nel modo di presentarli.

Biblisgrafia
1. N. Boursarr, Aledbre Comsmatative, Hermann, Paris 1961-65,

2. A GrorusvDieck e . Dievnormt, Effments de Géometrie Algibri-
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gre, Publications Mathématiques de I'LHLE.S., nn. 4, 8, 11,
Paris 1960 sgg.

3, D. G. Nonrucorr, Idsm! Theory, Cambridge University Press,
1953,

4. O, Zanskr e P, Samuer, Commntative Algebra 1, T1, Van Nostrand,
Ptinceton 1958, 1960,



Notagioni e terminologia

Gli anelli ¢ | moduli sono denotati con lettere corsive maiuscole,
i loto elementi con lettere corsive minuscole. Un campo viene indi-
cato spesso con &, Gli ideali sono denotati con lettere potiche minu-
scole, Z, Q, R, C indicano rispettivamente Panello dei numeri interi,
il campo dei numeri razionali, il campo dei nmumeri reali e il campao
del numeri complessi.

Le applicazioni sono scritte sempre sulla siwdndra, sicché Pimmagine
di un clemento x in unapplicazione f si scrive f(x) ¢ non (x) f. Ia
composizione di applicazioni 1 X' — Y, g1 ¥ — 2 ¢ pertanto gef,
non feg.

Un'applicazione f: X — ¥ & dwiettive ze f (x,) = f(x,) implica », =
= x,; Mnristtive se f(X7) = Y bifettive se & simultaneamente iniettiva ¢
suriettiva.

La fine di uoa dimostrazione (o l"assenza di dimostrazione) & indi-
cata cosl W.

L’inclusione di insiemi & denotara col simbolo =, La notazione =
indica esclusivamente’ inclusioni in senso streffe, Danque A < B si-
gnifica che A & contenuto in B e non & uguale a &,
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Capitalo privo

Anelli ¢ ideali

Cominceremo con il passare in rassegna rapidamente la definizio-
oe & le proprietd elementari di un anello. Cid servird a indicare quanto
supporremo noto al lettore e, inoltre, a fissare notazioni e convenziond.
Dopo tale rassegna, passiamo ad esaminare gli ideali primi e gli ideali
massimali. Tl resto del capitolo & dedicato all'illustrazione delle varie
operazioni elementari che possono essere eseguite sugli ideali, 11 lin-
guapgio degli echemi, dovuto a Grothendieck, & introdotto negli eser-
cizi, alla’ fine del capitolo,

Anelti ¢ omomorfisad di avelll

Un awelle A & vn insieme con due operezioni binarie (addizions e
moltiplieazione) tali che:

1) A & un groppo abeliano rispetto all"addizione (sicché 4 possie-
de un elemento neutro, denotato con 0, e ogni elemento x € .4 ha un
opposto, —x).

* 2) La moltiplicazione & associativa ([2§)7 = »( 32)} e distribativa ti-
spetto all'addizione (2 ¥+ ) = 2y + x5, (9 + Pix =y + 7).

Considereremo soltanto anelli che sono commatalivi:

Noay=px, Vx ye A
e possiedono un elewento wnitd (denotato con 1):

4 Hle A tale che ¥l =ilx =2, Vixe A
L’elemento unitd & allora unico,

Ll orq in poi, il termvine “anelle™ indicherd sempre s anells comemutative
con-anitd, ossia un anello soddisfacente agli assiomi da (1) a (4) di cui
sopra.

17



Auelli ¢ ideali

Ouservazione. Non si esclude 'eventnalita in (4) che 1 possa essere
vguale a 0, In tal caso, per ogni elemento x € .4 si ha

x=x1=x0=0

e quindi .4 possiede soltanto un elemento, 0. Allora . & Panedls nallo,
denotato con 0 {per abuso di notazione).

Un emomorfismo di anelli ¢ un’applicazione f di un anello 4 in un
ancllo B tale che:

D (¢ 4 3) = F () + f () (sieehé £ & un omomorfismo di grappi
gheliani, e pertanto si ha anche f(x — )= f(x)— F(9),
fl—=)= —ffx'.i S{0)=10),

ii) f (20} = f () £ ),

did) f{1)=1.

In altre parole, f conserva 'addizione, la moltiplicazione e 'ele-
mento unitd,

Un sottoinsieme £ di un anello 4 & un sbamelle (0 rodtoanelie) di A,
se J & un sottogroppo additivo di 4 tale che & chiuso rispetto alla
moltiplicazione ¢ contiene I'clemento unitd di 4. L'applicazione iden-
tica di § in A & allora wn omomorfismo di anelli.

Se f: A~ B, g: B— ( sono omomorfismi di s,l:b.e].l!ilI allora tale &
la loro composizione go f: A — C,

Jdeali, anelli qrogienti

Un ideale ¢ di un anelle .4 & un sottoinsieme di A che & un sotto-
gruppo additivo ed & tale che g = a (ossia, se x € A e y € a, allora
xy € a). Il grappo quoziente A4/a eredita una moltiplicazione definita’
in modo wnico da 4 che lo rende un anello, chismaro auslle guagiete
{0 anello delle classi resto) Afa. Gii :Itm.:nu di Aju sono le classi la-
terali di g in A, e applicazione ¢: A — Afa che manda ogni elemen-
to x € A nella classe laterale » 4 g & vn omomodfismo suriettive di
anelli, -

Utilizzeremo spesso il risultato seguente:

Proposizione 1.1. Erdste sa corvispondenga bivwiveca, che conserva

Dordinamento, tra_gli ideali b di A che contengono o ¢ gli ideali B di Afa
data da: b = ¢-1(b). m

AB



Divisari dallo zere, eliwindi silpotenti, slonsii hnveriibili

Se f: A — B & un qualsiasi omomorfisme di anelli, il sl di,
JU=F-%0)) & vo ideale a di A, e Piwmagive di f{= f{.4)) & un suo-
banells € di &; inolwe, [ indoce un isomorfismo di anelli Ajg =~ &,

Talvolta useremo la notazione » = y {mod a); «ié significa che
x—JVEa

Divisori dello gero, element! nilpotenti, eleweeti invertibili

Un divisors delis zere in un anello A ¢ un elemento » che “divide 0",
ossia per il quale esiste un elemento y 3= 0 in A tale che 9y = 0. Un
anello privo di divieori dello zero £ 0 (e nel guale 1 52 0) & chiamaro
un doarinie di intgritd. Per esempio, Z e &x,, ..., x,] (essendo & un
campo ¢ le x; indeterminate) sono domini di integritd,

Un elemento x & A & nilpatente se 2™ = 0 per qualche » = 0. Un
elemento nilpotente & un divisore dello zero (2 meno che 4 = 0), ma
non viceversa (in gencrale).

Un elemento smverdibile in 4 & un elemento 2 che “divide 1", ossia
un elemento & tale che xy = 1, per qualche y € 4. L'elemento y &
allora determinato univocamente da x, e & denota con x-1, Gli ele-
menti invertibili in 4 formaoo un gruppo abeliano (moltplicativo).

1 multipli wx di un clemento x € A formano un ideale priveipal,
denotato con (%) oppure #x. Un elemento x & invertibile < (x) =
= .4 = (1). L'ideale gero {0) 5l denota di solito con 0.

Un campe & un encllo A4 in coi 1 7 0 ed ogni elemento non nullo
& invertibile. Ogni campo ¢ un dominio di integritd (ma non vicever-
5a: Z non & un campo).

Proposizione 1.2. Siz A sn amelio 52 0. Allora le raguenti eondizio-
ui sone equivalemii: :
i) A & campo
if) gl siict ideali di 4 som0 0 # (1);

=

i) agni omomsorfisore di A iu um anedlo non pullo B & iniettivo.

________ pria 2

Dimesiragione. i) = ii). Sia a £ 0 un ideale di A. Allora ¢ contiene
un elemento non nullo x; x & invertibile, dunque a 2 () = (1), da
cui a = (1).

ity =:::|.'LI], Sia ¢: A — B un omomorfismo di anelli. Allora Ker ()
& un ideale 3£ (1) in A, sieché Ker (¢} = 0, dungue ¢ & iniettivo,

iif}) = i}. Sia » un elemento non invertibile di 4. Allora (=) = (1),
dunque # = A(x) oon & 'anello nullo. Sia ¢: A — B omemorfismo
naturale di A su B, con nucleo (x), Per ipotesi, ¢ & iniettivo, dongque
(x*)=0,dacoix=0 m
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Auelli ¢ foeali
Tdeali primi e ideali massimali

Un ideale p di A & prime, se p 25 (1) e se 2y € p=x ) oppute
YED.

Un ideale m di A & masgimale, 52 m 75(1) e se non esiste alcun
ideale a tdle che m = a = (1) (inclusioni stre2fe). In modo equivalente:

p & primo = _Afp & un dominio di integritd;
i & massimale <= 4fm & un campo {cfr, (1.1} e{1.2)).

Dunque un ideale massimale & primo (ma non viceversa, in generale).
L’ideale nullo & primo = 4 & un dominio di integrita.

Se f: 4 — B & un omomorfismo di anelli e q & un ideale primo di
B, allora =Yg} & un ideale primo di 1, poiché AJf-Yq) ¢ isomorfo
ad un subanello di Ajq e quindi non possiede diviseri dello zero 32 0,
Mz se n & un ideale massimale di B, non & necessariamente wvero che
F-'(n) & massimale in A; tutto cid che si pud dire & che esso & primo.
{Esempio: A=Z, 8= Q,n= 0}

Gli ideali primi sono fondamentali per I'intera algebra commuta-
tiva. I1 teorema sepuente ed i suol corollari assicurano che ve n'é sem-
pre una quantitd sufficiente.

Teorema 1.3. Ogui avello A 2= 0 porsiede almeno s ideale masiima-
de. (Da ricordare che “anello™ significa anello commutativo con unitd.)

Dimostrayione. 5i tratta di un'applicazione standard del lemma di
Zotn* Sla X V'insieme di tattd gh ideali 2= (1) in A, Ordiniamo X -
spetto all'inclusione. I & non vuoto, poiché 0 e I Per -applicare il
lemma di Zorn, dobbiame mostrare che opni catena in I possiede
un maggiorante in X'; sia allora (n,) una catena di ideali in X, cosicché
per ogni coppia di indici a, § si ba o, S 0, oppute 0; S 4. Sl a=
=, a,. Allota a & un ideale {vetificare cid} e 1 ¢ @ poiché 1 ¢a,

* Sin J un insierne non vuoto parzialments ordineto (ossia, & data wna rela-
glone x < y su J, la quale & rifessiva e transitiva & tale ehe » < y e § < x ingieme
dmplicane * = ). Un sottoinsieme T di § & una coferva, 52 x < y oppure y < x
per opni coppia di clementd =, ¥ in T Allora il lemma di Eoen pud essere enun-
ciato nel modo segouente: se agnf eadeng T of 5 porsdeds rn snaggiorands in 5 {oesin, se
esiste o clemento x € .5 tale che ¢ < x per ognl £ € ), alfora I possiede alwrens
war-elemsinie muarsimals, '

Per una dimostrazione dell*equoivalenza del lemme di Zorn con assioma della
scelta, il principio del bizon ordinamento, eee., efe. per esempio P. . Hatuaos,
MNaber Sat Theorp, Van Mostrand, 1960 (tr. it. Trorde sfementore degli insiens, Feltei-
nelli; Milane 1970),



Tddeali priwei ¢ ideali siarsimali

per ogni & Ne segue che a e Z, e g & un maggiorante della catena.
Dunque, in virti del lemma di Zorn, I possiede un elemento massi-
male. B

Corollario 1.4, 5¢ a 22 (1) & sw ideale di A, allora esivie v ideals
wrassiviale di A che contiene a,

LDimastrazgione. Basta applicare (1.3) ad Afa, tenendo presente (1.1).
Diversamente, basta modificare opportunamente la dimostrazione di
(1.3). m

Corollario 1.5. Ognié elewvento non inverdibile df A & contennto in
ideale massimale. @

Crorervagioni, 1) Se A & noetheriano (Capitolo 7) si pud evitare
I'uso del lemma di Zorn: insieme di tuttd gli ideali 5£(1) possiede
un elemento massimale,

2) Esistono anelli con un unico ideale massimale, per es. i campi.
Un anello .4 con un unico ideale massimale m & chiamato un aweds
fogafe. 1| compo & = Ajm & chiamato il sampe residue di 4,  —===

Proposizione 1.6. i) Sia A s awelle ¢ w55 (1) nn fdeale di A take
che ggni alewrentn 3 & A — w0 & dnverdibile in A, Allora A & am anedio fo-
caly ¢ W & i oo idenls massimale.

ii) Séa oA sim anello e m s ideale massimale df A, tale che agni elensento
dt' 1 4 m (orria, opwi elemento della forara 1 4 %, con x & m) & ivertibile
in A, Alora A & me anelle Jocale.

Dimostragione, 1) Ogol ideale 7 (1) & costituito da elementi non
invertibili, quindi & coptenuto in m. Dongue m-& 'unico ideale mas-
simale di 4.

ii) Sia » e_4 — m. Poiché m & massimale, I'ideale generato da x
em & (1), sicché esistono elementi y & 4 ¢ # & tali che ap 4 = 1;

pectanto l'elemento sy == 1 — ¢ appartiene a 1 4- m e goindi & inver-
tibile. Ora basta usare i), W

Un ancllo che possiede soltanto un numero (inito di ideali massi-
mali & chiamato semifocale,

Esempi. 1) A = &%, ..., %], con & campo. Sia fe 4 un po-
linomio itriducibile, In vired dells fattotizzazione unica, Pideale () &
primo.

2) A =Z. Ogni ideale in Z & della forma (w) per qualche = = 0.
L'ideale (#) ¢ primo <+ m = 0 oppure & un numero primo, Tutti gli
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Anelli o ideall

ideali{ £), dove p & un numeto primo, sono massimal: Zf(p) & il cam-
po con p elementi.

Cit vale anche nell’Esempio 1) per v=1, ma oon per w = 1,
L'ideale m di tutti i polinomi in A = &, ..., %] con termine eo-
stante zero ¢ massimale (poiche ¢ il nucleo dell'omomorfsmo A — &
che manda f € A in f{0)). Ma, se v > 1, m non & un ideale principale;
infatti esso richiede almeno w» peneratori.

) Un doswindo a ideali privcipali & un dominio di integritd in col
ogni ideale & principale. In un ancllo siffatto ogni ideale primo non
nullo & massimale. Infatti, se (%) 2= 0 & un ideale primo e (y) = (x),
si ha xe(y), diclamo = yg, sicché yre(x) e y¢ (&), dunque
e (x): e sia g = 22 Allora x = yg = yix, sicché pf =1 e quindi
() = (1)

Il nilradicals o il radicale di Jacobson

Proposizione 1.7, L'insieme W di tueti ghi elewventi wilpotenti in oo
anelle A & s ideale, ¢ AN won possieds slementi nilpotenti 55 0.

Dimostragione. Se x e W, chisramente ax € N per ogni o £ 4. Sia-
no x, ¥ € N diciamo »® = 0, 3 = 0. In viro del teorema del bino-
mio {che ¢ valido in qua]s:ﬂsi ancllo commautativa), (x 4 y)™*-! & una
somma di multipli interi di prodottd =7, dove rd 5= w4 v — 1;
non si pud avere simultaneamente » << m e 5 < &, dunque ciescuno di
tali prodotti si annulla & pertanto (x 4+ y)™+o—! = 0. Ne sepue che
x4 ye Nequindi N 2 un ideale.

Sia # & AN rappresentato da x & 4. Allora # & rappresentato
da x®, sicché £ = 0= " € ﬂ:(x“)"n 0 per qualche &£ >0 == x &
EN=%=0 =

L'ideale 9 & chiamato il wilradicale di A. La seguente proposizione
fornisce una definizione alternativa di M:
» bodvaels e o
Proposizione 1.8, I nilradicale di A & Viveersegions di foeii gli ideali
primi di A,

Dimestragione, Denotiamo con 3’ Pintersezione di tued gli ideali
primi di . Se fe 4 & nilpotente e se p & un ideale primo, allora
fr=0¢ep per qualche » = 0, quindi ' p (poiché p & prime). Dun-
que fe 9,



Operagioni sgli ideali

Viceversa, supponiamo che [ non sia nilpotente, Sia I Pinsicme
degli ideali § con la proprietd

a0 foga,

Allora X' & non vuoto, giacché 0 e I, Come in (1.3), il lemma di Zormn
pud venir applicato all'insieme X, ordinato rispetto all'inclusione, e
pertanto I possiede un elsmento massimale, Sia p un elemento massi-
male di X, Mostreremo che p & un ideale primo. Siano x, y ¢ p. Allora
gli idealip + (), p + ( ¥) contengono strettamente P ¢ quindi non ap-
partengono & L) pertanto

fmep+(=), frep+ ()

con m, & interi opporuni. MNe segue che /™ & p 4 (%), sicché Fidea-
le p -+ (%)) non appartiene a X' e pertanto xy ¢ p, Dungue abbizmo un
ideale primo p tale che f¢ p, sicché f¢ 0. m

1 radicale di Jacobson 9 di A & definito come I'intersezione di tottd
gli ideali massimali di .4, Esso pud essere caratterizzato nel modo
seguente:

Proposizione 1.9. x e W w1 — sy ddmwersibile in A per ogni y e A.

Dimastragions, =: Supponiamo che 1 — »y non sia iovertibile, In
virtd di (1.5) esso appartiene a qualche ideale massimale m; ma
x € H = m, dunque xy € m e pertanto 1 & mi, cid che & assurdo,

=: Supponiamo che x ¢ m per qualche ideale massimale m. Allo-
ra m ¢ x gencrano V'ideale unith (1), sicché si ha w + xy = 1 per qual-
che # € m e qualche y € 4. Ne segue che 1 — xy € m ¢ quindi non
& invertibile. m

Operagioni swgli ideali

Se g, b sono ideali in un anello A, la loro somma g 4 b & Pinsieme
di tutti gli'elementi » 4 3, dove x € a e y e b. Esso ¢ il pid piccolo
ideale contenente a e b. Pit in generale, si pud definire la somma
?(:E“' di una qualsiasi Famiglia (eventualmente infinita) di ideali a;

di .4; i suoi element sono tutte le somme T, dove x; € a; per ognoi
il e quasi meti gli »; (ossia, tutt tranne un insieme finita) sono
nulli, Esso & il pit piccolo ideale di A4 che contiene tatti gli ideali a;
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AAnelli ¢ fedeali

Llintersegione di una qualsiasi famiglia (@), di ideali & un ideale.
Dungue gli ideali di 4 formano un reticolo completo rispetto all'in-
clusione,

11 prodottn di duc ideali a, b in A & Pideale ab generare da tueti § pro-
dotti xy, dove x € a e y € b. Fsso & U'insieme di tutte le somme finite
Tx, y; dove eiascun x; € a e ciascon y; £ b. Allo stesso modo =i def-
nisce il prodotto di noa qualsiasi famiglia finife di ideali. In partico-
lare, vengono definite le potenze a* (v = 0} di un ideale a; per con-
venzione, a® == {1). Cosl a* (» = 0) & I'ideale generato da totd i pro-
dotti =%y ... x, in coi ciascun fattore x; appattiene ad a.

Esempi. 1) 8¢ A=2Z, a=(m),b={n), allora a + 0 & I'ideale
generato dal M.CD. di wen;a n b éideale penerato dal loro m.em.;
eab = (). Dunque (in questo caso) ab = a m b=, # sono coprimi.

D) A= Exy, e, x], a=1{xy, ..., x,) = ideale penerato da
Hyy ooy %y Allora @™ & insiemne di tutti 1 polinomi privi di termind
di prado = m.

Le tre operazioni finora definite (somma, intersezione, prodotto)
sono tutte commutative e associative. Vale anche la fepge distribativa

a(b + ) = ab + ac.

Nell'anello Z, le operazioni M e 4+ sono distributive 'una rispetto
all'altra. Cid non & vero in generale & il sisultate migliore che si ha in
proposito & la Jfegre modmlare

aribtel=anbtanc scea=b oppure a2 ¢

Inoltre, in Z, 5i ba{a + 0)(a M ) = ab; ma in generale & ha soltan-

to (a4 B)(a N b) = ab (poiché (a4 B)a  B) =ala N B) + Bla k)
= ab). Chisramente ab =a n 0, da cul

a b= ab, purché a4 b= (I}

Dae ideali o, b si dicono eoprise (o comassimali), se a + b= (1)
Dunque per ideali coprimi si ba a » b = ab. Chiaramente due ideali
a, b s0no coprimi se, e soltanto se, esistono clementi x € a ey € b tali
che x 4+ y = 1.

Siano A,, ..., A, anelli, 1 loro prodotee direfio

E
A= 114



Operagioni spli, ideali

& l'insieme di tutte le w-ple = {5, ..., > conx; e A (1 <7< w),
in cui 'addizione ¢ la moltiplicazione sono definite componente per
componente, 4 & un anello commutativo con elemento unita (1,1,
vy 1) 8i hanno le profezioni py: A — A; definite da py{>) = x;; esse
sono omamorhsmi di anelli,

Sia .4 un anello e siano a,, ., q, ideali di .4, Definiamo un omo-
morfismo

é: A~ [1(Afa)
mediante la legge dix) = (= + a;, ..., %+ a,).

Proposizione 1.10. i) Se a;, a; sone coprimd per i 7= 7, allora Tla; =
= M

i) ¢ & suriettive <> ay, 0; sone coprimi per § 3£ .

iif) o & inderéive = o a; = (0).

LDinrastragione. 1) 51 prova pet induzione su ». Il caso # = 2 & stato
visto sopra. Supponiamo » > 2 e il risultato vero pera,, ..., 0,5 €

n—1 n—1

poniamo b = I]u;= (M u;. Poiché a4 a, = (1) (1 < /< n — 1) si han-
=1

il
no equaziond della forma > + o= 1 (x; € qg4 € 0,) © pertanto

=1

=1
E-“'iﬂ H{l ) = 1 (mod a,).
Ne segue che a, 4+ b = (1) e quindi
ﬁui=m“=ﬁ ﬁﬂ"=ﬁﬂ;.

il

ii) =+: Mostriamo, per esempio, che a,, a, sono coprimi. Allora
esiste un elemento » ¢ 4 tale che g{x) = (1,0, ..., 0); dungue =1
(mod a,} e 2 = 0 {mod ag), sicché

l={1—)4 xea, | az

«: B sufficiente mostrare, per esempio, che esiste un elemento
x € A tale che g(x) = (1,0, ..., 0). Poiché a, + a; = (1) (i > 1), si
hanno equazion della forma s+ 1, =1 (8, € a,, ¥; € q;). Prendiamo

x=‘11'__‘1ﬂ, allore = I{1 —w) =1 (moda,), & =0 {moday),

i = 1. Dunque ¢{x) = (1,0, ..., 0) come richiesto.
iii) si otticne osservando che Uideale (Mo, & il oucleo di . m

L'osione o 0 b di ideali non & in gencrale un ideale,



Anelli & ideali

Pmpoai.zinnn 1AL §) Sdawo py, .., Py fdeali pried e rig o .rdma’u
condensde in U pe Adlora a = py per qualche i,

if} .S'ra.l.ro n,, « v u o Oy ddeali & ta ' wn ideale privo conteents D ap Al
rap = ag per gualehe i Sep = (Myay, allora p = a; per gealebe i,

Dimostragione, 1) si prova per induzione su # nella forma

@ gp(l<i<a)=agU

Cid & eectamente vero pet s= 1. Se » = 1 e il risultato & vero per
f=— 1, allora per ciascon indice § esiste un elemento x; € a tale che
;& Py perj =4, Se per qualche 7 & ha x; ¢ py, non e pid nulla da
dire, Aleriment, si ha: x; & p; per ogni 7. Consideriamo I'elemento

= ig]l"}"‘:l"""'i Xyt F i 1™ isa M s

sihays aeydp(l <7< Dungue n;iL:lp,-.
=1
ii) Supponiamo che p £ q; per ogol i, Allora esistono elementi
mpeagx e p{l <i<a e pettanto T, e Mo, =M ag ma ;g p
{poiché p & primao). Dungue p 3 ()0, Infine, se p=T}a;, allora
‘P = a; € quindi p = a; per qualche /. =
Sec a, b sono ideall in un anello A, il loro ideals grogientz &
(a:0) = {xe A: xb = a}

che & un ideale. In particolare, (0: b) & chiamato Vameellatore di b ed &
anche denotato con Anodb): esso & linsieme di tord gli element
x € A tali che xb = 0. Con questa notazione, 'insieme di tued § di-
visorl dello zero in A &

LD == ) Ann ().

Se b & un ideale principale {»), scriveremo (a: x) in luogo di (a: {x)).

Esempio, ¢ A=2Z a=(w),b0={(n), dove, diciamo, m =
= [I p*#n = I1 p'», allora (a: b) = (g), dove g = [T p'r €
® bl ' ¥

¥p = max (g, — v, 0) = g, — min{u,, v,).
Dunque g = mf(m, ), dove (w, ) £l M.CD. dimen.



Operagions sgli feeali
Esercizio 1.12. i) a < (a: b)
i) (a:b)b = a
i) (a1 )3 ) = (a: be) = ((@: ): B)
) (N6 6) = (@ 5)
¥) (o £ = (1(0:5).
Se a & un ideale qualsiasi di .4, il radicale di a &
ria) == {x e A:x" e a per qualche » = 0},

Se g A — Ala & I'omomorfismo canonico, allora 7la) = ¢4,
e quindi r{a) & un ideale, in vietd di (1.7).

Esercizio 113, i) ra)l = a

i) r(r(a)) = ria)
iif) r{ab) = ria N B) = r{g) M {0

iv) flg) = (1) == a = (1)

v) r{a -+ b) = r(r(a) + (b))

vi} se p & prime, r{p™ = p per gpni n = [,

Proposizione 1.14. IV radicale di ww ideale a ¥ Pinterregione degli
ideali prim che coutengono a.

Dinsostragions, Basta applicare (1.8) ad Afa. m

Pid in generale, si pud definire il radicale r(E) di un sftoindemwe
qualsiasi & di .4 oello steszo modo. Esso wet & un idsale in generale,
St bha: ) E) =) r(E,), per una qualsiasi famiglia di sottoinsicmi
F, di A ® "

- Proposizione 1.15. 1D = insieme dei divisori dello gero di A =
= U r(han ().

Dimostragione. D = r{D) = r{l_} Ann(x}) = H riAnn{x)). =

Esempio. Se .4 F-IZ, a = (w), siano py (1 < ¢ < r) i divisori pri-
mi distinti di m. Allora r(a) =(p, ... p,) = ﬁ{pi}.



Auedlf e ideali

Proposizione 1.16. Siario a, b ideali in s anelio A tali che r(g), r(D)
soup coprivei. Allora o, sone coprined,

Dimostragione. r{n 4+ B) = r(r{a) + r(b)) = (1) = (1), dunque a -
b= (1) in virtd di (1.13). @

Ellensione ¢ confragions

Sia f1 A — B un omomorfismo di anelli. Se q & un ideale in .4,
l'insieme f{a) non & necessariamente wh ideale in 8 (pert es., sia f 'im-
mersione di Z in (), il campo dei razionali, e sia ¢ un qualsiasi ideale
non nollo in Z). 5i definisce I'ertanrione o di o come 'ideale Bf (a) ge-
nerato da f(n) in B esplicitamente, a* & Pinsieme di tatte le somme
del tipo 3 3, (%) dove x;e 0,9, 8.

Se b & un ideale di B, allota f-'(b) & sempre un ideale di A ed &
chinmato la comtragione b di b. Se b & primo, allora b® & primo, Sen &
primo, af non & necessarlamente primo (per es., 7 £ —+ Q,a #=0; al-
lora gf = Q, che non & un ideale primo).

Possiamo fattorizzare f nel modo seguente:

AL ey

dove p & suriettivo e f & inlettivo. Per p la situazlone & molto semplics
(L.1): vi £ una corrispondenza biunivoca tra gli ideali di f(.4) e gli
ideali di A che contengono Ker( /), ¢ ideali primi corrispondono a
ideali primi, Per 7, d'altra parte, la situazione generale & molto com-
plicata. L'esempio classico proviene dalla teoria algebrica dei numeri.

Esempio. Considetiamo Z — Z[i], dove i= v/ — 1, Un ideale
primo (p) di £ pud o non restare primo’ quando viene esteso a Z[f].
Infatti Z[{] & un dominio a ideali principali (poiché possiede un algo-
ritmo eucliden) e la situazione & la sepuente:

0 (2 = ({1 + )9, il guadrate di un ideale primo in Z[d];

i) se p =1 (mod 4) allora (p)* & il prodotto di due ideali primi
distinti (per es., (5)* = (2 + (2 — iY);

iii} se p = 3 (mod 4-} alloga I‘;P}" i Pﬂml] in ZEJ}

Tra tali risnltati, ii) non & banale. Esso infatti & equivalente ad un
teorema di Fermat il quale afferma che un primo p = 1 (mod 4) pud
“venir gspresso, essenzialmente in modo unico, come una somma di
due quadrati interi (eosl 5 = 22 12, 97 = 9 | 4 ecc.).



Esteurione ¢ contragions

In realtd il comportamento degli ideali primi rispetto ad estensioni
di questo tipe & uno dei problemi centrali della teoria algebrica dei
numeti,

Siano ft A — B, a e b come sopra, Allosa:

Proposizione L17. i) a = a®, b = fre;

i) b° = Db, 0° =

i) Se © & Pinsierne duglt idealt contratti in A ¢ re E & Pinsiene degli
ideads extgsi in B, allora C= {aja*=a}, E= {b* =10} s ar+0a* ¢ 1oa
applicazione biiettiva di C s B, la caid fiversa # B w17,

Dimasiragione. i) & banale, e i) segue da i).

iii) Sea e C, allora g = [ == [#% = q%; viceversa, se g = a* allo-
ta ¢ & la contrazione di o*. Similmente per 5. m

Esercizio 1.18, S a,, a, sowe ideali & A ¢ se by, by sowo ideali df
B, allora

{0+ e =af +af, (B + by) = bf 4 U,
(mna sainal, (b N D)= b nbg

{ﬂ]ﬁ-g}" == qiai, {ﬁlﬁ‘}u =2 B]‘.E'il
(0,2 ay)* = (af: ag), (by: Do) = (0F: bE),
rla)® = r{a®), (b = r(b?).

L'insierme df ideali 5 § chinro rispetio alla somma ¢ al prodotts, ¢ C
¥ chinco rirpette alle altre tre operagioni,

Hrereigi

1. Sia x un elemento nilpatente di un anello 4. Provare che 1 4
& invertibile in 4. Dedurre che la somma di un elemento nilpo-
tente © di un elemento inverdbile & invertibile,

2. Sia A un anello e sia A[x] I'anello dei polinomi in una indetermi-
nata x,a coefficientiin 4. Siaf=a; + apx+  +ax"e Alx].
Dimostrare che:

ij f & invertibile in A[x] <= ay & invertibile in A e a4y, ..., 4,
sono nilpotenti. [Se by e + ... 4 bpx® & Vinverso di f]
provare per induzione su r che o _ = 0. Dedutre da cid
che a, & ailpotente, e quiudi utilizzare I"Hs. 1.}

ii) /& nilpotente == ay, a,, ..., a, sono nilpotenti.
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AAnelli ¢ ideali

iii} f & un divisore dello zero < esiste un elemento a2 0 in A
tile che af = 0. [5i scelga un polinomio g= by+ byx +
+ + Bypx™ di grado minimo s tale che ff= 0. Allom
dgby, = 0, da coi 4,8 = 0 (poiché a,g aonulla f ed ha grado
< ). Ora provare per induzione che o, g= 00 < r < #).]
iv) f sl dice primitive se (ay, 614+ 4 8g) = (1), Provare che se
Sge Alx], allora fp & primitivo == " e g sono primitvi.
3. Generalizzare [ risultari dell’Esercizio 2 ad un apello di polinomi
Alxyy 00y %) ia pit indeterminate,
4. Nell'anello Afx], it radicale di Jacobson & ugoale al nilradicale,
5. Bia .A on anello e sia A[[x]] l'anello delle serie di potenze formali
f= Ea‘,,x" a coefficienti in A, Provare che:
Pa=T

iy f& invertibile in .A[[x]] < a, & invertibile in 4.
i) Se f¢& nilpoteate, allora a,, & nilpotente per ogni x = 0. E vero
il wiceversa? (Cfr, Capitolo 7, Esercizio 2}
iif) j appartiene al radicale di Jacobson di A[[x]] < a, appartiene
al radicale di Jacobson di A,
iv) La contrazione di un ideale massimale m di A[[x]] & un ideale
massimale di A, e m & generato da m® e x.
v) Ogni ideale primo di 4 & la contrazione di on ideale primo di
A=)

6. Siz 4 vn anello tale che ogni ideale non contenuto nel nilradicale
contiene un elemento idempotents non oullo (ossia, un elemento
¢ tale che ¢ = ¢ == (). Provare che il nilradicale e il radicale di
Jacobson sono uguali,

7. Sia .4'un anello in cui ogni elemento x soddisfa ad uoa relazione
della forma »™ = x per qualche » > 1 (dipendente da ). Dimo-
strare che ogni ideale primo in A & ‘massimale,

B. Sia .4 un anello == 0. Provare che Vinsieme degli ideali primi di -4
possiede elementi minimali rispetto all’inclusione.

9. Siz a un idesle 3% (1) in un anello 4. Provare che o = r{a} =a &
‘un’intersezione di ideall primi.

10, Sia .4 vwn anello, 9 il soe nilradicale, Dimostrare che le seguenti
proprieti sono equivalenti:
i} A possiede un unico ideale primo;
ii) opni elemento di .4 & invertibile oppure & nilpotente;
i) 4N & un campo.



Erreizi

11. Un ancllo .4 si dice bosleans, se x* = x per ognl x € . Provare
che in vn anells booleano A

i} 2x == ) per ogni x e A;
i) ogni ideale primo p & massimale, e Afp & un campo con due
elementi;
iliy ogni ideale finitamente generato di 4 & principale.
12, Un anello locale non contiene elementi idempeatenti = 0, 1.

Cosirngions df swa chivmre algebrica df an campo (E. Artin)

13, Sia X un campe e sia E linsieme di totti i polinomi monicj irei-
docibili f in una indeterminata a coefficienti in &, Sia A4 ["anello
dei polinomi sopra K generato dalle indeterminate x;, una per
cizscun f e L. Siz a l'ideale di 4 generato dai polinomi f(x,) per
opni e E. Provare che a 2= (1),

Sia m un ideale massimale di 4 contenente a, e poniamo
K, = Ajm. Allora K, ¢ un'estensione di K in cui ogni f e I pos-
siede una radice. Ripetiamo la costruzione con K al posto di K,
ottenendo un campo K, e cosl via. Ponlamo L = || K. Allora

n=1
L & un campo o cui opni f & £ si spezzs completamente in fatto-
ri lineari. Sia K I'insieme di tutti ghi elementi di L che sono alge-
brici sopra K. Allora F & una chivsura algebrica di X,

14, In un ancllo A, sia ' I'insieme di totti gli ideali in col ogni ele-
mento & un divisore dello zero, Provare che I'insicme I possiede
elementi massimall & che ogni elemento massimale di £ & un idea-
le primo. Me segue che Iinsieme dei divisori dello zero in A &
un'unione di ideali primi.

Lo spettre printe di wm auello

15, Sia A un anello e sia & Vinsieme di totti gli ideali primi di A,
Per ogni sottoinsieme K di 4, denotiamo con P(E) l'insieme di
tutti gli ideali primi di 4 che contengono &. Dimostrare che:

i) se g & lideale generato da £, allora T7(E) = 1"(a) = I (r(a}).
iy V()= X, V(1) = @.
iiiy se (B ¢ una gualsiasi famiglia di sottoinsiemi di .4, allora

V{H E)= Q F{ED.

M
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17.

18,
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Anelli & ideal

iv) Fla nb)= Viab) = V(a) v V(b), essendo a, b ideali arbi-
trari di 4.

Tali risultati mostrano che gli insiemi "(F) soddisfano
gli assiomi per i chiusi in uno spazio topologica, La topo-
logia cosl ottenuta & chiamata la fopelogia di Zaricki. Lo spa-
zio topologico X & chiamato lo spestre prime di A, e si de-
nota con Spec(A).

Fornire una descrizione grafica di Spec (Z), Spec (R}, Spec (C[x]),
Spe (R[], Spec (Z[x]).
Per opni elemento f € .4, denotiamo con A il complementare di
() in X = Spec (A). Gli insiemi X sono apert. Dimostrare
che eisi formano una base diaperti perla topologia di Zarisld, & che:
j] X_I' m X'= X_fg;
i) X, = (< ¢ nilpotente; 1
iidy 'X.r= A e f & invertibile; o
w) Xy= X, r((f))=r{{£));
v) X & quasi-compatto (ossia, ogni ricoprimento aperto di A
possiede un sottoricoprimento finito);
vi} pii in generale, ogni insieme &7, & quasi-compatio;
vif) un aperto di & & quasi-compatro se, e soltanto se, & un'unione
finita di insiemi X,
Gli insiemi X, sono chiamati aperti fondamentali di X =
= Spec ().
[Per provare (v), osserviamo che basta considetare un rico-
primento di X costituito da aperti fondamentali X (i € I}, Mo-

strare che gli elementi f; penerano Uideale unitd e quindi che si
ha un'equazione della forma

1= i}; S (£ A)

dn'w:_,n" & un opportuno sottolnsicme ﬁ.u:"fa di I, Alloga Eli aP:rl:i
Ayli e J} ricoprono &)

Per ragioni psicologiche, convienc talvolia denotare un ideale pri-
mo di A con una lettera quale x oy, quando esso viene pensato
come un ponto di X = Spee(.4). Quando si pensa ad x come
un ideale primo di A, lo denotiamo con b, (naturalmente, da un
punto di vista logico, & la stessa cosa), Dimostrare che:
i} Uinsieme {»} & chivso (si dice che x & un “punto chiuso™) in
Spec (A1) <= p_ & massimale;
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21.

Eereigi

i) {} = V(pa);

i) ye {x}=p, = pp

iv) X & uno spazio Ty (cid significa che se-x, y sono punti distinti
di &, allora esiste un intorno di x che non contiene y, oppure
esiste un jntorno di y che non contiene x).

Uno spazio topologico si dice irriducibile, se X () e se ogni
coppia di aperti non vaoti di X si incontrano, o in modo equi-
valente, se ogni aperto non vuoto & denso in X, Provare che
Spec(A) & irriducibile se, e soltanto se, il pilradicale di 4 & un
ideale primo.

Sla A uno spazio topologico,

i) Se Y & un sottospazio irriducibile (Esercizio 19) di X, allora
" la chivsara ¥ di ¥ in & & irriducibile.

i) Opni sottospazio irriducibile di X & contenuto in un sotto-
gpazio irriducibile massimale,

L) T sottospazi irriducibili massimali di A sono chiosi e ricopro-
no X, Hssi prendono il nome di componesti frvidueibili di X
Quali sono le componenti irtlducibili di uno spazio di Hans-
dorif?

iv) Se A & un anello e X = Spec (), allora le componenti irri-
ducibili di X" sono i chivsi V(p), dove p & un ideale primo
minimale di .4 (Esercizio 8).

Sia ¢: 4 — B un omomorfismo di anelli. Poniamo & = Spec (A)

€ ¥ ="5pec(B). 5S¢ qe Y, allora ¢-Y{q) & un ideale primo di A,

ossia, un punto di X, Dunque ¢ induce un’applicazione ¢%: ¥

Dimostrate che:

i) Sefe A, allom §* X)) = Yy, © quindi che ¢* & continua.

ii) Seq & un ideale di A, allora ¢*=1T(a)) = T7{a*).

iii) Sel & un ideale di B, allora $*(T7(b)) = T7{b).

iv) Se ¢ & sariettivo, allora ¢* & un omeomorfismo di ¥ sul chin-
so F{Ker($)) di X, (In particolare, Spec () e Spec (AfT)
(dove N & il nilradicale di A) sono omeomarf, in modo na-
turale.)

v) Se & iniettivo, allora g¥Y) & denso in X Pin precisamente,
$*(17) & depso in X <= Ker(d) = 0.

wi} Siay: I — C analtro omomorfsmoe di anelli. Alloga (pogd)* =
= §* oyt

vil) Sia .4 un dominio di integrits con un unico ideale primo oon
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Aulli e idsali

nullo p, e sia X il campo delle frazioni di 1. Sia B = {Afp) x
» K. Definfamo ¢: A — B ponenda §(x) = (2, =), dove &
& Pimmagine di » in 4p. Provare che ¢* & biiettive ma nop
& un omeomorhsmo.

L]

Sia .4 = 1] - il prodotto diretto degli anelli .4, Dimostrare che

=1
Spee(4) & Punione disgionta dei sottospazi aperti (e chinsi) X7,
X; & canonicamente omeomorfo a Spec (A4,).
WVicevetsa, sia .4 un anello, Provare che 1z sepuent condizio-
ni sono equivalenti:
i) X = Spec(.) & sconnesso.
iy A=A, x A; dove nessuno degli anclli A4, A, & 'anello
Tl'l.'l[ll].,
iii) A contiene un elemento idempotente 750, 1,

In particolare, lo spettro di un anello locale & sempre connesso

{Esercizio 12).

Sia .4 un anello booleano (Esercizio 11), e sia X = Spec(A).

i)y Per ogni fe A, Pinsieme X (Esercizic 17) & aperto e chinso

in A

if) Siano fy, ..., fue 4. Provare che X, u uX, =X,
per gualche fe A.

iify Gli insiemi A sono gli unici sottoiosiemi di X che sono si-
multaneamente aperti ¢ chinsi.
[Sia ¥ = & un sottoinsieme simultaneamente aperto e chin-
s0. Poiché ¥ & aperto, esso & un‘unione di apert] fondamentali
Ay Poiché Y & chiuso e A & quasi-compatto (Esercizio 17),
Y & quasi-compatta, Dunque ¥ & un'unione finiti di apertd
fondamentali; a questo punto, basta utilizzare la (ii) di cul
sopra.] !

iv) A & uno spazio di Haosdorff compatio.

. Sia L un reticolo, in cui il sup ¢ Vinf di due elementi @, § sono

denotati, rispettivamente, con 2 VWV b e a A b L & un reticolo bop-

feaws (o un'alpebra booleans) se

i} L possiede un minimo e un massimo (denotati rispettivamen-
te con 0, 1)

ii) Ciascuna delle operazioni ‘v, A ¢ distributiva rispetto all’al-
tra.

fif)y Opni elemento 2 € L possiede un unieo “complementa™
deltualecheava'=leapa =10



Eursigi

{Per esempio, Minsieme di tutti § settoinsiemi di un insieme, ordi-
nato rispetto all'inclusione, & un reticolo booleana).

Sia L up reticolo booleano. Diefiniamo Paddizione ¢ la molti-
plicazione in L mediante le regole

atb=(ag A0V AB), ab=a A b

Verificare che in questo mode L diventa un anello booleano, di-
ciamo A{L).

Vicewetsa, partendo da un anello booleano A, definiamo un
ordinamento su .4 nel modo seguente: # < b significa che a = ab,
Provare che, rispetto a tale ordingmento, 4 & un reticols boo-
leano, Il sup e l'inf sono dati da o\ b=a 4 b L abea A b=
= af, e il complemento da &' = 1 — 4.] In tal modo si ottene
una corrispondenza biunivoca tra (le classi di isomothsmo di)
anelli booleani e {le classi di isomorfismo di) reticoli booleani.

Deduree dagli ultimi due egercizi il teorema di Stone, secondo cui
“ogni reticolo booleano & isomorfo al reticole dei sottoinsiemi
simultaneamente aperti e chiusi di qualche spazio topologico di
Hausdorff comparto™,

Sia A un anello, 11 sottospazio di Spec(.A4) costituito dagli ideali
avasrimali di A, con la topologia indotta, ¢ chiamato lo spetiro
masrimale di A e si denota con Max (). Per anelli commurativi
arbitrari esso non ha le buone proprieth fontoriali di Spec {(A)
(cfr. Bsercizio 21), poiché la controimmagine di un ideale massi-
male in un omomorfismo di anelli pud non essere massimale,

Siz A uno spazio di Hausdorff compatto & denotismo con
CLX) Panello di turte le fonzioni a valor reali continue su & (l=
funzicni vengono sommate ¢ moltiplicate, sommando ¢ moltipli-
cando | loro valord), Per ogni x & X, sia m, Pinsieme di tutte le
funzioni f e C(X) tali che f(x) = 0. L'ideale m, & massimale, poi-
ché & il nucleo dell’'omomorfismo (suriettiva) C(A) — R che por-
ta fin f(x). Se X denota Max (C(X)), resta cos! definita un’appli-
cazione g; X — X, precisamente x — .

Proveremo che p & un omeomorhsmo di X su X.

i} Sia m un ideale massimale arbitario di C{A7), e sia 7= I/{in)

Vinsieme degli zeri comuni delle funzioni in m: ossia,
W= e X f(x) =0 per ogni fem].

Supponiamo che 77 sia vuoto, Allora per ogni x € A esiste
una funzione ;€ m tale che f{x) 3= 0. Poiché f & eontinua,
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esiste un intorno aperto U, di & in X sul quale f; non si an-
nulla, Per ragioni di compattezza, un aumero finito di tali in-
torni, diciamo U, ..., [, ricopre X, Poniamo

=Rt S

Allora f non si annulla in nessun punto di X, sicché & inver-
tibile in C(X). Ma cid contraddice la relazione fe m, dun-
que I & non vuoto.

Sia x vn punto di 77 Allora m = m,, da coim = m, poi-
ché m & massimale, Dungue y & suriettivo,

ii) In wvirtd del lemma di Urysohn {guesto & I'unico fatto non
banale richiesto nella dimostrazione), le funzioni continue se-
paranc | punti di X, Dunque x 3 y=-m, 5 m, e pertanto
4 & iniettivo.

iif) Sia fe C{X); ponlamo

U= {x & X: f() # 0}
€ poniamo

J,={me X:f¢m].

Provare che u(U})= U;. Gli apert U, (risp. U,) formano una
base della topologia di X (sisp. X) e pertanto p & un omeo-
morfsmo.

In tal modo X pud essere ricostruito a partire dall’anel-
lo di fenziond C(X).

Varietd algebriche affini
27. Siz & un campo algebricamente chinso e sia

Fultyy -y y) =10
un insieme di equazioni polinomiall in # variabili a coefficienti in
£ L'insieme X di tutd i punti » = (%, , , %) & &% che soddi-
sfano a tali equazioni & una saristd algebrica affve.,
Coosideriamo insleme di tatti 1 polinomi g &[f, ..., &
con la proprieth che g(x) = 0 per ogni x & X Tale insieme & un

ideale f(X) nell’anello déi polinomi, ed ¢ chiamato ideale della
varferd X, L'anello quoziente

P{Xj = 'H.f-.s i ,I,]II{X]
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Eisereizi

& l'anello delle funzioni polinomiali su X, poiché due polinomi
& b definiscono I medesima funzione polinomiale su A se, e sol-
tanto se, g — b si annulla in ogni punto di X, ossia, se e soltanto
se g — b e I{X).

Sia &, Pimmagine di #; in P(X). Le £(1 < 7 < ») sono le fun-
wioni coordinate su A se x € X, allora £(x) & I'F-esima coordinara
di x. P(X) & generato come k-algebra dalle funzioni coordinate,
ed & chiamato Uanelle delle coordinate (0 Palgebra affine) di X,

Come nell'Esercizio 26, per ogni x & A sia m, Uideale di tutte
le funzioni f & P(X) tali che f{x) = 0; ess0 & un ideale massima-
le di PLX). Dunque, se X = Max (P(X)), resta definita un’appli-
cazione p: A — X, precisamente x - m,,

E facile provare che u & inietdva: se x5y, si deve avere
o= g per qualche 7 (1 <X 4 <X #), e quindi §; — »; appartiene a
i, ma non 4 my, sicché m, 7= m,. Cid che & meno banale (ma pur
wero) & che g & mrfeftivg. 51 tratta di una delle formie del Teorema
degli zeri di Hilbert (cfr. Capitolo T).

Siano fi, ..., [, elementi di A, ..., %]. Essi individuano
un'applicagione polinossiale ¢: k*—= k" 52 x € £, le coordinate di
i) sono fi(=), ..., fulx).

Siano X, ¥ varictd algebriche affinl in &", &™ rispettivamente,
Un'applicazione ¢: X — 1 si dice regplare, se ¢ & la resurizione
1 A di un’applicazions polinomiale da &* a &M,

Se 5 & una funzione polinomiale su ¥, allora % o ¢ & una fun-
zione polinomiale su X, Dunque ¢ induce un omomotfismo di
#-algebre P(¥Y) — P(X), ptecisamente 5 o ¢. Provare che in
tal modo si ottiene uoa corrispondentza bivnivoca tra le applicazio-
ni regolari A — Y e gli omomorfismi di g-algebre P17 — PLA).

&1



Capitals recondy

Modnii

Uno dej caratteri che contraddistinguono Papproccio moderno al-
FaAlgebra commutativa & la maggiore importanza data ai moduli, pint-
tosto che agli ideali, Cid consente di procedere con maggiore chia-
rezza e semplicitd, Per esempio, un idesle a e il suo anello quoziente
Al sono entrambi esempi di moduli e quindi, fino ad un certo pun-
to, possono venir tratrati su uno stesso piano, In questo capitolo dia-
mo la definizione € le proprietd clementari dei moduli. Diamo anche
una breve trattazione del prodotti tensorali, che contiene una discus-
sione del loro comportamento rispetto alle successioni esatte.

Modli e omomorfisnii di mwodnli

Sia A un anello (commuitative, come sempre). Un A-moduls & un
gruppo abelisno M (scritto additivamente) su cui 4 agisce lincarmen-
te: pili precisamente, & una coppia (M, u), dove M & un grappo abe-
liano e p & un'applicazione di 4 x A in A tale che, se scriviamo ax
per indicage ula, (e & A, x e M), 1 a;egueuti assiomi sono soddisfatt

alx +y) = ax + ay,
{a 4 By = ax + b,
(al)2e = a(bu),
le==x (o, e A; 2,y M)

{In modo equivalente, M & un groppo abeliano insieme con wo omo-
mochsmo di anelli 4 — E[(M), dove E(M) & Panello degli endomor-
fami del groppo abeliano ML)

La nozione di .4-modulo & una generalizzazione comune di pa-
recchie nozioni familiari, come mostrano i seguenti esempi:



Modnli ¢ omomerfioni &F moduli

Esempi. 1) Un ideale a di -4 & un A-modulo. In particolare, .4
stesso & un A-module,

2} Se A & un campo &, allora A-modulo = k-spazio vettoriale,

3) A= Z, allora Z-module = gruppo abeliano (definendo nx co-
me x4+ ...+ x)

4) A= k[x], dove £ & un campo; un A-modulo & vn E-spaxio
vettoriale insieme con una trasformazione lincare.

5) G = gruppo finito, 4 = A[G] = algebra-gruppo di & sul cam-
po & (sicché A4 non & commautativo, a meno che & non lo sia), Allora
A-modulo = k-rappresentazione di &,

Siano M, N A-moduli. Un'applicazione 2 M — N & an savemor-
Jieen di A-modulf (ossia, & A-fineare) se

Fx+0 =70+ F00
Slax) = a . f{x)

per ogoi elemento g€ A £ per ogni coppia di elementi x, y e M.
Dunqgue { & un omomorfismo di groppl abeliani che commuta rispet-
-to all'azione di ciascun elemento @ € 4. Se A & un campo, un omo-
motfismo di A-moduli ¢ la stessa cosa che una trasformazione linears
di spazi vettoriali,

La composizione di omomorfismi di A-moduli & ancora un omo-
morfismo di A-modali,

Llinsieme di tutti gli omomorfismi di A-moduli d2 M a IV pud
wvenir dotaro di wpa strottura di A-modulo nel modo seguente: de-
finiamo f+ g e af mediante le regole

(f+ ) = () + g(),
(af Yx) = a - £ (%)

per ogni x € M. B banale verificare che gli assiomi di vn 4-modulo
_sono soddisfatti. Tale A-modulo si denota con Homy, (M, N} (o an-
-che Hom (M, V) se non vi & alcona ambiguitd riguardo all’anello ).

Omomorfismi del tpo o M — M ¢ v: IV = N inducono delle
applicazioni

#: Hom (M, N)— Hom (M", N) e 7: Hom (M, N)— Hom (M, N')
definite nel modo sepuente:

A(f)=fou 5(f)=vof
Tali applicazioni sono omomotfismi di A-moduli.
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Per un qualsiasi module M i ha un isomorfismo natarale Hom (4,
M) = M: ogni omomorfismo di .4-moduli f: 4 — M & univocamen-
te determinato da (1), che pud essere un arbitrario elemento di M.

Sottewodnli ¢ woduli quogionti

Un sottomoduly M° di M & un sottogruppo di M che & chivso ri-
spetto alla moltiplicazione per gli elementi di A. Il gruppo abeliano
MM allora eredita una struttura di .4-modulo da M, definita ponen-
doalx + M) =ax+ M L'A-modulo M/M' ¢ il grogiente di M ri-
gpetto a M. L'applicazione naturale di M su M{4{’ & un omomorfi-
smo di A-moduli, Vi & una corrispondenza biunivora che conserva
Pordinamento tra | sottomodull di M che contengono M' e i sotto-
moduli di M{M' (esattamente come per gli ideali; il risnltato per gli
ideali & un caso speciale).

Se fi M —+ N & un omomorfismo di A-moduli, il weler di & Pin-
sicrme-

Ker(f) = {x € M:f(x) = 0)

ed £ un sottomoedulo di M. L'fmwagine di [ & I'insieme
Im (f) = f{M)

ed & un sottomoduls di NV, 11 someles di f&

=

che & un modulo quoziente di M.

Se M’ & un sontomodulo di M tale che A = Ker(f), allota fdd
origine ad un omomorfismo f: MM’ — IV, defigito nel modo seguen-
te: se & € MM’ & 'immagine di x e M, allora f{#) = f(=). Il nuclen
di f¢ Ker ( /){M’. L'omomotfismo ¢ detto indofts da f. In particala-
re, prendendo M = Ker{ /), =i ha un isomorfismo di A-moduli

MKer(f)=Im(f).

Operagioni i sottomodnly
La maggior parte delle operazioni sugli ideali considerate nel pri-

mo capitn-l? haone il loro corrispettive per | moduli, Sia M un -
modulo e sia (M), una famiglia di sottomoduli di M. La loro somma

‘a0



Operagiond ni e fomiodlf

3 M, & linsieme di tutte le somme (finite) 2, dove x; € M; per
opti {1 € I, e quasi tutti gli 2, (ossia, totd tranne wn numero finito)
gono zero. 3 & il pid piccolo sottomodulo di M che contiene ratt
ghi M.

L’interserione ()M, & ancora vn sottomodulo di M. Dunque i
sottomoduli di M formano un reticolo completo rispetto all’inclusio-
ne.

Proposizione 2.1. i) Se L = M = IV sonp A-modnii, allora
(LIN)(M[N) = LIM.
W) Se M,, M, sono sottomoduli 4i M, allora
(M, 4 MM, = MJ(M, r My).

Diwostragions, i) 51 definisce un’applicazione §: LN — L{M po-
nendo fi{x 4+ N)= x4+ M. Allora & un omomorhsmo di A«moduli
ben definito di L{N su L/, e il suo nocleo & M{N, da cai (i).

ii) L'omomorfismo composto M, = M, A M, =+ (M, - M) M,
& suriettivo, e il suo nucleo & M, N M, da coi i), m

In generale non si pud definire 3 prodotte di due sottomoduli, ma
51 pud definire il prodotto e, dove a & un ideale e M un A-modulo;
-ess0 & Pinsieme di tatre le somme finite ¥ a3 conag & a, x; & M, ed
& un sottomodulo di M, _

Se N, P sono sottomoduli di M, si definisce (IV: P} come 'insieme
di mard gli elementi a & A tali che 2P = N, esso & un idealr di A, In
particolare, (0:44) & I'insieme di tutti gli elementi a € A tali che ol =
= 0; tale ideale & chiamato 'esanflaiers di M ¢ si denota aoche con
Ano (M), Sea = Ann (M), si pud considerare M come un Afa-modu-
lo, nel modo seguente: se F& Aja & rappresentato da x & 4, si de-
finisce %p = sy (w e M) cid & indipendente dalla scelra del rappre-
sentante » di £, poiché alf = 0,

Un A-modulo & fadele se Ann{M} = 0, Se¢ Aoo (M) = q, allora M
& fedele come Aja-modulo.

Esercizio 2.2. i) Aon (M + N) = Ann (M) 1 Ana (V).
if) (N P) = Ann ((N 4+ F)[N).

Se 2 & un elemento di M, linsicme di wottd § multipli g (@ e A) &
un sottomodulo di M, denotato con Ax oppure (%), Se M = T Ax,
il
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si dice che gli elementi »; formano un Gifewa di generarord di M; cid
significa che ogni elemento di M pud venire espresso (non necessa-
riamente in modo unieo) come una eombinazione lineare Hnita degli
2; a coefficient in A, Un A-modulo M si dice finitawente gevergty se
possiede un sisterma finite di generatori,

Samma diretta ¢ prodotio diretto

Se M, IV sooo A-moduli, la loro soprera diretta M @ N & Pinsierne
di tutte le coppie (x, ) con x & M, y € IV, Esso & un A-modulo se
definiamo V'addizione e la meltiplicazione per uno scalare nel modo
ovvio:

(e ) + (w0 32) = (33 + 300 + 1)
a(x, ) = (ax, @y).

Pirt in generale, se (M), & una qualsiasi fomiglia di A-moduli, si

pud definire la loro somema dirzt:a-@ﬂfi; i suoi elementi'sono le fami-
i

glic (x); tali che x; e M; per ogni i€ J e quasi tutti gli = sono

zero. Se si eliming la restrizione sul nomers degli elementi %, non nul-

li, si ottiene il prodetto diresto I;Mi, La somma diretta e il prodotto
18

diretto coincidono se U'insieme degli indiei J & finito, ma non altri-
menti, in generale, “
Supponiamo che Panello A sia un prodotto diretto ] A, (Cepi-
i=1
tolo 1). Allors 'insieme di tutti gli elementi di 4 della forma
©,...,0,a,0,...,0)

con g; € A, & un ideale a; di .4 {esso sow & un subanello di 4 — tranne
in casi banali — poiché non contiene "anith di ). L'anello 1, con-
siderato come A-modulo, & la somma diretta degli ideali q,, ..
Viceverza, data una decomposizione di moduli

A=0® ©Ga,
di .4l come somma direrts di ideali, si ha

- Iqﬂ"'

A= T1(AP)

dove b; = (Day. Ogni ideale a; & un anello (isomorfo ad A(b;). L'ele-
J#

meato unitd & di g, & un idempotente in A, & 0y = (&)
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Modreli fuitaments gemerafi
Modnli finitamente generati

Un A-module fkere & un A-modulo isomorfo ad uno della forma
M, dove ciascun A = 4 {come A4-modulo). 5i usa talvolta la no-

tazione AY". Un 4-modulo libero finitamente generato & pertanto
isomorfo ad A& ... & - (v addendi), che si denota con A", (Per
convenzione, ~4° & il modulo nullo, denotato con 0.)

Proposizione 2.3. M ¢ wn A-modulo finitanents generato == M # iso-
morfa ad s guogiense di A" per gualche fntero n = 0.

Dinostragione. =: Siano x,, ..., x, on sistema di genemtord di A,
Definiamo ¢: A — M ponendo @la,, ..., a8 = ax; + + g%,
Allora ¢ & un omomorhsmo di A-moduli sopre M, € pettanto M =
g2 An(Ker (¢).

<=: 51 ha un omomorfsmo di A-moduli ¢ di A" su M. Se g =

=(0,...,0,1,0,...,0) (lelemento 1 essendo all'f-esimo posta),
.:a.'l,'[nm glt :‘{I -r; i -:; n_} generano A, quindi gli elementi $g)) gene-
‘rano M. =

Proposizione 2.4, Sia M s A-modwlo finitawete generato, sia a un
ideale di A, ¢ sia s endomorfirmo & A-moduli di M tale che (M) = add.
Allora ¢ soddisfa ad ww'equazione della forma

I‘In,_l_ ﬂd""_j"r' -|—,.g:ﬂ=|j
dove gl a; some elementi df a.

Diwostragions. Slano x,, ..., %, oo sistema di gm:rat.uri di M.

Allora ogni ${x;) e aM, sicché si ha, diclamo, ¢{x)= Euux, {1 =
_-:;',.:-::; n; a5 € 0), ossia:

E (b — aygy =10

‘dove d,; & il delta di Kronecker. Moltiplicando a sinistra per I'agginn-
ta della matrice (8¢ — a;) si ha che det (8,4 — ;) annulla ciascun
%, dungque & Pendomorfismo nullo di M. Sviluppando il determinan-
te, si ottiene un'equazione della forma richiesta. m

Corollario 2.5. Sia M an A-modulo finitaments generato ¢ sta o
videale di A tale che oM = M. Allora esisle an elemento x = 1 (mod a)
tale-che =M = 0.



Medulf

Dimartragione, Basta prendere ¢ = identitd e x =14 a4+
+ g, nella (2.4}, m

Proposizione 2.6. (lemma di Nakayama). Sia M A-modsilo fini-
Famients penerate ¢ o wn ideals df A contenato vel radicale & Jacobson W df A
Allora oM = A implica M =10,

Prima dimostragione. Da (2.5) si ha 2M = 0 per qualche x =1
{mod ). In virtd di (1.9) x & invertibile in 4, dunque M = 1l =
=0 m

Seeonda dimortragione. Supponiamo M 520, e siano #,, ..., %, U
sistemna minimale di generatori di M. Allora s, e 0, sicché si ha
un'equazione della forma w, = ey + + agfy, con @; € a. Dun-
que

(1 — )ty = aum, + + dpafly 1}

poiché a, € M, in virtd di (1.9) 1 — a, & invertibile in A. Ne scgue
che w, appartiene al sottomodulo di M generato da #,, ..., #yey: cid
¢ una contraddizione. o

Corollario 2.7. Siz M wn A-wmodnule finitanente generato, N sn roflo-
modale of M, 0 = N o ideals, Allora M =aM + N= M= N.

Dimostragione. Basta applicare (2.6) a M|V, osservando che
o(M|N) = (aM + NYN. w

Sia .4 un anello locale, 1 il suo ideale massimale, & = .4A/m il suo
campo residao. Sia M un A-modulo finitamente geoerato. Mfmd &
annullato da m, dungee & in modo naturale un Afm-modulo, ossia,
un 4-spazio verroriale, ¢ come tale ha dimensione finita.

Proposizione 2.8. Siane x; (1 < 7 < #) elementi di M le gt fmma-
Zini in MMM formano sna base di tale spagio vettoriale. Allora ghi s ge-
werane M.

LDimostragione. Sia N il sottomodulo di M generato dapli elementi

%y Allor applicazione composta W —+ M — MmA manda N =o
Mimd, dunque NV + mM = M, da coi V= M in vietd di(27). m
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Snecersioni esaite
Fiicearstond eralfe

Una successione di A-moduli & di A-omomorfsmi

Siwi

f
{0y — My — M= My, —

si dice exatta in My se Im () = Ker (f,1). La successione & eraita se
& esatta in clascun M, In pardcolare:

(1 D — M' Lo M & esatta = [ & iniettivo;
(2) M -2 A" —+ (0 & esatta <= g & suriettivo;
30— M M M 02 esatte <= f2 iniettivo,

£ & suriettivo e g induce un isomotfismo di Coler () = MM
su .

Una successione del tipo (3) prende il nome di mecessione esafta
¢oréa. Una gualsiasi successione esatta lunga (0) pud essere spezzata
in successioni esatte corte: se Ny = Im ( fj) = Kec [ fi,,), s ottengo-
no successiond esatte corte (0 — NV, — M, — N, — 0 per ogni /.

Proposizione 2.9. i} Sia
) M s M=+ M" 0

i puvceessione df A-moduli ed omomorfismd. Allora la swecessione () & arar-
fa <= per opni A-moduls IV, ln suecersione

(49 0— Hom (M", N) - Hom (M, N) -~ Hom (M, N)

& eraita.
it) Fiz

(5) 0NN

#ia giccessiong df A-wmoduli ed omomorfisnd, Allora la siccersione (5) & arad-
A == por apri A-moduls M, la snecersions

(57 0 — Hom (M, N') "+ Hom (M, N)— Hom (M, N")

& gratta,
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Tutte le partl di quests proposizione sono facili esercizl. Per
esempio, supponiamo che la (4') sia esatta per ogni N. Innansitutto,
poiché # & iniettivo per ogni IV, v risulta suriettivo. Inoltre, siha fo F=
=0, ossia, foren=0per ogni i M — N, Prendendo IV = M ed
Fugusle all'applicazione identica, =i ha che vew =0, da coi Im{(#) =
= Ker (). Prendiamo pol W = M/Im (#) ¢ sia ¢ M — N la proiezio-
ne, Allora ¢ € Eex (7}, sicché esiste un omomorhsmo wi M — N -
le che ¢ = pow. Di conseguenza, Im (1) = Ker () = Ker(p). m

Proposizione 2.10. fia

0= M —— M — M" 0
J'“] fI "
0= N'— N N0

win diagramma conrmtative d A-moduli ed onvomorfiseri, con le righe esatte.
Alfora esiste s successions esatte

0= Ker (f) —» Ker (f) — Ker (f") =
) Coker (f) = Coker () — Coker (f") ~ 0

dn eaii 7, F rouo restriziont df u, v e @, F sowo dndot#f da o', v,
Ll'omawsorficsn bords d & definite nel modo ssgpuente: gse &' e
€ Ker ('), 5i ha x"' == p(x) per qualche > & M, e o' (=) ="{p{x})) =
=0, da eui f{x) € Ker (¢') = Im(n"), sicché f({x) = #'(¥) per qual-
chey' e N'. Allora d{»'") & definito come 'immagine di ' in Coker { f7),
La verifica che 4 & ben definita, & che la successione (6) & esatta, & un
semplice esercizio di “caccia al dispramma’™ che lascizmo al lettore. &

Osservagione, La (2,10) & un caso speciale della successione esatta
di omologia dell'algebra omologica.

Sia € una classe di A-moduli ¢ sia & una funzione su © a valord
in Z (o, pit in generale, a valotl in un gruppo abeliano ). La fon-
zione A & additiva sc, per ogni successione esatta corta (3) in coi tatd
i termini appattengono a C, si ba A0M7 — ALM) 4+ WM = 0.

Esempio. Sia 4 un campo &, ¢ sia C la classe di tauti | k-spazi

vettoriall 77 di dimensione finita. Allora 7+ dim 1 ¢ uoa funzione
additiva su .
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Prodofto temsoriale & smodvie

Proposizione 211, Sz 0 — M, =+ M, — ... — M, — 0 una sne-
cassione exatta di A-moduli in eni tatti § moduli M ¢ § naclei 37 tuti gli smvo-
orfisesi appariengons a C7 Allpra per una gualsiasi fimzione additiva s ©
o ha:

= (— DMy = o.

Dimostragione. Spezziamo la successione data in successioni esatte
corbe
00— N;— M;— Ny, —0

(V= Ny = 0). Allora si ha ALM) = ANV + AN,) Oa pren-
diamo la somma alternata dei ALM), e tutto si cancella, =

Prodoito tenrorfale di moduli

Siano A, N, P e A-moduli. Un’applicazione f: M » N — P si
“dice A-bifineare se per opni x & M Papplicazione p = f{x, ¥} di NV in
P& Alineare, e per ogni ¥ € N Papplicazione x++ f{x, ) di M in P
& A-lineare.

Costroiremo un 4-modulo T, chiamato il prodetto fensoriale di M
¢ IV, con la proprietd che le applicazioni A-bilineari M »x N — P
sono in corrispondenza biunivoca paturale con le applicazioni -
lineari " — P, per ogni ~1-modulo P, Pi4 precisamente:

Proposizione 2.12. Siawe A, N A-woduli. Allora esists wna coppia
(T, &) costirnita do sn A-pmoduio T e da an’applicagions A-bilineare g1 M x
K N— T, con la sepente proprieti:

Dati-an gualsiaid A-module I ¢ un'arbitraria applicagione A-bilineare
S M % N — P, esivfe wi'nnica applicagione A-lweare [0 T — P tale cle
Sf=7"op (in altre parole, ggwi fangione bilineare s M x N Jf fattorizza
tramite T,

Inolive, se (T, g) e (1", g") sono due coppie con tale proprietd, allora esivte
-t sisiee fromeorfimg j: T — T tale che jog=g'.

Diimostragione. 1) Unicitd, Sostimendo (P, {) con (T", g') 5i ottiene
un'unica applicazione A-lineare 2 T — T tale che g' = fo g Scam-
biando i reoli di T'e 1™, si ottiene un’applicazione 4-lineare /. T'— T
tale che g= ' og'. Ciascuna delle composizioni fof, /' ej deve es-
sere Iidentitd, e pertanto § & un isomotfismo.
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ii) Eristenga. Denotiamo con & A-modulo libero A4W¥ GlI
elementi di € sono combinazioni lineati formali di elemend di M x IV

1
a coefficienti in .4, ossia, sono espressioni della forma ¥ a,- (2, 3)
(a,€ A, 2,6 M, y,e V). =1

Sia D il sottomodulo di © generaro da tutt gli elementi di C dei
seguenti tipi:

I:J.’ + 'xJ!J"} - {Kr.f} - Exr!_?}
ey + ") = Ce 3} — (. 7)
(ax,7) — a (x,)

(xl ay) — a - (=, )

Poniamo T = /D, Per ogni elemento (x, 3} dells base di €, de-
notiamo con (8 y la sua immagine in T. Allora T & penerato dagli
elementi della forma x & ¥, € in vired delle nostre definizioni =i ha:

x+x)@y=x@r+x" @y x@+)=x@r+x&Yy,
{2x) @y = = @ (@) = alx @)

In modo equivalente, Vapplicazione g: M x N — T definita da
I, ¥) = x @y ¢ Abilineare, '

Una gualsiasi applicazione £ di M x WV in un A-modulo P si
estende per linearitd ad un omomorfismo di A-moduli 2 C— P,
Supponiamo in particolare che fsia 4-bilineare. Allora, in virth delle
definizioni sopra date, fsi annulla su tatti i generatori di D, dunque
sa tutto 17, e pertanto induce un ben definito A-omomoshisme f° di
I'= CiD in P tale che ['(x @) = f(x, ). L'applicazione /' & de-
finita univocamente da tale condizione, e pertanto la coppia (T, g) sod-
disfa alle condizioni della proposizions, m

Ostrerpagioni. i) Il modulo T sopra costruito & chinmato il frodetds
tensoriade di A e IV, e si denota con M &£, NV, o soltanto con M & N
se non vi & ambiguitd sull'anello 4. Bsso & generato come A-modulo
dai "prodott™ x &y, Se (x)en (10)er sono famiglie di generatori di
M, IV rispettivamente, allora gli elementi ;& y; generano M @ N,
In particolare, se M e IV sono finitamente generati, tale & M G IV

ii) La notazione x* &y & chisramente ambigoa a meno che non 5
specifichi il prodotto tensoriale al quale si siferisce. Sjano M, ' sot-
tomoduli di M, IV sispettivamente, e sia x & M’ e y e N'. Allora pud
accadere che ¥ () y come elemento di A @ N sia zero, mentre x 5 y
come glemsento di M (@ N’ sia diverso da zero. Per esempio, prendia-
mo A=7Z M=%, N=Z2Z, e sia M’ il sottomodule 27 di Z,
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Dradaite teeriole di meduli

mentre V' = N, Sia » 'elemento non nullo di NV e consideriamo
2 (® 2. Come elemento di M & NV, esso & zero poiché 2@ x=1@
@2x =1 0= 0. Ma come elemento di M"' (@ N' ¢ diverso da ze-
ro. (Cfr. 'esempio discusso dopo (2.18).)

Turtavia, vale il seguente risultato:

Corollario 2.13. Siane x;6 M,y 6 N fali che T o0,y =0 in
MG N. Allora esistons sottorsoduli fintiamente generati My di M ¢ N, di
N tali che 3 3¢, @ 9 = 0 in M, @ N,.

Dimertragione. Se T x, @y, = 0 in M @ N, allora con le nota-
zioni usate nella dimostrazione di (2,12} s5i ha ¥ (xy, 1) & D, e per-
tanto l'elemento ¥ {x;, y;} ¢ una somma finita di generatori di 1.
Sia M, il sottomodulo di M generato dagli », e da tutti gli elementi
di M che compaiono come prime coordinate in tali generatori di D7,
£ definjamo IV in modo simile. Allora T, 5, & y; == 0 come elemento
di My@ Ny, m

iii) Mon avremo pid bisogno di usare Ia costruzione del prodotto
tensoriale data in {2.12), ¢ il lettore pud anche dimenticarla, se prefe-

risce, City che & essenziale ricordare & la proprietd che definisce il pro-
dotto tensoriale,

iv) Invece di partite dalle applicazioni bilineari, sarermmo potati
pattire dalle applicazioni multilineari £+ M, % ... ® M, — P dehnite
allo stesso modo (ossin, lineari in ciascona variabile). Seguendo la di-
mostrazione di {2.12) otterremmo alla fine un “prodotto multitenso-
dale” =M, ® ... ® M, generato da tutti i prodotti @ ... @
e (xpe My, 1= i=lr). 1 dettagli possono essere lasciati al letto-
cre; il risultato corrispondente a (2.12) & il seguente:

Proposizione 2.12%, Slawe M, ..., M, A-wodnlf. Alfore esisie
ame coppia (T, @) costitnita da v A-wodnifo T ed an'applicagione A-ninlti-
lingare g2 M, % w M, = T con fa segiente proprietd:

Dati in qualsiard A-modwle P ed mi'arbitraria applicazions A-moltifi-

weare fr My = ... % M, — P, esiste sm wnico A-omomorfime f': T — P
tale che [0 g = f.

Suoltre, 5e (T, g) e (77, g% somo dwe coppie con fale prapristd, affora esivte
upr smice fpmrarfiime 2 T — T talp che jop=¢'. @

Sussistono vari cosiddetti “isomorfismi canonici™, alcuni dei quali
vengono quoi stabilitis
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Proposizione 214, Jiewe M, N, P A-woduli. Allora ecistono iro-
worfisamd mivocamente determingti:
NMaN-NEM
i) (HIN)@P+MAN@P) > MRN® P
i) (MEN)GP-(MHP)DNGSF)
iv) AEM—+M
vafi che, rirpedbivamente,

) x@ry@x
B (x@N@z+>x@0@0—+xEr@z
SN @rr @@

d) a (@ x - ax.

Dimostragione. In ciascuno dei casi in questione si tratta di provare
che le applicazioni sopra descritte sono ben definite. La tecnica con-
sistc mel costrnire opportune applicazioni bilineari o multilineari, e
usarc la proprietd di definizione (2.12) o (2.12%) per deduree Iesisten-
za di omomorfismi di prodotti tensoriall. Dimostreremo una parte di
ii) come esempio del metodo da seguire, e lasceremo il resto della di-
mostrazione al léttore,

Costruiremo degli omomorfismi

(MBN)D P M@N@P-+(M@N)® P

tali che f(x@NPV=>Dr@7 e x@r@Y=x@NDz
perogni xe M,ye N,y e P

Pes costruire £, fissiamo un elemento g € P. L'applicazione (%, ¥
e @y 6 g (% e M, ye V) & bilineare in » e y e pertanto induce
un omomothsme M E N+ MB NGB P tle che filx @) =
== x (%) y (9 5. Successivamente, consideriamo Papplicazione (7, g e
N MEN)x Pin M®&MNG P. Essa & bilineate in f e y ¢

pettanto induce un omeomorfismo
[MON)@P+~MON@P
tale che f((x RN @Y =*BI DL
Per costroire g, consideriamo I'applicazione (x, 7, g) = (x @_j.r]_l ey

di M % N x Plin(M@NYE F. Essa & lineare in cizscuna variabile
¢ pertanto induce un omomorfismo

EMBNBP(MBN)BFP
tale che glx @y @ ) = (x @) D 2.
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Rertripione ed estensions depli sealari

Chiaramente fog e gof sono applicazioni identiche, sicché [ e g
sono isomorfismi, @

Esercizio 2.15. Siame A, B anelli, M wn A-moduls, P wn B-wo-
dile & N an (A, B)-bimodule (ortia, IN 3 simallaneanente s A-moduly
¢ e B-produle ¢ o dwe stratture sowo compatibili el sare che alxh) =
= (ax)b per ogni ae A, be B, xe N), Allora M @Es N ¥ in wodo
waturaly sim B-wodule, N Ry P # an A-modulo, e 5 ba

(M@ N)@Dp P =M@ (N @ P).

Siano ft M — M, g: N — N' omomorismi di ~-moduoli. Defi-
niamo b M x N — M' @ N’ ponendo b(x, 3) = f{x) 62 g(y). 5i ve-
sifica facilmente che & & A-bilineare ¢ pertanto induce un omomorfi-
smo di A-moduoli

f@gM@N =M @N
‘tale che

(@)= @) =[f(x)®eL) (xeMyeN)

Siano 1 M’ e MY e g't N' == N omomorfismi di -moduli.
#llora chizramente gli omomorfismi (' o) @{g' og) e ([ ®L)e
o f G g) coincidono su tutti gli elementi della forma x @y in M @ N,
Poiché tali elementi genetano M & N, ne segue che

(Fef)@ges)=(/"®L) (/@8

Rertrigions ed estensione degli scalari

Sia f: 4 — B un omomotfismo di anelli e sia NV un B-modulo,
Allora N possiede una strattura di 4-modulo definita nel modo se-
guente: se ¢ £ A e x e N, allora ax viene definito come fla)sx. Tale
“A-modulo si dice ottenuto da NV per restrigone degli sealari. In parti-
wcolare, f definisce in tal modo una struttura di A-modulo su A,

Proposizione 2,16, Supponiowre che N sia finitamente pmerats come
B-moduls ¢ che B sia finitaneente genevate come A-module. Allora N & fini-
Famente generato come A-modulo.

Dimostragione. Siano y,, .. .,y, un sistema di generatori di IV so-
pra B & %y, ..., %y un sistema di gencratord di B come A-modulo,
Allora gli we prodotti » y; generano N sopra 4. =
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Sia ora M un A-modulo, Poiché, come abbiamo appena visto, B
pud essere considerato come un A-modulo, si pud formare I'.-mo-
dulo My = B ), M. Infatti My possiede una struttura di B-modulo
tale che Wb (%) x) = bb' (B per ogni b, b' e B e per ogni e M. Tl
B-modulo My si dice ottenuto da M per arlensione degli realari,

Proposizione 2.17. e M i ww A-modulo finitansente generato, allora
Mg & s B-mroduly finitantante generato,

Dhimuortrazione. Se %y, ..., %, generano M sopra A, allora gli ele-
meatl 1 & »; generano Mpsu B, B

Proprietd di esaltegga del prodolio tensoriale

Sia i M x N — P un’applicazione .4-bilineare, Per opni x e M
Papplicazione y i+ (2, 3) di IV in P & A-lineare, sicché f di origine
ad un’applicazione M — Hom (I, P} che & A-lineare poiché f & li-
neare nella variabile », WViceversa, un qualsiasi .A-omomotfsmo
¢: M — Homg (IV, P} defnisce unapplicazione bilineare, precisa-
mente (x, y) = ¢{x)(y). Duongue Pinsieme § delle applicazioni .1-
bilineari M x N — P & in corrispondenza binnivoca patorale-con
Hom (M, Hom (N, P)). D'altra parte § & in cortispondenza biunivo-
ca con Hom (M & IV, F), in virtd della proprieth che definisce il pro-
datto tensoriale, Si ha dunque un isomorfismo canonico:

(1) Hom (M G IV, P) == Hom (M, Hom {IV, P)).
Proposizione 2.18. fia
(2 M LML p 0

B
swa suecessione esatta di A-modwli ed omomorfismi, ¢ sia IN mp A-module
arbitrario. Alfora la tnecerrione

(3) MaNIZMaNIt M @ N0

{dove 1 denota Iapplicazione ideutica su IN') ¥ esatta.

Dimostragione. Denotiamo con E la successione (2) e con £ @ IV
la successione (3). Sia P un A-modulo arbitrario. Poiché (2) & esatta,
Ia successione Hom (&, Hom (V, P)) & esatta in virtd di (2.9);. dun-
que, stante la (1), la soccessione Hom (E® N, P) & esatta. Ancora
da (2.9}, segue ehe E ) NV & esatia. ®
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Proprietd of esatiogya del prodotia denssriale

Durervagioni. 1) Poniamo T(M) = M@ N e UF) = Hom (N, P).
Allora (1) prende la forma Hom (T'(M), P) = Hom (M, U(F)) per
tuttl gli A-moduli M ¢ P, Nel linguaggio della teoria delle categorie
(absiract monsense), il funtore T & 'agpinnto a sinistra di U, e U & I'ag-
ginnto a destra di 7. La dimostrazione di (2.18) fa vedere che un qual-
giasi funtore che & un appiunto a sinistra risulta esatto a destra. Simil-
mente, un qualsiasi funtore che & un aggiunto a destra risulta esatto
a sinistra.

ii) In generale, non & vero che, se M’ — M — M" & una successio-
ne esatta di A-moduli e di omomorfismi, la suecessione M° &) N —
— M & N — M" @ N ottenata tensotizzando con un 4-modulo ar-
bitrario IV & esatta.

Esempio. Prendiamo A4 = Z e consideriamo la successione esat-

ta 0 — Z T+ Z, dove f(x) = 2% per opni & Z. Se tensotizziamo con
N=Z[2Z, la successione 0 — Z @ N 224 Z @ IV non & esatta, poi-

«ché per ogni x Fy e L FE N si ha
([RDNxEN=2@0y =@ =xR0=0,
sieché (@ 1 & Papplicazione nulla, mentre Z @ N = 0.

Il funtore Ty: M > M &y NV sulla categoria degli A-moduli ed
omomosfismi {di 4-moduli) non & quindi esatto-in generale. Se T &
esatto, ossia, s la tensorizzazione con JV trasforma tutte le successioni
-esatte in successioni esatte, allora si dice che NV & un A-modulo pintés,

Proposizione 2.19. Le regaenti proprietd sono equivalenti, per an A-
modnly I :

i) IV & piatto.

i.l'}I Se D= MY = M — M o 0 & siwa fmf:ia;rf sgsessione erafta i
A-moduli, la siccerrione fensoripgats 0 — M' @ N - M B N —
— M G N — 0 & erarta.

iii) Je f: M'— M & duiettive, allore f@1: M AN-MBN
inigttivg,

iy B¢ 0 MY — M & inicttive ¢ M, M' sono finitawente gemerati, allora
F@E 1M GN— ME N ¢ iettive,

Dimrosivagione, I) <= 1ii) spezzando una successione esatta lunga in

successionl esatte cofte,

i) < i) in vires di (2.18).
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jil) = iv) & banale.

iv) = iii). Sia f: 4 — M un omomorhsmo iniettivo e sia r=
= ¥ w3y e Ker (f 1), sicché X o) Gy, =0 in M G0N, Sia
M il sottomodulo di M generato dagli elementi x} ¢ denotdamo con
#ip la somma T x @y come elemento di My & M. Seante (2,14), esi-
ste un sottomodulo finitamente generato M, di M contenente (M) ¢
tale che ¥ f(x}) &y, = 0 come elemento di Af, 5 V. Se f@ M — M,
& la restrizione dif, eid sipnifica che ( fy & 1)) = 0. Poiché M, e M}
sono fnitamente generati, £y & 1 & iniettivo e pertanto g = 0, da cui
w=0 m

Esercizio 2.20. S f1 A -+ B & s owvomorfivms di anelli ¢ M &
A-woduls piatte, allora My = B &4 M t i B-meoduls piatio. (Usare gli
isomorfismi canonici (2.14), (2.15).)

Algebre

Sia i A4 ~— I un omomotfismo di anclli, Se e € 4 ¢ be B, deb-
niamo un prodotto

ab = f(a)b.

Con questa definizione di moltiplicazione scalare Panello B diven-
ta un A-module (& un esempio particolare di restrizione di scalad).
Allara B possiede una struttura di A-modulo e una strutrara di anello,
e queste due strutture sono compatibili in un senso che il lettore sard
in grado di formulare da solo, L'ancllo 8, dotato di tale struttura di
A-modulo, prende il nome di A-algebra. Dungne una A-algebra &,
per definizione, un znello B insieme con un omomarhsmo di anelli
JiA— B

Osrerpagion. i) In pacticolare, se 4 & un campo K (¢ B £ 0) allora
St iniettive, in virtd di (1.2), e pertanto K pud venire identificato-in
modo canonico con la sua immagine in 5. Dunque una K-algebra
(essendo K un campo) & in realth un anello che contiene X come un
subanello,

ii) Sia .4 un anello arbitrario. Poiché A possiede vo elemento uni-
th, esiste un onico omomorhsmo dell’anello degli interl Z in 4, pre-
cisamente # —+#8 1, Dunque ogni anello & automaticamente una Z-
alpebra.

Siano fi A= B, p: A = C due omomorfismi di anelli, Un omo-
worfirme df A-algebre b: B — C & un omomorfismo di anelli che & ap-
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Prodette fenporiale di algebre

che an omomorfsmo di A-moduli, 11 lettore dovrebbe verificare che
bt un omomorfismo di d-algebre s, e soltanto se, bo f=g.

Un omomorfismo di anelli f: 4 — B & finite, ¢ B & una A-algehra
ite, 52 B & un A-modulo fipitamente generato. L'omomorfsmo f &
aff tipo finito, e B & una A-alpebra finitamente generata, se esiste un insie-
me Anito di elementi &, ..., %, in B wali che ogni elemento di B
‘pud essers espresso come un polinomio in x, ..., 2y a coefficienti
in f(4); oppure, in modo equivalente, se esiste un omomotfismo di
A-algebre da un apello di polinomi A4, ..., &) epre B.F
Un anello A si dice firitamente generato se & una Z-algebra finita-
mente generata, Cid signifiea che esiste un insieme fnito di elementi
My, eo- s Mg in A tali che ogni elemento di A pud essere espresso co-
me uo polinomic negli x; & coeflicienti interi.

Prodotto fenseriale di alpebre

Siano H, & due A-algebre, 1 A~ B, g: A — C gli omomorfismi
-corrispondenti, Poiché B e € sono A-moduli, possiamo formare il
loro prodotto tensoriale I = B &, C, il quale & un 4-modulo. De-
finitemo ora una moltiplicazione su D).

Consideriamo l'applicazione B x © x B x C — D definita da

(b, 0, B, £y e BY (D 66",

Hssa & A-lineare in ciascun fattore ¢ pertanto, in vieed di (2.12%),
induce un omomorfismo di A-moduli
BRCRB®C— D,

e quindi, stante (2.14), un omomorfsmo di A-moduli
DmD+D
il quale a sua vola corrisponde, in virtd di (2.12), ad un’applicaziooe

A-hilineare
p D D= D

tale che
pEE e V@) = b @,

* Inalire un omomeefismo di anelli .4 — B & platio, & 5 & un A-algebra
patta, ge B & un A-modulo piateo,
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Modndi

Maturalmente, avremmo potuto scrivere direttamente tale formu-
la, ma senza una argomentazione quale quella sopra sviluppata, non
ci sarehbe stata alcuna garansia che g era ben definita,

Abbiamo definito dungue una moltiplicazione sul prodotto ten-
soriale D = B @, C: per clement della forma & (%) ¢ essa & data da

(b G Y ey = b (e,
e in generale da
‘:? (b @ Fﬂ')(? (b3 G es)) = E- (bib; @ rie}).

Il lettore doveebbe vetrificave che, con tale mu]tlpliminn&_, I i
sultz un anello commutativo, con elemento wnitd 1 G 1. Inoltee, D &
una -algebra: Iapplicazione a + f (@) @ 1 = 1 @ g(a) ¢ un omomor-
fismo di anelli A4 — I, Infatti si ha vo disgramma commutative di

omomothismi di anelli
&b
2N
A D
N A
o
in cui #, ¥ sono definiti rispettivamente da: w(B) = § @ 1, #5) = 1 @

Eisercizi

‘L. Provare che (Z{mZ) Gz (ZWE) = 0 se w, n 5000 coprimi.

2, Sia A un apello, o un ideale, M un A-modulo, Dimosteare che
fAfa) (g M & isomorfo a Mial.
[Tensorizzare la successione esatta 0 —pn — .4 — Afa —0 con

M]

3. Siano A4 un anello locale, M e W 4-moduli finitamente generati.
Provare che se M @0V =0, allora M = 0 oppure N = 0.
[Sia m l'ideale massimale, £= AJm il campo residuo. Poniamo
My = kg M= MjmM (cfr, Bsercizio Z). In viroh del lemma di
Malayama, My = 0= M=0Ma M @, N=0=(M @  N)=
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Erereigi

= 0 = M, 3. N, = 0= M; = 0 oppure Ny = 0, poiché A, I,
sono spazi vettoriali sopra un campo.]

4, Sia (M), vna qualsiasi famiglia di A-moduli, € sia M la loro
somma diretta, Dimostrare che M & piatto == ognoi M, ¢ piatto.

5. Sia A[x] Papello dei polinomi in wpa indetenminata sopra un
anello 4. Provare che Afx] & una 4-algebra piatta, [Usare I'Eser-
cizio 4.]

6. Per un A-modulo qualsiasi, denotiamo con M{x] Pinsieme di
tutti i polinomi in x a coefficient in M, ossia, espressioni della
forma

iy 4 + wpt (e M)
Definendo il prodotto di un elemento di A[x] per un elemento
di M[x] in modo ovvio, verificare che M[x] & un A[x]-modulo.
Provare che M[a] = Alx] 0, M.

7. Siap un ideale primo di A4, Dimostrare che p[x] £ un ideale primo
di 4[x]. S5c w & un ideale massimale di .4, m[x] risulta un ideale
massimale di 4[x]?

B, i) Se M e N sono A-moduli piatt, allora tale risulta M @, V.

ii} Se B & una .4-algebra piatta e IV & un B-modulo piatto, allora
I & piatto come ~A-modulo.

0. Sia 0 — M — M — M" — 0 una successione esatea di A-maduli,
Se M’ e M" sooo finitamente generati, tale risulta aoche Af.

10. Sia A un anello, o wn ideale contenuto nel radicale di Jacobson
di 4; sia M un A-modulo e NV un A-modulo finitamente gene-
rato, e sia w M — N on omomorfismo. Se 'omomorfisme indot-
to Mfad — NfalV & suriettivo, allors # & suriettivo.

11. Sia A vo anello 7= 0, Provare che A® = A% = w = u.
[Sia m un ideale massimale di A e sia : A™ — A® un isomorh-
smo., Allora 169 ¢d: (Afm) 6D A% — (Afm) 6 A% & un isomorh-
smo tra spazi vettorali di dimensioni s e » sopra il campo &=
= Ajm. Durque m = n.] (Cit. Capitolo 3, Esereizio 15.)
Se g A™ A% & suriettivo, allora w 3w,
Sed:.A™ — A" & iniettivo, & vero che risulta sempre w < &7
12, Sia M un 4-modulo finitamente generato e §: M — A" un omo-
morfismo suriettivo, Dimostrare che Ker (@) & finitamente gene-
rato,
[Siano e, ..., €, gli elementi di una base di A" e scegliamo degli
clementi #; & M tali che ¢(n;) = ¢;(1 << § < w). Provare che A &
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13,

Aeodnli

la somma diretta di Ker () e del sottomodulo generato da w,,
T |

Sia f: 4 — B un omomorfisme di anelli, ¢ sia N un B-modulo.
Considerande N come A-modulo mediante vesteizione degli sca-
lagi, formare il B-modulo Ny = 8 &, N. Dimostrare che "omo-
motfismo g: W — Ng che manda p in 16y & inlettivo e che
F(N') & un addendo diretto di Ny,

[Definire p: Ny — N ponendo plb (R ¥) = by, ¢ provare che Ny =
= Im(g) ® Ker($)]

Lirsiti diretti

14,

15.

58

Un insieme parzialmente ordinato [ si dice un insieme diretts se
pet ogoi coppia di elementi 4, f in J, esiste un elemento £ & T tale
chef< bej< b

Sia A un anello, ¢ siano [ un insieme dizette & (M), vna fa-
miglia di .4-moduli indiciata da . Per ogni coppia 7,/ in T tale
che ¢ < 7, sia py M; — M; un A-omomocfsmo, e supponiamo
che slano soddisfatti | seguenti assiomi:

(1) py & Papplicazione identica di M|, per ognife I;
(2) py = pig ® pyy ogni volm che i < j < k.

Allora si dice che i moduli M; e gli omomorfismi p; formano un
sistena diretts M = (M, py) sull'insieme diretto 1.

Costruireme un A-module M chiamate il fwile diretts del si-
stema diretto M. Sia © la somma diretta degli A}, e identifichia-
mo ciascun modulo M; con la sua immagine canonica in €. Sia
D il sottomodulo di C gencrato da tutti gli element della forma
2y — pylxg) dove i < j e x; e M, Poniamo M = C]D, e siano
gt C = M la proiezione e p; la restrizione di g a M.

Il modulo A, o pii precisamente la coppia costituita da M e
dalla famiglia di omomorfismi u;: M; — M, prende il nome di /.
mite diretts del sistema diretto M, e si scrive lim M Dalla costeu.

zione & chiaro che g = ;o py; ognd volta che i <J

Mella sitwazione dell'Esercizio 14, provare che ogni elemento di
M pud essere scritto nella forma pa;) per qualche ie [ e per
qualche x; e M,

Provare iooltre che se gyx,) = 0, allora esiste un indice f » §
tale che plxg) = 0 in M,.



16.

17.

18,

19,

Lrareigd

Dimostrare che il limite diretto & caratterizrato (2 meno di iso-
morfismi) dalla seguente propried:

Sia N un A-module, e per ogni indice i e I sla ap M; —+ N
un omomorfsmo di A-moduli tale che o; = o;0 uy; ogni volea
che § = f. Allora esiste un unico omomorfismo e: M — IV tale
che a;= aou, pet ogni fe [

Sia (M) una famiglia di sottomoduli di un A-modulo, tale che
per ogni coppia di indici 4, f in I, esiste un indice £ & 7 tale che
M+ M; = M. Poniamo per definizione / </ se ¢ soltanto se
M= My, e sia py: M, — M, 'omomoshsmo di inclusione di A
in M, Dimostrare che

]i'I:IJMiI= EM*= UM{.

In particolare, ogni A-modulo & il limite diretto della famiglia
dei suoi sottomoduli finitamente generati.

Siano M = (M, py, W = (N, »;) sistemi diretti di ~4-moduli sul
medesimo insieme diretto, Siano M, N i limiti dizetti e it Mi —
— M, v;: N, — N gli omomorhsmi associati.

Un amamorficma : M-+ ™ & per definizione una famiglia di
omomorhsmi di A-moduali ¢;: M — N, tali che dyeo py= vyed;
ogni volta che 7 < . Dimostrare che ¢ definisce un unico omo-
morfismo ¢ = lim ¢: M — IV tale che g o p; = v, 04, per ogni
iel -

Una successione di sistemi dicetti e di omomorhsmi
M—+MN-—-+P

& grafta ge la corrispondente successione di moduli e di omomor-
fismi di moduli & esatta per ogni 4 € [, Provare che la successione
M — N — P di limiti diretti ¢ allora esatta. [Usare 'Esercizio 15.]

I prodotei tensoriali commtans ron § liniti divetei

20

Conservando le stesse notazioni dell’Esercizio 14, sla N un A-
modulo arhitrario. Allora (M 6 N, ug (8 1) & un sistema diretto;
sia P= lim (M@ V) il suo limite dirette. Per ogni 7€ 1 si ha
un omomorfismo p@HLMEN—-MBN, da ci, stante
PEsercizio 16, si ottiene un omomorfismo y: P — M @ N, Pro-
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Moy

vate che & vn lsomorhsmo, cosicché
lim (M; ® V) 2= (lim M) @ N.

[Per ogni 7 & 1, sia g2 M, 3 N — M, (5 IV "applicazione bilinea-
re canonica, Passando al limite si ottiene un'applicazione g3 M %
® N — P. Provare che g & A-bilineare e quindi definisce un omo-
motfismo ¢: M @ N — P, Verificare che doy ¢ yeod sono ap-
plicazioni identiche.]
Sia (1) 4er uoa famiglia di anelli indiciata da un insieme diretto 1,
e per ogni coppia di indici § =X 7 in [ sia ayt 4 — A;un omomor-
fismo di anelli, soddisfacente alle condizioni (1} e (2} dell'Eserci-
zio 14, Considerando ciascun A4; come uno Z-modulo, possiamo
formare allora il limite diretto 4 = lim A;. Dimostrare che 4
eredita una struttura di anello dagli A'_d; modo che le applicazio-
ni A; —+ A4 sono omomorfismi di apelli. L'anello 4 & il fisite di-
retio del sisterna (A, ag).

Se A =10, provare che 4, = 0 per qualche i € 1. [Ricordare
che tutti gli anelli hanno un elemento unic|]

22, Sia{A;, o) vn sistema diretto di anelli e sia 0, il nilradicale di ;.

23,

Provare che il lim 3; # il nilradicale di lm A,

Se ciascun A4, & un dominio di integrith, allora lim 4, & un
dominio di integriti. -
Sia (f,) 1., una famiglia di A-algebre. Per ogni sottoinsieme fini-
to f di A denotiamo con 8, il prodotto tensoriale (sopra .4} delle
B, per e J. Se J' & un altro sottoinsieme finito di 4 e J<= ',
allora esiste un omomorfismo canonico di -algebre B; — By,
Denotiamo con 8 il limite diretto degli anelli #; al variare di J
tra mued | sottoinsiend finiti di A, L'apello 8 possiede una struttu-
ra naturale di 4-algelra rispertd alla quale gli omomorfismi B; —
-+ B sono omomorfismi di 4-algebre. La A-algebra B & il pro-
dotfe fensoriade della famiglia (B)),, .

Piattegza ¢ Tor

24,

60

In questi Esercizi si supporrd che il lettore conosca la definizione
e le proprietd fondamentali del funtore Tor,

Se M & un A-modulo, le seguenti condizioni sono equivalenti:
i) M & piatro;



27,

Eisereiyi

ii) Tord (M, N)=0 per ogni n > 0 e per ogni A-modulo N;
iii) Torf (M, N)=0 per ogni 4-modulo V.

[Per dimostrare che (i) = (ii), prendiamo una riscluzione libera
di W e tensorizziamola con M. Poiché A & piatto, la successione
cosl ottenuta & esatta e pertanto i suoi grappi di omologia, che
sono | Tord (M, V), sono oulli per & > 0. Per dimostrare che
(iii) = (i), consideriamo una successione esatta 0 — N' — N —

— " — 0. Allora, dalla successione esatta dei Tor, si ha che la
SUCCESEIONnE

Tot, (M, N'") = M@EN - MEH N+ MBN"—0
& esatte, Poiché Tor, (M, IN™) = 0, ne segue che M & piatto.]

L Sia = N = N — N — 0 una duccessione esatta di A-moduli

con V' piatto, Allora V' & piatto < IV & piatto, [Usare I'Eserci-
zio 24 e la soccessione esatta dei Tor.)

. Sia N un A-modulo, Allora V& piatto = Tor, (Afa, V) = [ per

ogni ideale finitameate generato g di 4.

[Provare innanzitutto che IV & piatto se Tor, (M, NV) = 0 per ogni
A-modulo fnftamente gereraty M, usando (2.19). Se M & Anitamen-
te generato, siano s, ..., %, un sistema di generatori di M, e
sta M, il sottomodulo generato da ax, ..., »;. Considerando |
quozienti successivi MyfA;_, e usando I'Esercizio 25, dedurre che
N & piatto se Tor, (M, V) = 0 per ogni A-modulo cieficn M, ossia,
per ogni A-modulo M penerato da un solo elemento, e quindi
della forma Afa per qualche ideale a. Infine usare ancora (2.19)
pet tidursi al cago in cui ¢ & un idesle Anitamente penerato.]

Un anello A & arsdutanents piatfe se ogni A-modulo & piatto, Di-
mostrare che le seguenti condizioni sono equivalenti:
i) A & assolutamente piatto,
i) Ogni ideale principale & idemmpotente.
iii) Ogni ideale finitamente generaro & un addendo divetto di 4.

[i) =-ii}. Sia » un elemento di 4. Allora Af(x) & vn _A-modulo
piatto, sicché nel diagramma

@ AL () @A)

].

A—— Al
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Mefoduald

I'applicazione g & iniettiva, Dungue Im () = 0, da cui (=) = (=),
ii) = iii). Sia »x & A. Allora x = ax® per gualche o € A, sicché
¢ = g & idempotente e si ha () = (3). Ora se &, f sono idempo-
tentd, & ha (g, ) = (¢ + [ — ¢f). Me segue che ogni ideale Anita-
mente penecato & priocipale, e generato da un idempoteate &
dungue & un addendo diretro poiché A = () @ (1 — &). Qi) == i),
[Usare il eriterio dell'Hseraizio 26.]

. Ua anello booleano & assolutamente piatto. L'anello considerato
nell'Esercizio 7 del Capitole 1 & assolutamente piarto. Ogni im-
magine omomorfa di un anello assolutaments piatto & un ancllo
assolutamente piatto. Se un anello locale & assolutamente piatio,
allora risulta un campo,

Se A & assolutamente platto, opni elemento non invertibile in
A & un divisore dello zero.



Capitolo ferge

Anelli ¢ modsli di frazioni

- La formazione degli anelli di frazioni ¢ il procedimento di localiz-
zazione ad essa associato sono forse gli strumenti tecnici pit importan-
‘ti-in elgebra commutariva. Il loro significaro, nel linguaggio algebro-
geofnetrico, consiste nel concentrare 'attenzione su un aperto o nel-
Tintorno di va punto, e I'importanza di tali nozioni doveebbe essere
‘cyidente di per sé. Questo capitolo di le definizioni € le prime pro-
prietd della formazione delle frazioni,

o 1l procedimento col quale si costruisce il campo razionale () a par-
tire dall'ancllo degli interi Z (e si immerge 2 in Q) si estende facil-
meate ad un qualsiasi dominio di integrita A e di luogo al camipo delle
Jragioni (o campo dei quogienti) di 4. La costrazione consiste nel pren-
dere tutte le coppie ordinate (g, ) dove a, re A e =20, e nell'ioteo-
durre upa relazione di equivalenza tra tali coppie:

(o, fy =N =at—br=10,

Cid va bene soltanto se 4 & un dominio di integritd, poiché la
verifica che la relazione & transitiva sfratta la legge di cancellazione,
ossia il fatto che .4 non possiede divisori dello zero 3= (1, Tuttavia,
cit pud venire generalizzato nel modo seguente:

Sia 1 un anello arbitrazic, Un sottoinsiome aoltiplicativamente chivro
di 4 e pid brevements, urna pards m!ﬂ}ﬁmﬂm di .4, & un sottoinsie-
me J di 4 tale che 1 £ 5 e § & chiuso rispetto alla moltiplicazione: in
altre parole, § & un sotto-semigroppo del semigroppo moltiplicative
di ,A. Definiamo una relazione = su .4 x & nel modo seguente:

(&, 5y = (b, £) = (@t — briw = 0 per qualche we 5.
Chiaramente tale relazione & riflessiva e simmettica. Per provare

che essa & transitiva, supponiamo che (o, ) ={b, ) ¢ (4, &) = (s, &).
Allora esistono elementi v, w in J tali che (g — brjy = Oe{by — ajw =
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Anedli ¢ moduli & fragioni

= 0. Eliminando # da queste due equazioni si ottiene: (av — arjipw =
= {I. Poiché I & chiuso rispetto alla moltiplicazione, si ha sw.e 5, da
cui {a, 5} = (¢, ). Dunguoe si ha una relazione di equivaienza. Deng-
tiamo con afs la classe di equivalenza di (s, 5), e con 514 linsieme
delle classi di equivalenza. Costruiamo una struttuga di anello su S-1.4
introducendo I'addizione e la moltiplicazione di tali “frazioni” afr con
le stesse definizioni usate in algebra elementare, ossia:

(afs) + (b)) = (af + be)fs?,
{mls)b)#) = ablse.

Esercizio. ]:"'ﬁ'.iﬁmrd che tali n’tﬁu.l'{inn:' T :'.lr.nr:_'pmrfrm‘i dalla seelta
dei vappresentanti (a, 5y e (b, £), ¢ che 524 soddisfe gl arsiomi di wn anello
EDMPIETIING con BnidE,

5i ha inoltre un omomothsmo di anelli f: 4 — 5.4 defnito po-
nendo f{2) = x[1. Esso waw & iniettivo in generale,

Osservagione. Se A & un dominio di integrith e § = A4 — {0}, allo-
ra 5714 ¢ il campo delle frazioni di A,

L'apello §-'.4 & chiamato Vanelle delle fragioni di A rispetto a J.
Esso possiede una proprield swdversale !

Proposizione 3.1, Sia g1 A — B an omomorfismo di anelli tale che
205 & dnvertibile in B per ogni 5 € 5. Allora esiste nn snico amomorfisme di
anelli b: $-1.4 — B tale che g = b o f.

Diprostragions, i) Unicitd, Se b soddisfu le condizioni richieste, allo-
ra baf1) = K (a) = pg(a) per opgni « € A; dongue, se s e 5,
B(1fs) = B/ £ b1yt = gls)

e pertanto Mafr) = bafl) A1[r) = gla)g(s), sicehé b & univocamen-
te determinato da g,

ii) Erirfenga. Poniamo befr) = gla)e(r)~t. Allorz b risulterd chiara-
mente un omomosfismo di anelli purché sia ben definito. Supponiamo
dunque che afs = &'s"; allora esiste un elemento fe 5 tale che (a5 —
—a's)e =1, da cni

(a(a)a(s) — gla")z(e))a(e) = 0;
ora g(f) & invettibile in B, sicché g(a)p(s)! = gla"g(sN. m
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Amelli & wwodndf df fragion

Lanello S-L4 ¢ 'omomorismo f: 4 — 514 possiedono le se-
- guenti proprietd:

1) € 5= f(s) & invertibile in J-1.4;

2) f{a) = 0= as= 0 per qualche s & J;

3) Ogni elemento di J-1.4 & della forma f(2) /(s)! per qualche
a€ A e qualche s & 5.

Viceversa, queste tre condizioni individuano 'apello 5-1.4 a me-
po di isomorfsmi. Precisamente:

Corollario 3.2, Sia g: A — B wn owvomarfisma di anelli fale che:
) red = gls) & inertibile in B;
i) gla) = O==ar =10 por gualche re 5;
i) Opwi slementn df B § della forma gla)gls)=.
Allara exirte wn smico Fromorfismo b: 5-0A — B dale che g = bof.
Dimostragions. In virtd di (3.1) occorre provare che b: J-1.4 — B,

-definito ponendn
hials) = pla)g(s)~

(tale definizione wsa i)) & uwn isomorfsmo, Stante ili), I & suriettivo,
Per dimostrare che # & iniettivo, considetiamo il nncleo di #: se fafs) =
=0, allora g(«) = 0, sicché, in wirtd di ii), si ha af = 0 per qualche
#E 4§, e quindi (g, 1) = (0, 1), ossia, alsr=01in J-'4. m

Esempi. 1) Sia p un ideale primo di A, Allora S = A —p & um
parte moltiplicativa {infatti .4 — % & una parte moltiplicativa = p ¢
_piimo). Scriviamo in tal caso A, io luogo di 7.4, Gli elementi afr
con ¢ € p formane un ideale m in 4, Se bt ¢ m, allora & ¢ p, sicché
de J e pertanto B¢ & invertibile in 4, Me segue che se a & un ideale
in Ay ea £ m, allora ¢ eontiene uh elemento invertibile € pertanto &
Tintero anello, Dunque m & I"unico ideale massimale in .4,; in altre
parole, A, & un avello focals.

Il procedimento di passaggio da A ad 4, prende il nome di Josa-
ligzgagione in p.

2y 5.4 & "anello oullo <= 0 & 5,
3) SiafeAeld ="}y Scriviamo in tal caso A, in luogoe di
J-1A,

4} Sia n un ideale qualsiasi di .4, e ponjamo 5 = 1 4 a = insieme
di tutti gli elementi di .4 della forma 1 4 x dove x & 0. Chisramente
J & una parte moltiplicativa.
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AAnalii 0 miaduli df fragiond

5) Casi particolard di 1) & 3):

i) A=2Z,p =(p), con p numero primo; A, = insieme di tutei’
i numeri razionali mi# dove » & pritno rispetto a p; se fe Ze f520,)
allora A, & l'insieme di tatti | numeri razionali il cui denominatore
una potenza di f.

ii) A= k[t, ..., 4], dove & & un campo e le £ sono indetermi-
nate indipendenti, e p € un ideale primo di 4. Allora A, & Panello di
tutte le funzioni razionali £ g, dove g¢ p. Se 17 & la varieti definita
dall'ideale p, ossia 'insieme di taet pli » = (=, ..., 2,) & £ tali che
Six) =0 per ogni fe p, allora (purché £ sia infinito) 4, pod venire
identificato con P'apello di tutte le funzioni razionali su & che sono
definite in quasi tutt 1 puntl di 7 esso & "ancllo locale di &® fugo fa
varfetd 1. Tale anello & il prototipo degli anelli locali che si presenta-
no in geometria algebrica.

La costruzlone di §-1.4 pud essere effettuata con un A-madulo A
al posto dell’ancllo .4, Definiamo una relazione = su M x S nel mo-
do seguente:

iy £) = (', 57 == ¢ € J tale che t{am" — s'w) = 0.

Come prima, si tratta di uoa relazione di equivalenza, Dienotiamo con
wijrla classe di equivalenza della coppia (m, 1) e con S-1M insieme di
tali frazioni, e introduciamo in §-4f una strottura di S-14-modulo
con le ovvie definizioni di addizione e di moltiplicazione scalare, Co-
me negli esempi 1) e 3) di cui sopra, scriviamo My, in luogo di S-144
quando &= A — p (p primo) e M, quando 5 = {0

Sia g1 M — N un omomochsmo di A-moduli, Allora esso d4 ori-
gine ad un omomotfismo di S4-moduli 5% 530 - S0V, pre-
cisamente 5~ manda afs in a(a)fs, Si ha iooltre 5= po o) = (5 %) o
o (51w},

Proposizione 3.3. L'operayione SV ssatla, orria, 10 fa mecervione

ML ML M ¢ esatta in M, allora la riccesrione Seapge 2 gy 5
- | -
S5 SUM" ) esatta in S1M.

Dimostragione. Si ha gof=0, da cal S-Yof-Y= J-10) =0,
dunque Im (§-1/) & Ker (T-1g). Per provare I'inclusione opposta, sia
wifre Ker (5-1g), alloga glw)fr==0 in T3M", dunque esiste un ele-
mento £ € J tale che fp(w) = 0 in M". Ma p(w) = gliw) poiché g &
un omomotfismo di A-moduli, sicché s e Ker(g) = Im{f) & per-
tanto fw = f(m") per qualche »' & M'. Dunque in =M &l ha wfs =
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f,F-f ()5t = fj'ﬂrl{ﬂ"fff]E Im{(5-3f). Ne segue che Ket(5-i5) =

r‘: Il'l‘( ).

In particolare, da (3.3) segue che ge M" & un sottomodulo di M,
’IPPhEﬂ_,ﬂﬂj]l: SAMY e S0 & dmipttivg e pertanto S-UM° pud essere
midamtu come un sottomodule di <144, Con questa convenzione:

Corollario 3.4, La formagione delle fragioni comeata con lo forma-

yione delle sommse finite, delle intersegioni finite ¢ dei quozienti, Precisanente,
bt N, P sono soitomodnlt df e A-module M, allora

iy YN+ Py= SN 4 S-1P
i) SN n Py = J-\N n 5P
i) @i S A-mroduli S-1{MINY ¢ (SUMNELNY sono dsomorf.
* :Dimastragione. i) sepoe subito dalle definizioni e ii) & facile da we-
*;nﬂu:t. se yr=glt{ye N, ge P st f) allorn wity — rp) = 0 per
quplc’hc we l, sicchd w=wy=nmze NN P ¢ petigto yjr=
= wfitn & S-UN ). Ne segue che JUN A SP 5 (N~ P,
'a' "inclusione opposts & ovvia,

i) Basta applicare 5 alla successione esatta O — iV — M —
S M,rN ~0, =

Prupuui.'dum: 3.5, Sia M v A-modulo, Allpra gli 5 A-moduli
& .S"I,M e 514 Gy M sono iromserfi; pis precisamente, esirfe sn nwico isontor-
ﬁwnf I-1A @y M — 52M per il guale

A @)@ m) = amfs por ogii ae A,me My §.
B Dimortragione. L'applicazione J=L4 » M — J-1M definita da
{als, ) am]s

: A-hilinr.a.rc,"c pertanto per la proprietd universale {2.12) del pro-
~idotto tensoriale induce un A-omomerfismo

Fi 514 @, M — S M

- :che soddisfa la (1). Chiaramente f & suriettivo, ed & univocamente de-
fnito dalla (1).
Sia 5 (a;/r) &) wv; un elemento arbitrarjo di S-14 G M. Se 5=
f

= [1se S, ¢= 14, siha
I I

1 1
B @m= 3 @w= @t = -0 Fate
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sicché ogni elemento di S-'.4 @M ¢ della forma (1/5) & . Suppo-
niamo che f{(1/5) @ #) == 0. Allora m/r =0, da cui fw == { per qual-
che ¢ € 5, e pertantd

1 ha 1 1
- — o p— = — EI:-[I;
5 @m 5t & m iy ® 5t @

Dunque f & iniettivo e pertanto & un isomotfisme. W

Corollario 3.6. J=0A & mn A-modulo piatts,

Dimostragions. Utilizzare (3.3) e (35). m

Proposizione 3.7. Se M, N sono A-woduli, vi & un wnico isomorfisme
i T=2 A-modudi f+ M @g-ry S-UN = 5-WM @ N tale che

[(mfs) @ (nf2)) = (m @ n)fst.
In particolare, se p ¢ wm ideale primo arbitraria, allora
M, Dy Ny = (M @, N)y

copie A y-mroduli,

Dimuostragione. Utilizzare (3.5) e pli isomorfismi canonici del Ca-
pitclo 2. m

Praprietd locali

Una proprietd P di un anelle A4 (o di un A-modulo M) sl dice
una proprietd lecale, se vale la seguente condizione:

A (risp. M) possiede la proprietd P = A, (tsp. M,) possiede la
proprietd P, per ogni ideale primo’p di 4. Le proposizioni segoenti
forpiscono esempi di proprieta locali:

Proposizione 3.8. Sia M nn A-modulo. Alfora fe seguonti condigions
fanty equipalenty;

iyM=10

i) My, = 0 per ogni ideale prime p di Ay

iii) My = O per agui ideale meassimale m df A,

Dimostragione, Chiaramente i) = ii) = iii}. Supponiamo che la iii)
sia soddisfatta e M 2= 0. 5ia x un elemento non pulle di M, e ponia-
mo a = Ann (x); a & un ideale = (1), dunque & contenuto in un ideale
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maseimale m, in virtd di (1.4). Considediamo Pelemento xf1 & M,
i ppiche M, = 0 si ha xfl = 0, sicché x & annullato da qualche elemen-
Stoedi A — my ma cid & impossibile poiché Ann (&) = m. @

‘- Proposizione 3.9. Sia §: M — N un omomorfismo di A-moduli. Al
Apra e seguienti condizioni sono equivalents:
D) b & dwietdivn;
i) by My — N, & iwdettivo per opni idsale prisme p;
i) dig s My, —+ IN,, & dvdeitivo pev ogoi ideale massivsale V.
Vale v rinuliate simile sortitnends UG onredtive’ con “rriziiive™.

_ Dimasirazione, i)y==1i), 0— M — N & una successione esatta,
quu‘[d_[ () = ,ﬂ:fp - Nll & esatta, ﬂss:i'a.., ""'I.I & indettivo,

i} == i) giacché un ideale massimale & primo,

iil) == 1). Posto M' = Ker (¢}, la successione 0 — M' — M — IV &

-esattas, quindi 0 — M, — M, — IV, & esarta, in vicvd di(3.3), e per-

s tanto My = Ket (¢§,) = 0 poiché ¢, ¢ iniettivo. Ne segue, stante
{38, che M" = 0, dunque ¢ & iniettivo,
7= Per ottenere altra parte della proposizione, basta invertire totte
vole frecce, W

T
Wl

La piattesza & una proprietd locale:

v Proposizione 3.0, Per un qualriar A-module M, le sepuenti affer-
- mazioni ono equivalenti:
i i) M b s A-miodudo piatta;
i) M, & nx A -modulo piatto per agni ideale prims p:
i)y M, & ww Ay -moodulo piatto per apui ideale marsizale m.
Dinpartragione. 1) = ii) sepue da (3.5) e {2,200,
if) =- {ii} & immediato,
iif) == i). Se N — P & un omomotfismo di .4-modul, ¢ ot & un ar-
bitrario ideale massimale di .4, allora
N — P iniettivo = N, — P, inicttivo, in virta di (3.9)

= Ny D My = Py @4y M, iniettivo, in vietd di
(2.19)

= (N@ 4 M)u—+ (P @ M)y, iniettivo, in virtd di(3.7)
= NE@,, M— Py M inietivo, in vired di (3.9)

MNe segue, stante (2.19), che M & piatto. m

o9



Auslli « woduli i fragioni
Ideali estesi ¢ comtratti neghi anelli di frazioni

Sia 4 un anello, S una parte moltiplicativa.di 4 e ft A — J-1.4
I"'omomorfismo naturale, definito ponendo f{d) = 1. Sia C 'insieme
degli ideali contratti in .4, ¢ sia B insieme degli ideali estesi in J—1.4
(efe. {1.17Y). Se a & un ideale in 4, la sus estensione q" in $-14 & f-1
(infatti un qualsiasi elemento y & a* & della forma 3 ayfr, dove s, ea
e 5; & §, sicché basta prendere un comune denominatore).

Proposizione 3.11. i) Opni ideale dn $-3.4 & un ideale estess,

il) e & o ddeale in A, allora 0 =) (a: 5). Dungue 0 = (1) re, &
soltante se, a fmconira 5, s

i) a & C == messam elemento di 3 & sn divisore dello gere in Afa.

Iv) G ideali primi di $-1. sano in corrispendenga biunivoca (p s 5p)
eo gff ideali primi di A che won incontrans 5.

v) Lloperagione 51 commnta con la formazgione di somme finite, pro-
doiti fimiti, imtersesioni finite ¢ del radicale,

Dimortragione. i) Sia b un ideale in S-24, e sia xfre b. Allora
xf1 € b, dunque x € b* e pertaoto x5 & b Poiché b = * in ogni ca-
so (L.17), ne segue che b = b,

ii) x € a® = (§-1a)° == xfl = afrper qualche s e g, r e I = (a5 —
— g}t = 0 per qualche e F e 2t EpesxE Us{a: .

iii} g € C =0 < a (= € a per qualche s § = x € q) < nes-
sun elemento 5 € £ & un divisore dello zero in A/a.

iv) Se g & un ideale primo di §-1.4, allora ¢° & un ideale primo in
A {cid & vero per un quelsiasi omomorfismo di anelli). Viceversa, se
p & un ideale primo in A4, allora .4fp & un dominio di integriti; se §
¢ 'immagine di 5 in Afp, si ba: J-14)5-1p = F-104/p), il quale o &
I'anello nulle oppure & contenuto nel campo delle Frazioni di Afp d
& pettanto un dominio di integritd, e quindi $-'p & primo oppure &
I'ideale unitd; in wiend di ii), la seconda eventualitd si verifica se, e
soltanto se, p incontea S,

v} Per somme e prodotti, la tesi segue da (1.18); per le intersezio-
ni, da (3.4). Per quanto riguarda i radicali, si ha $-'r(p) = r{5-"), in
wirtd di (1.18), e la dimosteazione dell'inclusione opposta & una sem-
plice verifica che lasciamo al lettore. m

Oisservagioni. 1) Se a, b sono Ideali di .4, la formula
Fg:l) = (5 5-10)

& valida purché I'ideale b sia finitamente generato: cfe. (3.15).
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< 2) La dimosttazione data in (1.8) del fatto che, se f& 4 non & nil-
=‘-P‘ht':nt"' wi & vn ideale primo di 4 che non cootiene [, pud essere
iLespressa in modo pit conciso nel linguaggio degli anclli di frazioni.
“Toicht l'insieme S = { f*},., non contiene lo zero, Manells =14 =
W 'A‘, non & I'anello nullo ¢ pertanto, stante {1.3), possiede un ideale
massimale, la cui contrazione in 4 & un ideale primo p che non incon-
spra 8, in virtd di (3.11); dungue f¢ p.

Corollario 3.12; 5 N & & wilradicale &i A, # nilvadicale di §-1.4 8
J-1 =

Corollario 3.13. Se p & un ideals primo di A, gl ideali prini dell’anello
“docale A, sono in corrispondenza bisnivoea con gl ideali prisi di A coutenuti
i

Dhimostragione, Basta prendere S = A — pin (3.1 (iv). =

Ogsservazione. Dungue il passaggio da2 A ad .4, fa spacire totti gli
ideali primi tranne quelli contenuti in p. Mell'altra direzione, il pas-
“saggio da 4 ad Afp fa sparire tutti gli ideali primi tranne quelli con-
“tenenti p. Ne segue che se p, q sono idesli primi tali che p = g, allora
“localizrando rispetto 2 p e prendendo il quoziente mod g (io un ordi-
e qualsiasi: queste due operazioni commutano, in virtd di (3.4)), si
“restringe 'attenzione a quegli ideali primi che si trovano tra p e . In
“ patticolare, 52 p = q, si perviene alla fine ad un campo, detto il campo
residw i p, il quale pud essere ottenuto o come il campo delle frazioni
;-del dominio di integritd .4/p oppure come il campo residuo dell’ancllo
“locale A,

+. ‘Proposizione 3.14. Sia M s A-moduls finitaments generats, § sma
< parte moltiplicativa di A, Allora T-{Ann (M) = Ann (5-20).

- Dimortragione. Se cid & vero per due A-moduli M, N, & vero per
M4 N

J-Ana{M + N)) = J-Aon (M) n Ann (V) in viens di(2.2)
— $(Aan (M) N S-(Ann (V) in vieed di
3.4

= Aonn (5-UM) N Ann (82N per ipotesi
= Ann (F-IM+S5-1N)=Ana (S-H(M+N)).

Duangue basta provare (3.14) per un A-modulo M generato da un salo
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elemento: allora M = Adja {come A-modulo), dove a = Aan (M);
M = (52 A (5%) in vwirtd di (3.4), sicché Ann (JM) = T"a =
= 5-{Ann(M)). m

Corollario 3.15. Se N, P sone softomodnli df we A-peodile M ¢ se
P} finitamente perevate, allora 5-{N:P) = (J-INS-1P),

Dimsiragione, (NP} = han (N 4 P}, stante (2.2); ora basta
applicare (3.14). =

Proposizione 3.16. Sia date mw omomorfisme di anelli A — B e sia
p wn ideale primo di A, Allora p ¢ la eoniragione di un ideale privo di I
ge, ¢ 1olfanio se, P == ],

Dimostragione. Se p = ¢, allora p* = p in virtd di (1.17). Vicever-
sa, se p#=p, sia ¥ I'immagine di A4 — p in B. Allora p* non incontra
J; pertanto, in virth di (3.11), la sua estensione in S-15 & un ideals
proptio e quindi & contenuts in un ideale massimale m di $-18. 5e g
& la contrazione di m in B, allora q & primo, g =2 PP e gnJ = F
Dunque ¢*=§. B

Erercizi

1. Sia § una parte moltiplicativa di un anello 4, e sia Af an A-
module finitamente generato, Provare che T~ = 0 se e soltan-
to se esiste un clemento 5 e § tale che s = 0,

2. Sia ¢ un ideale di un anello A4, e sia § == 1 4 q. Dimostrare che
J-1g & contenuto nel radicale di Jacobson di §-1.4,

Utilizzare questo risultato ¢ il lemma di Nakayama per dare
una dimostrazione di (2.5) ¢he non dipende dai determinanti. [Se
M = g, allora T2 = (T-*a)(5-*3), da cui, in vicnd del lemma
di Makayama, si ha 5-LM = 0. Oza basta utilizzare I'Hsercizio 1.]

3. Sia .4 un anello, sjiano J e T° due parti moltiplicative di 4, e sia
[ l'immagine di T"in §-'4, Dimostrare che gli anelli (57714
U-4{§-1L4) sono isomortfi.

4, Sia f* 4 — B un omomorfismo di anclli e sia § una parte molti-
plicativa di A4, Poniame T = f(5). Provare che f-F e T-1B so-
no isomorfi come J-L4-moduli.

5. Sia .4 un anello. Supponiamo che, per ogni ideale primo p, Panel-
lo locale 4, non abbia elementi nilpotenti 3= 0. Dimostrare che



Erereizi

A non possiede elementi nilpotenti 3£ 0. Se ogni anello A4, &
un dominio di integritd, A risulta necessariamente un deminio
di integriea?

. Sia A un anello £ 0 & sia I 'insieme di totte le parti moltiplica-
tive 5 di A tali che 0 ¢ 5. Provare che I possiede elementi massi-

mali, & che § € X & massimale se e soltanto se A — .5 & un ideale
primo minimale di A.

. Una parte moltiplicativa 5 di un avello A si dice setarade se
spelexeleyeld.

Dimostrare che:
i) §&sarorata <+ 4 — I & un'unione di ideali primi.
iiy Se ¥ & una qualsiasi parte moltiplicativa di .4, vi & un"onica
parte moltiplicativa saturata minima § conteneate 5 e inoltre
che J' & il complementare in .4 dell'unione degli ideali primi
che non incontrano J. (3 & chiamata la safuragione di )

Se 5 =14 a, dove a & un ideale di A, determinare J.
. Siano §, T pard moltiplicative di A, tali che ¥ < T Sia ¢: 514
— I'-1.4 I'omomorfsmo che manda ciascun elemento afr g 5-1.4
in afs considetato come elemento di T-1.4. Dimostrare che le se-
puenti condizioni sono equivalenti:

i) ¢ & biiettivo,

ii) Per ogai #& T, #f1 & invertibile in 514,
iii) Per opnl #& T, esiste un elemento x € A tale che x# e 5.
iv) T & contenuts nella saturazione di § (Esercizio 7).

v) Ogni ideale primo che incontra T incontra anche §.

. L'insieme 5, di turd gli elementi che non sono divisori dello zero
in A & una parte. moltiplicativa saturata di 4. Dunque l'insieme
L dei divisori dello zero in 4 & un’unione di ideali primi (cfr.
Capitu‘ln 1, Esercizio 14). Provare che ogni ideale ptimo minima-
le di A & contenuto in 2. [Utilizzare PEsercizio 6.]

L'anello 5524 & chinmato Vavells totale delle fragioni di A. Di-
mostrare che:

1) 84 la pit grande parte moltiplicativa di 4 per la quale l'omo-
morfsmo A — 5704 & iniettivo.

if) Ogni elemento in 5714 o & un divisore dello zero oppure &
invertibile.
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10.

11.

12.

™

Amalli ¢ wodndi di fragioni

iif} Ogni anello.in cui ogni elemento non invertibile & un di?isg-.}-:
e dello zero coincide col suo anello totale delle fraziond (ossia,
A — 5714 & biiettivo). ’
Sia 1 un anello.

i) Be .4 & assolutamente piatto (Capitolo 2, Bsercizio 27) e .§ ¢
unoa parte moltiplicativa arhitraria di .4, allora §-2.4 & asso-
lutamente piatto.

ii) A & assolutamente piatto < 4, & un campo per ogni ideale
massimale m.

Sia .4 vn anello, Dimostrare che le seguenti condizioni sono equi-
valenti:

i) A% & assolutamente piatto (essendo N il nilradicale di 1),
ii) Ogni ideale primo di +4 & massimale,
iii} Spec(A4) & uno spazio T, (ossia, ogni sottoinsieme costituito
da un solo punto & chiuso).
iv) Spec(A) & voo spazio di Hausdoeff,
Se queste condizioni sono soddisfatte, provare che Spec ()
& compatto e totzlmente sconnesso (ossia, gli unicl sottolnsiemi
connessi di Spec (1) sono quelli costituiti da un solo punto),

Sia 4 un dominio di integritd ¢ M un A-moduolo. Un elemento
x € M & un slewento di forsione di M se Ann (x) 32 0, ossia se x &
annullato da qualche elemento non nullo di A. Dimostrare che
gli element di tomsione di M formano un sottomodulo di M. Tale
sottomodulo & chiamato il softomoduls 4i toreione di M e si denota
con (M), Se T(M) = 0, si dice che il modulo M & privo di tor-
sione. Provare che:

i) Se M & un A-modalo qualsiasi, M{T(M) & privo di torsione.

i) Sef: M — N & un omomorfismo di moduoli, allora f{T{MY) =
= T(N).

iif) Se0 = M = M —» A" & una successione esatta, allora la suc-
cessione O — T(M") — T(AM) — T(M") & esatta,

iv) Se M &un A-modolo qualsiasi, T{M) & il oucleo dell’applica-
zione x i+ 1 @ di M in K @, M, dove X & il campo delle
frazioni di A.

[Per ottenere iv), mostrace che X pud essere considerato come il

limite diretto dei suoi sottomoduli A¢ (£ e K); utilizzando gli

Hsercizi 15 e 20 del Capitolo 1, provate che se 1@ x =0 in



13.

Hirercigi

K@M, alora 1 @x=0 in AF @M per qualche £550. De-
durre che % = 0.}

Sia § una parte moltiplicativa di un dominio di integrith (4. Con le

" notazioni dell’Esercizio 12, dimostrare che T{§—A4) = - T(M)).

14.

15.

16,

Dedurre che le seguenti condizioni sono equivalenti:
i) M & privo di torsione,
i} M, & privo di torsione per ognod ideale primo p.
fify Mg & privo di torsione per ogni ideale massimale n1.

Sia M un A-modulo e q un ideale di .4, Supponiamo che M, =0
pet ogni ideale massimale m 2 a. Provare che M = a M. [Passare
all’ Ajg-modulo MfaM e wilizzare (3.8).]

Sia A un acello, e sia F I'A-modulo A" Dimostrare che ogni
sisterma di # peneratori di F & una base di F. [Sia %, ..., %, un
sistema di peneratori ed e, ..., ¢, la base canonica di F. Defi-
niamo ¢: F— F poacndo ¢g;) = »; Allora ¢ & suriettive e ac-
corre provare che esso & un lsomotfismo. In victd di (3.9), possia-
mo supporre che 4 & un anello locale, Sia N il nucleo di ¢ e =ia
k= A,I'm il campo residuo di 4. Poiché Féun A—madulopmtr.n la

successions esatta 0 —+ W — F— F — 0 fornisce una soccessio-
184

ne esatta 0 + AN @D F—A@F—+0. Om £ F=
= &% & upo spazio vettoriale di dimensione » sopra &; 1@ ¢ &
suriettivo, dungue blicttvo, ¢ quindi & ® N= 0,

Inoltre N & finitamente geoerato, in virtd dell'Bsercizio 12
del Capitolo 2, e quindi W = 0, per il lemma di Nakayama, Duan-
que ¢ & up isomorhsmo.]

Dedurre che ogni sistema di gensratord di F possicde almeno
A elementi,

Siz A una A-algebra piacta. Allaea le seguenti condizioni sono
cquivalenti:

i) 4 = g per opni ideale & di A,

i) L'applicazione canoniea Spee () — Spee (A) & soriettiva.
iify Per opni ideale massimale m di A si ha m* 5= (1),
iv) Se M ¢ un A-modulo non nollo qualsiasi, allora My == 0.

v) Per ogni A-modulo M, "applicazione s — 1 30 x di M in My

¢ imicttiva,

[Per provare che i) = ii), utilizzare (3.16). if) = iii) & chiaro.
iii) == iv): Sia x un clemento non nullo di M e poniamao M' = Ax,
Poiché B & piatto sopra A, basta provare che Mps=0. 5i ba
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M'= Afa per qualche ideale az~(1), da cui Mp= Bfa®. Ora
o = w per qualche ideale massimale m, sicché of = me3=(1).
Dunque Mp = 0.
iw) ==v): Sia A" il nocleo di A — Mp. Poiché B & piatio sopra
A, la successiong 0 — My — My —(My)p & esatta. Ebbene (uti-
lizzando I"Esercizio 13 del Capitolo 2, con N = Mp) IMapplicazia-
ne My — (Mg)y & iniettiva, sicché Mj = 0 ¢ pertanto M’ = 0.
v) ==i}: Basta prendere M = dfa.]

Un anello B siffacto si dice fedelirente patte sopra #A.

17. Siano A2+ B2+ € omomorfismi di anelli. Se gof & piattoe g
¢ fedelmente piatto, allora & piatto,

18. Sia f: .4 — 8 un omomorfismo piatto di anelli, sia q un ideale pri-
mo di B esia b= q% Allora f*: Spec(l,} — Spec (A} & surietti-
va. [Infatti B}, & piatto sopra .4 in virtd di (3.10), ¢ B, & un anello
locale di &, dungue & piatto sopra B, Ne segue che B, & piatto
sopta 1, e soddisfa la condizione (3) dell"Esercizio 16.]

19. Sia .4 vn anellp, 3 un A-modulo. 5i definisce mpporte di Af 'in-
sieme Supp (M) degli ideali primi p di 4 tali che M, 3 . Dimo-
strare i seguenti risultati:

i) M £ 0 < Supp (M) # (.

i) {a) = Supp (A/a).

iiiy 5e 0 — M — M — M" — 0 & una successione esatta, allora.
Supp (M) = Supp (M") 1 Supp (M").

iv) Se M = 3 M;, allora Supp (M) = 1) Supp (M,).

v) Se M & finitamente generato, allora Supp (M) = 7 (Ann (M)
{ed & pertanto un sottoinsieme chinse di Spee (A4)).

vi) Se M, N sono finitamente generati, allora Supp (M ®. V) =
- 'S\IPF (M) 5!.1[1]:: (. '[Uﬂli-zzn:: I'Beercizio 3 del Ca-
pitolo 2.] '

vii) Se M & Bnitamente gensrato e q & un ideale di A, allorm
Supp (MjaM) = F{a-t Ann{M)).

vill) Se fi A — B & un omomorfismo di anelli ¢ A & un A-
modulo finitamente  generato, allora Supp (8@, M) =
= f*=1(Supp (M)).

20. Siaf: A4 — B un omomorfismo di anelli, /*: Spee (B) — Spec ()
Vapplicarione associata. Dimostrare che:

i) Ogni ideale primo di .4 & un ideale contratto < f* & surietti-
va,

To



21.

i)

i)

Erereizgi

Se ogni ideale primo di B & un ideale esteso, allora f* & iniet-
tiva. Vale il viceversa?

Sin .4 un anello, 5 una parte moltiplicativa di 4 e ¢ A -+
—+ 5= l'omomorfismo canonico. Dimostrare che 6%
Spec (§-1.4) — Bpec(.4) ¢ un omeomorhsmo di Spec (§2.4)
sulla sua immagine in X = Spec(.4). Denotiamo tale imma-
gine con §-1%

In particolare, se e A, immagine di Spec (A} in X & 'aper-
to fondamentale X, (Capitolo 1, Bsercizio 17).

Sia fi A — B un omomotfismo di anelll, Poniamo X =
= Spec{A) e ¥ = Spec(B), e sia /*: ¥ — X l'applicazione
associata a f, Identificando Spec(§-1.4) con la sua immagine
canonica 7L in X, e Spec (§18) (= Spec( f{(§)H) con Ia
sua immagine canomica S-1Y in Y, provare che J70%:
Spec (J-15) — Spec(J-14) & la restrizione di f* a J-Y, ¢
che S-1Y = [*-1(§-1X),

Sia 4 un ideale di A e sia b = a° Ja sua estensione jn B, Sia [
Afa — Bfb I'omometfismo indotto da f. Se si identifica
Spec{Afn) con la sur immagine canopica [{a) in X, e
Spec(A[b) con la sua immagine canonica T7(B) in Y, dimo-
strare che % & la restrizione di £* 2 T7(B).

Sia p un ideale primo di 4. Prendiamo § = 4 — p in ii} e
successivamente riduclamo mod S-'p come in dii). Dedurre
che il sottospazio f*-4p) di ¥ ¢ omeomorfo in modo natu-
rale a Spec (8,/pB,) = Spec (&(p) @, F), dove &(p) & il cam-
po residuo dell'anello locale .4,

Spec(&(p) By F) prende il nome di fhre di f* sopra p.

Sia 1 un anello e p un ideale primo di 4. Allora I'immagine ca-
nonica di Spee (4,) in Spee () & uguale alPintersezione di torti
gli intorni aperti di p in Spee(4).

. Sia .4 un anello, poniamo X = Spec(A) e sia I7 un aperto fon-

damentale di X (ossia, [J = X per qualche fe 4: Capitolo 1,
Esercizio 17).

)
)

Se U= X}, provate che anello A{l7) = 1, dipende soltan-
to da U € non da .

Sia U = X un altro aperto fondamentale tale che e i
Dimostrare che esiste un’equazione della forma g = »f per
qualche intero # = 0 ¢ qualche v & A, e utilizzare cid per de-
finire un omometfismo g: A{L) — AU (ossia, A, — A
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mandando aff* in ay™ g™, Provare che p dipende soltanto
da I7 e U, Tale omomorfismo prende il nome di smasrorfisus
di rerrigions,

iy Se U= LI, allora g & Iapplicazione identica.

iv) Se U 2 UM = UM sono aperti fondamentali di X, dimostrare
che il diagramma

ALY AU

~N

AL

(in cui le frecce sono omomorfismi di restrizionc) ¢ commu-
tative.

v) Sia x{= p) un punto di X, Provare che
lim A(L7) = .4,

Faz

Associando 'anello A{L)) a ciascan aperto fondameneale [T di
X e definende gli omomorfismi di restrizione p, soddisfacenti
alle condizioni &if) e iv) di cui sopra, si ottiene un prefasels di anelli
sulla base di aperti (X}, 4. La v) dice che la spiga di tale prefa-
scio in » € & & l'anello locale corrspondente A,

24, Provare che il prefascio dell’Esercizio 23 possiede la segoente
proprietd. Sia {UJM oo ricoprimento di X con aperti fondamen-
tali. Per ogni /& [ sia +; un elermento di A(U(j tale che, per ogni
coppia di indici 4, /, le immagini di 5 ¢ 5 in A(; n U)) somo
upuali. Allora esiste un unico elemento s e A (= A(X)) la cai
immagine in A(L7) & 5, per ogni i € [. (Cio implica sostanzial-
mente che il prefascio & un fasca.)

25, Siano f: A — B, g: A — C omomotfismi di anelli e sia b: 4 —

— B (0, C defipito ponendo b(x) = f{x) (0 1 (== 1§ g{x)). Sia-
no A, Y, Z, T gli spettel primi di A4, B, C, 8&, C rispettiva-
mente. Alloza FH(T) = f*(¥) 1 g% 2).
[Sia p un elemento di X, e sia &= &{p) il campo residuo in p. In
virth dell’Esercizio 21, la fibra #-{p) & lo spetreo di (B &), C) 3,
@4 £=2(8 @4 k) @, (C @4 #). Dunque pe #(7) < (5 @, £) @
@Eafz{% ) F D= B@ k#0 e CRUEAD=pe V)N
™ .
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26. Sia (B,, g,,) un sistema diretto di anelli e B il limite diretto, Per
ogni e, sia f,: A4 — B, un omomosfismo di anelli tale che g0 f, =
= f ogni volta che ¢ < f (ossia, i §, formano un sistema direto
di A-algebre). Gli omomotfismi [, inducono un omomorfisme
i A— B, Dimostrare che

S*(Spec(B)) = M) f2(Spec (B.))-
[Gia p un elemento di Spec(A). Allora f#-3p) & lo spettro di
B @4 kp) = lim (B, @, A(»))

(poiehé i prodott tensoriali commutano con § limiti diretei: Ca-
pitolo 2, Bsercizio 200, In virtd dell'Bsercizio 21 del Capitolo 2
si ha che f*—'p) = ) se, ¢ soltanto sc, B, @4 £(p) = 0 per qual-
che &, ossia, se, e soltanto se, fF-Yp) = (]

27. 1) S f,: A — B, una famiglia arbitraria di A-algebre ¢ sia f
A — B il loro prodotto tensoriale sopra 4 (Capitolo 2, Eser-
cizio 23). Allota

S *(Spec(B)) = M f&(Spec (B.))-

[Uilizzare gli Bsercizi 25 ¢ 26.]
it) Sia for 4 — B, vna qualsiasi famiglia finita di A-algebre e
sia B = T[] .8, Definlamo f: A — B poneado f(x) = ( f.(x)).

Allora [*(Spec (B)) = U, f¥(Spec (£,)).

iify Dunque i sottoinsiemi di X == Spec(d) della forma
F*(Spec{B)), dove f: A4 —+ B ¢ un omomorfismo di anelli,
soddisfano pli assiomi per i chivsi di uno spazio topologico,
La topologia associata & la topologia eostruibils su X, Hssa &
pid fine della topologia di Zariski {ossia, vi sono pid apert o,
in modo equivalente, pitt chiusi),

iv) Denotiamo con X Vinsieme X dotato della topologia co-
struibile. Provare che X; & quasi-compatto.

28. {Continuazione dell'Esercizio 27.)

i) Per ogni elemento g & A, Uinsieme X, (Capitolo 1, BEserci-
zio 17) & simultaneamente aperto e chivso nella topologia
costruibile.
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ii) Denotiamo con C' la topologia meno fine su X per la guale
pli inslemi &, sono simultaneamente aperti ¢ chivsi, e con
Hpe l'insieme & dotato di tale topologia. Dimostrare che X
& uno spazio di Hausdorf.

iif} . Deduree che Papplicazione identica Xp— X & un omeo-

" motfismo. Ne segue che un sottoiasieme 5 di X ¢ della for-
ma f*{Spec(H)) per qualche A — 8 se, ¢ soltanto se, &
chivso nella topologia C".

iv) Lo spazio topologico Ay & compatto, di Hauvsdorff ¢ total-

mente SCOnmess.

Sia f: A~ B un omomortfismo di anelli. Dimostrare che [*:
Spec (H) — Spee (A) & un'applicavione continue e sfine (o5sia,
manda sottoinsiemi chius in sottoinsiemi chiusi) rispetto alla to-
pologia costruibile.

Provare che la topelogia di Zariski e la topologia costruibile su
Spec () coincidono se, e soltanto se, A/% & assolutamente piat-
to (dove N & il nileadicale di A). [Utilizzare "Esereizio 11,



Capitaly quarto

Decomposigione primaria

La decomposizione di un ideale in ideali primari &, per tradizione,
un argomento fondamentale della teoria degli ideali. Essa fornisce le
basi algebriche per decomporre una varietd algebrica nelle sue com-
pooenti irriducibili, anche se conviene sottolineare che la situazione
algebrica & pid complicata di quello che la geometria inmmitiva lasce-
rebbe supporre, Da un altro punto di vista, la decomposizione prima-
da fornisce una genctalizzazione della fattorizzazione di un oumero
intero come prodotto di potenze di nomeri primi. Nella trattazione
moderna, in coi si insiste molto sulla localizzazione, la decompaosizio-
ne primaria pon ¢ pid uno strumento centrale della teoria. Tuttavia,
essa & ancora interessante di per s¢ ¢ in questo capitolo stabiliremo i
classici teoremi di unicitd,

I prototipi di anelli commutativi sono Z e "anello dei palinomi
&y, ..., x,] dove & & un campo; entrambi sono domind a fattoriz
zazione unica. Cid non & vero per anclli commutativi arbitrri, anche
nel caso di domini di integrit (I’esempio classico & I'anello Z[v — 5],
in cui 'elemento 6 possiede due fattorizzarion sostanzialmente di-
stinte, 2 3 e (1 + v — 5){1 — v — 5)). Tuttavia, vale una forma ge-
neralizzata di “fattorizzazione unica” per gli ideali (non per gli elemen-
ti} in una wasta classe di anelli {pli anelli noetheriani),

Un ideale primo in un anello A & in un certo senso una genera-
lizzazione di vn oumero primo. La generalizzazione corrispondente
per la potenza di un numero ptimo & un ideale primario. Un ideale g
in un anello A & primarie, se q35 A e s

Xy € q=-x € q oppurc_y* & q per qualche interow = 0.
In altre parcle,

1} & primario <= 4/q 7= 0 ¢ ogni divisore dello zero in /g & nilpotente.
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Chiaramente ogni ideale primo & primario. Inoltre la contrazione
di un jdeale primario & primario, poiché se f: A — B & un omomor-
fismo di anelli ¢ q & vn idesle primario in B, allora Afg° & somorfo
ad un subanello di B/q.

Proposizione 4.1, Sia q wv ideale prigario in an anells A, Allora
rla) & & prir piceolo ideale primo che comtiona g.

Dimostragione. In vired di (1.14), basta far wedere che p= r(g) &
primo, Se xy € rg), allora (xp)™ € q per qualche w = 0, e perranto
%™ g q oppure y** & q per qualche # = 0; ossia, x € r{q) oppure
yer). =

Se p = r{q), allora q si dice p-primaerie.

Esempi. 1) Gli ideali primari in Z sono (0) e ("), dove p & un
numern primo. Infatti questi sono gli unici ideali di Z con mdicale
primo, ¢ si verifica immediatamente che essl sono primari.

2) Sin A= Hx, 3], 0= (2, Allora Afg= £[$](#*), in cui i
divisori dello zerc sooo tutdd i multipli di y, guindi sono nilpotentd,
Ne segue che q & primario, ¢ il suo mdicale p (>, #). Sihaple g p
{inclugioni strette), sicché un ideale primario non & necessariamente
una potenza di un jdeale primao.

3} Viceversa, una potenza di un ideale primo p® non & necessaria-
mente un jdeale primario, anche se il suo radicale & Pideale primo p.
Per esempio, sia A = &>, 7, g]/{xy — 2% ¢ denotlamo con %, 7, §,
dspettivamente, le immagini di », y, £ io 4. Allora p = (®, §) & pri-
mo (poiché Afp = £[y], il quale & un dominio di integritd); si ha
o= f'cp®, ma £ ¢ p* e j¢r(p)= p; dungue p*non ¢ primario,
Tuttavia, vale il seguente risulmatos,

Proposizione 4.2, Se ria) ¢ marsimals, allora o & primario. In parti-
colare, Je potenze di un ideale mastimale M sono WM-primarie.

Dimostragions. 5it r{a} = m. L'immagioe di m in Afa & il nilradi-
cale di .dfa, dungue Afa possiede un unico ideale primo, in virnd di
(1.8). Pertanto ogni elemento di Aja o & invertibile oppure & nilpo-
tente, ¢ quindi ogni divisore delle zero in .4fa & nilpotente. m

Passiamo ora a studiare le espressioni di un ideale come fnferregio-
we df fdeali primari. Dimosttiamo innanzitatto due lemmi:
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Lemma 4.3, Se q;(1 < 7 < w) sono p-primari, allora q= ["'t]qi 3
p-primaria, =

Dimostragions. r{q) = r(() a3) = MV r(g) = p. Sia xy € g, 7 & q. Al

lora, per qualche indice 7 si ha xy & q; e ¥ & q,, da cui x & p, piacché
q; & p-primaric. W

Lemma &4, Sia q an ideale p-primario, s an elements di A, 57 ba:
iy g8 2 € q, allera (g:2) = {1);

i) 5o a0 & q, allora (q:x) ¢ p-primario, ¢ perfants rigix) = p,

iiiy se 2 & p, allora {q:x) = q.

Dipsosivagions. 1) e iii) sepuono immediatamente dalle definizioni,
ii): se y e (q:x), allora xy € q, da cui (poiché x ¢ q) si ha ye p.
Danque q < (q:x) = p; passando ai radicali, si ottiene r{q:x)=p. Sia
yz e {gix)cony ¢ p;allora xyp € g, da cuixg e g, equindi g e (q:x). W

Una decomsporizions primaria di un ideale a in .4 & un’espressione
di ¢ come un'intersezione fnita di ideali primari, diciamo

1) a= é TR

(Ia generale, una siffatta decomposizione primaria pud non esistere;
in questo capitolo, ci limiteremo a considerare gli ideali che possie-
dono una decomposizione primaria.} Se inoltee (i) i radicali #{q;) sone
wtei distinti, e (i) si ha q; 3 Q q; (1 < i = w), allora la decomposi-

zione primaria (1) si dice miriwale {o irridondante, o ridotta, o nor-
‘male,...). In wired di (4.3) si pud ottenere (i), ¢ inoltre si possono
omettere eventuali termini superflul in modo da ottenere (ii); dun-
‘que una qualsizsi decomposizione primaria pud essere ricondotta ad
-una decomposizione minimale. Diremo che a & decomponibile se pos-
-siede una decomposizione primaria,

Teorcma 4.5, (I teorema di vnicitd). Sie a s fdaade docomponibile ¢

ra g = D: ) tma decomposizions prinvaria mimimale di q. Ponigmo p; == r{g;)

(V< i< o). Allora gl ideali py sono esattamsente gli ideali primi che com-
paiono nel'insieme degli ideali r(n:x) (x € A), ¢ pertants non dipendonn dalla
Darticolare decomposizione & a.
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Diwmastrazions. Per un atbitrario elemento x e A si ha (a:x) =
. W
= (M 4;2) = 1 (g,:x), da cui r{azx) = ﬂ r{agx) = () by, stante (4.4),

Supponiamo che r{a:x) sia primo; allora, in virnd di (1.11), si ha
) = p, per qualche indice 7. Dunque ogni ideale primo della for-
ma r(a:x) & uno degli ideali p;. Viceversa, per ogni indice # csiste un
elemento x ¢ qq, x; € qu, poiché la decomposizione & minimale; e

siharfowee)=p,. ®

Ouservagioni. 1) La dimostrazione sopra data, insieme con Pultima
parte di (4.4), prova che per ogni indice § esiste un elemento x, di 4
tale che (g:x,) & pprimaric.

2) Considerando Aja come A-module, (4.5) equivale ad affermare
che gli ideali p; sono precisamente gli ideali primi che eompaiono co-
me radicali di annullatori di elementi di Aa.

Esempio. Sia a = (»?, 2) in A = £[x,3]. Allora a=p, " P}
dove P, = (%), py= (x,)). Llideale p§ & primario in virnd di (4.2).
Dunque gli ideali primi sono p,, P In questo esempio, py = Py 5i ha
rla) = g, M Py= by, ma a non & un ideale primario,

Gli ideali primi p; in (4.5) si dicono apparéenesti ad a, oppure asso-
eiati ad a. L'ideale g & primario se, e soltanto se, possiede un unico
ideale primo associate. Gli elementi minimali dell'insieme {p,, ..., p,}
sono chiamat gli ideali primi mivismali o felatf appactenenti ad a. Gli
altri prendono il nome di ideali primd fmmers. Nellesempio di cui
sOpra, Py = {x, ¥) & immerso,

Proposizione 4.6, Sia a mr ideale decomponibile. Allora agni fdeale
Drime B 2 o eomtiene wn ideale primo minimale apparteneete ad u, sicehd gli
ideali primi minimali di o sone precisamente gif elementi nrinimiali well’ insie-
e di tutti gli ideali prim che contengono a.

Dimastragione, Se p 2 a = I'!‘I q, allora p=r{p) 2y rlgd =M
=1
Ne segue, in virtd di (1.11), che p 2 p; per qualche i, e quindi p con-
tiene un ideale primo minimale dia. W

Osservagioni. 1) 1 termini iselato ¢ immerse provengono dalla geo-
metria. Infatti, se A4 = kx>, . ., =], dove £ & un campo algebsi-
camente chiuso, Pideale a individus voa varietd X = & {cfr. Capi-
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tolo 1, Bsercizio 27). T primi minimali p; corrispondono alle com-
ponenti irriducibili di X, e i primi immersi corrispondono alle sotto-
varieti di queste, ossia, alle varietd immerse nelle component irridu-
cibili, Cosl nell’esempio che precede (4.6), la varietd definita da a &
la r:tts. x =0, e 'ideale immerso p, = (2, y) coteisponde all'origine

(0, 0)

2) Nar: & vero che tutte le componenti primatie sono indipendenti
dalla decomposizione, Per esempio (=, ) = (%) n(x20F = (*) N
i (x*, ¥) sono due decomposizioni primarie minimali distinte. Tut-
tavia, sussistono alcune proprietd di wnicitd: ofr. (4.10).

Proposizione 4.7, Sia a wv ideale decomponibile, a = ﬁ‘-’lt tna de-
compasigione primaria winimale, £ fa py= r{gqg). Allora T

") py == A {ns) #Zal.

Upi= {xe A:{ex) 3= a}
in particolare, re ideale gero & decomponitile, Dinsienee 1D dei divisori deflo
gevo di A 3 smione degli ideali primi appartenenti a 0.

Lhiprortragione. Se a & decomponibile, allora { ¢ decompaonibile in
Ala: precisamente 0= M 7y, dove {; & Iimmagine di q; in Afa ed
prm:-a.t:.n Dl.'ll'lciul: & gufficients Provere Pultima parte di {4 .}'} Ty wirtd
di{1.15)ziha D = L_J m(0:x); dalla dimostrazione di (4.5) &i ha #(0 )=

= ["'HJ, = py per qu:]che;, dacni 2 L_J P Ma, ancora in virnd di
{(4.5), ciascun py & della forma (D) pcr qus.l{'he elemento x € 1, €.
quiul:u UmpeD =m
Drngue (se 'ideale zeq0 & decomponibile)
D = insieme dei divisori dello zera
= 1) di turt gli ideali primi appastenenti a 0;
N = insieme degli elementi nilpotenti
== 7} di tutti i primi minimali appartenenti a 0,
Passiamo ora ad esaminare il comportamento degli ideali primari
rispetto alla localizzazione,
Proposizione 4.8, Sia § wwa parte moltiplicative di A, ¢ sia q an
ideale p-prinvaris,
D 5o nop st @, allora -l = J14,
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ii) Se § nop =&, allora - & $-Yp-primario ¢ la s confragions W
Abg

Dingee idealil primari covvispondono ad {deali primari wella corrispon-
despar (3171 fra glf ideali di $-0.4 0 gli ideali conteatti in A,

Dimostrazgione. 1) Se r e § 1 p, allora r* € § g per qualche s = 0;
dungue J-% contiene 51, che & un elemento invertibile in J-14,

i) Be S mvp={7), allora re 5 e ar € g implicano # € g, da cui g =
= g, stante {3.11). Incltre, ancorn io wirtd di (3.11), si ha rlg*) =
= r{f7q) = F4(g) = . 5i verifica diretramente che S~ & pri-
matic. Infine, la contrazione di vwn ideale primario & un ideale prima-
rio, W

Per un qualsiasi ideale a ed un’acbitraria parte moltiplicativa § in
A, la contrazione in A dell'ideale 5% viene denotata con 5{a).

Proposizione 4.9, Sia [ tna parte moltiplicativa di A ¢ tia a un
idzale decomponibile, Sia o = f‘] ¥ A decomiporigione primaria minimale df
=1

a. Powfamo py = r{n,) ¢ mpponiame che gli ideali 0 siave pumerati in wodo
fale che S imcontra Puyyy oo, Py Ma non Py, ..oy Py Allom

ik m
S = NI, S =N
=1 =1
¢ 8f trabta, in entrambi § casi, df decomposizion primarie minimali.

Dimostrazions, §-%a = (] 5-4q; (cfe. (3.11)) = ﬁ §-1; (ckr. (4.8)),
=i =
e §y; & S-'pprimario per =1, ..., #. Poiché gli ideali p; sono
distinti, tali risultano gli ideali S=%p, (1 < § < ), sicché i ottiene
una decomposizione primaria minimale. Contraendo ambo i membri,
si ha
] m

Sfo) = (F-ta)" = l:l () = l:l Tis
ancora in wired di (4.8). m

Un insieme X' di ideali ptimi appartenenti ad a si dice ielafe se
soddisfa la seguente condizione: se p' & un ideale primo appartencote
ad g e p' = p per qualche p e L, allora p' e L.

a6
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Sia X un insieme isolato di ideall primi appattenenti ad a, e sia
§=.A4—p Allora J & una parte moltiplicativa e, per un qualsiasi
Pl
jdeale primo p' appartenente ad q, si ha
PYel=pnl=F
pel=yp g Hb(c&. (L1 =p' n I £ &

Dundgue, da (4.9) si deduce:

Teorema 4.10. (II teorema di udicitd), Jée a wn ideale deconsponi-

bile, fia o = r!] (; wng decomvposizione privearia mivivale df o, ¢ da {p;,
Nl

vov s Pi ) o0 insieane isolato di ideali primet di a. Allsra Pideale g5 M 8

4 Qi ¢ indipendente dalla decomparigions.

In particolare:

Corollario 4.11, Le componsnti primarie isolate (ossia, le componenti
privarie q, corvigfiondenti agli ddeali pried sinimali p;) romo swivocasenis
dedermiinate da o.

Limostragione di (4.10). 5i ha g; N M Gy, = S(a) dove J=

= A—p, ... U, dungue tale intersezione dipende soltanto
da a (poiché pli ideali p; dipeodono soltanto daa). m

Ogrervagione. D'altra paree, le componenti primarie immerse non
sono univocamente determinate da g, in generale. Se A4 & un anello
noctheriano, ciascuna componente immersa pud essere scelta infatt
in infiniti modi (cfr. Capitolo 8, Esercizio 1),

Esereizi

1. Se un ideale ¢ possiede una decomposizione primaria, allora
Spec{fa) possiede soltanto un nomera finito di componenti irri-
ucibili.
2. 5Se a = r{a), allora ¢ non possiede ideali primi immersi,
3. Se A & assolutamente piatto, ogni ideale primario & massimale.

4, Mell'anello dei polinomi Z[f], 'ideale m = (2, #) & massimale e
- Videale q = (4, #} & w-pritatio, ma non & una potenza di m.
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Dheeomparisione primaria

Nell'anello dei polinami K[x,y, g] dove K & un campo e x, 3, ¢
sono indeterminate indipendenti, sia P, = {2, ), by = (>, 7},
wo=(x,¥, 2% b e p, sono ideall primi, e m & massimale. Sian=
= PP Provare che a = p, M pynn? & upa decomposizions pri-,
maria tidotta di a. Quali component] sono isclate e quali sono
immerse?

. Sia X uno spazio compatto di Hausdorff infinito, C(X0) Manelio

delle funzioni continue a valori reali su X (Capitolo 1, Esercizio
26). L'ideale nulle & decomponibile in tale anella?

. Sia A vun anello e sia A[x] I'anello dei polinomi in nna indetermi-

nata sopra . Per ogni ideale a di A4, denotiamo con afx] V'insie-
me di tutti § polinomi in A[x] a coefficienti in a.
i) afx] & estensione di a ad A[x].
i) Se q & un ideale p-primario in .4, allora qx] ¢ an ideale pfx]-
primario in Afax]. [Utilizzare UEsercizio 2 del Capitolo 1.]

i) Seq= (‘n} 4 ¢ una decomposizione primaria minimale in 1,

iwl n
allora alx] = (M) q,[*] & una decomposizione primaria mini-
i=
male in A[x].

iv) Se p & un ideale primo minirmale di a, allora plx] & un ideale
primo minirnale di afx].

. Sia & un campo. Dimostrare che nell'anello dei polinomi &,

coep ] gl ideall py= sy, ...,%) (1 = § = #) sono primi e
tatte le loro porenze sono ideali primari, [Utilizzare I"Esercizio 7.]

. In un anello .4, denotiamo con [D(.A) Pinsieme degli ideali primi

p che soddisfano alla seguente condizione: esiste un elemento
a € A tale che p & minimale nell'insieme degli ideali primi conte-
nenti {0:a). Provare che x € 4 taun divisore dello zero w2 e p
per qualche p & D(A).

Sia ¥ upas parte moltiplicativa di .4, e identifichiamo
Spec (514} con la sua immagine in Spec (1) (Capitolo 3, Eser-
cizio 21). Dimostrare che

D(5-14) = D{A)  Spee (5-1.4).

"Se l'ideale nullo possiede una decomposizione primaria, pro-
vare che J{.A) & Pinsieme degli ideali primi associati a (.

Per un qualsiasi ideale primo p in un anello A, denodamo con
Fy(0) il nucleo dell’omomorfismo 4 — 4, Dimostrare che:



1.

12,

13.

14,

Erereizi

i} 5,0)  p.

i) #(3,(0)) = p +=p & un ideale primo minimale di 4.
iii) Se p = ¢, allorm J,(0) = 5, (0}
iv) MQME,,{D} =0, dove D{A) & definito nell’Esercizio 9.

Se p & un ideale primo minimale di un anello A4, provare che 5 (0)
(Esercizio 10) & il pid piccolo ideale p-primario.

Sia a Vintersezione degli ideali 5,(0) al variare di p tea gli ideali
primi minimali di ~l. Dimostrare che a & contenuto nel nilradi-
cale di A,

Supponiamo che Pideale nullo sia decomponibile. Provare che
a = 0 se e soltanto se ogni ideale primo di 0 & isclato.

Sia A vn anello, § una parte moltiplicativa di 4. Per un qualsiasi
ideale a, denotiamo con S{a) la contrazione di $~'a in 4. L'ideale
F(n) prende il pome di setmragione di o rispetto a 5. Dimostrare
che:

i) S(a) S0 = Sa A B)

i) S(r(a)) = r(5(a))
iif) J(a) = (1) =a incontta I
i) Sy(Se(a)) = (5:54)(a)-
Se q possiede una decomposizione primatia, provare che l'insie-
me degli ideali 5(a) (al vagiare di § tra totee le partd moltiplicative
di A) & finito,

Siz A nn anello e p un ideale primo di . 5i definisce poteiga
simsbofica megsima di p U'ideale (con la notazione dell'Bsercizio 12)

P = S, (%)

dove 5, = A4 — p. Dimostrare che:
i) p'™ & un ideale p-primario;

ii}) se p* possiede una decomposizione primaria, allora p™ & la
sua componente p-primaria;

iiiy se p¥p'* possiede una decomposizione primaria, allora pho+a
€ la sua componente p-primaria;

iv) p = p* < p" & p-primario.

Sia a vn ideale decomponibile in un anello A e sia p un elemento

massimale dell'insieme degli ideali (o), dove xe A e x¢a.

Dimostrate che p £ un ideale primo appartenente ad a.



Diegomiposizions fpimaria

15. Sia.a un ideale decomponibile in un anello .4, sia £ un insieme

16

17,

18,

ag

isolato di ideali primi appartenenti ad a, e sia gy 'intersezione
delle componanti primarie corrlspondentd, Sia ffun elemeato di A
tale che, per ogni ideale primo p appartenente ad a, 5i ha e p =
<= pg X, e sia 3, Uinsieme di torre le potenze di f. Provare che
fr = Syfa) = {a:f) per ogni intero # abbastanza grande.

Se A & un anello in cui ogni ideale possiede npa decomposizione
primatia, dimostrare che ogni anello di frazioni S-1.4 gode della
medesima proprieta.

Sia A4 un anello con Ja seguente proprieth:

(L1} Per opni ideale 0 3£ (1) in 4 e per ogni ideale primo p, esiste
un elemento x ¢ p tale che $0a) = (a:x), dove Sy =4 — p.

Allora ogni ideale di 4 & un'intersezlone (eventualmente in-

fnita) di ideali primari.
[Sia @ vn ideale £ (1) in A, e sia p, un elemento minimale dell’in-
sieme degli ideali primi conteneati a. Allora g, = S, (a) & ppri-
mario (in virtd dell'Esercizio 11), ¢ g, = {a:x) per qualche x ¢ p,.
Dimostrare che o = g, M (a 4 (x)).

Siz ora a, uwn elemento massimale dell'insieme depli ideali
b= atali che g, M b= a, ¢ scegliamo ¢, in modo tale che x € ay,
e pertanto a; & py. Ripetiamo la costruzione partendo da a,, e
cosl via. Dopo # passi si ha a = ¢, N M (g 0y, dove 1 g,
sono ideali primari, a, & massimale tra gli ideali b contenenti
Gy =@, N Qy taliche a=q, N ... N g, N, € 2, F p,. Sc in
qualche passo si ha a, = (1), il procedimento st arresta, ¢ a risulta
un'intersezione finita di ideali primari. Altcimenti, si procede per
induzione transfinita, osservando che ogni ideale g, contiene stret-
tamente a,_,.]

Copsideriamo la seguente condizione su un anello A

(L2) Dad un ideale a e upa catena discendents 8y = 5, = =
2 5, = ... di parti moltiplicative di 4, esiste un intero » tale
che 5. fa) = 8, e} = Dimostrare che le seguenti afferma-

zioni sono equivalenti:

i) Ogni ideale di A possiede una decomposizione primaris;

ii) 1 soddisfz (L1) e (L2).

{Per dimosteare che i) =- ii), wtilizzare gli Bsercizi 12 e 15, Per
oitenere I'implicazione opposta provare, con le notazioni della di-
mostrazione dell'Esercizio 17, che se 5, =8, n r &y, alle-
ra 5, incontra a,, da cul 5,(a,} = (1), & pertanto S,{a) = q; N
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) dn- Ora utilizeare (L2} per concluders che la costruzione ha
termine necessariaments dopo un aumero finito di passi.)

. Sia 4 un anello e p un ideale primo di A, Dimostrare che ogni

ideale p-primaric contiene S(0), il nucleo dell'omomorfismo ca-
nonico A =+ A,

Supponiamo che A soddish alla seguente condizione: per ogni
ideale primo p, U'intersezione di tutti gli ideali p-primari di A &
vguale a £ (U). (Gli anelli aoetheriani verificano tale condizione:
cfr. il Capitolo 10.) Siano p,, ..., P, ideali primi distinti, nessu-
no dei quali sia un ideale primo minimale di 4. Allora esiste un
ideale a in A i cul ideali primi associati sono Py, ..., Py
[5i procede per induzione su . Il caso # = 1 & banale (basta pren-
dere g = py). Supponiamo # > 1 e sia p, un elementn massimale
dell’insieme {p,, ..., P} In virnd dell'ipotesi induttiva, esiste un
ideale b ed wna decomposizione primaria minimale b= 4, N ...
M g-y, dove ciascon ideale g & p-primario. Se b g 5, (0), sia p
un ideale primo minimale di 4 contesuto in p,. Allor 5, (0) =
< 540), da cuib = 5 (0). Passando ai radicali e utilizzando 1'Eser-
cizio 10, si ha p, M M Py = b, sicché py; = b per qualche in-
dice #, dunque p, = p, essendo p minimale. Cid & vna contraddi-
zione poiché nessun ideale p; & minimale. Ne segue che b § 5, (0)
e pectanto esiste un ideale p-primatio g, tale che b § q,. Provare
chea = q, N M 0, possiede le proprietd richieste,]

Decomposizions primaria dei moduli

21,

Conviene sottolineare che ot 1 risultati di questo capitolo
possono essere rienunciatl con ciferimento af moduli sopra vn
ancllo 4. Gl esercizi seguenti Indicans come cid pud esser fatto.

Sia M un A-modulo assegoato, NV un sottomodulo di M, Si de-
finisce il radicale di N io M nel modo seguente:

ru(N) = {x € A: xtM = N per qualche intero 5 > 0}.
Provare che ry(IV) = r[N:M) = r{Aon (M|{N)). In porticolare,
ru(N) & un ideale.

Enunciare e dimostrare le formule per ry, analoghe a quelle
date in (1.13).

Un elemento x & A definisce un endomorfismo ¢, di M, precisa-
mente v xmr. L'elemento » si dice divimre dells gero (cisp. silpo-

o1
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Dircompasizione juimaria

tende) fw M, se ¢y non ¢ iniettivo (risp. & nilpotente). Un sottomo-
dulo O di M & prémario i M, se 0 == M e ogni divisore dello zero
in M| & nilpotente.

Provare che sc & & primario in M, allora (0:M) & vn ideale
primario e guindi #,(J) & un ideale primo p. Si dice allora che O
& p-priavario (in M),

Dimestrare gli enunciati analeghi di (4.3) e (4.4},

. Una decomposizione primaria @i N v M & una rappresentazione di

N come un'intersezione

N = .Q'L M m -.Qn
di sottomoduoli primari di M; essa & una decomposigions primaria
seinimale, se gl ideali p; = ry(0)) sono tutti distinti & se nessuna
delle componenti J; pud essere omessa nell'intersezione, ossia, sc

_Qi;_hj[:]_gj{‘l-ﬂiiiuj,

Dimostrare 1'analogo di (4.5), ossia che ghi ideali primi p; di-
pendono soltanto da IV (e M). Essi prendono il nome di ideadi
priei appartenenti a IV in M. Provare che essi risultano anche gli
ideali primi appartenenti 2 O in M]N.

. Bnunciare ¢ dimostrare gli analoghi di (4.6), ..., {(4.11). (Mon &

restrittivo prendere N = 0.)



Capitoly quinto

Dipendenza infegrale ¢ valnfagions

Nella geometria algebrica classica le curve venivano spesso studia-
te projettandole su una retta ¢ considerando wna curva come un rive-
stimento (ramificato) della retta. Cit & del rutto analogo alla relazione
che intercorre tra un campo di oumeri e il compo razionale — o piot-
tosto tra | loto anelli degli interi — e il carattere algebrico comune &
la nozione di dipendenza integrale. In questo capitolo proviamo alcu-
oi risultati relativi alla dipendenza integrale. In particolare dimostria-
mo i teoremi di Cohen-Seidenberg (i teoremi del “going-up™ e del
“going-down") rigeardanti gli ideali primi in una estensione intera,
Megli esercizl alla fine, discotiamo la situazione algebro-geometrica e
in particolare il Lemma di normalizzazione.

Diamo inoltre una breve trattarione delle walutazioni.

Dipendenza infenrals

Sir B un anello, A un subanello di B (sicché 1 g A). Un elemento
s di B si dice fufere su 4, se 2 & radice di un polinomio serim 2 coef-
ficienti in »4, ossia se 2 soddisfa ad un’equazione della forma

(1) x4 axn-t +a,=0

dove gli a; sono elementi di .A. E chiaro che ogni elemento di A4 &
intero sa A,

Esempio 5.0. 4 =Z, B = (. 5¢ un numero ragionale » = rfs
& intero su Z, dove r, r non hanno fattord comuni, 5 ha dalla (1)

repoayiy 4 + am=10

essendo gli a; numeri interi. Dunque s divide 7, sieché r= 4+ 1 &
quindi » & Z.
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Dhpendenga futagrale & palubagioni

Proposizione 5.1, Le seguenti condigioni rowo equivalenti:
iYwe B¢ intero su A;
i) Alx] & sy A-meodule finitanents generalo;
iil) A2 & comtewuto fn wn uwbanello C© i B tale che © 8 wn A-module
fiwitamente generato;
iv) Eriste o Al)-amoduls fodele M che & finitamente penerato come A-
atediids.

Diwmpstragione. 1) = 11), Dalla (1) si ha
AT = (g 3t L 4 a.x7)

per ogni intero r > 0; dunque, per induzione, tutte le potenze posi-
tive di x appartengono all’ A-moduolo generato da 1, 2, ..., 2™,
Pertanto A[x] ¢ generato (come A-module) da 1, %, ..., x%L

ii) = iii). Basta prendere C = A[x}.

jii) = iv). Basta prendere M = C, il quale & un _A[x])-modulo fe-
dele (giscché yC=D0=3y 1=10),

iw) == ). Cid segue da (2,4) prendendo ¢ = moltplicazione per x|
ea= 21 (s ha 2df = M, essendo M un A[x]-modulo); poiché M &
fedele, si ha st o g en=1 4 + a, =0, essendo pli a; opportuni
clementidi 4. =

Corollario 5.2, Siamo 2, ..., %, slewenti di B interd e A, Allora
Panells Alze,, ..., 2] 8 s A-module fivitanente generato.

Dimastragione. 51 procede per induzione su w. Il caso n = 1 & trat-
tato in (5.1). Supponiamo # > 1, e poniamo 4, = Afx, ..., x];
allora, per ipotesi induttiva, 4, _, & tn A-modulo finitamente gene-
mato. D'alera parte, A, = A, _[x,] &€ on A, ,-modulo finitamente ge-
aerato (in virtd del caso w = 1, glacché x, & intcro su A,_,}. Dunque,
in virtd di (2.16), 4, ¢ vn A-modulo finitamente generato, B

Corollacio 5.3, L'insicare © degli edemvents i B che song inferi s A
¢ mr subanello di B che contiene A

Dimostragione. Se %,y e C, allora Alx, ¥] ¢ un A-modulo finita-
mente generato, in virtd di (5.2). Dongue x 4 ¥ e xy sono interi so
A, stante lo iii) di (5.1). ®

L'ancllo C definito in (5.3) prende il nome di eliumira fntegrale di A

in B. S5e C= A, allora A si dice infegralmente chinse in B. Se C = B,
l'anello B si dice infers sopra A,

04



Diipendenga futegrale

Ovssorvagione. Sia f: A — B un omomotfismo di anelli, cosicché B
& unz A-algebra. Allora f si dice infere, ¢ B si dice una 4-algebra
intera, se B & intero sul suo subanello f{4). Con questa terminologia,
i risultati precedent mostraoo che

“tipo Anito" <+ “intero™ = “fAnito™,

Corollacio 54, Se A c B o Crono anelli e se B & fnteroan A, ¢ C
& intero s B, allora © & intero s A (transitivitd della dipendengya integrale),

Dimostragione. Preso comungue un elemento x € ), si ha un’equa-
zione

¥ p bt h=0 (e B).

Lanello 8" = A[b,, ..., b,] & un A-modulo finitamente generato in
vierd di {5.2), e B[] & un B'-modulo fnitamente generato (poiché x
€ intero su 8'). Dunque B'[%] & un d-modulo finitamente generato
(cfr. (2.10)) e pertanto x & intero su 4, stante la jii) di (5.1). m

Corollario 5.5, Siane A = B anelli ¢ sia C la chinwira integrale di A
in B, Allora C ¥ intepralmente chinse in 5,

Dinmoriragione. Sia x € B intero so ) In vietd di (5.4) x & intero
su A, sicché xe C. ®

La proposizione seguente mostra che [a dipendenza integrale si
conserva nel passaggio al quozienti e agli anelli di frazioni:
Proposizione 5.6, Siawe .= B awelli, ¢ B intero o A,

i} Se b & nn ideale di B ea = 0 = A b, allora Bfb & fntere o Afa,
ii) Se X ¢ rovm parte moltiplicativa df A, allora S-18 & dwders s 1A,

Diwosiragione. i) Se x € B si ha, diciamo, x® + a,x"' +
+ a,= 0, con a; & A. Per ottenere la tesi, basta riduree tale equazio-
ne mod. b,

ii) Sia xfr un elemento arbitrario di S<'8(x € B, s J), Allora
dall’equazione sopra scritta si ha

(eI + (@ls)xls)= o aglst =0

it che prova che xfr & intero su 514, @
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I{ teorepsn del going-sp

Proposizione 5.7. Siww A = B domiui di intepritd ¢ rig B intery
st A, Allora B B s campo se ¢ soltanto 5o A & s campo.

Dimuostragione. Supponiamo che A siz un campo, e considetiamp
un elemento ye &, 7= 0. Sia

Frayrtt dap=0 (e

un'equazione di dipendenza integrale per y di grado minimo. Poiché
B & un dominio di integritd si ha a, 2= 0, da coi y = —all "1 4
4= a4 4+ a,_3) € B. Dungue B & un campao.

Viceversa, supponiamo che B sia un campo, e considetlamo un
elemento x e A, x 2= 0, Allota x~1 ¢ B, dunque & intero so 4, sic-
ché si ha un’equazione

XM poglemt g gl=0 (e A

Me segue che w1 = —(a; + awe -+ + =) g A, dunque A &

nn campo. ]

Corollatio 5.8.. 8iane A = B apelli, ¢ B fntere s Aj sl o nn ideals
prima df B ¢ poniame p = oq° = q 1 A Allara g & marrimale e ¢ soltanto .
£e & mrassinrale.

Dimostragione, In viced di (5.6), Bjq & intero su Afp, e tali agelli
sono entrambi domini di integritd. A questo punto, basta utilizzare
(5.7. m

Corollario 5.9, Siane A = B awelli, ¢ B intere sn A; slave o, o'~
ideali prizei di B fali che g = q' ¢ 0° = ' =y, dictame. Allova risulta;
q=1q"

LDimortragione. In virtd di (5.6), B, & intero su 4, Sia m Pesten-
sione di p in A, & siano n, ', rispettivamente, le cstensioni di q, ¢’
in By, Allora m & ideale massimale di A ;inoleen s, e =n"=

= . Da (5.8} segue che n, 1’ sono massimali, sicchéd 1 = ' e quindi,
stante (3.11) (iv), = q’. B

Teorema 5.10. Jigwe A = B awelli, con B intere s A, ¢ sia p mn
ideale primo di A, Allora esiste s ideale primo o di B tale cbe g n A = p.
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Dimostragione. 1o virtd di (5.6), B, ¢ intero su A4, e il diagramma
A —+ 8

.i[ ‘n

A, — B,

(in cui le frecee otizzontali sono iniettive) & commutative. Sia n un
ideale massimale di By; allora m=n n A, & massimale (cfr. (5.8)),
sicché & l'unico ideale massimale dell’anelln loeale 4,. Se pooiamo
g=fn), allora g2 primo esibaqmn A= (m)=p. B

Teorema 5.11. (Teorema del “golng-up™). Simme A = B anell,
caie B iwters an Ay siawe p, = S D, e catena di ideali primi di A
EO S .. S s {1 = m << n) ana cotema dF ddeali prived di B fali che
g A=p (1 = i = w). Allora lo catena q, S = My fid esdere
erfern ad soa cafena q, S Sy faleche pm A=piporl <isn

Dimostragione. Procedendo per induzione cf sl riduce immediata-
mente al caso in cui w = 1,n= 2. Poniamo 4 = Alp, 5= Blq,:;
allora A © B, e B & intero su A4 (cfr. (5.6)). Ne segue, in vietd di
(5.10), che esiste un ideale primo §, di B tale che §, 1 A = Py, I'im-
magine di py in . Sollevando §, in 7 si ottiene un ideale primo g,
con le proprietd richieste. M

Domini di antsgrita integralmente chivesi. 1! teorema ded going-down
La proposizione (5.6)(ii) pud essere migliorata:

Proposizione 512, Siawe A = B anelli, ¢ sia C la ebiwsura inte-
grale di A dn B, Siz § wwg parte woltiplicativa di A, Ablora §-1C ¢ fa
chirsra imbgprale df 514 jn 518,

Dimeostragione, In vized di (5.6), 5-1C & intero su J-14, Viceversa,
se un elemento bfs &€ J-18 & intero su S-14, allora si ha un’equazione
della forma

Gl + @Bl ayfs, =0

dove a;€ A, e 5(1 < i <#). Poniamo f=r, 1, e moltpli-
chiamo ambo i membzi di tale equazione per (s£)%. Allora essa diven-
ta un'equazione di dipendenza integrale per Melemento ¢ su 4. Dun-
que bt € Ce pertanto bfs = btlsre S-1C. m
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Un dominio di integtitd si dice fwéggralmente chisiso (senza ultetiori
specilicazioni) se & integralmente chiuso nel suo campo delle frazioni,
Per esempio, £ ¢ integralmente chivso {cfr, {5.0)). La medesima arpo-
mentazione prova che un arbitratio dominio a fattorizzazione unica
& intepralmente chivso. In particolare, un anello di polinami &, ,

+. 4 2] s0pra un campo & integralmente chivso.

La chinsara integrale & una proprietd locale;

Proposizione 5.13. Siz A ww doawinia df integrivd. Allora le segerenti
comdiioni o equdvalenti:
1) A & intepralmente chitte;
ii) Ay & integralments chinse, per ogni ideale prime p;
iii) Ay, & itegralmente chivse, per ogni ideals masrimals m.

Dimostragione. Sia K il campo delle frazioni di 4, sia € la chinso-
ra integrale di A in K, e sia f: A — C I'applicazione identica di A
in C. Allora 4 & integralmente chiuso < [ & suriettiva, e in virtl di
(5.12) A, (risp. 4,) & integralmente chiuso <= f, (risp. f) & sorietti-
va. A questo punto basta utilizeare (3.9). »

Siano A = B anclli ¢ sia a un ideale di 4. Un élemente di B sl
dice intere 1o g, se soddisfa ad un’equazione di dipendenza inteprale
su A in cai tottl i coefficienti appartengono ad a. La chinswra infegrale
digin B ¢ l'insleme di tutti gli element di B che sono interl su a.

Lemma 5.14. §ia C lo chinsra intgprale di A in B ¢ dewotiamo com
a° Pestensione di o i C. #llora la chivenra infeprale di a in B ¢ il radicale
i of (e perdanto ¢ chinsa rispetto all®addizione ¢ alla woltiplicazione),

Dimostragione. Se un elemento » € F & intero sa g, si ha un'equa-
zione della forma

s Lasmll g =0
oo 4, ..., 8, in 4. Dunque x e C e x" € o, ossia x € r{a?). Vice-
3
versa, se x € r{g?), allorm x® = ¥ apx; per qualche » > 0, dove gli-a;
=1

sono elementi di g ¢ gli x; sono elementi di C. Poiché ciascun x; &
intero su .4, segue da (5.2) che M = Alx,, ..., %] ¢ un A-modulo
Anitamente penerato, € inolwe x*M = oM. Allora in vired di (2.4)
{ptendendo ¢ = moltiplicazione per x*), si ha che »* & intero su.g,
sicché x & intero sun.  ®
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Proposlzione 5.15. Siawe A = B domdnd df dutegritd, con A dute-
gralmente chinto, ¢ sia s € B intero s s ideale 0 di A, Allora x & algebri-
eo suf campo delle fragioni K di A, e se il sup palinomio minimo s K & 1 +
4 a4 + @, allora ay, ..., a, appartengone a r{n).

Dimssiragione. B chiaro che x & algebrico su K. Sia L un’estensio-
ne di & {L campo) contenente tutti § coningati s, ..., %, di 2 Ogni
elemento s, soddisfa alla medesima equazione di dipendenza integra-
le relativa a x, sicché ciascun »; & intero su a. I coefficient del poli-
nomio minimo di » su K sono polinomi negll »; ¢ dunque, in virmd
di {5.14), sono ioterl su a. Poiché A & integralmente chiuso, essi de-
vono appartenere a ra), ancora in viets di (5.14). m

Teorema 5.16. (Teorema del “going-down™).Jiame A = B do-
weitd di dwdapritd, ron A datepralmente ehivse ¢ B dntare su A Siawo p, 2

2 P, wna catena di ideali primi di A, £ q; 2 2 0y (w < u) ma
catena di fdeali prived of B tali ebe q; 0 A=1p;(1 = § < w). Allora la
catena g, =2 =y pid errere exiesa ad mwa cadena ) 2 =3
ehe gy A= p(l <7< n)

Dhiwsortragione. Come =i & visto in (5.11), ci si ridoce immediata-
mente al caso in coi w =1, 5= 2. Allors occorre provare che p, &
la contrazione di un ideale primo dell’anello B, o in modo equiva-
lente {cfr. (3.16)) che B, b, N A =,

Ogni elemento x & E..Pa ¢ della forma yfs, dove y € Bp,ere B~
— g In virtd di {5.14), y & intero su py, ¢ guindi, stante (5.15), la sna
equazione di grado minime su £ il campo delle frazioni di A, & della
forma

(Ij JF+”J-]+"-+HF=D
COM Hyy + .y H, I8 P

Supponiamo ora che x € . py M A Allorar= yx-tconx'e K,
cosicché 'equazicne di grade minimo per r su & si ottiene dividendo
la (1) per %7, & 5i ha, diciamo,
(2) FLE o +v=0
dove p; = nyfxi, Di conseguenza

@ i =wep, (1<i<r)

Ma 5 & intero so A, dungue, in victd di (5.15) (con a = (1)) ciascun
vy appartiene ad . Supponiamo che x ¢ py. Allora la (3) mostra che
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ciasoun »; € Py, da cui, stante la (2), e By, © By, < 4, ¢ quindi
1€y, cid che & una contraddizione. Me segue che x € p; © pertanto
B, p; " A =p,, come richiesto. W

La dimostrazione della proposizione seguente presuppone alcunt
risultati classici della teoria dei campi,

Proposizione 5.17. Sin A tn doaminge di infeprita integralmende chin-
s ¢ K il w0 campo delle frazioni, sie L nn'erfensione alpebrica finita repara-
bife di K ¢ B la chiwwwra inteprale di A i L. Allora esiste nna base vy,

ooy vdi Losu K take cbe B < ém.

Dimostragione. Se v & un elemento arbiteario di L, allora » & alge-
brico su £ e pertanto soddisfa ad un’equazione della forma

a4 a4 +a, =10 {a; & A).

Moltiplicande tale equazione per af~1, si vede che a6 = & & inte-
ro su A, e quindi appartiene a 8. Dunque, data una qualsiasi base di
L su K, & possibile maltiplicare gli elementi della base per opportuni
elementi di A, in modo da ottencre una base w,, ..., &, tale che cia-
scun #; e M,

Denotiamo con T la traccia (da L a K). Poiché L|K & separabile,
la forma bilinears (3, y) ++ T(xy) su L (considerato come spazio vet-
toriale su &) & non degenere, € quindi si ottiene una base duale s, ,
ooty di Losu K, definita da T(mp;) = 8,;; Sia » un elemento arbi-
tratio di B, diclamo x = ? spi(xge Ky 51 ha xwee B (glacché

w; € H) e pertante Tan) & A, in vietd di {5.15) (poiché la traccia di

un elemento & un multiple di wno dei coefficienti del polinomioc mi-

nima), Ma ) = ‘jz T{oegigry) = ? 2, Tnpy) = ¥ 2y = xy, dun-
1

que x; € A, Di conseguenza, B = 3 4v, m
1

Auelli di valutagione

Sia B un dominio di integritd, & il suo ecampo delle frazioni. 5i
dice che B & un anelle df valutagione di K se, per ogni clemento » £ 0

in X, 0 xe B oppure x-' € £ (le duc eventualitd potendosi presen-
tare simultaneamente),
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Proposizione 5.18. i) B 2 an anells focale.

ii) Xe B & s anello tale che B = B' © K, allora B & s anells df va-
ltazione di K.

iify B & integraluente chisse (in ).

Dimostrayione. 1) Sia m insieme degli element] non invertibili di
A, sicché xemesc=1{ oppure x'¢ H. Sesec f e xem sl ha
ax € m, piacché altrimenti (ax)-! & B e pertanto x=? = a2 {ax}1e B,
Siano poi =,y elementi non mulli di m. Allora o xy'e B oppure
xlye B Sexy-le Ballora x4+ y= (14 x Y ye Bm < m, e simil-
mente se x4y € B, Dungue m & un ideale & pertanto & & un anello
locale, in wirtd di (1.6),

if) segue chizramente dalle definizioni.

iif) Sia » € K intero su B, Allora si ha, diciamo,

s 4 bt 4 4 by=0

con i b; e B Sexe 8, non o't nulla da dimostrare. Altrimenti, si ha
=g B, da eu x = —(b, 4 byx=1 4 + bl m

Sia K un campo, [ un campo algebricamente chioso, 5ia X' I'in-
sieme di tutte le coppie (A, /), dove A & un subanello di K e & un
omomorfismo di 4 in £, Introduciamo una relazione di ordine paz-
ziale in X' nel modo seguente:

(AN <A fleAdcA e fflh=]

Le condizioni del lemma di Zorn sono chisramente soddisfatre e
pestanto insieme I possiede almeno uo elemento massimale,

Sia (B, g) un élemento massimale di L. Vogliamo provare che B
& un anello di valutazione di K. 1l primao passo nella dimostrazione & il:

Lemma 5.19. B ¢ ue aneli focals e m = Kec(g) ¢ & soo ddoale massi-
s

LDipostragione, Poiché g(H) & un subanello di un campo e guindi
va dominio di integried, 'ideale m = Ker (g) & prime. Possismo esten-
dere g ad un omomorfismo #: B, — £, ponendo §(bs) = g{b)fe(r) per
ogni # € B e per ogni r € # — m, giacché certamente g(s) % 0. Poiché
la coppia (8, g) & massimale, si ha che B = B, ; dunque B & un anello
locale e m & il suo idenle massimale, ®
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 Lemma §.20. Sia x un elemento now nulls di K. Sia Blx| il wbanallo
di K generato da  sopra B, ¢ wix] Pestensions di w in B[x]. Allora o
Mix] 3= B eppure mla—7] 7= Blx-1].

Dimostragione, Supponiamo che wfx] = Blx] e m[x] = B[]
Allora si avranno equazioni

(1) fy -+ e 4 + tgx™ =1 (arp & 1)
@ nt et dext=1 (hem)

€ mon & restrittivo supporre che entrambe siasno di grado minimo,
Supponiama ehe m > , ¢ moltiplichismo la (2) per 2

3 (1 — pgloe? = w200 + ¥

Poiché p, & m, segue da (5.19) che 1 — 5, & invertibile in B, e per-
tanto la (3) pud aviscriversi nella forma

At = gt + wy, (wy € m).

Dunque si pud sostituire 2™ nella (1) con =2 4+ + wxmn, ¢
cié contraddice la minimalits dell’esponente ». =

Teorema 5.21. Sia (B, g) s elewento massimale di . Allara B ¥ an
awesly di valutazione del campo K.

Dimortragione, Occorre provare che se » 3% 0 & un elemento di K,
allore o x e B oppure x~* & B. In virnl di (5.20), possiamo supporre
che mfx] non & I'ideale unith dellancllo B' = Blx]. Allora mx] &
tontenuto in un jdeale massimale m’ di &', e si ha m' N 8 = m (poi-
ché m".~ B & un ideale proprio di B ¢ contiene m). Dunque 'immer-
stone di B in B' induce un’immersione del campo & = B/m nel cam-
Po &' = B'fm’; inoltre k' = &[] dove & & Pimmagine di x in &, sic-
ﬁ’-}f ¢ glgebrico su & ¢ pertanto &'¢ un'estensione algebrica fnita

Ora Pomomorfismo g induce un’immersione § di & in 2, piacehé
{EfJ:L (5.19)) m ¢ il nucleo di g. Poiché 2 ¢ algebricamente chiuso, §
puc essere esteso ad una immersione §' di &' in . Componendo §
con l'omomorfismo naturale & — &, si ottiene un omomorhsmo, di-
Clamo g": B' — (J che estende g. Ma la coppia (B, g) & massimale, dun-
que B'= B e pettanto x € B, B

Corollario 5.22. Sia A s mbapells di wn campo K. Allora la chin-
sura intsgrale A di A dw K& Dintersegione di tueti ghi anelli di valwtagione
di K che cowtenpone 1.
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LDhimarirazione. 5ia B un anello di valutazione di & tale che 4 = B,
fqoichﬁ B & integralmente chinso, in vired di (5.18)iii), si ha che

c B,

Viceversa, sia » un arbitrerio elemento di & tale che x ¢ 4. Allo-
r x non appartiene all’anello A’ = _4[%x-?], Dungque %! non & in-
vertibile in A’ & pertanto & contenuto in un ideale massimale m' di
A’ Sia 2 una chivsura algebrica del campo & = A'Jm'. Allora la
restrizione ad .4 dell'omomotismo naturale A° — & definisce un
omomotismo di A in £, In vietd di (5.21), esso pud essere esteso &
qualche anelle di valutazione B = 4. Ma allora, poiché x— viene
mandato nello zero, oe segue che x ¢ 8. W

Proposizione 5.23. Sdaw A = B doprini di intsgritd, con B finita-
menie generate o A Stz v ww elemento o yulle di B, Allgra esiste sum als-
ments 5= 0 én A con o sepnente proprietd: ogni onvomorfinme £ di A in
camipo algebrisamente chinse 12 tale cbe f{a) 55 0 pud ervere esteio ad ww onvo-
warfisme g df B iw 13 tale che p(v) 5= 0.

Dimortrazions. Procedendo per induzione sul numero dei geoera-
tori di B sopra 4, ci si riduce immediatamente al caso in cui B & ge-
nerato su .4 da un solo clemento x.

i) Supponiamo che x sia trascendente su »4, ossia, » non & radice
di aleon polinomis nen mulle a eoefficientd in A, Sia p= agp® -+
+ ayxn-1 4 + a, e preadiamo & = 4, Ora se f1. 4 — 0 & tale
che fiw) 7= 0, esiste uo clemento £ & £ wle che fladé™ 4 fla)Em-1 4

+ flaa) 7= 0, poiché 2 & iofinito. Bstendiamo poi £ ad un omo-
motfismo g: B — 2 definito ponendo g(x) = £ Allora g(v) 5 0, come
tichiesto.

i} Supponiame ora che x sia algebrico su 4 (ossia sul campo delle
frazioni di ). Allora tale risulta o=, poiché # & un polinomio in x.
Dwungue si hanno eqoazioni della forma

1 e 4 ayxm—t - +a,=10 (i A)
@ ap "t ap it ta=0 (de )

Poniamo # = gy, € sia f: A — 0 tale che f(#) 5 0. Allom f pud
essere esteso innanzitatto ad un omeomorfismo f: Ay =0 (con
Silg=T)y = f(#)-Y), e successivamente, in virtd di (5.21), ad un omomor-
fismo 4: C — {2, dove ' & un ancllo di valutazione conteneate Afa—].
Stante la (1), x & intero su Afa-Y], ¢ quindi {cfr. (3.22)) x € C, sicché
' contiene B, € in particolare # € €. Dalira parte, dalla (2) si ha che
¢~ & intero su A7), e pertanto appartienc a , ancora in virtd di
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(5.22). Dunque # & invertibile in C, e quindi A{r) £ 0. A questo punto,

pet

concludere, basta definire ¢ come la restrizione di ba B, m

Corollario 5.24. Sie k& sw campo ¢ B ona k-algebra finitawente gene-
rata. Se B & s campo, allora- B ritalta sw'estensione algebrica finita di k.

Diwostragione, Basta prendere A = &, r = 1 e £2 = chiusura alge-
bricadi & ®&

L’enunciato (5.24) & una delle forme del Nadlstellensaty o Teore-

ma

degli zeri di Hilbert. Per un'altra dimostrazione, cfr. {7.9).

Esereigi

1.

2

104

Sia f: 4 -+ B un omomorfismo intero di anelli. Provare che f*:
Spec(H) — Spec (A1) ¢ un'applicazione ehinse, ossia manda sotto-
insiemi chinsi in sottoinsiemi chivsi, (531 tatta di wna formulazio-
ne geometrica equivalente di {5.10).)

Sia .4 un subanello di un anello B tale che B & intero su A, ¢ sia
f: A -+ [} un omomorfismo di /4 in un campo algebricamente

chiuso . Dimostrare che [ pud essere esteso ad un omomorfismo
di B in 2. [Utilizzare (5.10).]

. Sia fr B — B' un omomorfismo di A-algebre, e sia C uns 4-

algebra. Se f ¢ intero, provare che (@ 1: B, C—+ B G, C &
intero. (Tale risultato include (5.6) i} come caso particolare.)

. Sia .4 vn subanello di un anello B tale che B & intero su 4. Sia

n un ideale massimale di # ¢ sia m=nn 1 ideale massi-
male corrispondente di 4. E vero che B, risuita necessariamente
intero su A7

[Consideriamo il subanello &[x® — 1] di &x], dove &£ & un campo,
e sia = (x — 1), Pud Ielemento 1/(x + 1) essere intero?]

. Siano A = B anelli, con B intero su 4.

i) Se x e A & invertibile in B, allora risalta invertibile in A,
ii) Il radicale di Jacobson di 4 & la contrazione del radicale di
Jacobson di B.

. Siano By, ..., B, A-alpebre jintere. Dimostrare che f[ﬂ; & una
4

A-algebra intera.

. 8ia A un subanello di uno anello B, tale che ingieme B — 4 &

chiuso rispetto alls moltiplicazione, Provare che A & integral-
mente chivso in B.



10,

Ererergd

i) Sia A un subanello di un dominio di intepritd B, e sia C' la
chiusura integrale di .4 in B. Siano f, g polinomi monici in
B[] tali che ff e Clx]. Allom e g appartengonoa Clx]. [Pren-
diamo un campo contenente & in cui i polinomi f) g si spezza-
no in fattori lineari: diciamo f= II (& — £, g = IT {5 — ;).
Ciascun £; e ciascun #; & wna mdice di fg, dungue & intero su
. Ne segue che i coefficienti di e di g sono interi su ']

i) Dimostrare lo stesso risultaro senza supporre che B (oppore )
& un dominio di inteprita.

. Sia A un subanello di un anello B e sia C la chiusura integrale

di A4 in B. Provare che Cx] & la chinsura integrale di #fx] in
Bx]. [Se f& B[] & intero su A[x], allora

f“rafmt+ tea=0  (ge Ax)

Sia r un intero maggiore di e dei gradi di gy, ..., g, € poniamo

Ji=[f— o, sicché
(it =t alf+ P4 +ga=0
ossta, diciamo
M+hfi='+ +ha=0,

dove fg= (=" + glx""14 ... 4 g, Alx]. Ora basta ap-
plicare I'Esercizio 8 ai polinomi —f; e 4§, /M2 4 -+
+ dps]

Si dice che un omomorfisime di anelli f; 4 — B possiede la pro-
prictd del going-up (risp. la propricid del going-dows) se la tesi del
tearema del going-up (5.11) (risp. del teorema del going-down
(5.16)) vale per & e il suo subanello f(4).

Sie f*: Spec(B) — Spec (A} 'applicazione associata a f.
i) Consideriamo le tre affermazioni seguenti:
(@) f* & un'applicazione chivsa.
(b) f possiede la proprietd del going-up.
(c) Sia g un ideale primo arbitrario di B e p = q°. Allora f*:
Spec (Bfq) — Spec (A/[p) & suriettiva,
Dimosteare che (a) = (b) == (c). (Cfc, anche Capitolo 6, Eser-
cizio 11.}
ii) Consideriamo le tre affermazioni seguenti:
(a") f* & un'applicazione aperta.
(b") f possiede la proprietd del going-down.
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(c) 5ia g un ideale primo arbitratio di B e p = ¢ Allog f#;
Spec(B,) == Spec (A,) & suriettiva,

Dimostrare che (8" == (b") ==(c/}. (Cfr. anche Capitolo 7,

Esercizio 24.)
[Per provare che (3") = (c'), osserviamo che B_ & il limite diretto
degli anelli B, dove t € B — g; dunque, in vire dell’Bsercizio 26
del Capitolo 3, si ha che [*(Spec(B,)) =\ f*(Spec(B)) =

!

MY ), essendo ¥ = Spec(B). Poiché ¥, & un intorno aperto
i |

di.gin Y, e inoltre f* & aperta, ne segoe che f*(Y)) & un intorno
aperto di p in Spec () e pertanto contiene Spec (A4,).]

Sia f2 A —+ B un omomorfismo piatro di anelli. Allora [ possiede
la proprietd del going-down. [Cfr. Capirolo 3, Esercizio 18.]

Sia & un gruppo fnito di sutomorhsmi di un anello A, e deno-
tiamo con 49 il subanello dei G-invarianti, ossia di et gli ele-
menti x € A tali che o{x) = x per ogni 0 € G, Dimostrare che A
& intero su 4% [Basta osservare che ogol clemento x & A & una
radice del polinomio ]1{.1‘— afxY).]

Sia ¥ una parte moltiplicativa di .4 tale che #{3) < I per opgni
o€ G, ¢ poniamo 5% = 'y 4% Provare che 'azione di & so A
si estende ad un’azione su S—14, e che (J9)-149 = (§-1.4)%,
Nella sitvazione dell’Esercizio 12, sia p un ideale primo di 4%, e sia
P Vinsieme degli ideali primi di 1 la cui contrazione & p. Dimo-
gtrare che & agisce wansitivamente su P, In particolare, P & fuits,
[Siano py,py € P e sia x e py. Allora [Jal=)ep, n AT=p cp,

L

da eui a(x) € p, per quaiche o € . Dedurre che p, & contenuto
nell'onione | o(py); & applicare poi (1.11) e (3.9).]
aa{y | )

Sia .4 un dominio di integritd integralmente chiuse, X il suo cam-
po delle frazioni e I un’estensione finita normale separabile di &,
Sia & il gruppo di Galois di L su X e sia B la chivsurs integrale
di 4 in L. Provate che ofH) = B per opni v € G, ¢ inoltre che
A =A%,

Siano A e K come nel'Bsercizio 14, sia L un'arbitraria estensio-
ne finita di £, ¢ sia & la chivsura integrale di A4 in L, Dimostrare
che, se p & un ideale primo qualsiasi di .4, allora Pinsieme degli
ideali primi q di B che si contraggono a p & finito (in altre parole,
che Papplicazione Spec (B) — Spec(A4) ha fibre finite).

[Bidursi ai due casi {a) L separabile su K e (b) I. puramente inse-
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parabile su K. Mel caso (a}), immergere L in un'estensione finita
normale separabile di X, e utilizzare gli Esercizi 13 e 14. MNel caso
{b), se q € un ideale primo di B tale che q N 4 = p, provare che
q & l'insieme di tutd gli elementi xe B tali che x™ € p per qual-
che m 2 0, dove p & la caratteristica di K, ¢ quindi che applica-
zione Spec (B} — Spec () & bilettiva, nelle ipotesi artali.]

It leppma df mormalizyacione df Noether

16, Sia & un campo & sia 4 £ 0 una A-algebra finitamente penerata,
Allora esistono elementi v, ..., % € -4 che zono alpebricamen-
te indipendenti s £ e tali che A & intero su &£y, ... 0]

Supponiamo che & sia infinite. (I risultato & sncora vero se &
& finito, ma richicde upa dimostrazione diversa.) Siano sy, ., xp
un sistema di generatori di 4 come &-algebra, Possiamo rinume-
rate gli ¢, in modo tale ehe 2, ..., x, siano algebricamente indi-
pendenti su & e ciascono degli elementi ., .. ., 2, sia algebri-
co su &x,, ..., x,). Procediamo ora per induzione rispento a »,
Se n = r, non 't nulla da dimostrare, sicché supponiamo s > re
il risultato vero per w — 1 peneratori. Il generatore x,, ¢ algebrico
su K3y, ..., ¥y, dungue esiste un polinomio f5£0in » varia-
bili tale che f(,, 2 Xgops %g) = 0. Sia F il termine omogeneo
di grado pit alto in f, Poiché & ¢ infinito, esistono elementid,, ...,
Rur € & taliche F(ly, ..., Ay, 1) 7 0. Poniamo x{ = x;— A,
{1 = i << w— 1). Dimostrare che x, & intero sull'anello A’ = k[x,
vv s %hy], € quindi che A & intero su A" A questo punto, basta
applicare l'ipotesi induttiva ad .4’ per completare la dimostrazione.
Dialla dimostrazione segue che y,, .. ., ¥, possono essere scel-
t come combinazioni lineaxl di x,, ..., x,. Cid ha la seguente
interpretazione geometrica: se & & alpebricamente chinso e A &
una varierd algebrica affine in &% con anello delle coordinate A4 =£0,
allora esiste un sottospazio lineare L di dimensions r in & ed
vn'applicazione lineare di & su L. che mapnda X sgpra L. [Utiliz-
zare I'Bsercizio 2.

I veorema depli zeri i Hilbers (forma debole)

17. Sia g # (1} un ideale nell'anello dei polinomi &2, .. ., 4], casen-
do £ un campo algebricamente chivso. Allora 'insieme /{a) dei
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punti x = (¥, ..
# non vuoto.
[Poniamo A = &[#; ..., #,]/n. Allora 4 2= 0, sicché in virtd del-
U'Esercizio 16, esiste un sottospazio lineare L di dimensione = 0
in £ ed un s.pplimzinn: di ¥(a) sopra L. Dunque Mg} £ ]

Dedurre che ogni ideale massimale nell'anello &, ... f] &
della forma (#;, — ay, ..., 1, — a,) dove a; € &,

.y %) € £ tali che f(x) =0 per ogni fea,

Sia & un campo e sia B una &-algebra finitamente generata. Sup-
poniamo che B sia un campo. Allora B & un’estensione algebrica
finita di k. (Questa & un'altra versione del Teorema degli zeri di
Hilbert. La dimostrazione seguente ¢ dovuta & Zariski. Per altre
dimostraziond, cfr. {5.24), (7.9).}

Siano sy, ..., %, on sistema di generarori di A come A-alge-
bra. 5i procede per induzione su 4. Se w = 1, il tiseltato & banal-
mente vero, sicché supponiamo » = 1. Poniamo .4 = &[x,] e sia
K = k(x,) il eampo delle frazioni di 4. In virth dell'ipotesi in-
durtiva, H & un'estensione algebrica finita di &, dungue ciascuno
degli clementi xy, ..., &, soddisfa ad un’equazions polinomiale
maonica a coeficienti in &, ossia a coefficienti della forma o/k, do-
ve a e b appartengono ad . Se & il prodotto del denominatori
di tutti guesti coefficienti, allora ciascuno depli elementd x,, . . .,
2, &intero su A, Dunque B, e di conseguenza K, & intero su 4,

Supponjamo che », sla trascendente su b Allora A & integral-
mente chiuso, poiché ¢ un dominio a fattorizzazione unica. Daa-
que A, & integralmente chioso (cfr, (5.12)), ¢ pettanto A, == K,
citr che chiaramente & assardo, Me segue che »; & algebrico su &
sicché & (e di conseguenza B) & un'estensione finita di &

Dedurre il risultato dell'Bsercizio 17 dall'Esercizio 18,

. Sia .4 un subanello di un dominio di integritd B tale che B & una

#A-alpebra finitamente peoerata. Dimostrare che esistono un ele-
meato 5 0 in A ed elementi »,, .,y in B, algebricamente
indipendenti su A, tali che 8, ¢ intero su By, dove 8'= Aly,,

v o dn)s [Sin 5 = A {0} e K= 514, il campo delle feazioni
di A Allora 518 & una K-algebra finitamente generata € pertan-
to, in virtd del lemma di normalizzezione (Esercizio 16), esistono
elementi 2y, ..., x, in §-'B, algebricamente indipendenti su X
e tali che 578 & interc su E[x,, ). Siano g, ..., 7, un
sistema di generatori di B come .d-algebra, Allors claseun g,
{considerato come elemento di J-18) ¢ intero su K, , »J.
Scrivendo un'equazione di dipendenza integrale per-ciascun g4
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dimostrare che esiste un clemento re 5 tale che s, =y fr (1 <
< ¢ < u) con y; € 8, e tale inoltre che ciascun clemento rgy & in-
tero su B, Dedurre che un siffatto elemento 5 soddisfa le condi-
zioni richieste.]

Siano .4 e F come nell'Bsercizio 20, Provare che esiste un ele-
mento 5 = 0 in A tale che, se {2 & un campo algebricamente chio-
s0 € 14— 12 & un omomozfismo per il quale {5} 5= 0, allora
pud essere esteso ad un omomorfismo B — 2. [Con le notazioni
deil’Esercizio 20, f pud essere esteso innanzitutto a B, per esem-
pio mandando ciascan y; in 0, poi a B, (gizcche f{s) 5= 0}, e inh-
ne a 8, (in virtd dell’'Esercizio 2, poiché B, & intero su J).]

Siano «1 e B come nell’Esercizio 20. Se il radicale di Jacobson di
A ¢ zero, allora tale risulta if radicale di Jacobson di B,

[Sia # == 0 an elemento di 8. Oceorre provare che esiste un ideale
massimale di B che non contiene ». Applicando 'Esercizio 21 al-
I'apello B, e al suo subanello .4, si ottiene un elemento 5 3= 0 in
A Ble m un ideale massimale di A tale che 5 ¢ m, ¢ poniamo & =
== Afm. Allora Papplicazione canonica .4 — £ si estende ad un
mmomothismo g di B, in una chinsora algebrica £ di k. Provare
che g(¥) 7= 0 e che Ker(g) n B & un ideale massimale di 5.]

. Sia . un anello. Dimostrare che le seguenti affermazioni sono

equivalenti:
i) Ogni ideale primo di 4 & un'intersezione di ideali massimali.
i) In ogni immagine omomorfa di A Il nilradicale & uguale al
tadicale di Jacobson.
iiify Ogni ideale primo di 4, che non sis massimale, & nguale al-

I'intersezione degli ideali primi che lo contengono proptia-
mente,

[L'unica implicazione non banale & iii) = ii). Supponiamo che ii)
non sia vera; allora esiste un ideale primo che non & uo'interse-
zione di ideali massimall. Passando all'anello quozients, possia-
mo suppotte che A & un dominio di integrith il col radicale di
Jacobson # & non nulle. Sia fun elemento non noilo di §t. Allora
Ay 0, sicché A, possiede un ideale massimale, la cui contrazione
in A & un ideale primo p tale che f¢ p, e che & massimale rispet-
to a tale proprietd. Allora b non & massimale e non & uguale all'in-
tersezione degli ideali primi che contengono proprinmente p.]

Un anelio .4 con le tre proprietd equivalenti di coi sopta pren-
de il nome di anello of Jacolson,
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Sia 4 un anello di Jacobson (Esercizio 23) ¢ B una A-algebya,,
Dimostrare che se (i) & & intero su -4 oppure (i) B & una .
algebra finitamente geperata, allora 8 & un anello di Jacobson, .
[Utilizzare I'Esercizio 22 per (ii).]

In patticolare, ogni anello finitamente generato, ¢ ogni alge-
bra finitamente generata sopra un campo, & un anello di Jacobson,

Sia A un anello. Provare che le seguenti condizioni sono equiva-
lenti:

i) A & un anello di Jacobson;

ii) Opni .4-algebra finitamente penerata B che sia un campo, =i-
sulta finita su .4,

[i} = ii}. Ci riduclamo al easo in cui .4 & un subanecllo di B, & uti-
lizriamo "Fsercizio 21. 5e 5 & un elemento di A con le proprieed
enunciate nell’Esercizio 21, allora esiste un idcale massimale m
di A che non contlene 5, e 'omomoshsmo A — Alm = & si
estende ad un omomoarfismo g di B nella chiosura algebrica di &..

Poiché B & un campo, g & iniettivo, e g(H) & un’estensione alge-

brica di &, dunque un'estensione algebrica finita di k.

if) = i), Utilizzfamo il criterio iii) del’Esetrcizio 23. Sia p un
ideale primo di 4 non massimale, ¢ ponlamo & = Afp. Siz fun
clemento non nulle di B. Allora By & una 4-algebra finitamente.
generata, Se By & un campo, essa & finita su B, dungue intera su
B e pertanto B & un campo, in vicn di (5.7). Ne segue che B, non-
& un campo ¢ pertanto possicde un ideale primo non nullo, fa cui
contrazione in B & un ideale non aullo p* tale che f¢ p']

. 8ia X uno spazio topologico. Un sottoinsieme di X & localvenis

chingo se & U'intersezione di un aperro e di un chiuso, o in modo
equivalente, sc & aperto nella sua chivsura,
Le sepuenti condizioni su ua sottoinsieme X, di X sono equi-
valenti:
(1) Ogni sottoinsisme non vuote localmente chivso di A joter-
seca )
{(2) Per ogni chiuso E di X si ha Eny X, = E;
(3 L'applicezione M U7 0 X dellinsieme degli aperti di X
sull'insieme degli aperti di X, & bidettiva,
Un sottoinsieme A7, che soddisfa tali condizioni si dice el
denga in X,

Se 4 & un apello, provare che le seguent affermazioni sono
equivalenti:



Erercizi

i} A & un anello di Jacobson;
ify: L'insieme degli ideali massimali di A4 & molte dense in
Spec [A);
iliy Opni sottoinsieme localmente chinso di Spec(A) costituito
da un solo punto & chinso,
[if} e iii) sono formulazioni geometriche delle condizioni if) e iif)
dell’Esercizic 23.]

Anelli @i vakitazione ¢ valutagioni

27.

30,

Siano A, H doe anelli locali, 5i dies che B dosiina A, se 4 & un
snbanello di £ e 'ideale massimale m di .4 & contenuto nell'ideale
rnassimale n di B (o in modo equivalente, se m =n n A). Sia &
un campo e sia L' Uinsieme di tutti § subanelli locali di K. Se Z'2
ordinato tispetto alls relazione di dominanza, provare che L pos-
siede elementi massimell e che A € £ & massimale se e soltanto
ge 4 & un anello di valutazione di &.

[Utilizzare (5.20).]

. Sia 4 vwn dominio di intepritd, K il suo campo delle frazioai. Di-

mostrare che le seguenti condizioni sono equivalenti:

(1) A & un anello di valutazione di K;
{2)'Se a, b sono due ideali arbitrari di A4, allora o a = b, oppute
b =a

Diedurre che, se .4 & un agello di valurszione e p & oo jdeale
primo di 4, allora Ay e Afp sono apelli di valutazione dei loro
campl di frazioni,

Sia .4 un anello di valutazione di uo campo K. Dimostrare che
ogni subanello di & ehe contiene 4 & un anello locale di .

Sia 4 un anello di valutazione di un campo X,  gruppo U degli
elementi invertibili di A4 & un sotrogroppo del gruppo moltipli-
cativo &* di X,

Poniamo "= K*¥/IJ, Se &, ne I’ sono rappreseanati da =,
ye K, definiamo £ 5 5 pet significare che x5~ € 4. Dimostrare
che cié definisee un ordinamento totale in 1" che & compatibile
con la strovtura di groppo (ossiz, § = n=-fw & nw per ogni
we IM. In alere parole, I' & un gruppo abeliano totalmente ordi-
nato, Esso & chiamato il grappo def salori di A,
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Siap: K* — I''omomorfismo eanonico. Dimostrare che o3
+ ¥) = min (p(x), #( 3)) per ogni x, y € K*.
Viceversa, sia I" un gruppo abeliano totalmente ordinato (scritto
additivamente), e sia K un campo. Una valitagione di K 2 valri in I
& un'applicazione p: K* — I" tale che:

(1) #(0) = o) + #(),

(2) o + 3) > min ((), (7)),

per ogni x, 3= K* Dimostrare che Pinsieme degli clementi

x e K* wli che v{x) = 0, ingieme alle zers, & un anello di valu-

tazione di K. Tale ancllo prende il nome di anells df valuitagions

di v, e il sottograppo »(K*) di I' & il grappe dei valori di v
Dunque le nozioni di anello di valutazione e di valatazione

sono essenzialmente equivalenti,

Sia " un gruppo abeliano totalmente ordinato, Un sottogroppo 4
di I'& irolato in I" se, ogni volta che D S f <l e e ae A, siha fle d,
Sia .4 un anello di valutazione di un campo K, con gruppo dei
valoxi ' (Esercizio 31). Se p & un ideale primo di .4, provare che
#{.A — p) & I'lnsieme degli elementi = 0 in un sottogruppo isolato
A di I, ¢ che Papplicazione cosl definita di Spec (.4} nell'insieme
dei sottogroppi isolati di I" 2 biiettiva,

Se p &-un ideale primo di A, quali sono i groppi dei valori
degli anelli di valutazione Afp, 4,7

. Sia ["un gruoppo abelisno totalmente ordinato. Mostrersmo co-

me costruire un campo K ¢ una valutazione ¢ di £ avente I come
gruppo del valori. Sia £ un campo arbitrario e sia 4 = £[I"] I'al-
gebra-pruppo di I"su & Per definizione, 1 & generato liberamen-
te, come &-spazio vettoriale, da elementi x (o & I") tali che x x,; =
= ¥, Provare che A4 & un dominio di integrita.

ge = A, + ...+ Ao, € un arhitrario clemento non
nullo di 1, dove i A; sono tuttd 20 ¢ u) < = @y, definiamo
v} = a,. Provare che I"applicazione #;: A — {0} — I" soddisfa
le condizioni (1) e (2) dell'Esercizio 31,

Sia & il campo delle frazioni di . Dimostrare che Iapplica-
zione #, pud essere estesa in modo unico ad una valutazione ¢ di
K, e che il grappo dei valori di p & precisamente I,

Sia A un anello di valutazione e K il suo campo delle frazioni.
Sia f: A4 — B un omomorfismo di anclli tale che £*: Spec(8) —
-+ Spec (A) & un’applicazione shinsa. Allora, se g: B — K & un ar-
bitrario omomorfismo di A-algebre (ossia, se go f & Fimmersione
di Ain K), s ha g(B) = A.
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[Poniamo C = g(H); ovviamente © 2 4. Sia o un ideale massi-
male di C. Poiché {* & chiusa, wi = u n » ¢ l'ideale massimale
di 1, sicché A, = A Inolue lanello locale ©, domina A,
Dunque, in virti dell’Esercizio 27, st ha & = 4, ¢ pertanto
Ce Al

Dagli Esercizi 1 e 3 segue che, se f: A — B & un omomarfsmo
intero ¢ £ & upa A-algebra arbitraria, allora Papplicazione
(f@1)* Spec(B @, C)— Spec(C) ¢ chinsa.

Viceversa, supponiamo che f: 4 — F abbia tale proprietd e
che 8 sia un dominio di integritd. Allora [ & intero. [Sostitoendo
#l con la sua immagine in B, ¢ riduciamo ol caso in cui 4 = B
c f& Videntitd, Sia X il campo delle frazioni di £ ¢ sia 4" vn ancllo
di valutazione di & contenente A, In vired di (3.22), basta prova-
te che A" contiene B, Per ipotesi Spec (8 (D, A7) — Spec{A% &

sun'applicazione chiusa. Applichiamo il risultato dell’Esercizio 34

all'omomorfsmo B @), A" — K definito da b () a' = ba'. Ne se-
pue che ba' € 4" per ogni be B e per ogni 2" € A’; prendendo
a' =1, si ottlene la tesi.]

Dimostrare che il risultato oma provato reste valido se 8 & un
anello che possiede soltanto un numero finito di ideali primi mi-
nimali (per es., se B ¢ noetheriane). [Siano p; gli ideali primi mi-
nimali. Allora ciascun omomorfistno composte A — B — Bjfp; &
intero, sicché A — I1(Bfp;) & intero, dungue 4 — B/% & intero
(dove & il nilradicale di B), e finalmente 4 — B & intero.]

Il risultato in questione continaa a valere in penerals, senza
ipotesi restrittive su 5P
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Capitalo sesto

Condizioni sulle catene

Fino ad ora abbiamo considerato anelli commutativi (con unitd)
del tutto arbitrari. Tuttavia, per procedese oltre e ottenere risultati
pid prufmd.i, & necessario imporre aleune condiziond di finitezza, 1
modo pid conveniente & gquello delle “condizioni sulle catene™, Fsse
8i applicano sia agli anclli che al moduli, ¢ in questo capitolo conside-
riamo il caso del modull. La maggior parte delle argomentazioni hanno
un carartere pinttosto formale, ¢ a causa di cid, vi'e una simmetria téa
le catene ascendenti e le catene discendenti—una simmetria che scom-
pare nel caso degli anelli, come vedremo nei capitoli successivi.

Sia I un insieme parzialmente ordinato medizate nna relazione <
(ossia, = & riflessiva e transitiva ed & tale che x < § e y < x insieme
implicano 2 = ¥).

Proposizione 6.1, Le seguenti condizioni s I sone equivalenti:

1) Ogni mceersione erascenty xy < 5y < i L} rtagionaria (ossia,
existe nn dntero o fale che 2y = 2, = ...).

ii) Ogi sottoinsieme non vaoto di I possiede 1 elemento massimale.

Dimpstragione. i) =-1ii). Supponiamo che i) non sia vera; allora
esiste un sottoinsieme non vuoto I di I privo di elementi massimali,
& si pud costruire induttivamente una successione strettaments cre-
scente non stazionaria in T

if) = i). L'insieme (%,),,,, possiede un elemento massimale, di-
camo x,. W

Se X & lMinsieme dei sottomoduli di un modulo M, ordinato me-
diante la relazione =, allora la i) prende il nome di condigione della o=
fenia ascendgsrde (a.c.c. in breve) e la i) preade il nome di cowdigfone mas-
simale. Un modulo M che soddisfa Puna o l'altea di tali condiziond
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equivalenti si dice noetheriane (in onore di Emmy Noether). Se I' &
ordinito mediante la relazione 2, allora la i) & la condigions della catena
dircendente (d.c.c, in breve) e la i) & la condigione meiwimale, Un modulo
M che soddisfa ad esse 51 dice ardinians {in onore di Emil Axrin).

Esempi. 1) Un groppo abeliano finito (come Z-modulo) soddi-
sfa sia la a.c.c. che la dce,

2} L'anello Z (come Z-modulo) soddisfa lz a.c.c. ma non la d.cc.
Infatti, se s e & e 2= 0, 4 1, si ha {a) = (&) = = (o) =
{inclusioni strette).

3) Sia & il sottogroppo di Q)€ formato da tutt gli elementi il cai
ordine & una potenza di p, dove p & un oumero primo fssato. Allora
G possiede esattamente un unico sottogruppo G, di ording p* per
ogni w0, eziba Gy G .., =G, ... (Inclusioni strette),
sicché G non soddisfa la a.c.c. Ialtea parte pli unicl sottogruppi pro-
pri di & sono i 7, dunque G soddisfa la d.ec.

4) 1l grappo H di turti | numeri razionali della forma anp" (a,
ne &, n =) non soddisfa alcuna condizione sulle catene. Infatei si
ha una successione esatta 0 — Z — H — & — 0, sicché. I non sod-
disfa la d.c.c. poiché Z non la soddisfa, ¢ & non soddisfa la a.c.c.
poiché & non la soddisfa.

5) L'anello E[x] (dove & & un campo ¢ & & un’indeterminata) sod-
disfa la a.c.c, ma non la d.c.c. sugli fdeal,

'6) L'anello dei polinomi £[x,, x5, ...] in un oomero infinito di
indeterminate x, non soddisfa afese condizicne sulle catene di ideali:
infatti la successione ) = (xy, x,) = ... & streftamente crescente, ©
la successione (x,) = (xf) = (=) = & strettamente decrescente,

7} Vedremo pit avanti che un anello che soddisfa la d.c.c. sugli
ideali deve soddisfare anche la a.c.c. supli ideali. (Cid now & vero pet
i moduli, in generale: cfr. gli esempi precedenti 2) e 3)).

Proposizione 6.2. M } Acuwodulo noetherians < agni sattansodalo
di M & finitamente generato,

Dimostragione. =: Sia N un sottomedule di M, e sia £ Pinsieme
di tutti i sottomoduli fnitamente generati di N. Allora ' & noo vuoto
{giacché 0 € L) e pertanto possiede un elemento massimale, diciamo
Np-Be N, 7= IV, consideriamo il sottomodulo Ny 4+ Ax, dovex e I,
x ¢ IN,; esso & finitamente penerato e contlene strettamente N, sic-
ché si ottiene una eontraddizione. Me sepue che NV = IV, e pertanto
IV & finitamente penerato.
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<= Sip M, = M, = una catena ascendente di sottomoduli di

M. Allora W= L‘:I M, &un sottemodulo di M, dunque & generato da
=1

un numero finito di elementi, diciamo 2y, ..., %, Sapponiamo che

=€ M, e poniamo n= 1T$:cr n;: allora ejaseun ;e M, dongue

M, = M ¢ pertanto Ia catena & stazionaria.

In wirtd di (6.2), i moduli noetheriani sono pid importanti dei mo-
duli artiniani: la noethetianitd & proprio la condizione di finiterza che
serve per la validith di una quantitd notevole di teoremi. Tuttavia,
molte proprietd formali elementari valgono sia per i moduli noethe-
riani che per i moduli artiniani,

Proposizione 6.3, Siz 0 M' = M Lo M" — 0 sna successione
gratta di A-moduli, Allora:

i) M & woetheriang <+ M' ¢ M" sono noetheriani,

i}y M & artiniane <= M ¢ MY sowe artiniani,

Dimastragione. Proveremo solo i); i) si dimostra in modo simile.

=1 Una catena ascendente di sottomoduli di M (o di M™) di ori-
gine ad una catena in MM, dungue & stazionaria,

<=! Bin (Lo )ps vna catena azcendente di sottomaoduli di M allora
(L, & una catena in MY, e (f{1.,)) & una catena in M". Per # ab-
bastanza grande tali catene sono entrambe stazionarie, da cpi segue
che la catena (L) & stazionaria. ®@

Corollario 6.4, S M; (1 < 7 < o) sowe A-woduli noetheriani (rirp.
artiviani), tale rissita (B M,
bt

Dimestragione, 51 procede per induzions, applicando (6.3) alla suc-
cessione esatta

il =1
0~ My ) My T M, 0. m

Un anello A si dice sostherians (tisp. artiviane) se risulta tale come
-modulo, ossia, s¢ soddisfa la a.c.c. (tisp. la d.c.c.) sugli ideali.

Esempi. 1) Ogni campo & artiniane e noetheriano; tale & anche
I'anello Zf(x) (v 7= 0). L'anello £ ¢ noetheriano, ma non artiniano (cfr.
I'esempio 2 prima di {6.2)),
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2) Ogni dominio a ideali principali & noetheriano (in virta di (6.2):
ogni ideale & Anitamente generato).

3) L'anello &[x,, %y, ...] non & noctheriano {cfr. Pesempio ¢ pre-
cedente), Tuttavia esso & un dominio di integritd, dunque possiede
un campo di frazioni. Cosl un sbenelfo di un anello noetheriano non
& necessatiamente noctheriano.

4} Sia X uno spazio compatto di Hausdotff infinito, C(A7) Panello
delle funzioni a valori teali continue su X Prendiamo una successio-
ne strettamente decrescente 7, = F; = di chiusi in X e poniamo
ay = { S5 CLX): f(Fy) = 0} Allora gli a, formano una successione
strettamente crescente di idesli in CLA): dunque O[5 noo & un anello
noctheriann.

Proposizione 6.5. Fie A s awelle sostheriane (rirp. artinéana), M
wn A-modulo [finddaments pemerade, Allora M & woetheriamo {risp. artiniane).

Dimostragione. M ¢ un quoziente di A" per qualche n: applicare
(6.4) e (6.3). =

Proposizione 6.6. Tia A s avello noetherians (risp. artiniang), o
fdeals di A, Allora Ala ¢ un ancllo woetheriano (risp. artiniang).

Dhimortragione. In vired di (6.3, A/a & noetheriano (risp. artiniano)
come A-module, dungue anche come Afs-modulo, m

Una eatena di sottomodoli di un modolo M & una soccessione
(M0 = 7 = #) di sottomoduli di Af wali che

M=M,2 M = o M, =0 {inclusiond sirete),

La Jnnghezza della catena & # (il numero dei “legami™), Una serie of
eany posigions di A & una catena massimale, cioé una catenn in coi non
& possibile inserire ultetiori sottomoduli: cid equivale a dire che cia-
scun gueziente M A1 < § < o) & sewplicr (ossia, non qusi:d: al-
tri sottomoduli al di fuori di 0 e se seesszo),

Proposizione 6.7. Supponiame che M abbia sma serie @i composizions
di lumpbeyza w, Allora apni serie di comporizione df A ba baiphegze n, ¢ opni
catena in M pud essere estesa ad una serie di compasizione,

Dimr.!‘m{r'am. Denotiamo con I{ﬂf} la ]uhglll:zu minima di nna

serie di composizione di un module M, ({{(M) = + oo se M non pos-
siede serie di composizione.) '
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) No M= I[N)=< M) Sia (M;) una serie di composizione di
M di lungheszza minima, e consideriame i sottemeodoli N, = N ~ M,
di V. Poiché N, [IN; = M_JM; e il secondo & un modulo semplice,
si ha: W, [N, = M 4[N, oppure IV, = IN;; dungue, eliminando
termnini ripetati, si ottiene una serie di composizione di N, sieché
HND < LMY, Se (N =I{M) = », allora NV, [N = MM, per cia-
scun indice i=1,2,...,#; oc segue che M, , = N,_,, da cui
My o= Nyg, .., ¢ inzlmente M = N,

ity Oguf catena in M ba dinghegza < M) Sia M =M, = M, = ...
una catena di lunghezza & Allora, in virtd di-i), si ha /(M) = JM)) >

= (M) = 0, da cul M) = &

ili} Consideriamo un’arhitraria serie di composizione di M. Se
essa ha longhezza &, allora & < (A4, in vired di i), sicché & =/(M)
per definizione di /(M) Dunque tutte le serie di composizione hanno
la stessa lunghezza. Infine, considerlamo una catena qualsiasi. Se la
sua lunghezza & /(M), essa deve essere una serie di composizione,
stante ii); se la sua longherza & < /M), es5a non & una serie di com-
posizione, dunque non & massimale e pertanto & possibile inserire
nuovi‘termini fino a che la lunghesza & (M), m

Proposizione 6.8. A pocsiede wna sorie di comporigione <> M soddi-
sfa entrambe e condigioni mlle catens,

Diwmastragions, =: Tutte le catene in M hanno lunghezza limitata,
dungue valgono sia la a.c.c. che Ja d.cc

+=: Costruiamo una serie di composizione di M nel modo seguente,
Poiché A = M, soddisfa la condizione massimale, in wirtd di (6.1),
ess0 possiede un sottomodolo massimale M, = M, Similmente MM,
possiede un sottomodulo massimale M, = M, e cosl via, 51 ottiene
cosl una catena strettamente decrescente My, = M, = ... la quale de-
ve risultare finita, in virtd della d.c.e.] & quindi & una serie di compo-
sizione di M. m

Un modulo che soddisfa sia la a.c.c. che la d.c.c, & chinmato per-
tanto un modil df Jongherza fuita. In wiced di (6.7) tutte le serie di
composizione di M hanno la medesima lunghezza J(M), che prende il
nome di mghegra di M. 1 teorema di Jordan-Hélder si applica ai mo-
duli di lunghezza finita: se (M)ycicn & (MDocicn 5000 due serie di
composizione arbitrerie di M, vi & una corrispondenza binnivoca tra
Pinsieme dei quozienti (M /M) cicq € linsieme dei quozient
(M{_3/MD); cicn, tale che quozienti corrispondenti sono isomorfi, La
dimostrazione & la stessa di quella per i proppi finiti,
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Proposizione 6.9. Le hngheyyn (M) & sma fangions additiva sulla
classe di tutti gl A-swodili di Inngherga fuita,

Dimostragione. Occorre provare che, se 0 — M —— M LMo
& una suecessione esatta, alloza [LM) = M) -+ {{M"). Conzsideriamo
I'immagine rispetto 2 o di uoa arbitraria seric di composizione di M*
¢ la controlmmagine rispetto a § di una arbitrada serie di composi-
zione di M"'; esse si raccordano dando origine ad una serie di com-
posizione di M, donde la tesi. m

Considerfamo il caso particolare dei moduli sopra un campo &,
ossia, dei f-spazi vetroriali:

Proposizione 6.10. Por av E-spagio vedtoriale V7 e regnenti condi-
ioni sowe equivalenii:
i) dirmensions finita;
i) Jmgbegra fnita;
i) a.p.e.;
iv) dus.

Inpltre, se 1ali condizioni sono seddisfaree, la linghesga risnlta agnale alla
dirvensione,

Dimostragione, i) = i) & banale; ii) = iii) e ii} = iv) discendono da
{6.8). Resta da provare che jii) =i} e iv) =i). Supponiamo che la i)
non sia vera, allora esiste una successione infinita (), di elemend
di I linearmeate indipendentl. Sia U7, (risp. T} lo spazio vettosiale
generato da xy, ..., &, (Hsp. X4, Xeigs oo o) Alloed la successione
(U dna (tlsp. (19,0, & infinita e strettamente crescente (risp. stretta-
mente decrescente), W

Corollario 6.11. Sia A s anello in cui Fideals gers & wn prodotio
My -« Wy & fdeali wassinali (non necescariamente distingd). Allora A &
noetheriane se ¢ soltanto 2 A § arfiniano.

Dimostrazgione. Consideriamo la catena di ideali A = m; 2 mym, 2

= itt, = 0. Ciascun quoziente m, m_/m, ---my &
uno spazio vettoriale sul campo Afm;. Dunque acc <=deec. per
ciascun quﬂzi:ut:. Ma a.c.c. (risp. d.c.i;.} pet ciascun qunczicntt < BLC,
(tisp: d.c.c.) per A, com’t subito visto applicando (6.3). Dunque 2.c.c.
“decc perd ®
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Esercigi

1.

120

i) Sia M un A-modulo noetheriano e w: M — M un omomorfi-
smo di modali, Se # ¢ suriettivo, allora & & un isomorfismo,

ii) Se M & artiniano e w & iniettivo, allora # & un isomorfsmo.

[Per provare (i}, considerare i sottomodoli Ker (#*); per (if), i
moduli quozienti Coker (47).]

. Sia M on A-modulo, Se ugni insieme non vuoto di sottomoduli

finitamente generati di M possieds un elemento massimale, allora
M & noetheriano,

. Sia M un A-modulo e siano Ny, NV; sottomoduli di A, Se MV,

e M|V, sono noetheriani, tale risulta M{(N, 1 Ny). Un risdltato
simile vale sostituendo “noetherlanc™ con “artiniano,

. Sia M un A-modulo noetheriano e sia a annullatore di A in 4,

Dimostrare che 4ja & un anello noetheriano,
Se si sostituisce “noetherianoe™ con “attiniano®™, il risuliato &
ancora vero?

. Uno spazio topologico X si dice aoetherians se gl aperti di X

soddisfano la condirione della catena ascendente (o, in modo equi-
valente, la condizione massimale), Poiché i chivsi sono § comple-
mentati degli aperti, cid equivale a dire che i chivsi di & soddi-
sfano la condizione della catena discendente (o, in modo equiva-
lente, la eondizione minimale). Provace che, se X & noctheriano,
allora ogni sottospazio di A & noetheriano, e inoltre che & &
quasi-comparto,

. Dimostrare che Ic seguenti condizioni sono equivalenti per uno

spazio topologico A
i) A & noetheriano,
i) Ogni aperto di & & gquasi-compateo.
iii} Ogni sowtospazio di A & quasi-eompatto.

« 'Wno spario noethetiano & un"unione finita di sottospazi chivsi ie-

tiducibili, [Considerare Pinsieme £ dei chinst di X che non sono
unioni finite di chivsi irriducibili.] Dunque Uinsieme delle com-
ponenti irriducibili di uno spazio noetheriano & finito.

. Se A & un apello noetheriano, allora Spec (A4) & uno spazie topo-

logico noctherdano, Vale il viceversa?



9.

10.

11.

12.

Biereizi

Dedurte dall'Esercizio 7 che insieme degli ideali primi minioali
in un apello noethetiano & finito,

Se M & un moduolo noetheriano (su un anello arbitrario A}, allora
Supp (A1) & un sottospazio noetheriano chiuso di Spee ().

Sia fi A= B un omomorfismo di anelli e supponiamo che
Spec () sia uno spazio noetheriano (Esercizio 5). Provare che
Sz Spec (B) — Spec () & un'applicazione chiusa se e soltanto se
J possiede s proprietd del going-up (Capitolo 5, Esercizio 10),
Tale risultato continua o valere in generale, senza ipotesi reserit-
tive su Spec ()¢

Sia . vn anello tale che Spec () & uno spazio noetheriano, Di-
mostrare che Iinsieme degli ideali primi di 4 soddisfa la condi-
zione della catena ascendente, Vale il viceversa?
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Awnelli nostheriani

Ricordiamo che un anello A si dice westheriare se spddisfa una del-
le tre seguent! condizionl, tra lovo cquivalenti:

1y Ognl insleme non vuoto di ideali in 4 possiede un elementa
massimale,

2y Ogni catena ascendente di ideali In 4 & stazionatia,

3) Ogni ideale di A & finitamente generato,

(L'equivalenza di tali condizioni & stata provata in {(6.1) e (6.2).)

Gl anelli noetheriani costituiscono sepz'altro la classe pid impor-
tante di anelli in algebra commutativa; abbiamo gid visto alcuni esem-
pi nel Capitolo 6. In questo capitolo mostreremo dapprima che gli
anelli noetheriani sono stabili rispetto o verie operazioni ben note:’
in particolare, dimostriamo il celebre teorema della base di Hilbert,
Successivamente, dedorremo alcune importanti conseguenze dalla’
noctherianitd, compresa 'esistenza delle decomposizioni primarie.

Proposizione 7.1, Yo A & nostheriano e ¢ & un omomorfismo di A s
s anelle B, aflora B} nweetheriana,

Diweostragione. Cid sepue da (6.9), poiché 8= Afa, dove g =
= [er(f). =

Proposizione 7.2, Siz A ow owbanelle i B; spponiame che A sia
noetherians ¢ che B tia finitamente generato come A-modulo. Allora B ¥ noe-
theriang (come anella),

Dimastragione, In virtd di (6.5) H & noctheriuno come A-module,
dunque anche come B-modulo, =

Esempio. B = Z[7], l'anello degli interi di Gauss. In wirtd di
(7.2) B & noetheriano. P in generale, "anello degli interi in un arbi-
trario campo di numeri algebrici & noetheriano.
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Proposizione 7.3, e A ? woetheriang ¢ T 2 una parie moltiplicativa
arbitraria df A, allora S04 & woetherians,

Dimostragione. In vierd di (3.11—i1)) e (1.17—iii}), vi & uoa cozri-
spondenza bivnivoca, che conserva I'ordinamento, tra pli ideali di
J-1.4 ¢ gli ideali contratti di A, dunque gli ideali di J-1.4 soddisfano
la condizione massimale, (Dimostrazione alterpativa: se g & un ideale
qualsiasi di 4, allora a possiede un sistema finito di generatori, dicia-
MmO 3y, - .+, Xy, ed & chiaro che S~Ya & penerato da 2,1, ..., 2/l @

Corollario 7.4. S¢ 4 ¢ woetheriano ¢ p & wn fdvale primo di A, allora
A & noetberiane. W

Teorema 7.5. (Trorema della base di Hilbert). Se .4} smoerheriane,
allora Panelle dei polinomi Alx] & noetheriana.

Dipostragions, Sia a un ideale di A[x]. T cocflicient direttori dei
polinomi in a formano un ideale [ in 4. Poiché 1 & noetheriano, [ &
finitamente generato, diciamo da gy, .. ., 2, Per clascun indice =1,
voay # esiste un polinomio f; € a della forma f; = apx% 4 (termi-
ni di grado piti basso). Poniamo r = max r, Gli f; generano un ideale
A" € ain Afx]. peren

Sia f= ax™ + (termini di grado pit basso) un elemento arbitra-

tio di a; si ha: s e [ Se & > r, scriviamo o = é“'{"h dove ;e A;

allora il polinomio f— 3 #; fix™ " appattiene ad g e ha grado < w.
Procedendo in tal modo, possiamo sottrarre da [ elementi di o' fino
ad ottenere un polinomio g, diciamo, di grado < r; ossia, si ha: f=
=g+ b conkeq.

Sia M V' A-modulo generato da 1, =, ..., »™7; allora cit che ab-
biamo provato & che a =(n N M) + a'. Oz M & un A-modulo fini-
tamente peoerato, dungue & poetheriano io wired di (6.5), e quindi
a M & finitamente genereto (come A-modulo) in vicnd di (6.2), Se
L1y +»+ 3 Em Eeneranc q ™ M, & chiaro che gli f; ei g; generano a. Dun-
que o & finitamente penerato e quindi #[x] & noethetiano, W

Osservagione. B wero inoltre ¢he 4 noctheriano = A[[x]] noethe-
tiano (essendo Af[x]] 'anello delle serie di potenze formali in x a
cocfficienti in 4). La dimostrazione procede quasi parallelamente 2
quella di (7.5), eccetmoato il fatto che si parte dai termini di grado
minimo nelle serie di potenze appartenenti ad . Cfr. anche (10.27),
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Corollario 7.6. Se A & woeeheriane, tale rinulta Panells A2, ..., %)
Dimosiragione. Si procede per induzione su w, partendo da (7.5). @

Corollario 7.7. iz B we A-alppbra finitamente peverats. Se A #
woetberiane, fale riselfa B.

In particolare, agni anello finitamente generato, ¢ opni algebra finitaments
penerata sapra wn canspo, & un anello noetheriano.

Dimsrirazgione, B & un’immagine omomotfa di un anello di poli-
nomi A%, ..., x4, I gouale & noetheriano in viemd di (7.6). m

Proposizione T.8. Slam A = B = C anelli, Suppaniame che A ria
noetherinna, C sia sna A-algebra finitamente generata, ¢ ruppowianes inolere
che C sia (1) finitaments generato corme B-modulo oppere (i) fntero e H,
Allora B ¢ sna A-algebra finitaminte geograta.

Dimostragione. D (5.1) ¢ (5.2) sepue che le condizioni {i) e {ii) so-
no equivalenti, nelle nostre ipotesi. Dunque possiame limitarel o con-
siderare la condizione (i).

Siano =y, ..., %, un sistemna di generatori di C come A-algebra,
B ¥i,s - -V, un sisterna di peoeratori di © come B-modulo. Allora
esistono espressioni della forma:

(1) = :’;- by s (byye B)
(Z) Jiy = % b Ve (b = B).

Sia B, la A-algebra generata dagli element by; e by, Poiché A & noe-
thegiano, tale risulta By in vised di(7.7), e A = B, = A.

Un elemento arbitrario di € ¢ un polinomio negli »; a coefficienti
in «. Sostimendo le (1) & facendo un uso riperoto defle (2) si ha che
ogni elemento di C risulta una combigazione lineare degli y; a coef-
ficienti in B, e dungue O ¢ Gnitamente generato come Homodulo,
Poiché B, & noetheriino, e B & un sottomodulo di C, sepue (da (6.5)
e (6.2)) che O ¢ finitamente gencrato come Bpmodalo. Ma B & una

A-algebra finitamente generata, dunque B & una .4-algebra finita-
menic genetata, W

Proposizione 7.9, Sia & wr camepo, B swa k-algebra fnitamente ge-
nerata, Se B & v campo, allora E & un'estensione algebrica finita di k.

Dmarivagione. Sia B = &fx,, ..., x.]. S5¢ F non & un'estensione
algebrica di &, allora possiame rinumerare gli x; in modo tale che
Xy, -00y %, siano algebricamente indipendenti su &, dove r» 1, e
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ciazenno degli elemeni &, . .., ¥, & algebrico sul campo F = &« ,
< .. 5 3,). Dungue = & an'estensione algebrica finita di F e pertanto &
finitamente generato come F-modula, Applicando (7.8)ak = F = E,
§i ha che & una A-algebra finitamente generata, diciamo F= &[ y,,
« v+ sy Ciaseun y; & della forma fifg;, dove f; & g; sono polinomi in
Hyy ooens Ky

Ora nell’anello &[>, ..., x,] vi sono infiniti polinomi frriduecibili
{basta adattaze la dimostrazione di Buclide dell’esistenza di infiniti nu-
meri primi). Me segue che esiste un polinomio itriducibile b, il quale
tisulta primo rispetto a cizscuno dei polinomi g; (basta prendere un fat-
tore irriducibile del polinomio g, g, + -« g, 4 1) e allora 'elemento
It di F non potrebbe essere espresso come un polinomio negli y,. Cit
& una contraddizione. Dungue E & un'estensione algebrica di &, e per-
tanto algebrica finita. m

Corollario 7,10, Sia & wn campo, A wna f-alpebra finitanente generata.
Sta i ideals warrimale di A, Alora il camspo A & s ertensione alpebri-
e finita di k. In particolare, se &k ¢ alpebricanyente chings, allora Ajm = &

Dimasiragione. Basta prendere B = Afm in (7.9). B

L'enunciato (7.10) & la cosiddetra forma “debole™ del teorema de-
gli zeri di Hilbert. La dimostrazione data qui & dovuta ad Astin e
Tate, Per il suo significato geometrico, ¢ per la forma “forte™ del
teorema, consultate gli esercizi alla fine del capitolo.

LDeconsposiione primaria negli anelli nostheriani

1 due lemmi seguenti mostrana che ogni ideale 2 (1} in un anello
noctheriano possiede una decomposizione primaria.
Un ideale a si dice irridwcibile se

a=D0rne=(a=D0 oppute a = ¢.

Lemma T.AL In sn awelle noetheriane A opnd ideals & an’intersegions
Jindta di ideali frriducibili.

Dimartragione. Supponiamo che la tesi non sia vera; allora Pin-
sieme degli ideali di .4 per | quali il lemma & falso & non vuoto, dua-
que possiede vn clemento massimale 4. Polché a & tiducibile, si ha:
a=0bne doved = aec = a Dungue ciaseuno deghi ideali b, ¢ &
un’intersezione finita di ideali ieriducibili & pertanto tale risulta g, cid
che & una contraddizione. ®
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Lemma 712, Ju am anello noetheriano agui ideale irriducibile i pri-
maris,

Dimostragione, Passando all'anello quoziente, & sufficiente far ve-
dete che se ideale zero & itriducibile, allora & primario. Sia xy=0
con y == 0, e consideriamo la catena di ideali Ann (x) = Ann (x¥) =
v« oo lo wichd dells a.c.c., tale catena & stazipnaria, ossia 5i ha Ann (x%)=
= Ann (x"*1) = ... per qualche ». Ne segue che () 0 (y) = 0; in-
fartl, se 2 e () allora ax =10, ¢ 8¢ ae (x") allora # = bx®, sicché
bantl = 0, da ooi b & Ann (x#+Y) = Ann (%), ¢ quindi bx® = 0, ossia
a=[. Poiché (0) & izziducibile & { ) =0 si ottiene pecessariaments
X0 o= ll:i, e v;iﬂ prova che l:ﬂ:} & Pt].l:l::u‘_lu |}

Diai due lemmi precedenti si ottiene subito il

Teorema 7.13. In sw awello weotheriane A gpui ideale possieds e
decanwporizions priaria.  #
Dunque tutt i risultari del Capitolo 4 si applicano aghi anelli noe-
theriani,
Proposizione 7.04. Tn aw anello nostheriane A, agni ideale a contiene
aina potenga del propris radicals,
Digostragione, Sizno 2, ..., % un sistema di peneratori di #{a):
k
diciamo xMea(l < i< &), Ponjamo w= ¥ (m;— 1)+ 1. Allora
i=1
r{a)™ & generato dai prodotti »»  x[F con ¥ ry= m; dalla dehni-
zione di s si ha necessariamente #; 3 »y per almeno un indice §, sicché
ciascuno di tali monomi appartiene ad q, e pertanto r{a}™ S a. W
Corollario 7.15. In wn anello noetheriann il nifradicale @ nilpotente.
Dimostragione, Basta prendere ¢ = (0) in (7.14). =

Corollario 7.16. Sia A wn anello wortheriams, m on ideale marsimale
di A, q un ideale arbitrario di A. Allora le seguenti condigioni sono equiva-
Jesais

i) g ¢ m-primario;
i) #{g) = m;
B " © g = m per gualche n = 0.
Dimastrayione, 1) == ii) & banale, ii) =i} segue da (4.2), ii) = iii}
segue da (7.14); iii) = ii) si ottiene prendendo i radicali: m =r(m*) =
crfq)srim)=m. B
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Fsarcigi

Proposizione 7.17. Sia a 5= (1) s ideale in s anello noetheriano,
Allora gli ideali primi che appartenpons ad a sone precicamente pli ideali
Jrined che compaionn well insisme depli ideali (a:2) (x & A).

o Dimosiragione. Passando ad fa possiamo supporre che a = 0. Sia
M 4;= 0 una decomposizions primaria minimale dell’ideale zero, e
=1

sia p; il radicale di ;. Poniamo q‘=ﬁ f; 5= 0. Allors, dalla dimo-

strazione di (4.5) si ha r{Ann (%)) = p,, per un arbitrario clemento
5= 0 in ay, sicche Ann (%) = p,.

Poiché q; ¢ p;~primario, in virth di (7.14) esiste un intero w tale
che pi* = q;, e pertanio gpf* Sa; NP So; N =0 Sia wm 1 il
pit piccolo intero tale che gpf* = 0, e sia » un elemento non oullo
in @p L Allora pyx = 0, pertanto per un elemento x siffatto si ha
Ann (x) 2 pg, ¢ quindi Aon (x) = p,.

Viceversa, se Ann () & un ideale primo p, allora r{Anno (%)) == p
e dunque, in victd di (4.5), p & un ideale primo appastenente 2 (0). m

Erereigi

1. Sia A4 un ancllo non noetheriano e sia X Vinsieme degli ideali di 4
che non sono finitamente gencrati, Provare che 2 possiede clemen-
ti massimali e che gli elementi massimali di 2 sono ideali primi.
[Sia @ un elemento massimale di E, ¢ supponiamo che esistono
elementi x, y & A tali che x ¢ a, y ¢ @ € xy € a. Provare che esi-
ste un ideale finitemente generato a, = a tale che g+ (¥} =a +
+ (x), e che a =g, + » (a:x). Poiché (a:x) contiecne propria-
mente a, €350 & finitamente generato e pertanto tale risulta a.]

Dungue un anello in cui ogni ideale primo & finitamente ge-
nerato & noetheriano (I, 8, Cohen).

2. Sia A un apello noetheriano e sia = 'E:;a,x‘“eﬂ[[x]]. Dimo-
strare che f & nilpotente se e soltanto se ciascun g, & nilpotente,

3. Sia q un jdeale irriducibile in un anello 4. Allora le seguenti con-
dizioni sono equivalenti:
i) a & ptimario;
i) per ogni parte moltiplicativa ' di 4 si ha (§-%)? = (aix) per
qualche x & §;
iii} la successione (n:x") & stazionaria, per ogni x & 4.

4, Quali dei seguentd anclli sono noetheriani?
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Awelli poetheriani

i) L'anello delle funzioni razionali di ¢ prive di poli sulla cir-

conferenza |5 | = 1.

iy L'anello delle serie di potenze in 3 con un ragpio di conver-
genza positivo.

iif) L’anello delle serie di potenze in g con un raggio di conver-
geoza infinito.

iv} L'anello dei polinomi in 3 le coi prime & derivate si anoulla-
no nell'origine (essendo & un intero Assato).

v} L'anello dei polinomi in g, » tali che tutte Je derivate parziali
rispetto a w si annullano per 3= 0.
In tutti i casi considerati i coeficienti sono numeri complessi,

Sia .4 un anello noetherinno, B una A-algebra finitamente gene-
rata, GG un groppo finito di A-automorfismi di B, e B7 l'insieme
di tati gli elementi di B che sono lasciati fissi da ogni elemento
di &, Provare che A% & una -algebra finitamente generata.

. 5e up anello finitamente generato K & un campo, esso & un campo

finito.

[Se K ha caratteristica 0, sl ha Z = (@ & K. Poiché X ¢ Anitamen-
te generato sopra Z esso & finitamente generato sopra (), dongue,
in wirtd di (7.9), & & un Q-modulo finitamente generato. Appli-
care ora (7.8) per ottenere una contraddizione, Me sepue che K &
di caratteristica p = 0, sicché & uoa Zf{ p)-algebra finitamente ge-
neeata. Udlivzare (7.9) per completare la dimostazione. ]

. Sia X una varietd algebtica affine definitz da una famiglia di equa-

zioni f,(1,, s f) = 0(z e I) (Capitolo 1, Bsercizio 27). Dimo-
strarc che cslste un sottoinsieme fAnito £, di J tale che X & defi-
nita dalle equazioni f,(#,, ..., 6) =0 pet we [,

B. Se «A[x] & noetheriano, A risulta necessariamente noetheriano?
9. Sin A un anello tale che
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(1) per ogni ideale massimale m di A, anello locale A, & noe-
theriann;

{2) per ogni elemento x 7= 0 di A, insieme degli ideali massima-
li di A che contengono x & finito.

Dimostrare che 1 & noetheriano.

[Sia a 7= € un ideale di 4. Siano m,, ..., m, gli ideali massimali

che contengono a. Scegliamo un elemento ;22 0 in g, & siano

My, «.., My, gli ideali massimali che contengono x,. Poiché

Weyy, - - -, Mz NON cONtengono q, esistono clementi x; & o tali che

%y & My (1 < 7 < 5). Incltre, poiché A, (1 = i< r) & nocthe-

riano, V'estensione di a in A, & un ideale finitamente generato.



10.

i1,

12,

13.

Brercizi

Dunquoe esistono elementi .., ..., %, io a, l= cui immagini in
Ay, generano Ay aperi=1,...,r. Poniamo a,= (x4, ..., %)
Dimostrare che g & o hanno la medesima estensione in A, per
ogni ideale massimale m, & dedurre, in vietd di (3.9), che ay = a.]

Sia MM un .4-modulo noetherianc, Provare che M[x] (Capitolo 2,
Esercizio 6) & un A[x]-modulo noetheriano.

Sia .4 un anello tale che ogni anello locale 4, & ooetheriano, Al
lora 1 risulta necessariamente noetherizng?

Sia 1 un anello e B una A-algebra fedelmente piatta (Capitolo 3,
Esercizio 16), Se B & noetheriano, provare che 4 & noetheriano,
[Utilizzate la condizione della catena ascendente.]

Sia i A — B un omomorhsmo di anelli di tpo finito e sa f*:

Spec (H) —+ apec (A) 'applicazione associata a f, Dimostrare che
le fibre di /* sono sottospaxi noetheriani di &,

Teorema degli geri (forma forte)

14.

15.

Sia £ un campo algebricamente chiuso, A l'anello dei polinomi
k[ty, ..., £, & sia a un ideale di A, Sia T/ la varietd di k* defi-
nita dall'ideale a, sicché 17 & Uinsieme di tard § punti o = (2,
oy Xg) € &® tali che (%) =0 per ogni fe a. Sia (1) l'ideale
di 17, ossia l"ideale di tatti i polinomi g & 1 tall che g{x) = 0 per
ogni x & V. Alloa I(¥7) = #(a).
[lg_,r::‘hinm che r(a) = J{17). Viceversa,'se f¢ r{n), allora esiste un
ideale primo p contenente a tale che /¢ p. Sia f limmagine di
in B = _AJp, C = By= B[1{[], e sia m un ideale massimale di L.
Poiché ' & una &-algebra finitamente generata si ha Cfm= &, in
wirtd di (7.9). Le immagini x; in <fm dei generatori ¢; di A defi-
niscono cosi un punto x = (x;, ..., %) € &% e la costrozions
mostra che x & 17 e {{x) 7 0]
Sin 4 un anello locale noetheriano, m il suo ideale massimale e &
il suo campo residuo, e sia A un 4-modulo finitamente generato.
Allora le seguenti condizioni sono equivalenti:

1) M & libero;

iy M & piatto;
iii} Iapplicazione di m @ .M in A ® M & inicttiva;
iv) Tord (& M) =0.

[Per provare che iv) =- i}, siano »,, ..., %, clementi di Af tali che
le loro immagini in MfmM formano una &-base di tale spazio vet-
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16.

17.

18,

19,
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Auelfi mostberiani

toriale. In virtd di (2.8), gli », generano M. Sia Fun A-modulo
libero con base e, , .. . , &, & definiamo un omomorAsmo ¢ F —«df
ponenda ¢g) = x>, Sia B = Ker (¢). Allora la successione esatta

—+ 5 F— M0 fornisce una successione esatta

0o k@, Erk @y F - bk @y M—0.

Poiché &30 F e &30 M sono spazi vettoriali aventi la medesima
dimensione sopra &, si ha che 1@ ¢ ¢ un isomotfismo, sicché
kG E =0, dunque 5 = 0 in virtd del lemma di Nakayama {5
¢ finitamente penerato, giacché & un sottomodule di F, & A &
noetheriano).)]
Sia 4 un anello noethetiano, M un A-modulo finitamente gene-
rato, Allara le sepuenti condizioni sono equivalenti:

i) M & un A-modulo piatto;

iiy Myt un Agmodulo libero, per ogni ideale primo p;
iii) M, & un A -madulo libero, per ogni ideale massimale m.

In altre parole, piatto = localmente libero, [Udlizzare 'Eser-

cizio 15.]
Sia A un anello e Af un A-modulo noethetiano. Provare {(imi-
tndo le dimostazioni di (7.11) e (7.12)) che opni sottomodulo
IV di M possiede una decomposizione primaria (Capitolo 4, Eser-
eizi 20-23),
Sia A un anello noetheriano, p un ideale primo di A4, e M un
A-moduolo finitamente generato. Dimostrare che le seguenti con-
dizioni sono equivalenti;

i) p appartiene 2 0 in M,

iiy esiste un elemento x € M tale che Ann (%) = p;
iil) esiste un sottomoduolo di M isomorfo ad Afp,

Deduarre che esiste una catena’di sottomodul

0=M,c M, = oM =M

tale che ciascun quoziente M M, ¢ della forma ~fp,, dove p; &
un ideale primo di A,

Sia @ un ideale in un anello noetheriano 4. Siano
_ r b = ]
a Q i Q £y
due decomposizioni minimali di @ come intersezione di ideali irri-
ducibifi, Dimostrare che r = 5 e che (a meno di un eventuale cam-
biamento di indic) r(b;) = r{¢;) per ogni. i



20,

21.

Esprefgi

[Provare che per ciasean =1, ..., r esiste un indice ; tale che
a=0b, N CBicy Mg By N rb]
Enunciare ¢ dimostrare un risnltato analogo per 1 moduli.

Sia A uno spazio topologico e sia % la pit piccola famiglia di

sottoinsiemi di X che contiene tuttl gli apertl di A ed & chiusa ri-

spetto alle intersezioni finite e alla formazione del complementare.

i} Provare che un sottoinsieme I di X appartiene 2 £ se e sol-
tanto se 5 & un'unione finita di insiemi della forma 05 A O
dove U7 & aperto e C & chiuso.

ii) Supponiamo che X sia irriducibile e sia E € . Provare che
E ¢ denso in X (ossia, che B = X) se e soltanto se E contiene
afn aperto non vaoto di X

Sia & uno spazio topologico noctheriano (Capitolo 6, Esercizio
5) e sia B = X, Dimostrare che E & ¥ se ¢ soltanto se, per ogni
chinso irriducibile Xy = &, o En X+ X, oppure 5 1 A
contiene un aperto non vuoto di A, [Supponjamo che E ¢ &,
Allora la famiglia dei chiusi X7 = X tali che En X' ¢ § & non
vuota ¢ pertanto possicde un elemento minimale X, Provare
che X & irciducibile e suceessivamente che ciascuna delle alter-
native di cul sopra porta a concludere che £ n X e 5.

(li insiemi apparteoent a % prendono il nome di sottoinsiemi
eorermibili di X

Sia X wno spario topologico noetheriano e sia £ un sottoinsicme
di X, Dimostrare che E & aperto in X se, e soltanto ge, per ogni
chinso irridocibile X, di X, o En X, = () oppute E N X,
contiene un aperto non vuoto di X, [La dimostrazione & simile
a quella dell’Esercizio 21.]

Sia .4 uwo ancllo noetheriano, f3 4 — A un omomorfismo di
anelli di tipo finito (sicché B & noetheranc), Ponlamo X =
= Gpec (), ¥ = Spec (H) e sia [*: ¥ — X Papplicazione asso-
ciata a . Allora 'immagine mediante % di un sottoinsieme co-
struibile £ di ¥ & un sottoinsieme costruibile di A

[In wirtd dell'Esercizio 20, basta prendere 5= 7' & dove [7 &
aperto e ' & chiuso in ¥; allora, sostituendo B con un'immagine
omomorfa, ¢l riduciamo al caso in cui B & aperto in ¥, Poiché ¥
& noetheriano, & & guasi-compatto e pertanto & un*unione finita
di aperti dells forma Spec (8;). Dunque ci riduciamo al caso jn
cui B = Y. Per provare che f*(Y) & costruibile, utlizziamo il cri-
terio dell’Esercizio 21, Sia & un chiuso irriducibile di X tale che
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Anelti woetberioni

FHY) n Xy 2 denso in X, 5i ha f¥(Y) n X, = ¥ [*0X)),
e f+3(X,) = Spec ((Afp) @, B), dove X, = Spec (Afy). Dun.
que i riduciamo al caso in cul A & un dominio di intepritd e f&
imiettive, Se ¥y, . .., ¥, sono le componend irriducibili di ¥, basta
ptovite che qualche sottoinsieme f*(Y;) contiene un apetto non
vuoto di X Cosl finalmente siamo ricondotti al caso in cui A, B
sono domini di integrith e f & iniettivo (¢ ancora di tipo finito);
ota basta utilizzere 'Bsercizio 21 del Capitolo 5 per completare
la dimostrazione.]

. Con le notazioni ¢ le ipotesi dell’Esercizio 23, /* & on’zpplica-

zione apetta <+ f ha la proprietd del going-down (Capitolo 5,
Esercizio 10). [Supponiamo che f abbia la proprietd del going.
down, Come si & visto nell’Esercizio 23, ci riduciamo a provare
che B = f*(¥) & aperto in X. La proprietd del poing-down asse-
risce che sepe E ep’ o, allora p' & E: in altre parole, che se
X, & un chinso irriducibile di X e X incontra B, allora F ~ X
& denso in A, Ma allora, in vietd degli Esercizi 20 e 22, E &
apetto in )

. Sia A noetheriano, f: 4 -+ B un omomorfismo di tipo finito e

piatts (pesia, B & piatto come A-modulo’). Alloea (%2 Spec (J) —
~+ Spec (A) & un'applicazione sperta. [Clr. PEsercizio 24, e I"Eser-
cizin 11 del Capitalo 5.)

C;r‘nppa af Crrothendieek

26,

132

Sia A un anells noetherians e denotiamo con FLA) Vinsleme di
tutte le classi di isomorfismo di A-moduli Anitamente geoerat.
Sia C il gruppo abeliano libero generato da F(A). A ciascuna
successione esatta corte 0 — M — M — MW" — 0 di A-moduli
finitamente generati associamo U'clémento (") — (M) + (M) di
', dove (M} & la classe di isomorfsmo di M, ecc.... Sia D il sot-.
topruppo di O penerato da tali elemend, per ogni successione
esatta corta, Il grappo quozicote CfD & chinmato il gruppe df
Grothendieck di A4, e si denota con K(A). Se M & un A-module
finitamente generato, denotiamo con »(M), o con p (M), I'imma-
gine di (M) in K{A1).

i} Provare che K(A) possiede la seguente proprietd universale:
per ogni funzione additive A sulla elasse degli .4-moduli fini-
tamente generati, a valogi in un groppo abeliano G, esiste
uno ed un solo ommnofismo A, K(A) — G ale che A(M) =
= Ay (M) per ogni M. N



21.

Esersigi

ii) Provare che K{) & generato dagli elementi »(.4/p), dove p
& un ideale primo di A. [Utilizeare I'Esercizio 18.]

iii} 5= A4 & un eampo, o pit in generale se 4 & un dominio a
ideali principali, allora K{A) = Z.

i) Sia fr A — B un omomorfismo di anelli finife. Dimostrare
che la restrizione degli scalari di origine ad o omomorfismo
fy: K(B)— K(A) tale che f(y(N)) = pa(N) per un B-mo-
dulo V. 5e g: B — € & un altro omomorfismo di anelli finito,
provare che (g5) = /0 &

Sia A un anello noetheriano e siv F {.4) insieme di tutte le classi

di isomorfisme di A-moduli piatéi finitamente generati, Ripeten-

do la costeuzione dell’Esercizio 26 si ottiene un grappo £,(A4).

Denotiamo con (M) Pimmagine di (M) in &,(A).

i} Provare che il prodotto wensonale di modoli sopra A induce
una strottora di oanello commutativo su K (A), rale che
pe( M) - (V) = (M @ V). L'elemente unith di wale anello
& (A}

iy Dimostrare che il prodotto tensoriale induce una struttara di
K Aymodulo sul gruppo K{A), tale che 3 (M) »{N)=
= WM ® N). |

iii) 5e A ¢ vn ancllo locale (noctheriane), allora &, A) = Z.

iv) Sia f: A — B un omomothismo di anclli, # essende noethe-
tiano. Dimostrare che U'estensione degli scalari dd origine ad
uo omomorismo di apelli 1 & (A) — K08 tle che
(M) = (B Ea M)

[Se M & piatto e finitamente generato sopr .4, allom B @, M
& piatto e finitamente penerato sopra B] Se g 8 —C & un
altro omomoshsmoe di anelli (con ¢ noetheriano), ablors
(fag)i=fleogl

v) Se fi A — B & un omomodismo di anclli finito, allora

JE=) 90 = =)

per x & K(A), y & K(8). In altre parole, considerando K{5)

come un f;(A)-modulo mediante restrizione degli scalari,

I'omomorfismo f| & un omomoshsmo di &£ (A)maduli,
Crserpagione, Poiché F(4) & on sottoinsieme di FL4), si ha un
omomorfsme di gruppi e £,(A) - K(A4), dato da ely, (M) =
= y{M). Se 'anello A ha dimensione finita ed & regofare, ossia,
se tutti i suoi anelli locali Ay sono regolari (Capitolo 11), si pud
dimostrare che & & un isomorhsmo,
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Capitols otiave

Awelli artiniant

Un amells artinians & vn anello che soddisfa la d.c.c. (o in mode equi-
valente, la condizione minimale) sugli ideali.

L'apparente simmetria con gli anelli noetheriani trae tuttavia in
inganno. Infatd proveremo che un anello artiniano & necessariamente
noetheriano e di un tipo molto particolare. In un certo senso un anells
artiniano & il tipo pit semplice di anello dopo un campo, € noi sm-
diemo tali anelli non per la loro generalith, ma per la loro cempliciti.

Proposizione 8.1. Tu aw anelly artinians A ogni ideals prime § mas-
siale.

Diprostragione. Sia p un ideale primo di A, Allora B= Afp & un
dominio di integritd artiniano. 5ia » € 8, » 3£ 0. In virtd della d.ces
6i ha (x") = {x"*) per qualche intero # == 0, da cui x" = x"Hy per
qualchn; € B. Poiché B ¢ un dominio di integritd e x 7= 0, ne segur,
che si pud cancellare »®, sicché xp = 1. Dungue » possiede v inverso
in B, e pertanto 8 & un campo, ¢ quindi p & un ideale massimale. w

Corollario 8.2. fr nn awells nr.tmm il nilvadicale coincide con if ra-
dicale di Jacobron. W

Proposizione B3. Un awelle artivians possiede soltanto wn Hxﬂﬂlé;
fiuity di ideali prassimali,

Dimostragione. Consideriamo Uinsieme di tutte le intersezioni fini-
te Wy n,, dove gli m; sono ideali massimali, Tale insieme
possiede un elemento minimale, diciamo m, M nm,; dongue;
per un arbitrario ideale massimale m, si ha m Moy M OV My =
=m, N ) Ty, & pertanto m 2 m, N vy, Inowietd di (1.11)
m = my pet qualche | sicché m = m,, poiché m; & massimale. w

!
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Proposizione B.4. Ju s anelly artiviawo il nileadicale N} nilpotente,

LDimeortragione, In vird della d.c.e, si ha W= W = | =g, di-
ctamo, per qualche intero £ = 0. Supponiamo che a 52 0, e denotia-
mo con L' Pinsieme di tutti pli ideali b tali che ab £ 0. Allora X' & nen
vyuotn, glacché g & X, Sia ¢ un elemento minimale di X allora esiste
un clemento x € ¢ tale che xn 5= 0; 51 ha (%) = ¢, da cui (%) = ¢, stan-
te la minimalitd di ¢. Ma (xa)a = x0* = a7 0, e xn = (x), da cui
s = {x) (ancora per la minimalith di ¢). Dunque »x = xy per qual-
che ¥ € a, ¢ pertanto x = xy = xp* = =x"=.... Mayesa=
= It = N, sicché y & nilpotente e pertanto x = 2y = 0. Cid contrad-
dice la scelta di x, e pertanto a = 0. =

Dicesi satena di ideali primi di un anelln 4 una suecessione finita
strettamente crescente pg = Py, < ='Dy; la fungherga della catena &
#. 5i definisce dinvensione di 4 P'estremo superiore delle lunghezze di
tatee le catene di ideali primi in .4; essa & un latero = 0, oppurc &
+ oo (supponendo A 5 0), Un campo ha dimensione zero; "ancllo
Z ha dimensione 1.

Teorema B.5. [in anello A # artinians < A ¥ poetherians ¢ dim A =
={.

Dimostragione. =: In virtd di (B.1) si ba dim A = 0. Siano m;
(1 i w) gli ideali massimali distinti di A (cfr. (8.3)). Alloga

ﬁmf = ( ﬁ m)¥ = M — 0. Dunque, in virts di (6.11), A & noethe:

riano,

<= Poiché l'ideale zere ha ona decompeosizione primaria (cfe
(7.13)), A possiede soltanto un numero finito di ideali primi minima-
li, e questi sono tutti massimali poiché dim A = 0. Ne sepue che

= ﬁ m,, diciamo; si ha M = 0 in vieeh di (7.15), da cui []mé = 0,
L] 1=1

come 5i & visto nella prima parte della dimostrazione. Dungue, in
virni di {6.11), .4 & un anello artiniano. m

Se A & un anello locale artiniano con ideale massimale m, allora
v & 'unieo ideale primo di A e pertanto w & il nilradicale di A, Ne
segue che ogni elemento di m & nilpotente, & m stesso & nilpotente.
Ogni elements di 4 o & invertibile oppure & nilpotente. Un esempio
di anello siffatto & Zf(p*), dove p & un nomero primo en > 1.
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Proposizione 8.6, Sis A an ﬂn'.e."!ﬂ foeale woetherians, w1 H sno idezle
massimale. Allora vale wna soltanto delle due sepventi affermazioni:

1} m* = et per qgm ";
il) mr = 0 per qoalehe n, nel qm:f caso A & w anelle Jocals artiniano,

Dimostragione. Supponiamo che 'III" v+ per qualehe n In vie-
td del lemma di Nakayama (cfe. (2.5)) si ha m" = 0. Sia p un ideale
primo arbitrario di 4. Allora m® *'-:.Zp, da coi (prendendo i :I'E.d.'lCBlI:I
m = p. Dunque m & l'unico ideale primo di 4 e pertanto A4 & arti-
niano, H i

Teorema 8.7. (Teorema di strotrara per gli anelli artiniani). U
anelly artiniane A riswlta i wody wnica (g mweno df Fromvorfismd) wn prodotto
divette finito i anslli Jocalf artfufani.

Dimostragione. Siano m; (1 <4 < ) gli ideali massimali distinti
di .A. Dalla dimostrazione di (8.5) si ha ﬁﬂ‘L’;z = {} per qualche intero
=1

& = 0. In virtd di (1.16) gli ideali m# sono a due a due coprimi, sicché
) wf = T mé, stante {1.10). Me segue, ancora in virth di {1.10), che

I'applicazione naturale A —+ ﬁ{AImﬂ & un isomorfismo. Ciascun
=1

Afmi & un anello locale artiniano, dunque 4 & un prodotto diretto.
di anelli locali artiniani.

Viceversa, supponiamo che 4 == I'[A', dove gli A, sono anelli

locali artiniani, Allors, per ogni md:lu: i 51 ha uo omomorfismo soriet-
tivo naturale (prolezione sull'iesimo fattore) ¢y A — A, Poniamer
;= Ker (fg). In virnd di (1.10) gﬁ a; sono a due a due coprimi, ¢
My = 0. Bia q; I'vnico ideale pnmn di A, e sia p; la sua contrazione
d{ng. Llideale p; & primo e quindi mﬂssmmle stante (B.1). Poiché
f; € nilpotente, si ha che g; & p-primatio, ¢ quindi ([ a;= (0) & una
decomposizione primatia dell’ideals zero in ~1. Poiché gli a; sono a
due a due coprimi, tali risultanc i p;, ¢ pertanto essi sono ideall primi
isolati di (). Ne segue che tutte le; componenti primarie a; sono iso-
late, & pertanto univocamente determinate da A4, in virtd del IT tea
rema di unicitd (4.11). Dunqgue ghi anelli ;= ~fa; sono univora-
mente determinati da 4, m

Esempio, Un anéllo con un dnico ideale primo non & nccessa-
riamente noethetiano (& quindi neppure actiniano). Sia 4 = &fx,, x,,
..] Vanello del Fnll.n-bm! in una infinitd numerabile di indeterminate
x“ sopira un campo &, © sia g I’ld:ﬂ_,l:: (o, 23, s xn, ...} Lanello
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B = Aja possiede un unico ideale primo (precisamente Uimmagine
di (375 %9, « o0y Xy oo, dungue B & un anello locale di dimensio-
pe 0. Ma B non & noetheriano, giacché non & difficile vedere che il
suo ideale primo non & finftamente generato.

Se 4 ¢ un anello locale, m 1] suo ideale massimale, £= A/ il
suo campo residuo, PA-modulo mfm® & annullato da m e pertanto ha
la strattura di un E-spazio vettotiale. Se m & finitamente generato (per
es., & .4 & noetheriano), le immagini in mfm?® di vn sistema di gene-
ratori di m generano nfn® come spazio vettoriale sopra £, e pee-
tante dimy (nfim?) & finiea. {(Cfr. (2.8).)

Proposizione 8.8, Siao A wr anelle locale artiviane. Allora fe .rssmnﬁ
coadigion rano equinalenty:
i) agni ddeale di A & principale;
ii) fideale wassimeale w & principale;
i) dimyg (mfm®) < 1.

Dimostragione, B chiago che [) = ii) = iii).

iif) == i} Se dimy (mjm?) = 0, allora n = m?, da cui m = 0 in vir-
tit del lemma di Nakayama (2.6), e pertanto A4 & un campo € non c'¢
nulla da dimostrare:

Se dim, (m/m?*) = 1, allora m & un ideale principale in vietd di
(2.8) (ponendo ivi M = m), diciamo m == {x). Sia ¢ un ideale di A,
distinto da (0) e (1). 5i ha m = %, dungue m & nilpotente in vired di
(8.4) e pertanto eslste un intero r tale che o = w, 0 &£ m™; dunque
esiste un elemento y € a tale che y = ax™, y ¢ (x™); di conseguenza
a¢ (x) e a & invertibile in . Ne segue che »" e a, pertanto ' =
= (%) = a e quindi 0 = m" = (x°). Dunque a & principale. ®

Esempio. Gli anelli Z/(#%)( p primo), [x)/(/*) (f irtiducibile)
soddisfano le condiziond di (8.8}, D¥altra parte, 'anello locale artinfa-
no &fx% x"{{x%) non soddisfa wmli condizioni: in ml caso m & gene-
tato da x? e x* (mod %*), sicché chiaramente non & principale,

Erercizi

1. Sia g, M M =0 una decomposizione primaria minimale
dell'ideale zero in un anello noethetiano, e sia g, Py-primario. Sia
pI" Ia potenga simbolica r-esima di p; (Capitolo 4, Esercizio 13).
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Auelli ariiniani

Dimostrare che per ciascun indice i=1, ..., » esiste un intero
r; tale che i = g, i

Supponiamo che g; sia una componente primaria isolata, Al
lora A, & un anello locale artiniano, sieché se m, & il suo |dﬂ|e=::
massimale, 5i ha m= 0 per ogni » abbastanza grande, da cui
qs= p{" pet ogni r abbastanza gmndn:

Se q; & una componente primatia immersa, allora 4
artiniano, sicché le potenze m! sono tutte :i.lEtlrltE e qu]:u:h E]-"-.
ideali pj* sono i distinti. Pertanto nella decomposizione pri-
maria assegnata si pud sostituire q; con uno qualsiasi degli infiniti
ideali p-primari della forma P, conr >, e quindi vi sono in-
finite decomposizioni primarie minimali di (0}, le guali differisco-
no soltanto per la pcomponente,

. Sia A4 un anello noetheriano. Provare che le seguenti condizioni’

so0no equivalenti:

i) A & artiniano;

if} Spec (A) & discrete e finito;
iif) Spec (A) & discreta,

. Sin & un campo e..A4 una £-algebra finitamente generata. Dimo-

strare che le sepuenti condizioni sono equivalenti:
i) A & artiniano;
i) A & una A-algebra finita.

[Per provare che i) = ii), utilizzare (8.7) per ddursi al caso in cui
A & un apello locale artiniano. In vird del teorema degli zed, il
campo residuo di #1 & un'estensione finita di & Ora utilizzare il
fatto che A & un A-module di lunghesza finita. Per provare che
if) = I}, osservare che gli ideali di -4 sono &-sottospazi vettoriali
e pertanto soddisfano Ja d.cc)

. Sia f: A — F un omomorfisme di anelli di tipe finito. Conside-

riamo le seguenti afermazioni:
i) f & finito;
ii) le fibre di f* sono sottospazi discreti di Spec {B);

fif) per ogni ideale primo p di A, l'anello 8@, £(p) ¢ una A(p)-
algebra finita (&(p) & il campo residuo di A);
iv) le fibre di {* sono finite.

Dimastrare che i) = ii) == ifi} == v). [Utilizzare pli Bsercizi 2 € 3.]



Esersizi

Se f & intero e le fibee di /% sono fnite, f risulta necessaria-
.mente finito?

5. Mell’Esercizio 16 del Capitolo 5, provare che A & un rivestimen-

" to finito di L (ossia, il pumero del punti di X che giacciono su
un dato punto di L & finito e limitata).

6. Siz 4 un anello noetheriano ¢ g un ideale p-primario in A, Con-
sideriamo le catene di ideali primari da g a p. Dimosttare che tutte
le catene siffatte hanno lunghezza finita e limitata, ¢ che tatte le
catene massimali hanno la medesima longhezza,
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Capitole uone

Awmelli di valutagione diveveta ¢ domini di Dedekind

Come si & detto in precedenza, la teoria algebrica dei numeri &
una delle fonti storiche dell’algebra commutativa. In questo capitolo,
prendiamo in esame i caso che interessa la teovia dei numeri, ossia i
domini di Dedekind. Dedurremo la fattorizzazione unica degli ideali
nei domini di Dedekind dai teoremi generali sulla decomposizione
primatia. Sebbene un approccio diretto sis nataralmente possibile, si
riesce a comprendere meglio, in tal modo, il contesto precise- della
teoria del numeri in algebrs commutativa. Un'altra classe importante
di domini di Dedekind si presenta in relazione con le corve alpebriche
non singolari. Infatti la rappresentazione geometrica della condizione
di Dedekind &: vatietd irridacibile non singolare di dimensione 1.

1l capitolo precedente teattava gli anelli noetheriani di dimensione
0. Qud partiamo considerando il caso successivo pib semplice, precisa-
mente i demrind di integritd noetheriani di dimensione uno, ossia, i do-
mini noetheriani in cui ogni ideale primo non nullo & massimale, 1
primo risultato & che in un ancllo siffatto vale un teorema di fattoriz-
gazione unica per gli ideali:

Proposizione 9.1. Sin A we dosvivic wostheriane di disensione 1,
Allora ogni ideale non wwlle a in A pud vewire espresso in modo wwice conve
w prodotio di ideali primari i el radicali sono tniti distini.

Dimostragione. Bssendo A noetheriano, a possiede una decompo-
sizione primaria minimale g = Q a5, in virtd di (7.13), dove ciascun

1

f; &, diciamo, p-ptimario. Poiché dim A4 =1 e .4 & un dominio di
integritd, ogni ideale primo non nullo di .4 & massimale, sicché i p,
sono ideali massimali distinti (giacché p; 2 q; 2 a5~ 0), ¢ pertanto
sono 2 dug o due coprimi. Me segue, in virvd di (1.16), che 1 g; sono
a due .a doe coprimi e pertanto, stanee (1.10), si ha: 1] q,= M 2.
Dungue a = [T g
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Anelli di valvtagione divoreta

Viceversa, se g == [] q,, la medesima argomemazione mostra che
a = [ 44 guesta risulta una decomposizione primaria minimale di a,
in cui ciascun g, & una componente primaria isolata, e pertanto & uni-
vocamente determinato, in vired di (4.11). =

Sia 4 un dominio noetherisno di dimensione ueo in cui opni idea-
Je primario & la potenza di un ideale primo. In vietd di (9.1), in un
anello siffatto si ha la fattorizzazione unica di ideali non aulli in pro-
dotti di ideali primi, Se si localizza A rispetto a un ideale primo noo
mullo b, si ottiene un anelio locale A, che soddisfa alle stesse condi-
zioni di A4, e pertanto in 4, ogni ideale non aullo risulta una poten-
za dell'ideale massimale, Tali anelll locali possono essere caratterizza-
ti in altri modi.

Anelli di valutagione direreta

Sin X un campo. Una salutegions discrefe su K & un’applicozione
pdi K*su 2 (dove &% = K — {0} & il gruppo moeltplicative di K)
tale che:

1) v(xy) = #(x) + (), ossia, v & un eworrorfiswe;
2) 9(> + ) = min (p(x), #(5)).

L’insieme costituito da 0 ¢ da tutti gli elementi x & K* tali che
y(x} 0 & vn anello, chiamato Vawvelle df m.’.rtﬁ*r{.lfa.n': di v, Esso & un
anello di walutazione del campo K. Talvolta & opportuno estendere »
all'intero campo & ponendo #(0) = 4 co.

Esempi. I due esempi fondamentali sono:

1} K= 0. Fissatp un numero primo arhitrario p, ogni elemento
non nullo x e Q pud essere scritto in modo unico nella forma poy,
dove @ € Z e il numeratore e il denominatore di y sono entrambi pri-
mi rispetto a p. Definiamo vy(x) = a. L’anello di valutazione di v, &
Faocllo locale &,

2) K = fo{x), dove &£ & no campo e x un’indeterminata, Prendiamo
un arbitrario polinomio irriducibile fe &[x] ¢ definiamo v, csatta-
mente come in 1}, L'ancllo di valutaziooe di v, & allor ancllo locale
di &[] rispetto all'ideale prima ().

Un dominio di integritd 4 prende il nome di anelle di valutagione

direrein se esiste una valutazione discretn v del sup campo delle. fra-
zioni & tale che A & I'anello di valutazicne di ». In virte di (5:.18), 4
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Anglli dF valutagions diseretes ¢ dopin fi Dedeleind

& un ancllo locale, ¢ il suo ideale massimale m & V'insieme di tuotti pli
elementi » € K tali che #(x) = 0,

Se due elementi x, ¥ di 4 hanno lo stesso valore, ossia se p{x) =
= p{ 3}, allora o{xy~Y) = 0 e perranto &= xy=! & iovertibile in A4,
Dungue (%) = ().

Se g0 & un ideale di .4, esiste un minimo inteco & tale che
#(x) = A per qualche » € a. Me segue che a contiene ogni elemento
ye A con v(y) > & e pertanto gli unici ideali £ 0 in A sono gli
ideali m,= [ye A:#{y) > £}, Questi formano un’unica catena
oy = Imy o , & pertanto 1 & noetheriano.

Inoltre, poiché p: K* — Z & suriettiva, esiste un elemento x e m
mle che #ix) = 1, e allora m = (x}, ¢ mp= (x*) (& = 1). Ne segue
che m & I'anico ideale ptimo non nullo di A, ¢ dunque A risulta un
dominio locale noctheriano di dimensione uno, in cul ogai ideale non
nulle & una potenza dell’ideale massimale. Ebbene molte di queste
proptietd sono caratteristiche depli anelli di valutazione disereta,

Proposizione 9.2, Sia A wn dominis focale noetheriano di dimvensions
sne, i o ideale massimale, &= Alm i mo canpe resddus, Allora
seguienitd condigioni rone equivalenti:

iy A & o anello di valwlagione discreta;

i) A & indggralmente chinso;

iif) & mw fdeale principale;

iv) dimy (mfm*) = 1;

v) Ogui ideale non mullo & nwa potenga di m;

wi) Erirte m eleento 3 & A fale che agni ideale wow mullo & della forma

(x¥), com &> 0.

Dinsortragione, Facciamo innanzitatto due osservazionis

(A) Be a & vn ideale £ 0, (1), allora a & m-primario e a = m* per
qualche . Infatti r{n) = m, poiché m & I'anico ideale primo non mullo;
4 guesto punto basta utilizzace (7.16).

{B) m® = m*+t per ogni # > 0. Cio segue da (B.6).

i) = ii} in wirtd di (5.18).

if) = 1ii}. Sia a e m e & &£ 0. In virnd dell’osservazione (A), esiste
un intero # tale che m* < (&), m"? ¢ (2). Scegliamo un elemento
bemmted ¢ (g), ¢ poplamo x = afk € K, il campo delle frazioni di
A Bl ha x5t ¢ A (giacché b ¢ (2)), sicché = non & intero su A, e
pettanto, in virtd di (5,1, si ha »~'wi £ m (altrimenti, se x~Ym < m,
i sarebbe un A[x-1-module fedele, finitamente generato come 4-
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Donrind di Dhededeind

modulo), Mz x=lm = 4, stante la costruzione di x, sicché x='m = A
_g_Pﬂl‘ﬁ.ntD m= .A..\t' = {.'r:l

iif) == iv). In wired di (2.8) si ha dim, (m/m?¥ < 1, e per 'osserva-
zione (B), mfm® = 0.

ivh==v). Sia a un ideale == (0}, (1). Stante I'osservazione (A), si
ha & 2 m* per qualche w; da (B.8) (applicato a Afin") segue che a &
una potengza di m.

v)==vi). In virti dell'osservazione (B), m 7 m?®, sicché esiste un
elements’ x € m, > g m® Ma () = m™ per ipotesi, dungue r= 1,
=) = m, (2% = m

vi) = i}. E chiaro che (x) = m, sicché (x¥) 7= (>*+1) stante I'os-
servazione (B). Dunque se a & un arbitrario elemento non nollo di A,
'si ha {a) = (=¥ per un unico valore di & Definiamo v(a) = £ ed esten-
diamo » a K¥* definendo w(ab~1) = s{a) — w(b). 5i verifica che v & ben
definita ed & una valutazione discreta, & che 4 & Panello di valutazio-
nediv. ®m

Dhogrini di Dedekind

Teorema 9.3. Sia A uy dowindo noetberiane di dimvensione o, Al
ra de segorenti condisioni sope equivalenti;

i) A ¥ iutegralments chinso;

i1y Ogwi ideale primario in A ¥ uwwa potenga di wy ideale primo;

i) Ogui anelle locale A, (p 5= O) & sr anello di valitazions disereta.

Dimostragione. 1) <+ iil) in vired di (9.2) e (5.13),

iil) <+ jif). Basta utilizzare {(9.2) e il fatto che gli ideali primari ¢ le

potenze di ideali si comportanc bene rispetto alla localizzaziooc:
(48), 3.11). m

Un anello che zoddisfa le condizioni di (9.3) prende il nome di
dowrints df Dedekind.,

Corollario 94, In un domivio of Dedekbind ogni ideale non anlls por-
sieds nma fattorippazions wmica come prodotte di ideali prisi,

Dimostragione. La tesi si ottiene utilizzando (2.1) e (9.3). =

Esempi. 1) Un athitrario dominio a ideali principali 4. Infatti
A & noetheriano (giacché ogni ideale & finitamente generato) e di di-
mensigne uno (cfr. Pesempio 3 dopo (1.6)). Inoltre ogni anello locale
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Anslii di valutazione dircrefa ¢ doweind df Dedefing ':"::'-"" e

Ay (p % 0) & un dominio a ideali principali, e quindi, in virnd di [9 b3
& un anello di valutazione discreta; dungue A & un dominio cl:
deldnd, stante (9.3).

2) Sia K un campo di numeri stlgcbnr.‘J. (0ssia, un "estensione ‘alge-
bnca finita di Q). 1| suo awells depli interi A & la chinsura integrale di -

Z in K. (Per esempio, se K= Q(i), allota A = Z[¢], 'anello degli .
interi di Gauss.) Allora 4 & un dominio di Dedekind:

Teorema 9.5. L'anello degli dntori in un campo di pameri alpebrici id
& rn domeinie di Dedekind.

Dim:rm{m:r K & un'estensione acpamhl]l: di Q (poiché ha -,
ratteristica zero), sicché, in virnd di (5.17), esiste vna base »y, ..., 5
di K sopra Q tale che A £ ¥ Zy;. Dunque 4 & finitamente gent:atu :
come Z-modulo ¢ partanto & noetheriano. Inoltre 4 & integralmetite
chiveo in vietd di (5.5). Per completare la dimostrazione, occorre fay
vedere che ognl ideale primo non nullo p di A4 & massimale, ¢ do sé=
gue da (5.8) e (5.9): {5.9) mostra che p N Z 30, du.uque pnZe
un ideale massimale di Z e pertanto p & massimale in A4, in virtd dl
(58). =

Osservazione. 11 teorema sulla fattorizzazione unica (9.4) fu d.m'lm
strato originariamente per gli anclli degli interi nei campi di numer:.
alpebrici. 1 teoremi di uniciti del Capitolo 4 possono essere conside:
rati come generalizzazioni di wale risulato: le porenze di ideali pl:imi_'
vanno sostituite con ideali primari, ¢ i prodotti con intersezioni,

Ideali fragionard

Sia .4 un dominio di iﬂl:cgﬂti, K 1l suo campo delle frazioni. Un
A-sortomodulo A di K & un jdeale fragionario di A se »0 = A per
qualche elemento 5% 0 in 4. In particolare, gli ideali "ordinari”
{r_l'uamat,l ora ideali iwderd) sono ideali frazionari (prendendo x = '1_}
Ogni elemento v & K genera un ideale fraziopario, denotato con (1)
o A, e-chismato privcipafe, Se M & un ideale frazionario, U'insieme di
tueti gli elementi > € X tali che M = A4 si denota con (4: M).

Ogni A-sottomodulo finitamente generato M di K & un ideale
frazionario. Infatt, se -Af & penerato da x,, ..., x, € K, si pud seri-
vere x; =yt (1 o i <) dove y; e 7 sono in 4, e allora g © L
Viceversa, se . & noetheriano, ogni idedle Frazionario & finitamente
geoerato, poiché & della forma »—'a per qualche ideale intero a.
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Ideali frazgionari

“Tn A-sottomodualo M di E & un idsaly fwvertibile se esiste un sotwo-
miadulo NV-di K wale che MW = A, Il moduolo NV & allora unico e ri-
sulta uguale a (A: M), poiché si ha N = (A: M) = (4: M)MN <
c AN = IN. Ne segue che M & finitamente generato, ¢ pertanto &
un ideale frazionario: infatd, poiché A (4 M) = A4, esistono cle-
menti 2,6 M ey e (A M) (1< i< n) wli che ¥ x5, =1, ¢ quin-
di per ogni x € M i ha x = & (g ciascun coefliciente g € A4,
sicché M & generato da x,, .

E chiaro che ogni ideale frazionario principale non nulle (&) & in-
vertibile, il suo inverso essendo (w~Y). Gli ideali invertibili formano
un gruppo fspetto alla moltiplicazione, il cui elemento neuteo &

L‘in‘ir:r.rt'ibilitﬁ. & una proprieta feale:

Proposizione 9.6, Per mn ideale fragionarie M, Je regoenti condiziond
aoiig aguivalenii
0y M & invertibile;
i) M ¢ finitaments penerato ¢, per ogni ideale prime p, M, ¢ invertibile;
ili) M & finitamente generato e, per opnd ideals wassivale my M, & faver-
ibile.

_ Dimostragione. ) =-ii): Ay= (M (A: M), =M, (A, M)in
itk di (3.11) e (3.15) [pmch: M & finitamente generato, mendu in-
‘vertibile).

i) == ili) come al solito,

iil) = i): Poniamo a =M (A A, che & un ideale intero. Per
-ogni ideale massimale m si ba a, = M, {,: M) (in vieea di (3.11)
e (3.15)) = A, poiché M, ¢ invertibile. Dunque a ¢ m. Di conse-
puenza a = A e pertanto M & invertibile, m

Proposizione 0.7, Sis A an dowinio Jocale. Allora A & s avellp di
‘valutagione disereta <= agni ideale fragionario non mulls di A ¥ invertibile.

Dimostragione. =. 5ia x un generatore dell’ideale massimale it di
A, e sia M = 0 un ideale frazionario. Allora esiste un elemento y & A
tale che pM = A: dunque yA & un ideale intero, diclamo (x7), e per-
tanto M= (=77, dove r= ().
== Ogni ideale intero non nullo & invertibile e pertanto & finita-
~mente generato, sicché 4 & noetheriano. Dungue bastz provare che
: ng:ni ideale intero non nullo & una potenza di m. Supponiamo che cid
sia-falso; sia I V'insieme degli ideali non nulli che non sono _potenze
i m, e sla g un elemento massimale di 2. Allora a 5= m, da cuia = m:
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Anelli di valulagione discrate ¢ dogpinl &F Dedeking

ne segue che m™a cm~m = A & un ideale (intero) proprio, e
m~a = 4. S5e mlo=yq, allora g = ma e quindi a =0 in vired del
lemma di Nalayama (2.6); pertanto m~!g = q, sicché m="a & una po-
tenga di w (in victd della massimalitd di a). Dungue a & una potenza
di m, cié che & upa contraddizione,. ®

Il risultato “globale™ corvispondente di (9.7) & il

Teorema 9.8, Sia A an dominis df fwtepriva, Alfora A & sn dosminio
i Dedekeing = geni ideale fragionario pow nelle df A ¥ fwpevitibils.

Dimastragions. =: Sia M £ 0 un ideale frazionario, Poiché A &
noetheriano, M & finitamente penerato, Per opni ideale primo p 5= 0,
M, & un ideale frazionario 5= 0 dell’anello di valutazione discreta 4,
sicché & invertibile in vizmd di (9.7, Dunque M & inverdbile, in virnd
di (9.6).

<=: Ogni ideale intero non nullo & invertibile, dunque finitamente
generato, sicché A & noetheriano. Proveremo che ogni A, (p = 0) &
un anello di valutazione disereta. A ral fine basta far vedere che ogni
ideale intero 25 0 in A, & invertibile, e utilizzare pai (9.7). Sla b= 0
vn ideale (intero) in A, e poniamo a = b* =10 " A, Allora a & in-
vertibile, sicché b = g, & invertibile in virtd di (9.7).

Corollario 9.9, 5 A & sw domsinig di Dedekind, gli fdeali fragionari
st wulli di A formane an grappo rispetts alla moltiplicazione. W

Tale groppo prende il nome di grappo depli ideali di A; lo deno-
tiamo con {. Con questa terminologia, I'enunciato (9.4) afferrma che [
& un pruppo (abelianc) libero, generato dagli ideali primi non aulli
di A4

Denotiamo con £* il gruppo moldplicativo del campo delle fra-
zioni K di 4. Ogni clemento # € K* definisce un ideale frazionario
(), e l'applicazione & (#) & un omomorfismo ¢: K* — [, L'imma-
gine P di ¢ & il gruppo degli ideali frazionari principali: il gruppo
quoziente i = I|P ¢ chiamato il grappo delle classi df ideali di A, 11
nuclen 7 di ¢ & U'insieme di tartd gli elementi v & K# ali che (&) = (1},
sicché & il grappo degli elewventi invertibidi di A. 5i ba una successione
esaltta

l+ UV ar E¥ [ H— 1.

Orservagione. Per § domini di Dedelind che si presentano in teoria
dei numeri, valgone aleuni teoremi classici relativi ai grappi A e UL
Sia X un campo di numeri algebrici € sia A4 il suo anello degli interi,
il quale & un dominio di Dedekind, in virtd di (9.5). In tal caso:
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Erarefii

1) H&un gmppﬂﬁﬂird_ 1l sup ordine b & il nowers dF clasre del cam-
po K. Le seguenti condizioni sono equoivalenti: (i) b= 1; (i) /= P;
(iif) 4 ¢ un dominio a ideali principali; (iv) .4 & un dominio a fatto-

rizzazione unica.

2) U7 & un groppo abeliano findtamente gewerato. Pit precisamente,
& possibile specificare il numero dei generatori di [V, Innanzitotto, gli
elementi di ordine finito in £f sono esattamente le radici dell®unita
che si trovano in K, ed essi formano un groppo ciclico finito B DJIF
¢ privo di torsione. Il numero dei generacori di L7FF si ottiene nel
modo sepuente: se [K: Q] =, vi sono # mosaomorfismi distinti
K — C (il campo dei numeri complessi). Di questi, r,, diciama, man-
dano K in R, ¢ i rimanenti si accoppiano (se o & uno di essi, sllora
wea & an altro, dove w & Vantomorhsmo di © definito ponendo
wlg) = ¥ in ry coppie, diciamo: dunque »; 4 2r; = o, Il numero dei
peoeratori di UfW & allors », + 7y — 1,

Le dimostrazioni di tali risultati fanno parte della teoriz algebrica
del numeri e non dell'algebra commutativa: esse richicdono delle tec-
niche di natura differente rispetto a quelle usate in questo testo,

Esempi, 1) K= Q(v — 1ia=2,r,=0,=1,1,+r—1=
= 0. Gli unici elementi invertibili in Z[{] = A4 sono le quattro radici
dellMapith 4 1, 4- 4.

) Km QW) #m=2, ri=2, =0, rpbry—1=1 F=
= {4+ 1}, e UJIF & ciclico infinito. Infacti, gli elementi invertibili in
A=Z[V2] sono £(1 4+ V"2, dove # & un intero arbitrario.

Esercigi
1. Sia A un dominio di Dedekind, £ una parte moleiplicativa di A.
Dimostrare che S-1.4 risulta 0 un dominio di Dedekind oppure
il campo delle frazioni di 4.
Supponiamo che J 5 A — {0}, e siano Ff, A" i groppi delle
classi di ideali di A e di 514, rispettivamente, Provare che I'e-
stensione di ideali induee un omomothsmeo suriettive A — 57
2. Sia A un dominio di Dedekind. Se f=g,+ ayx+ ... g &
un polinomio a coefficienti in A4, il comfente di & Uideals o ) =
= (s ., dp) in A, Dimostrare il favewa &f Gansr, secondo cui
e(fg) = e(f)e(g). [Localizzare rispetto a ciascun ideale massimale.)
3. Un anello di valutazione (che non sia un campo) & noctheriano
se ¢ solmnto se & un anello di valutazione discreta.
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. (Il Teorema cinese del resti). Siano a,, ..., q, idealie x,, .

Auelli i voluragione direreta e domnid df Dededind

. Sia .4 un dominio locale che non sia vn campo e in cui lideale

massimale m & principale e ﬁ m* = (. Dimostrare che .4 & un
=1

anello di valutazione discreta,

. Sia M un modulo finitamente generato sopra un dominio di De-

deleind, Provare che Af & plarto < M & privo di torsione,
[Utilizzare 'Bsezcizio 13 del Capitclo 3 e I'Esercizio 16 del Ca-
pitelo 7.]

. 5in M un modulo di torsione (T{M) = M) finitamente generato

sopra un dominio di Dedelind 4. Dimostrare che M pud essere
rappresentato in modo unico come somma diretta finita di mo-
duli 4/pM, dove i p; sono ideali primi non nulli di 4. [Per ogni
ideale primo p =0, M, & un A ~modulo di torsione; utilizzare
poi il teorema di struttura per i moduli sopra wn dominio a ideali
principali.]
Sia A op dominio di Dedekind ¢ g 25 0 un ideale di A. Provate
che ogal ideale di Afa & principale,

Dedume che ogni ideale di 4 pud essere penerato al pid da
due elementi. ;

. Siano a, B, ¢ tee ideali in un dominio di Dedekind. Dimostrate che

arm (bt ={anb+ anr
at+bndg=@E+L i+
[Localizzare.]

-
elementi di un dominio di Dedekind 4. Allora il sistema di con-
gruensze x = x; (mod a)) (1 < { < ) possiede unz soluzione x in,
A e xy = 2 (mod ag < ag), ogni volta che § 2=/,

[Cif:n :qui‘l.rall: ad affermare che le successione di A-moduali

AL D A @ Allo;+ )

& csatta, dove ¢ € o sono definitl nel modo seguente:

flx) = (x4 ay, .y w+ag)s pix 4+ 6y, 00,5, + 6,) ha come
(i, f)-componente x; — x;+ a;+ a. Per provare che tale sacces-
sione & esatta basta far vedere che essa & esatta quando viene Jo-
calizzata in ogni ideale primo p 7= 0: in altre parole possiamo
supporre che A & un ancllo di valutazione discreta, e allora si
conclude facilmente,]



Capitolo decino

Completamenti

Mella geometria algebrica classica (ossia, sul campo dei numeri
eomplessi) si possono utilizzare metodi traseendenti. Cid sipnifica che
si riguarda una fonzione razionale come una funzione analitica (di
una o pit variahili complesse) e si considera il suo sviluppo io seric
di potenze nel'intorno di un punto. In geometria algebrica astratta
la cosa migliore che s pud fare & considerare la cortispondente serie
di potenze formali. Tale strumento non & cosl potente come nel caso
olomorfo, ma pud essere molto utile. Il processo mediante il quale =i
sostituiscono i polinomi con le serie di potenze formali & un esempio
di una costruzione di caratrere generale, note come completamento. Un
altro esempio importante di completamento si presenta in teoria dei
oumeri nella formazione dei numeri p-adici. Se p & un numero primo
in Z 5 pud lavorare nei vari anelli quozient Z/p*Z: in altre parole,
si pud tentare di risolvere le congruenze modulo p* per valori sem-
pre piti grandi di #. Cié & analogo alle approssimazioni successive date
dai teemini di uno sviluppo in serie di Taylor €, proprio com’ conve-
niente introduorre le serie di potenze formali, cosl & conveniente in-
trodurre i oumeri peadici, i quali sono, io un certo senso, il Hmite di
Z[p¥Z pet n — oo, Per un solo aspetto, tuttavia, i numeri p-adici sono
pit complicati rispetto alle serie di potenze formali (diciamo, in una
variabile x). Mentre i polinomi di grado » s immergono, in modo
naturale, nelle serie di potenze, il grappo Z/p"L non pud essere im-
merso nell'anello completato 2. Sebbene un intero p-adico possa esse-
re pensato come una serie di potenze 3o p® (0 < a, < p), tale rap-
presentazione non si compotta bene rispetto alle operazioni di un
anello.

In questo capitolo descriveremo il processo genetale di completa-
mento “adico”— dove il numero primo p & sostituito da un ideale
athitrario, Tale processo si esprime molto agevolmente in termini to-
pologici, ma il lettore dovrebbe puardaesi dall'wsare la topolopia
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dei numeri reali come guida per l'intuizione. BEgli dovrebbe pensare
invece alla topologia delle seric di porenze in ool voa sexie di potenze
& “piccola® se possiede soltanto termini di grado elevato, Oppure egli
puds pensare alla topologia p-adica su £, in cui un intero & “picealo™
se & divisibile per una potenza elevara di p.

Il completamento, al pari della localizzazione, & un metodo che
permette di semplificare le cose, concentrando P'attenzione nell'intor-
no di un punto (o di un ideale primo). Esso costituisce tuttavia una
semplificazione pit drastica rispetto alla localizzazione. Per esempio,
in peometria algebrica, "anello locale di un punto non singolare su
una varietd di dimensinne # ha sempre, come suo eompletamentn,
I'anello delle serie di potenze formali in # wariabili (cid sard sostan-
zialmente dimostrato oel Capitolo 11). D'altra pate, gli anelli locali
di due punt siffatti non possono essere isomorfi a meno che le varietd
st coi es8i 51 trovane non sono birarionalmente equivalenti (eid signi-
fiea che | campi delle frazioni dei due anelli locali sono isomorh),

Due proprietd importanti della localizzazione sono date dal fatro
che essa conserva I'esattezza e la noetherianitd. Cid vale anche per il
completamento — quando ci si restringe ai moduli Anitamente gene-
ral — ma le dimostrazioni sono molto pit difficili e assotbono la
mappior parte del capitolo. Un altro risultato imporrante & il teorema
di I<mll che precisa la parte di un anello che “svanisce™ nel completa-
mento,. In breve, il teorema di Kroll & lanalogo del fatto che una
funzione analitica & individuata dai coefficienti del suo sviluppo in
serie di Taylor. Tale analogia & molto pid chiara per un anello locale
noetheriano, nel qual caso il teorema asserisce proprio che (7} m™ = (,
dove m & 'ideale massimale. Sia il teorema di ICrull che 'esattezza del
completamento sono facili conseguenze del ben noto “lemme di Ar-
tin-Rees"”, e & tale lemma viene assegnato un posto centrale nell no-
stra trattazione.

Per lo studio del completamenti sard necessario introducre gli anel-
li graduati. Tl prototipo di anello graduato & "anello dei polinomi £[x,
<+ v, #y], dove la graduazione & quella usuale, ottenuta assegnando a
ciascuna variabile grado 1. Cosl come gli anelli non graduati sono la
base della geometria alpebrica affine, allo stesso modo gli anelli gra-
duati sono la base della geometria algebrica projettiva. Essi sono per-
tanto di notevole interesse geometrico. L'importante costruzione del-
l'anello graduato associato G,(A) di un ideale g di 4, che incontrere-
mo, possiede noa ben definita interpretazione geometrica, Fer esem-
pio, se A & Iancllo locale di un punte P su une vadeth I con ideale
massimale g, allora &,(.4) cordsponde al cono tangente proiettiviz-
zato in PP, ossia, all'insicme di tutte le rette per P che sono tangenti a
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V in P. Tale descrizione geometrica doveebbe aiutare a spiegare il
Eigniﬁmm di &,(A) in relazione alle p:up:icti di ¥ m:l.l’iummu‘di e
e in particolare in relazione allo studio dell’anello completato .

Tapologie & completantenti

Sia ¢ un gruppo abelisnc topologica (scritto in forma additiva),
non necessariamente di Hausdorff: dunque & & simultancamente vno
spazio topolopieo ed un gruppo abelianc, e le due steutture su & sono
compatibili nel senso che le applicazioni &G x G — G e &G — G, de-
finite da {x, )+ x4+ ¥ € x = — x rispettivamente, sono cootinue,
Se {0} & chiuso in G, allora Vinsieme diagonale ¢ chiuso in & x &
{essendo 'immagine inversa di {0} nell'applicazione {x, ¥}~ x — 3}
e quindi ' & uno spazio di Havsdorff. Se a & un elemento fissato di G,
la traslazione T, definita ponendo Ty(x) = & + @ & un omeomotfismo
di & sopra & {giacché T, & continua, e la sua inversa & T_); ne scgue
che se [J & un intoras arbitrario di 0 in &, allora U7 4- 4 & un intorne
di @ in (5, e viceversa ogni intorno di ¢ compare in questa forma.
Dungue la topologia di & & determinate univocamente dagli intorai
di 0in G,

Lemma 10.1. Sia M Pintersegione of intdi glf fntorni di 0 jn G. AL

Jora:

1) JT & an sottogrighpo.
il) F & Ja chinsara di {0}.
i) &\ H & di Hausdor(f.
iv) G ¢ di Hansdorff <= H = 0.

Dimartragione. i) segue dalla continuiti delle operazioni di gruppo.
Per ii) i ha:

x € F <0 € x— U per ogni intorno U7 di 0 < x e {0}.
ii) implica che totte le classi laterali di & sono sottoinsiemd chiusi;

pertanto i punti sono chivsi in GfH e quindi GfH & di Hausdorff.
Dunque H = 0= & & di Hausdorf, e il viceversa & banale. =

Supponiamo per sempliciti che 0 & & possiede un sistema fonda-
mentile numerabile di intorni. Allora il completamento G di G pud
essere definito nel modo usuale, mediante le successioni di Caunchy.
5i definisce mecernione di Cancky in G una successione (x,) di elementi
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di G tale che, per ogai intorno U di 0, esiste un intero 1(L) con Ia
proprietd che

x, — 2, € [T perogoi p, v > (U,

Due successioni di Cauchy sono equivalenti se 2, — y,— 0 in G,
L'insleme di tutte le classi di equivalenza di successioni di Cauchy si
denota con G. Se (x,), (7,) sono successioni di Cauchy, tale risulta
(x,+3,), € la sua classe in & dipende soltanto dalle classi di (x,) e
(7,)- Dungue resta definita un"addizions in G, rispetto alla quale ¢ &
un gruppe abeliano. Per ogni elemento x € G, la classe della succes-
sione costante (%) & un elemento ¢(x) di &, e ¢: G — & & un omo-
morfisma di gruppi abeliani. Conviene notare che in generale ¢ non
& iniettivo. Tofarti si bha

Kerg= () &/

dove IV varia pellinsieme di tueti gli intorni di 0 io &, sicché, in vion
di {10.1), ¢ & iniettivo se e soltanto se ¢ & di Housdorf.

Se M & un altro proppe abeliano topologico e 1 G — H & un-
omomorfismo continuo, allora I'immagine mediante f di una succes-
sione di Cauchy in & & una successione di Cauchy in A, e pertanto f
induce un omomorfismo f: & — A, il quale ¢ continuo. Se si ha
Gl H2 K, allora gof=gof

Finora siamo timasti in un ambito del tutto generale e & avrebbe
potuto essere, per esempio, il proppo additdvo del nomeri razionali
con la ropologia usuale, cosicché O sarebbe stato Pinsieme dei nome-
ti reali, Ora, tuttavia, < limitiamo a considerare il tipo particolare di
tepologia che si presenta in algebra commutativa, ossia supponiamo
che 0 & & abbia un sistema fondamentale di intorni costitaito da sorto-
Lrugpi. 5i ha cosl una successione di- sottopruppi

G=G,=2G, = G, =2

e J = G & un intorno di ) se e soltanto te contiene qualche G,. Un
tipico esempio & la topologia p-adica su Z, in col G, = p°Z. 5i oot
che in tali topologie i sottogrppi G, di & sono simultaneamente
aperti e chiusi, Infitti, se g e G, allora g+ G, ¢ un intorno di g;
poiché g+ G, = G, cid mostra che G, & aperto. Duneque per ogni b
la classe laterale b 4= G, & un aperto ¢ pertanto insieme H b+ G

& aperto; poiché tale insieme & il complementare di & in G"l, ne sepue
che 7, & chiuso,
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Per le topologie definite da successioni di sottogruppi vi & una
definizione alternativa puramente algebrica del completamento, la
quale spesso & comoda. Supponiamo che (&) sia una successione di
Cauchy in &, Allora 'immagine di =, in GG, & costante, d& un certo
punto in poi, ed & ugoale, diciamo, a £, Se sipassadawd-laneé
chiaro che si ha £,,, — £, mediante la proiezione

Fapy

GlGaps—r GJGe

Dungue una successione di Cauchy {x,) in & definisce una swecesnions
coerente (£,} oel senso che

Ous18€nps) = En et ogni .

Inoitre & chiaro che successioni di Cauchy equivalenti definiscono
una medesima successions (£,). Infine, data una qualsiasi snccessione
coerente (£,), s pud costruire unz successione di Cauchy (x,}, essen-
do x, un clemento arbitrariamente scelto nella classe £, (cosicché
Hpyr — %, € G,). Dunque & pud eesere definito anche come U'insieme
delle successioni cocrenti (£,) con la struttura naturale di groppo,

Siamo pervenud o ad vn caso particolare di Swite fwrerse. Pid in
generale, consideriamo wn'arbitraria successione di groppi {4} e di
omomaofismi

Boprt Apyy — A,

Tale successione prende il nome di sisfema fmverso, & il groppo di tutte
le successioni coetenti (a,) (ossia, n, & A, e B,,,(a,,,) = a,) & chia-
mato il fwite duperso del sistema. Esso viene indieato di solito con
;115 A, essendo sottintesi gli omomotfismi 6,,. Con tale dotazione si ha

== lim G|G,,.

La definizione di G' come limite inverso presenta molti vantaggi.
Il sno principale inconveniente & che essa presuppone tuna scelia fissa-
ta dei sottogroppl &, O pud accadere che soccessiond distinte di
Gr, definiscono la medesima topelogia & quindi il medesimo comple-
tamento. Maturalmente si potrebbe definive la nozione di sistemi in-
wversi “equivalenti”, ma il vanggio del linguappio topologico & pre-
cisamente quello che tali nozioni sono gid incorporate in esso.

Le proprietd di esattezza del completamento si studiano meglio
mediante i limiti inversi. Osserviamo innanzitutto che il sistema in-
verso GG, ha la particolare proprietd che 8,,, & sempre suriettivo.
Un sisterna inverso con tale proprietd prende il nome di sisterna -
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rigttivo. Supponiamo ora che {A,}, {B,}, {C,} siano tre sistemi irio:
versi € che si abbiano diagrammi commutativi di successioni esatté_-"

ﬂ'_"Anﬂ‘_"-Bnﬂ"" 1|>-|-1""|:II

0— A, —+ B, — C — 0.

Direrno allora che si ha una soccessione esatta di sistemi inversi,
Il diagramma induce certaments degli omomorfismi

0 —lim A4, — lim B, — lim &, — 0
ma tale successione mop & gempre esatra, Vale tuttavia la

Proposizione 10.2. §¢ 0 — {A,} — [B,} — {Co} — 0 } wag soe-
cessiong atatia di sistemei inversi, allora

0—lim A, — lim B, — lim
& seppre eratta, Se, inoltve, (A} ¢ un sivtema suriettivo, allore
0 = lim A, — lim B, — lim C, —0
& eratta.
Dimostragions. Poniamo A = T] A, e definiamo d4: 4 —» A po-

m=]

nendo d4(a,) = a, — B, (a,,,). Allora Ker dd = lim A, Allo stesso

modo definiamo B, C e 45, 47, La successione esatta di sistemi inversi
definisce allora un disgramma commutativo di successioni esatre

0= A= a0 —0

| ]

0+ A—-8—-C—0

e quindi, in virtd di (2.10), una successione esatta

0 = Ier gdd — Ker gV - e §7 =
— Coleer §4 — Coker 4% —+ Coker 49 == 0.

Per completare la dimostrazione occorre provare soltanto che

{4} suriettivo == &4 suriettivo,
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;pjﬂé & chiaro, poiché per dimostrare che #4 & sutiettivo <2 saltanto
ifa-tisolvere induttivamente le equazioni

2y — Bypa{ass) = a,
per %, € <Ay, sssegnati gli clementi g, 6 A,. =

Ourervagions. 1l gruppo Coker 44 viene denotato di selito con
Jim? .4, poiché ¢ un funtore derivato nel senso dell'alpebra omolo-

-
Ehea,

Corollacio 10.3, Sia 0 —+ G — G e " — 0 swa successione esatia
di groppi. Supponviame che G abbia fa topologla definita da wna mccersions
A G} d sotbograppi, e G', G abbiavo le topologie indotte, orsia, le topologie
deinite dalle suceessioni {G* 1 G}, { (G}, Alera

D= &= G G =D

& eralta,

LDMmostragione, Basta applicare {10.2) alle successioni esitte

G & e
0+——= +-——+————+0. K
G NG, Ga PG

In particolare, possiamo applicare (10.3) con G = G; allora &=
= GG, ha la topologia discreta, cosicché & = &, Da «cid si de-
duce il

Corollario 10.4. (s, ¢ un sottopruppe di G ¢
GG, =GlG, |

Prendendo § limitl inversi in (10.4) si ottiene:

Proposizione 10.5. G~ C. m

Se ¢: G — & & un isomorfismo, diremo che G & sawpleto. Dunque
(10.5) afferma che il completamento di G & completo, Occorre no-
tare che la nostra definizione di completezza include la proprietd di
Hausdorf (in vired di (10.1)).

La classe piti importante di esempi di groppi topologici del tipo
che stiamo considerando si ottene prendendo & = A, G, = a®, do-
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ve a & un ideale in un anello 4. La topologia cosl definita su 4 pren-
de il nome di fopoisgie a-adica, o semplicemente, di a-fopalagia. Poiché
gli o sono ideali, non & difficile verificare che con tale topologia A
tisulta un anells topolsgics, ossia le operazioni di anello sono continue.
In wvirkd di (10.1) la topologia & di Havsdorft = (Mya" = (0). Il com-
Pletamenie A di 4 & ancora un anello topologico; $: A — A& un
omomotiismo continzo di anelli, il eai nuecleo & (M ar.

Similmente si procede per un A-modulo M: si prende G = M,
Gy = oM, Cid definisce la a-fopalogis su M, e il completamento M di
M & un A-modulo topologico (ossia Awx M Me continoa), Se
i M — N & un arbitraro omomorfismo di A-moduli, allora f {o2) =
= 0% (M) = ¢"IV, e pertanto f & continuo (rispetto alle g-topologie
su M e V) e quindi definisce un omomorfisme 5 M — N,

Esempi. 1} A = &[x], dove & & un campo ¢ x & un'indetermina-
ta; @ = (x). Allora A = £[[x]], I'anello delle serie di potenze formali.

2) A=2Z a=(p), con p primo. Allora .4 & l'anello degli infers

padici, 1 suoi elementi sone le serle infinite i a,p" con 0 = a, = p—1L.
"5i ha g = (} per g —» oo, =0

Filtragjoni

La a-topologia di un A-modulo M & stata definitz prendendo |
sottomoduli a®M come intorni fondamentali di 0, ma vi sono aled
modi di definire la medesima topelogia. Una catena (infinita) M =
=My=2M,= ... 2M,2 ..., dove gli M, sono sottemaduli di M,
& chismata una filtragione di M, c si denota con (M,). 51 dice che essa
& una a-filtragione, se a M, 'S M, ., per ogni n, € una a-filfrayione siabile,
se al, = M, per ogni n abbastanza grande. Dungue {a*) & una
o-filtrazione stabile.

Lemma 10.6. Se (M,), (My) somo o-filtragioni stabili di M, allera
#st¢ hanne differenze limitate: ossia, eiiste un intera ny fale che M. = M,
& Muyo, = M, per agni n = 0. Dangue tutte Je a-filtrayioni stabili indivi-
duantiy swa wrederima topologia s M, precisamente la a-topologia,

Lipsostragione. Basta prendere M = g4 Poiché aM, £ M, per

ogni v, si ba o"M = M,; inoltre oM, = M, ,, per opni # = n,, dicia-
mo, sicchéd My, = oM, = oM. m
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Anelli & proddi praduati

Un anells graduato & un anello .1 insieme con una famiglia (4,),50
di sottogruppd del proppo additivo di o, tale che A= (-EB A, e
=0

AnA, = A, per ogoi s, o = 0 In tal modo 4, & un subanello di
A g dascun A, & un Apmeduolo,

Esempio. 4= k[x;,..., ], A,= insieme di tutti i polino-
mi omogenei di grado s,

Se A & un anello graduato, un A-medule graduats ¢ un A-modulo
M insieme con una famiglia (M}, di sottogroppi di M tali che

M= H@ Mn € AmMn. = Mﬂﬂ per D‘Em - 0. In tal fﬂl;ldl::ll cia-

scun M, & un .A,-modulo. Un elemento » di M si dice smogewes, se
x & M, per quaiche » (# = grads di x). Opgni elemento y € M pud esse-
re scritto in modo unico come upa somma del tipo 3 3, dove y, & M

per ogni n = 0, ¢ gli y, sono tuttl mulli, tranae al pit va numero fini-
to di essi. Le componenti non nulle y, sono chiamate le componenti
oamapense di y.

Se M, N sono A-moduli graduati, un omemwerfisme di A-meduli
Eraduati ¢ un omomorAsmo di A-moduli f; M — N tale che f (M,) =
= IV, per ogniw = 0,

Se A & un anello graduato, poniamo A, = ) A,. A, & ua
ideale di . ==0

Proposizipne 10.7. Le sepurati condigioni sono equivalanti, par
anelip praduste A:

3} A & nn anello woetherians;
i) Ay & moetheriane ¢ A & wna Apalgebra finitaments generata,

Dimoastragione, 1) = il). Ay= .AlA,, quindi & noetheriano, A, &
un ideale di .4, dunque & finitarnente geaerato, diciamo da x,, ..., x,
che possiamo supporre elementi omogenei di A, di gradi &,, ..., &,
rispettivamente {tutti = ). Sia 4" il subanello di, A4 generato da x,,
ey, sopra Ay Proveremo che A, = A" per ogni # > 0, proce-
dendo per induzione su #, Cid & certamente vero per # = 0. Suppo-

niamo # >0 e sia ye A, Poiché ye 4,, y & una combinazione li-
&

neare degli x;, diciamo y = ii," age;, dove a; € A,y (per convenzio-
=1
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Clompletamenti

ne, A, =0 se wr < 0). Poiché ciascun intero &, & = 0, in virtd del-
I'ipotesi induttiva ciascon a; risulta un polinomio negli & a coefficien-
ti in .4, Duneque tale risulta anche y, ¢ pertanto y € A", Me segue che
A, £ A e quindi A= A"

ii) == i) in virti del teorema della base di Hilbert (7.7). =

Sia .4 un ancllo (non graduato), a un ideale di A, Alloga si pud
costruire un ancllo graduato A% = (—Bl a*. Similmente, se M & un

A-modulo & {M,) & una a-filtrazione di M, allora A% = @ M, tun
A*-module graduato, poiché o™i, = M, ..

Se A & noctheriano, a ¢ finitamente generato, diciamo da &,
sp; allora A* = Alx,, ..., 5] ed & noethetiano in virtd di (7.7).

Lemma 108, Jia A wn anelly noctberiano, M nn A-wodule finita-
mrenite penerato, (M) sma a-filtragione di M. Allora le seonenti condigioni
s equitialenii:

0 M* & o A¥-moduly finitamente generato;

ii) La filtragione (M) & stabil,

Dimortragione, Clascun M, & finitamente penerato, dungue tale ri-
sulta ciascun J, = @ M, esso & un sedfegrappe di M*¥, ma non (in

gencrale) un A*-mitomodnlo, Tuttavia, csso ne genera uno, precisa-
mente

M:=Mu$--~'$ﬂfn$ﬂﬂ;n@ﬂ’ﬂn&) & ardM,

Poiché @, ¢ finltamente genctato come A-modulo, MY & finita-
mente generato come A*-module. Gli MF formano una catena ascen-
dente, la cui unione & M*, Poiché A* & noetherians, M™ & Anitamente
generato come A*-modulo <+ la catena & stazionarla, ‘ossia, M* =
= M} per gualche ny <= M, ., = a"M,, per ogni r = 0= la filtra-
zione & stzbile. m

Proposizione 10.9. (lemma di Artin-Rees). Sia A un anelle nos-
therigno, @ on ideals di A, M wn A-modaio finitanente generaro, (M) ma
a-filtrazyions stabile di M. Se M" & an sottomodulo di M, allora (M’ 1 M)
¥ ama a-filtragione rtabile di M'.

Dimosiragione, 8i ha o(M' n M,) = aM' nal, = M~ M,,,,
sicché {M" r'\.M“] & nna a-fltrazions, Dunclu,t eiga definisce un A%
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modulo graduate, il quale & un sottomoduolo di ¥ e pertanto & fini-
tamente generato {giacché .4* & noetheriano). A questo punto basta
utilizzare (10.8). =

Prendende M, = an¥ si ottiene Uenunciato che comunemente &
noto come il lemma di Artin-Rees:

Corollario 10.10. Esiste sw infera k fale che
(amAf) v M= am=%{(a*M) n M)
per ogni n > k. M

IYaltra parte, combinando {10.%) con il lemma elementare (10.6)
51 ottiene la versione realmente significative:

Teorema 10.11. Siz A wr anells woetherians, o sn ideale, M wn A-
wodulo finitamente pmerato ¢ M' e sottomodulo di M. Allora I filtrazioni
amM' e (aM) n M hawwo differenge Jimitate, In particelars, ln a-fopolagia
di M coincide con la topologia indotia dalle a-topologia &i M. m

Orserpagions. In questo capitolo applicheremo D'ultima parte di
(10.11) rigoardante le topologie. Tuttavia, .oel prossimo capitolo,
avremo hisogno del risultato piv forte relativo alle differeaze limitate,

Come prima applicazione di (10.11), combiniamo tale risulrato
insieme con (10.3) in modo da ottenere I'importante propristd 4 ssai-
tegga del completamento:

Proposizione 10.12, Siz
0= M’ e A = W=D

s aneeersione eratta di meoduli finitaments penevati ropra wn anello noethe-
riawo A, Tiz a s ideale di A, allora la swccessions def completamenti a-adici

ﬂ—riﬁ'—&ﬂ—rﬂ"—hﬂ
& pratta. W
Poiché si ha un omomosfismo naturale A4 — A, si pud riguardare
A come upa A-algebra e quindi per ogni A-modulo M si pud co-

struire un A-modulo 4 @, M. B naturale chiedersi quali legami esi-
stono tra tale module e I'd-module #. Ebbene "omomorfismo di
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Completanenti

A-moduli M — M definisce un omomorfismo di A-moduli
A@e MA@, M~ A@z M= M.

In generale, per una scelta arbirearia di 4 e M, tale omomorfismo
non & né iniettivo, né suriettivo; vale ruttavia la

Proposizione 10,13, Per sm anello arbitrario A, 5 M & finitaments
ginerato, A 3y M — M ¢ swriettive. Se inoltre, A ¥ noetheriano, allora
ARy M- Zig & wn isomorfismo.

Digrosiragione. Utilizzando (10.3) o procedendo per altra wia, &
chiarn che il completamento g-adico commuta con le somme dirette
finite. Dunque, se F= A" si ha A G, F= F. Supponiamo ora che
M sia finitamente generato, sicché si ha una successione esatta

Essa dé origine al diagramma commutativo

A, N+ A@, F+-A@, M0

RN

0N P M0

ni cui la prima riga & esatea (stante (2.18)). In viren di (10.3), 4 & su-
riettivo. Poiché § & un isomorfismo, cid implica che « & surlertivo,
sicehé resta provata la prima parte della proposizione. Supponiamo
ora che A sia noetheriano, allora anche IV & fnitamente generato,
sicché g & sutlettive e, in virtd di (10.12), la ripa inferiore & esatta.
Una piccola “caccia al disgramma®™ mostea ora che o - iniettivo e
quindi & un isomorfismo. B

I&Empn&iziani (10.12) e {10.13) insieme affermanc che il fontore
M+ A, M & esatto solla categoria degli A-moduli finitamente
peneratl {guando 4 & noetheriano). Come sl & visto nel Capitolo 2,
city prova:

Proposizione 10.14. Se A i wn anello wostherians, o an ideals, A il
completamento a-adico di A, allora A ¢ wma A-algebra piatta, ®

Orservagione. Per i modoli non finitamente generati il fontore M —
++ M non & esatta: il funtore “buono™, che & esatto, & M 4 @, M
e i due-funtori coincideno sui moduli finitamente generati.
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Anelli & sraduli gradusti

Passiamo ora a studiare pii dettaglatamente 'anelio A, Dimo-
striamo innaneitutto alcune proposiziond elementari:

Proposizione 10,15, Se A & woethsrians, A il o completamento
a-adico, allora:
D= do=A@in
iy (™)™ = (3}
i) a®fan+t == §ufanet;
iv) & & contennto wel radicale di Jacobsow di A.

Dimostragione. Poiché A ¢ noctheriano, a & finitamente generato.
Allora {10.13) implica che 'applicazione

A@_‘“—?ﬁ,

la cui immagine & ., ¢ un isomorfismo. Cid dimostra i), Applican-
do i) ad a® si ottiene

(am* = Aav = (Aa) in virtd di (1.18)
= (fi)" stante i),
Applicando (10.4) si deduce ora
Afar = Afar

da cnj sepue iif), passando ai quozienti. In virtd di ii) e di (10.5) si ha
che A & completo tispetto alla sua d-topologia. Dungue per ogni x € &

(l—syl=1+4x+2x*+

converge in A, sicché 1 — x & invertibile. Cid implica, in vietd di
(1.9), che & & contenuto nel radicale di Jacobson di 4. m

Proposizione 10,16, Siz A s awells Jocale nostheriano, m i awo
idsale massimale. Allora il completamente Weadice A di A & wn anello lo-
satle con ideale seassiviale .

Dimortragione, In vired di {10.15) i), s ba Afh = A/m, sicché
Affiv & un campo ¢ quindi i & un ideale massimale. Da (10.15) iv) se-
gue che fft & il radicale di Jacobson di .4 e quindi & "unico ideale
massimale. Dunque 4 ¢ un anello locale. @

1l problema importante di sapere quanto si perde nel completa-
‘mento & risolto dal teorema di Erull:
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Completanmti

Teorema 10.17. Siz A nw awelle noetheriane, a s ideals, M uwn A-
wodils finitamente gewerato ¢ M a-completamento di M. Allora il nicleo
H= ﬁ oM di M — M & costituito dagli elementi x € M che sono annul-

Ml

lati da qualdhe elemento df 1 - a.

Dimostragione. Poiché E & Pintersezione di tutt gli intormi di
0 e M, la topologia indotta su E & banale, ossia, F & 'unico intorno
di 0 L In vired di (10.11) la topologie indotta su E coincide con
la suz a-topologia. Hssendo aE un intorno nella a-topologia, ne se-
gue che o = E. Poiché M & finitamente generato e A & noetheriano,
anche E & finitamente gencrato, sicché possiamo applicare (2.5) e de-
durre da aE = E che {1 — &)E = 0 per qualche o & a. Il viceversa &
ovvio: se {1 — a)x = 0, allora

x=ax=al= Eﬁuﬂdf=5. []
=}
Osservagioni. 1) Se § & la parte moltiplicativa 1 4 g, allora (10.17)
asserisce che
AsvAde Aafr4

hanno lo stesso nucleo. Inoltre, per opni e e &
fl—e)'=14+a+a*+

coaverge in A, sicché ogni elemento di § diventa invertbile in .
In virrd della proprietd universale di S-'.A4, cit significa che vi & un
omomorismo paturale 514 — A4 e (10,17) implica che esso & inictti-
vo. Dungue 5-1.4 pud essere identificato con un subanelio di AL

2) 11 reorema di Krull (10.17) pud esserc falso, se A4 oon & nocthe-
tiano, Sia A Fanello di tutte le funzioni ©= sulla retta reale, e sia a
I'ideale di tatte le fonzioni  che si anoullanro oell’origine (a & massi-
male, giacché Afa = R). Ora a & generato dalla funzione identitd 2,

e F\ gt & insieme di totee le funzioni e A tali che tutte le loro de-
el

rivate sl anoullano nell’origine. Daltra parte /& annullata da qualehe
elemento 1 4 o (a € 4) s e soltanto se [ si anoulla identicamente in
qualche intorno di 0. La ben nota fuazione «9#, la quale non & iden-
ticamente nulla in 2lcon intorno di 0, ma & tale che tutte le sue de-
rivate si apnullano in 0, mostra allora che [ nuclei di

A A e A 51 I:_.5'=l+ﬂ}

non coincidono, Dunque 4 non & poetheriano.
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L'anello gradiate asroctate

1l tecrema di IKyull ha mold corolleri:

Corollario 10.18. Sis A s dowsinio poesheriano, @ 7= (1) an ideals di
A Allora [T} 2% =10,

LDhimostragione. 1 4 o non contiene divisori dello zero, m

Corollario 10.19. Sia A on anello nostherians, a wn ideale df A con-
tarwnite med radicale i Jacobson ¢ sia M nw A-wiodwle firitamente generato,
Allora la g-tapologia di M b & Hawsdorff, essia [y anM = 0.

Dimassragione, In virtd di (1.9) ogni elemento di 1 4 a & inverd-
bile. =

Un caso speciale particolarmente importante di (10.19) & il se-
guente:

Corollario 10,20, Yis A wr avello locale noethertans, m & tup fdeale
massimale, M sn _A-moduls finitamente generate. Allora la m-topologia di
M ¥ di Hawsdorff. In particolare la m-topologia di A ¢ di Hanedorf]. &

E possibile rieounciare {10.20) in una forma leggermente diversa,
ricordando che un ideale m-primario di A4 & proprio un ideale qual-
siasi situato tra m e gualche potenza m® (otilizzare (4.2)-e (7.14))
Ebbene (10.20) implica che 'intersezione di tutt gli ideali m-primari
di A& 0. Ora, se A & un anello noetheriano qualsiasi, e p & un ideale
primo, possiameo applicare tale vesione di (10.20) all'anello locale A,
Tornando indietro in 4 e wtilizzando la corrispondenza biunivoca
(4.8) tra gli ideali p-primari di 4 e gli ideali m-primari di 4, (dove
m = p.A.} s deduce:

Corollario 10.21. Sie A un anelle noetheriano, P an ideale primo di
A. Allara Pintersegione di tntti gli ideali p-primari di A & il nueleo deil sao-
morfimo A — A, W
Lanello gradnate assoeiats

Sia . un ancllo ¢ a un ideale di A. Definiamo

-3

G(A) (= Gu A = G amfar (0= A).

Si tratta di wn anello gradvato, in cai la meltiplicazione & definita nel
modo seguente:
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Per ogni x,, € a®, denotiamo con 2, J'immagine di », in g%fa™*; de-
finiamo 2,2, ugnale o ¥5, ossia all' immagine di x,,x, in gmisfguinil;
si verifica che %,,%, non dipende dai rappresentanti scelti.

Similmente, se M & un 4-modulo & (M) & una a-filtrazione di M,
definiamo

G(M) = ) MMy

il quale tisulta, in modo naturale, un G{4)-modulo graduato. Deno-
tiamo M, [M,,, con G,(M).

Proposizione 10.22. Siz A wnv anelle noctheriano, ¢ un ideale di A,
Allora:
1) GolA) ¢ nostherians;
) GolA) ¢ Gyl A) somo isomorfi come anelli praduati;
Hi) se M & s A-modulo finitamente generato ¢ (M) & ina a-filtragion
tabile di M, afiora G0 & wn Gy A)-wodvde graduaie finitamente gingrats,

Dimastragione. T) Polché 4 & noetherlane, & finitamente genera-
to, diciamo da »,, ...,x, Sia %; limmagine di »; in afa?, allota
G{A) = (Ala) [#,, ..., %] Om _Ala & noetheriano, dunque &{A) &
noetheriano in virni del teorema della base di Flilbert,

if) amfamt = GJanr in virta di (10.15) iib).

iif} Esiste un intero m, tale che M, = oM, per ogni r > 0, sic-
ché G(M) & generato da (B G,(M). Cisscun addeodo G, (M) =

L=t

wfysy & noetheriano ed -é annullato da q, dongue & un 4/a-
modulr:r finitamente generato; ne segue che EEJ G (M) & penerato

da un numero finito di elementi {(come A,Ju-rnndulu] e quindi &AM
& finitamente generato come G(A)modolo. |

L'ultimo risdltato importante di questo capitolo & che il comple-
tamento g-adico di un anello noetheriano ¢ noetheriano, Prima di pas-
sare alla dimostrazione, abbiemo bisogno di un semplice lemma che

collega il completamento di un groppo fAltrato qualsiasi e il groppo
graduato associato.

Lemma 10.23. Sz ¢: A — B v omomwarfiome of grappd (Slirafi,
orria glAdy) = By, ¢ stane Gg): GlA) — G(B), q‘i A 2l g~
worfismi indotti dei gruppi graduati asociati ¢ det gruppi completati, Allova

i) (@) dmiestivo = fmisetivo;

i} G{{) mariettive = § srieitivo,
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Dimastyagione, Consideriamo il diagranwna commutativo di suc-
cessioni esatie

00— A:JAn-p-i -+ AJIAH.H — AfA,— D
Glapl LT ] Iy

0— BB, — B(B,, —+ BB, -0
Esso fornisce la successione esatia

0 — Ker Gy(¢) — Ker oy, - Ker o, —
—= Coker Gy(d) — Coker oy, — Coler g, — 0.

Dia citv si ottiene, per induzione su #, che Kera, = 0 (caso i))
oppute Coker o, = 0 {caso ii)). Inoltre, nel caso i) =i ha anche che
Eer @y —+ Ker o, & suriettivo, Prendendo il imite inverso degli omo-
morhsmi x; e applicande {10.2) =i ottiene il lemma. @

Stamo ora in grado di stabilire un risultato che inverte parzial-
mente (10.22) iii} e costituisce il passo pid importante nella dimostra-
zione del fatto che i ¢ noctheriano.

Proposizione 10.24. Sia A aw onello, 0 aw ideale di A, M v A
madulo, (M) sna a-filtragione di M. Supponiame che A sia completo nella
a-topalogia ¢ che M sia sno spagio di Hausdor(f nella topologia definita dalla
s filtragione (ossia che [ M, = 0). Supponiame inaltre ehe G(M) sia

s [ Al-modulo fimiverente geperate. Adfora M 8w A-modulo finitaments
Benerata,

Dimostragione, Scegliame un sistema finito di generetord di G{M)
e decomponiamoli nelle loro componenti omogenee, diciamo £ (1 <
= i< 7), dove £; ha un ecerto grado #(i), & perranto & Pimmagine di
un qualche elemento x; & M. Sia FY il modulo 4 con la g-flra-

zione stabile data da F{ = o™ ¢ ponilamo F= @ Fi. Allora man-

dando il generatore 1 di ciascun F¥ in »;, resta definito un omomor-
fismo

g F—M
di groppi filtrati, e G(g): G(F) — G{M) & un omomotfsmo di GA)-
moduli. Per costruzions esso & suriettivo. Dunque, in virtd di
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Comipledansenti
(10.23) ii), ¢ & suriettivo, Consideriamo ora il diagramma

Flom

e

Fiom

Poiché F & libero ¢ A = 4, ne segue che ¢ & un isomorfismo.
Inoltre, essendo M uno spazio di Hansdocf, § & iniettivo, La sutictti-
vitd di ¢ implica dunque la suriettivitd di ¢, e cid significa che x;,

x, generano A come A-modulo. =

Corollario 10.25. Nelle fporesi di (10.24), 1 G(M) # s G{A)-mmo-
dile moethertane, allora M} wn A-module noetheriama,

Dimostragione, Cecorre provare che ognl sottomodulo &° di M ¢
finitamente generato (6.2). Ponlamo My = M’ r~ M,; allora (M) &
una a-filtrazione di M, e Vimmersione M, — M, di origine ad un
omomorfismo iniettiva MM, — M M, dungue ad uo'immer-
sione di GLM7Y in G{M). Poiché G(M) & noetherdano, (M) & fini-
tamente generato, stante (6.2); inoltre M’ ¢ di Hausdodff, giacché
M Mg = My M, =0; dunque, in vierd di {10.24), M' & finitamente
generato, W

Siamo ora in grado di dedurre il risultato cercato:

Teorema 10.26. Se A ¢ un anello noetheriano, o wt ideale di A, allora
i completamento a-adice A & A & nostherians.

Dimastragione. Da (10.22) sepue che
Gul) = Gy(A)

& noctheriano. Applichiamo ora (10.25) all'anello completo A, pren-
dendo M = A (filtrato mediante @, ¢ quindi di Hausdor), m

Corollario 10.27. fe A ¥ wr anelio moetheriane, Panelle delle serés di
pofenye B = A[[x, ..., 2] in » variabili § nostherians, In particolare
E[[%ys ooy xn)) (ersende & s campo) & mostheriana.

Dimartragione. A%y, ..., %] & noctherlano in virtd del teorema

della base di Hilbert, ¢ B & il suo completamento rispetto alla topo-
logia (), ..., x,)-adice. B
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Egreigi

Esercigd

1.

Sia ay: Z[pZ — Z[p*Z I'omomorfismo iniettivo di groppi abe-
liani definito ponendo @,(1) = po—1, & sia &t 4 — F la somma di-
retta di totti gli @, (dove .4 & una somma diretta numerabile di
copie di Z{p7, e B ¢ la somma diretta dei groppi Z{p*Z). Dimo-
strate che il completamento padico di A4 & proprio .4, ma che il
completamento di A rispetto alla topologia indotta dalla topo-
logia p-adica su B & il prodotse diretto dei gruppi Z[pZ. Dedurre
che il completamento peadico men & un fyntore esatto a descra
sulla categoria di tutti- gli Z-moduli,

. Nell'Esercizio 1, poniamo A, = a~!(#"8), & consideriamo la suc-

cessione esatka
ﬂ—tA.—nA-—rA,’A,—-[I,

Dimastrare che lim non & esatto & destra, € calcolare lim?! A,

. Sia .4 un anello noetheriano, a un ideale e M un 4-moduolo fini-

tamente generato, Utilizzando il teorema di Kroll e 'BEseccizio 14
del Capitolo 3, dimostrare che

() &M = () Ker (M — I1),
B m=22

dove m varia nell'insieme di tuted gli ideali massimali che conten-
EODO .
Diedurre che

M =0+ Supp (M) n V{a) =@ (in Spee (A)).

(11 lettore dovrebbe pensare a M come allo “sviluppo di Taylor”
di M trasversalmente al “sottoschema™ T7(a): i risultato di eui
sopra mostra allora che M & determinato in un intorno di W7{g)
dal suo sviluppo di Taylor.]

Sia .4 un anello noetheriano, a un ideale in 4, e A il completa-
mento g-adice. Per ogni » & A, sia & Pimmagine di x in 4. Di-
dal mostrare che

x non & un divisore dello zero in A =
= 5 non & un divisore dello zero in A,

Segue da cid che
A & un dominio di integrita = A & un dominio di integritd?
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Camplefamenti

[Applicare la proprieth di esattesza del completamento alla sue-
cessione 0 — A4 — A.]

. Sia .4 un anello noetheriano e siano a, b ideali in 4. Se M & un

A-modulo arbitrario, denotiame con M, AMF il suo completa.
mento a-adico, rispettivamente b-adico. Se M & finitamente ge-
nerato, provare che (A0 o Ao+E,

[Prendere il completamento g-adico della successione esatta

0 — bl — M — MIbmA — 0
e applicare (10.13), Utilizzare poi Misomorfismo
lirf {]-l;jl_l Mi(a"M + ™M) = l_iELMJI'{u“M+ b))
m " ]

e le inclusioni {a 4+ B)*™ = a™ 4 b = (a 4+ b}~

. 8ig .4 un anello nostheriano e g un ideale di .4, Dimostrare che a

¢ contenuto nel radicale di Jacobson di A se ¢ soltanto s ogni
ideale massimale di 4 & chiuso rispetto alla g-topologia. (Un anel-
lo topelogico noetheriano in coi la topologia ¢ definita da un
ideale contenuto nel radieale di Jacobson & chismato vn anelly &f
Zariski, Bsempi sono dati da anelli locali e (stante (10.15) (iv))
completamenti a-adici.)

. Sia A un anello noetheriano, a un ideale di 4, e A il completa-

mento g-adico. Dimostrare che 4 & fedelmente piatto sopra .4
{Capitolo 3, Esercizio 16) se ¢ soltanto se .4 & un anello di Zari-
ski (tispetto alla a-topologia),
[Poiché 4 & piatto sopra A4, basta provare che
M — M & iniettivo per ogni modulo finitamente generato A
== A & di Zarisli;
atilizzare poi (10.1%) ¢ 'Esercizio 6.

. Sia A l'anello locale dell'origine in C* (ossia, 'anello di tutte le

funzioni razionali fig € Clg,, ..., 5,) con g(0) 7= 0), sia B anel-
lo delle serie di potenze in gy, ..., g, che converpono in qualche
intorno dell’origine, e sia C "ancllo delle serie di potenze Formali
in gy, ..., %y, 5icché A = B o C. Provare che B & un anello
locale e che il suo completamento rispetto alla topologia definita
dall'ideale massimale ¢ C. Supponendo B noetheriano, dimostra-

re che f & piatto sopra 4. [Utilizzare 1"Escrcizio 17 del Capitolo
3, e 'Esercizio 7 di eni sopra.]



9.

10.

11.

12,

Erereigi

Sia A un anello Jocale, m il suo ideale massimale, Supponiamo
che A sia completo rispetto alla topologia m-adica. Per ogni po-
linomio f(x) e .A[x], denotiamo con f {x) & {A/m)[x] la sua ri-
duzione mod wi. Dimostrare {1 Jessma df Hewrel: se f (%) & monico
di grado e se esistono polinomi monici coprimi §(x), (=) &
€ (Ajm)[x] di gradi r, w — r con f {*) = §(x)b(x), allora & possi-
bile “sollevare™ g(x), A(x) in A[x], in modo da ottencre polino-
mi monici g, H(x) & A[x] tali che f{x) = g{=)b{x).
[Supponiamo di avet costuito induttivamente dei polinomi
Jela, by e Al tali che glxb ) — (%) e mEd[x]. Allom
utilizziamo il fatto che, essendo §(x) e b{=) coprimi, ¢ possibile
trovare dei polinomi a,(x), by(x), di gradi < u — r, r tispettiva-
mente, tali che x® = &,(x)f(x} 4 By(x)bi(x), dove p & un intero
qualsiasi tale che 1 < p = ». Infine, atilizziamo la completezza di
A per provare che le successiond g,(x), b(x) convergono verso i
polinomi g, #(x) cercati.]

i) Con le notazioni dell’'Esercizio 9, dedurze dal lemma di Hen-
sel che se [ (x) possiede nna radice semplice @ € 4jm, allora
Fix) possicde una radice semplice s A fale che a=a
mod m.

1} Dimostrare che 2 & un quadrato nell'anello degli ioterd T-adici.

1y Sia f(x, ) e &[x, 5], dove & & un campo, ¢ supponiamo che
F{0,y) abbia y = @, come radice semplice. Provare che esi-

ste una serie di potenze formale plx) = T ax tule che
S () = . -
(Essa rappresenta i “ramo analitico™ delle carva f= 0 per il
punto (0, a,).)
Dimpstrare che il viceversa di (10.26) & falso, anche supponendo
che A sia locale ¢ che A sis un 4-modulo finitamente generato,
[Prendere .4 uguale all'ancllo dei germi delle funzioni O di =
in x = 0, ¢ utilizzare il teorema di Borel secondo cui opni serie
di potenge & lo sviluppo di Taylor di qualche fonzione gﬁ']
Se A & noctheriano, allora Af[=, ..., x,]] & una A-algebra fe-
delmente piatta, [Esprimere Fomomorfismo A — A[[%y, ..., %,]]
come una composizione di estensioni piatte, ¢ utilizzare "Eserci-
zio 5 (v) del Capitolo 1.]
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Tearia della dimensione

Una delle nozioni fondamentali in geometria algebrica & quella di
dimensione di una varietd, 5i tratea essenzialmente di uoa nozione lo-
cale, &, come vedremo in questo capitolo, vi & una teoria della dimen-
sione molto soddisfacente per anelll Jocall noetheriani generali. 11
teorema centrale stabilisce I'equivalenza di tre differenti definizioni di
dimensione, Due di esse hanno un significato geometrico alguanto
chiaro, mentre la terza, che fa intervenire la fonzione di Hilbert, &
meno conceftuale. Questa tuttavia presents molti vantaggi tecnici e
Pintera teoria divents pit agile se essa viene esaminata all'inizio.

Diopo aver trattato della dimensione, diamo alcuni brevi cenni su-
gl anelli locali regolari; i quali corrispondono alla nozione di non
singolaritd in geometria algebrica. Viene stabilita Pequivalensa di tre
definizioni di regolaritd.

Infine mostrismo come, nel caso di una varietd algebrica sopra un
campo, Ie dimensioni locali da noi definite coincidono con il grado
di trascendenza del campe di funzion,

Fanioni di Hilbert

Sia A = @ Ay un anello praduato-noetheriano. In wirnd di (10.7),

A, ¢ un anello noctheriano, ¢ 4 & penerato (come .4 -algebra) da
elementi, diclamo =y, ..., %, che possiamo supporre omogenei, di
gradi &;, ..., &, (tutd = 0).

Sia M un A-modulo graduato finitamente generato, Allora A &
generato da un pumero finito di elementd omogenei, diclamo
(1 </ < #); poniamo ry= deg my. Ogni elemento di M,, la compo-
nente omogenea di A di grado », & dunque della forma '%‘,_,I'j{x}wj,
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dove fi{x) € A & vn elemento omogeneo di grado » — ry (e pettanto
& uguale 4 zero, & n < gl e segue che M, & Anitaments Eenerato
come Amodulo, precisamenie, esso & generato da tate gli element
della forma gy{x)ew;, dove gix) & un monomic negll »; di grade tota-
le s — ry

Sia A una frwgione additive (2 valori in Z) sulle classe di wei gli
Agmoduli finitamente generati (Capitolo 2). Si definisce serfs of Poi-
card di M (rispetto a A} le funzione genecatrice di ALM,), ossia, la serie
di potenze

P(M, #) = 3 MM e Z[[4).
L]

Teorema 11.1. (Hilbert, Seree). P{M, ) 2 swma fungions ragionals in
# dells forma f{:],rf[ (1 — #4), dove £ (£) & Z[H].

Diimartragione. 5i procede per induzione su 1, il numero dei gene-
ratoti di .4 sopra A, Partiamo dal cago 1 = 0; cid significa che 4, =
= 0 per ogni # > 0, sicehé 4 = 4, e M & un A, -modulo finitamente
penerato, e pertanto M = 0 per ogai # abbastanza’ grande. Dunaque
in questo caso P{M, £) :lsulu un polinomio.

Supponjamo ora 5 > 0 e il teorema vero per r— 1. La mr:nlnpl.u:a—
zione per x; & un omomothsmo di A-moduli di M, in M, , dunque
fornisce una successione esatta, diciamo

(1) 0~ Ko My Moy, — Ly, — 0.
Poniamo & = q—) K, L= (—l;:) L..; essi sono entrambi A-moduli

finitamente geaerati (poiché K & un sottomodulo e L ua modulo quo-
ziente di M), e sono annullati entrambi da x,, sicché rdsultano A, [x,,
ven g Xy ]-moduli. Applicando A alla (1} si ba, in virod di {2.11)

AU — AM) + A(Mys) — ALpyy) = 0;

moltiplicando per fo+& ¢ gommando rispetto a », si ottene

& (1 — ) P(M, #) = P(L, 1) — P(K, 1) + g(5)
dove g(#) & un polinamio, Applicando I'ipotesi induttiva, si ottiene il
tenfema, W

Denotiame con 4(M) I'ordine del polo di P{M, #) in #= 1. Esso
fornisce una misnra della “prandezza®™ di M (relativa a 1). In pard-
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colare resta definito d(4). Tl case in eul tutt i gradi &, sono ugoali a
1 & particolarmente semplice:

Corollario 11.2. Je clarcan &= 1, alfora per opii # abbartanga gran-
de, A(M,) riswlta wn polinogsic in v (a cogfficienti ragionali) di grade™ d — 1.

LDimostragione. In virtd di (11.1) si ha 2(M,) = coefficiente di  in
f(# (1 — 5 Bliminando potenze di (1 — ¢) si pud supporre che

s=def(1) 0 Sit f ()= § agh; poiché

o fd B 1Y
A el
&i ha

¥ — ke
1(M.;]=Em(d+z-_? 1) per ogni # > N,

e la somma al secondo membro & un polinomio in # con termine di

gtado massimo (3 agped-3(d — 1)1 550, =

Orservagioni, 1) AfAnché un polinomio f{x) sia tale che f{#) ri-
gulti un intere per ogni intero #, non & necessario che f abbia coefi-
cienti interi: per es., fa(x 4 1),

2) 1l polinomio di cui in (11.2) ¢ chiamato di solito la fugioe (o i
polinomic) i Hilbert di M (rispetto a ), '

Ritornando om alla successione (1), sostituiamo 2, con ua qual-
siasi ¢elemento x & .4, che non sia un divisore dello zero in M (ossia,
xm=0con me M=am=10). Allora ¥ = 0 ¢ |'equazione (Z) mo-

stea che
Dungue abbiamo provato la '

Proposizione 11.3. S x e A, mow & sn divisore delle gero v M,
allora d(MxeM)=d(M)—1. m

Utilizzeremo (11.1) nel caso in coi 4, & un ancllo artirione (in
particolare, un campe) e (M) & la hmghsgze /(M) di un Armodulo
finitamente generato M, In virtd di (6.9), /(M) & additiva.

* Adottiamo qui la convenzione che il grado del pelinomio mullo & —1, &
inoltre che il eneficiente binomiale (_‘"1} =0 pern=0, e =1 peri=—1
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-Esempio, Sia A = Ayx,, ..., %], dove A, & un anello arti-
niano e le x; sono indeterminate indipendent. Allora A, & un
modulo libere generato dal monomi s =P dove ¥ o= n;

e Y\, dunque P(A, £) = J(AY(1 — £},
Consideriamo ora le funzioni di Hilbert ottenute da un anello lo-

cale passando agli anelli graduati associati come si & visto nel Capi-
talo 10,

#8581 sono in motale

Proposizione 11.4. Sia .4 sir anolls locale noetheriane, m i/ st ideals
wassimale, o s fdealy wm-primarie, M un A-wodule finitanente gewerato,
(M) nma q-filfrayione stakile di M. Allora;

iy MM, ¢ df Jonghega finita, per agni m = 0;

ily per ogni o abbastanga gravde, fale linghegza & an polinowmio g{w) i
Brade < & in n, dove 1 8§ peiwienn suniers Jigswmfori i q;

itd) ¥ grado ¢ &l cogffciente direttore di g{n) dipendono soltanto da M ¢ da
0, & no dalla filtrazione scelta.

Dimsostragione, i) Sia G(A) = (-E-) R, G = @ MM,
Gyl 4) = Ajq ¢ un anello locale artinjane, diclamo in viewd di {8.5);
G(A) & noetheriano e GIM) ¢ un G Aymodulo graduato finitamen-
te generata (10.22). Ciascun G (M) = M (M, ,, & un A-modulo noe-
theriano annullato da g, dunque un Afg-modulo noetheriano, e quin-
di di lunghezzs finita (poiché .Afq & artiniano). Pertarito MM, & di
Inoghezza finita, ¢

(1) fy = I(M[M,) = Elﬂ'(ﬂi'.-ﬂﬂff}
i) Se %, ,x, genemno g, le immagini %; degli x; in q/q® ge-

aerano (_'(A} ::o.ml: qu—al q.l:lra, & cigsoun &; ha gxn,dn 1, Dunqul: in
wviehh di (11.2) si ha J(M, (ML) = (0), dlqamu, dove f(w) & un po-
linomio in # di grado < r— 1 per ogal » abbastanza grande. Poiché
dalla (1) si ha /., — Iﬂ F{wy, ne segue che [, & un polinomio giw)
di grado < s, per ogni & abbastanza grande,
iif) Sia (ﬂ? ) un'altra q-filtrazione stabile di M, e poniamo (») =

= I{M,I'H.j In wirtd di (10.6) e due fltrazioni hanno differensze limi-
tate, ossia, esiste un intero wy, tale che M, ,,, = M, ﬂﬂﬂu = M, per
ogol # = 0; di conseguenza si ha gl + #o} = J(n), Z(n -+ uy) }g{ﬂ}
Paiché g ¢ 7 sono polinomi per ogni # abbastanza grande, si ha
,P'm gimyfgin) = 1, e pertanto g, § hanno lo stesso prado e lo stesso

cosficiente direttore. M
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Il polinomio g{n) corrispondente alla filtrazione (q%M) si denota
con y3I(m):

2¥(w) = I(MjqrM)  (per ogni n abbastanza grande),

Se M = A4, il polinomio y2(s) si indica semplicemente con y,(w)
[ p:‘ﬂndl: il nome di Ppﬁrm:.uiﬂ caratiericfice dell’ideale m-Pi‘imatin q In

tal caso dalla (11.4) si ha:

Corollario 11.5. Per agni v abbastawya gramde, la bmghegza 1{Alq™)
¢ tin polinomid Xqln) ai gm.ﬂrn < £, dove 5 & i meinies nuweera di gemeratori
diqg &

I polinomi g,(#) relativi 2 ideali m-primari distioti hanao tatt i
medesimo grado, come mostra la seguente:

Proposizione 11.6. e 4, m, q sore come sopra, s ha:

deg x,(¥) = deg ya(n).

Dinrortragions, 5i ha, in virod di (7.16), m = q 2 m" per qualche r,
da cai m™ = g" 2 m™ & pertanto

2m(#) < xq(#) < zu(rn) per ogni w abbastanza grande.

Facciamo tendere poi w all’ oo, tenendo presente che gli ¥ sono poli-
oomiins, W

11 grado comune dei polinomi y,(v) verrd denotato con d(A): alla
loce di (11.2), cid significa che poniamo d{A) = d{G(A)), dove
d(Ga(A)) & lintero definito in precedenza come ordine del polo in
¢=1 della serie di Poincaré di Go(A).

!

Teoria della dimensione depli anelli locali woetheriani

Sia A un anello locale noetheriano, m il suo ideale massimale.

Poniamo 4{-1) = minimo oumero di generatori di un ideale m-
primazic di 4. Ci proponiamo di dimosteare che §(A4) = 4(A4) =
= dim A, Otterremo cid provando che §(A4) > d(A) > dim A >
= 8(A). I risulrati (11.5) e (11.6) insieme, forniscono la prima rela-
zione in tale catena:

Proposizione 11.7. 8(A4) = J(4). =
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Passiamo poi - dimostrare un risuleato analogo a (11.3) per anelli
locali, 81 noti che la dimostrarions che daremo utilizza la versione, in
forma forte, del lemma di Artin-Rees (non scltanto la parte topolo-

gica).

Proposizione 11.B. Siowe A, m, q come sopra, Sfa M me A-modnlo

Jiuitamente generato, x € A wn elemento non divisore dello yero in A ¢ M’ =
= MM, Allsra

deg x2" < deg x:*'l —

Diwmostragione. Poniamo N = xM; allorm N = M come A-modu-
lo, in virtd dell’ipotesi fatta su . Poniamo W, = IV~ qnM. Allora
si ottengono successioni esatte

0 — NN, — Miq"M — M'jqmd' — 0.
Diangue, se g(w) = J{IN{IN,), 5i ha
&) — 25"(0) + 53" (W) = 0

per ogni & abbastanza grande. Ora, in virnd del lemma di Arrin-Rees
(10.9), (IV,) & una q-fltrazione stabile di N. Poiché N = M, (11.4)
iii) implica allora che g(x) € x2(») hanno il medesimao termine di gra-
do massimo, donde la tesi. m®

Corollario 11.9. Se A & me anells Jocale noetheriano, x nn elemento
wion divisore dello zero in A, allora d{Al(x)) < d(A)— 1.

Limosirazione. Basta porre M = 4 in (11.8). =
diamo ora in grado di dimostrare il risultato crociale:

Proposizione 11.10. 4(A4) > dim A.

Dimostragione. 81 procede per induzione su d = d(A). Se = 0,
allora /(A4fm™) & costante per ogni # abbastanza prande, sicché m" =
= m"*! per qualche 4, da cui " = 0 in virtd del lemma di Nakayama
(2.6). Duinque .4 & un ancllo artiniano ¢ dim .4 = 0.

Suppﬂﬂ.ﬂmﬂ d=0cshap,cp € _p, una catepa arbitraria
di ideali primi di 4. Sia x € p;, x ¢ p,; poniamo A" = Afp,, e sia '
Pimmagine di x in A", Allora »' 5= 0, e 4’ & un dominio di integritd,
dunque in wirhd di (11.9) si ha

d(A () < (A — 1.
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lnoltre, se mt' & U'ideale maseimale di A", A"fw'™ & vn'immagine
omomorfa di Afmn, sicché JlAm™) = (A Tm') e pertanto 4(4) >
= d(A"). Di conseguenza

dA() < dl) — 1 =d—1.

Dunque, in virta dell'ipotesi induttiva, la looghezza di una qual-
siasi catena di ideali primi in A{x") & < d — 1. Ma le immagini di
Pis - o5 Py in A7 (x") formano vna catena di lunghezza r — 1, sicché
r— 1= d—1ed conseguenza r < 4, Dunque dim 4 <d &

Corollagio 1111, Se A & ww avello Jocale nostboriane, dim A & fini-
fa. B

Se A & un anello qualsiasi, e p & un ideale primo di A, allora s
definisce affegge di p, ¢ sl denota con bt p, Vestremo superiore del-
le lunghezze delle catene di ideali primi py = p, = = p,=p che
terminano in p: stante (3.13), htp = dim A, Dunque, da {11.11)
T H

Corollagio 11.12. Iv s anello nostherdane ogni ideale prime ba altezzga
Jinita, ¢ peréante Vinddewe depli ideali prioed i on anello noetberiano soddisfa
da condizione della catena dircendents, W

Ousservagione. Similmente 51 definisce la profonditd di p, che si de-
nota con depth p, considerando le catene ascendenti di ideali primi che
partono da p: chiaraments depth p.= dim .4[p. Tuttavia la profon-
ditd di un ideale primo, petfino in un anello noetheriano, pud essere
infinita (a menc che "anello non sia locale). Cfr, 'Bsercizio 4.

Proposizione 11,13, Sia .4 an anello locale noetheriano di dimensione
d. Allare existe my ideale m-primario fn A generato do d slewventi 2, ,
gy & perfante dim A = §(-1).

LDimastragions, Costeniamo gli elementi x, ..., x,; induttivamen-
te, in modo tale ché ogni ideale primo contenente (x,, ..., %;) abbia
altezza = 4, per ogni i. Supponiamo § = Oex,, ..., x;_, gid costouiti,

Sano p; (1 </ < £) 1 primi minimali (se ne esistono) dell’ideale {2,
«ooyxy) che hanno altezza eratiaments i — 1. Poichd i — 1 = 4 =

=dim.A=htm, si ha mz p;(1 < <), sicché '“;‘E,C”’f* in
=]

virth di (1.11). Scegliamo un elemento x; & m, con x; & [_py, e =ia q
un arhitrario ideale primo contenente (x,, ..., xy). Allota g contiene
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qualche ideale primo minimale p di (x, ..., %) 5¢ p=p; per
qualche f, si ha x;€ q, > ¢ p, sicché g = p e pertanto htq = i; se
pepy (1 <j=<s), allora bty >4, dunque htq = i Pertanto ogni
ideale primo contenente (>, ..., 2} ha altezza > 7

Consideriamo allora U'ideale (5, ..., xg). Se p & un primo mini-
male di tale ideale, p ha altezza = d, sicché p = m (infatd p = M=
= htp < htn= ). Dunque Fideale (x,, . %) & m-primario. ®

Teorema 11.14. (Teorema della dimensionc), Per v arbitrario
anelle locale noetheriane A i segnienti fre inferi sono npwali fra lore:
i) b massima finghegga delle catene di ideali primi in A;
ii) i gradp del polinomis caratieristico y,(n) = N.Afm™);
i) il aminimo numero di generatori di nn ideale w-primario di A.
Dimostragione, Utlizzare (11.7), (11103, (11.13). =

Esempio. Sia .1 l'anello di polinomi &y, ..., x| localizsato
nell'ideale massimale (x;, .., x,) e sia m il suo. ideale massimale,
Allora GA1) & un apelle di polinomi in » indeterminate e quindi
la sna seric di Poincaré & (1 — #)~. Da cid, utilizzands Pequivalenza
di {i) e (i) in (11.14), si deduce che dim A = w.

Corollario 1115, dim A < dimg (m/m?®).
Dimostragione. Se gli elementi x;e m (1 < 7 < 5) sono tali che le
loro immagini in mjn? formano una base di tale spazio vertoriale,

allora gh »; generano m in virtd di (2.8); dungue dim, (mjim?) =
= § = dim .4, stante (11.13), =

Corollario 11.16. Sia A s awelle woetherinne, & sawa 24, |
x, € A Allora agni ideale prime wivimals P appartenente a (2, ..., %)
ba altegza < r.

Dimostragione. In Ay, Tideale (x,, ..., x,) diventz prprimario,
dongue r = dim A, =htp, o

Corollatio 1117, (Tcorema dellideale. principale di Krull). Sia
A o awelly noetheriano ¢ sz x un elewente df A won divicore dells gero wé
inpertibile. Allora agni ideale primo mivimale p di () ba altezza 1.

Drimartragione. In wirei di (11,16), htp < 1. Se hep = 0, allora
b & un ideale primo appartenente a 0, sicché ogni elemento di p & un
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divisore dello zero, stante (4.7): cid & una contraddizione, g]at:-::'h,.é..?:i
xep, NH

Corollario 11.18. Séz A av awello locale nostheriano, s wn elsmenty
di m won divirore defle gere, Alora dim Af{x) = dim A4 — 1,

Dimosiragione, Poniamo d = dim Af(x). In virta di (11.9) e (11.14)
sl ha < dim 4 — 1. D'altra parte, siano x; (1 < 7 < &) clementi di
m le coi immagini in A4Af{x) generano un ideale mf{x)-primario. Allo-
ma Videale {3, 2,, ...,%) di A4 & m-primatio, dunque d+ 1=
dim 4. m

Corollario 11.19. Siz A & completamente w-adico di A. Allora
dim .4 = dim 4.

Dinostragione. 5i ha, in virrd di (10.15), Afm* = Aji®, da coi
Am() = galn). W

Se s, ..., %, penerano un ideale m-primario, e f = dim .4, =i
dice che x,, ..., &, costitniseono un sisfema df parawetri. Bssi possie-

dono una certa proprietd di indipendenza descritta nella proposizione
seguente,

Proposizione 11.20, Siawo x,, ..., x; on siidema di paranseiri
par A e gia q= (%, ..., %) Fideale W-primario da’ esid generato, Sia
Sty ooy £3) 1 polinomsie omogenes di grade & a coefficienti in A, & smp-
Joniamo che

!{xll AR | HIJ = qﬂrl‘
Allora tuiti § cogfficionti di [ appariengens a m.
Dimostragione. Consideriamo ]’cpiﬂ;mrﬁsmu di anelli praduati
a: (AJlh, - - 2 1] = G[A)

dato da ¢, %,, dove le ¢, sono indeterminate e %, & x; mod 4. L'ipo-
tesi su f implica che F{r,, ..., 2) (la fiduzione di " mod ) appattiene
al nucleo di « Supponiamo per assutdo che qualche coefhciente di f
sia invertibile, allora { non & un divisare dello zero (cfr. Capitolo 1,
Esercizio 3). Ebbene &i ha '

A(Gy(A) <d((Ala)[A, -, 2/(])) poiché [ e Ker ()
= d((Afg)(#y, ..., 2]) — 1 stante (11.3)
=d— 1 in virta dell'esempio che segue (11.3).
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Ma (G {A) = d, in virts del teorema fondameatale (11.14). Cid
fornisce lo contraddizione richiesta. m

La proposizione precedente assume una forma semplice se A con-
tiene un campo £ che risulta isomorfo nell'applicazione quoziente al
campo residuo Afm:

Corollario 11.21. S & = A} aw e che risuifa i.mmfp .f.r.rﬂ'ﬂ_l#-
\plicagions guogiente ad Alm, ¢ se 2,, ..., % @ 2y sistema di parametri,
allora gif elementi %y, ..., %4 sowe alpebricamente indifendonti sopra &,

Dimostragione. Supponiamo che f(x,, ..., %) =0, dove { ¢ un
polinomio a coefficienti in & Se {2 0, si pud scrivere = f, 4 ter-
mini di grado pid alto, dove f, & omogeneo di grado r e f, 3 0. Ap-
plicando {11.20) a £, si deduce che £, ha tutti i suoi coefficienti in m.
Poiché f, ha i coefficienti in &, cid implica che f, = 0, ossia una con-
traddizione. Dunque x,, ..., x,; sono algebricamente indipendenti
sufk W

Anelli locali regolari

In peometria algebrica vi & una distinzione importante tra pusnti
Jingolari e now singolari (cfr. Bsercizio 1), Gli anelli locali dei puati non
singolari hanno come loro generalizzazione (al caso non geometrico)
i cosiddetti anelli locali regofard: si tratta degli anelli che soddisfanc
una qualsiasi delle condizioni (equivalenti) i)-iii) del teorema seguen-
te.

Teorema 11.22, Sia A wr avells Jocale woetheriane & dimensione d,
m i suo fdeale marsimale, b = Afm. Allora fr segnenii condiyioni sono equi-
valenti

i) Gu(A) = k2, ..., t4] dove Je t; sono indeternrinate indipendenti;

ii} dimy (m/m?*) = 4,

Lid) m pod essere gewerato da o elemrenti,

Dinostrazione. -1) = 1i) & chiaro, ii) = iii) in virnd di (2.8): cfr. la
dimostrazione di (11.15), iil) = i): sia m = {x,, ..., x,), allors, stan-
te (11.20), Papplicazione a: &[>y, ..., 5] = Guled) & un somorfi-
smo di anelli gradoati, =m

Un anello locale regolare & necessacizmente un dominio oF fntegritd;
cid ¢ una conseguenza del risultato pid generale:
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Lemma 11.23. Sia A an amelle, 0 an ideals di A tale che (ot = 0.

L]
Supponiame che Go(A) Ha un dominio di integried. Allora A & un dominio
di infeprita.

Dimostragione. Siano x, y elementi non nuolli di 4. Allora poiché
[ a*=0, esistono degli interi r,r= 0 tali che xea", x¢a™,
yea',y¢ a+ Denotiamo con %, 7§, rispettivamente, le immagini di
7 in G,(A), G(A). Allora 20, §50, sicché =550, da
coi oy =0, B

Ne segue, stante (9.2), che gli anelli locali regolari di dimensione
1 sono precisamente gli anelli di valutazione discreta.

5i pud dimostrare inoltre che se 4 & un anello Jocale ¢ Gy &
un dominlo di iotegrita intepralmente chinso, allora A & integralmen-
te chinsgo, Dungue un anello locale regolare & integralmente chinso;
tuttavia esistono domini locali integralmente chiusi di dimensione = 1
che non sono r:gnl:l.r_i.

Proposizione 11.24, Siz A s anellp locale noetheriane. Allora A }
regolare s¢ ¢ soltanto se A @ regolars.,

Dimostrazione. In vierd di (10.16), (10.26) e (11.19) si ha che 4 ¢
un anelle locale noetheriant dells stessa dimensione di 4 e con ideale

massimale M. Ota, utilizzando (10.22) che asserisce che & (1) =
= Gﬁ,{fi], si-ottiene il tisultato. H

Osservagioni. 1) Da guanto detto sopra segue che anche 4 & un
dominio di integritd. Geometricamente, cid significa che (localmente)

“non singolaritd™ =--“irriducibiliti analitica™

ossia che, in un punto non singolare, ¥i & un unico “ramo™ analitico.

2} Se A contiene un campo & che risulta isomorfo nell'applicazio-
ne quoziente ad Afm (caso geometricn), allora (11.22) implica che A
¢ un ancllo di seric di potenze formali su & 1o # indeterminate, Dun-
que i completamenti degli anclli locali di punti non singolari su vna
vatiets d-dimensionale sopra £ sono tutti isomorf.

Esempio. Sia A= &[x,, ..., x,] (essendo & un campo arbitea-
tio, e le x; indeterminate indipendenti); sia m = (¥, ..., %,). Allo-
ra A, (I'anello locale dello spazio affine &* nell’origine) & un anello
locale regolare: infatti G, (.4} ¢ un anello di polinomi in # variabili,
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Dinvensions frarcendenie

Concludiamo questa breve trattazione della teoria della dimensio-
ne mostrando come la dimenzione degli anelli locali si raccorda con
la dimensione di nna varietd definita classicamente mediante il campo
delle funzioni.

Supponiemo per semplicitd che & sia algebricamente chiuso e sia
¥ una varietd affine irriducibile sopra £ Dungue Panello delle coor-
dinate (1) & della forma

AV )= klxy, .. axllp

dove p & un ideale primo. Il campo delle frazioni del dominio di inte-
gritd A{17) & chiamato il campo delle funzioni rarionali su 17 e si de-
nota con £(F7). Esso & un’estensione finitamente penerats di & & quin-
di ha un grado di trascendenza finito su & — il numero massimo di ele-
menti algebricamente indipendenti. Tale numero & per definizione Ja
dimensione di 7. Ricordiamo ora che, in vietd del teoremsa dl:Eli zerl
di Hilbert, i punti di I corrspondono blunivocamente agli ideali
massimali di A(17). Se P & un punto con ideale massimale m, chiame-
remo dimensione focale di 77 in P Iintero dim (1), Ci proponiamo
di provare il

Teorema 11.25. Per swe gualsiasi varistd irriducibile 17 sopra &, la
dimensione locale df 17 in ww pante arbitrarie & wgiale @ dim 17,
Osrervagione. Gid sappiamo, in wietd di (11.21), che dim ¥ =

o dim A per ogni m. 11 problema & di dimostrare la disupuaglianza
opposta, ¢ & tale scopo il lemma fondamentale &:

Lemma 11.26, Jiewe B = A dowini di integritd con B fuvegrainmente
chinee ¢ A dntero e B. Sia w mo ddeale srasrimale di A, e poniano n =
=m v B Allera 0 ¢ mardmale ¢ dim A, = dim 8,.

Digosiragiore. La tesi segue facilmente dai risultati del Capirolo 5.
Inoanzitutto 11 & massimale, staote (5.8). Tnoltee, se

(1) m=g =gy > S

& una catena strettamente decrescente di ideali primd in 4, la sua in-
tersezione con B risalts, in virtd di (5.9), una catena strettamente de--
crescente di ideali primi

2 n=bp == = Py
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Cid prova che dim B, > dim .1,. Viceversa, data la catena (2), & pos—
sibile, in virtd di (5.16), sollevare guesta in una catena (1) (necessa-
glamente strettamente “decrescente): dungue dim A, > dim B, m

Passiamo ora alla:

Dimostragions di (11.25). In virtd de] Lemma di normalizzazione
(Capitolo 5, Esercizio 16), ¢ possibile trovare un anello di polinomi
B = k=, ..., xy4) contenuto in A(F) tale che d = dim I e A1)
& intero su B, Poiché B ¢ integralmente chiuso (cfr, I'osservazione
che segue (5.12)) si pud applicare (11.24), sicché bastas provare (11.25)
per I'anello B, ossia per lo spazio affine, Ma ogni punto dello spazio
affine pud essere assunto come origine delle coordinate e, come &i &
gid visto, &[a,, ..., x,) localizzato nell'ideale massimale (=, ..., xy)
¢ un ancllo locale di dimensione 4. =

Corollario 11.27. Per opui ideale massimale m df A(T7) o ba:
dim A(1) = dim A(1),,.

Dimoastragione. Per dehnlzione si ha dim A1) = sop,, dim A1),
Ma in vired di (11.25) tutti gli anelli .A(1"),, hanno la medesima di-
mensione. W

Haereigi

1. Sia fe £[x,, ..., *,] un polinomio irriducibile sopra un campo £&
alpebricamente chinso, Un punto P sulla varled ()= 10 & o
singodare <= non tatte le derivate parziali df]dx; si annollane in P,
Sia A = klx,, ..., x)/( ), € siadn I'ideale massimale di A corri-
spondente al punto P. Provare che P & non singolars + Al & un
anello locale regolare.

[ wirtd di (11.18) si ha dim 4, =» — 1, O

= O L PR N ol N O
e ha dimensione # — 1 se e soltantc se f¢ (%, ..., %.)%]

2, In {11.21) supponiamo che 4 sia completo, Dimostrare che I'omno-
mocfismo &[[#, ..., )] = A dato da 2 2 (1 < § < d) & indet-
tivo & che A & un modulo finitamente generato sopra &[4,
ty]). [Udlizzare (10.24).]
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L]

Erareigi

Bsteadere (11.25) ad un campo non ﬂlge.bncs.mml:e chinso, [Se E
& In chivsura algebrica di &, allora &[x,, ..., x,] & intero su &, ,

- ¥l

' Un esempio di dominio noetheriano di dimensione infinita (MNa-

pata). Sia £ un campo e sia A = &%), %5, ..., %, ...] un anello
di polinomi su £ in voa infinitd numerabile di indeterminate. Sia
By, My, una successione crescente di interi positivi tale che
Wiy — W0 = g— mg g perogni § > 1. Poniamo py = (x4, ...
) & sia § il complementare in .4 dell'unione degli ideali p,.
Ogni p, &un ideale primo ¢ pertanto 5 & una parte moluplicati-
va. L'anello -4 ¢ noetheriano (cfr. Capitolo 7, Esercizio 9).
Opni ideale -1, ha altezza uguale a o, — my, dungue dim 514 =

= oa,

»

. Riformulare (11.1}) mediante il groppo di Grothendieck K(4,)

(Capitolo 7, Hsercizio 25).
Sia .4 un ancllo {non neccessariamente noctheriano). Provare che

14+ dim A < dim Alx] < 1 4 2dim 4,

[Sia fr A — A[x] 'immersione canonica e consideriamo la fibra
E|.I. F*: Spec (A[x]) — Spec (4) sopra un ideale primo p di A, Ta-
Ie fibra pud essere identificata con lo spettro di & 34 A[x] = &[x],
dove & & il campo residuo in p (Capitole 3, Esercizio 21), e
dim £&[x] = 1. Ora utilizzare "Esercizio 7 del Cnpimlu 2]

. Sia A4 un anello noetheriano, Allora

dim A[x] = 1 -} dim A,
e guindi, per indozione su n,
dim A, ..., %, =+ dim A,

[Sia p un ideale primo di altezza w in 4. Allora esistono elementi
A1y - oeady € tali che p & un ideale primo minimale appartenente
all'ideale a = (83, + -+ s @} In vietd dell’Esercizio 7 del Capitolo
4, p[x] & un ideale primo minimale di a[»] e pertanto ht p[x] < .
D'altra parte, una catena di ideali primi p, = p, < = Pn=p
di oripine ad uoa catena pglx] = ... o p[x] = p[x], sicché
ht p[x] = a. Dunque ht plx] = bt p. Ora utilizzare 'argomenta-
zlone dell'Esercizio 6.]
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Promesra

Lo scopo principale dell’ Appendice & quello di aiutare il lettore
___d:].la versione italiana del testo di Atiyah e Macdonald, da un lato, ad
ingquadrare {anche storicaments) alcuni metodi e risultati fondamen-
itali nello smdio degli anelli commutativi (e dei moduli definiti su
“xdi ensi), e dall’altro, ad avere una visione d’insieme, siz pure sintetica
e necessarlamente parziale, della sitnazione attuale dell’ Algebra com-
Uymutativa: problemi aperti, indirizzi di ricerca, nuove tendenze, rap-

pord con altre discip-]jﬂg

L' Appendice & divisa in cingue sexioni. La prima ha carattere in-

troduttive e contiene, tra l'altro, una breve discussione sui rappord
tra I'Algebra commutativa ¢ le due discipline per tradizione pia stret-
tamente legate ad essa: la Teoria algebrica dei numeri e la Geometria
algebrica, Nella sezione 2 vicoe tratteggiato rapidamente lo sviluppo
dell’ Algebra commutativa, dal primi lavori di Hilbert fino agli inizi
degli anni *50, ossia prima dell’avvents dell’ Alpebra omologica. La
sezioge 3 & dedicata interamente all’esposizione di nozioni e risultati
fondamentali di algebra omologica riguardantd lo studic degli anelli
commutativi; occorre sottolineare che tale esposizione, se da un late
tende pit agevole ed efficace la presentazione degli argpomenti, non
segue, in realtd, lo sviluppo storico delle idee: infatti, storicamente,
il punto di partenza & stato proprio lo stadio degli anelli locali rego-
lari, i quali si trovano qui tractati alla fine| Mella sezione 4 wi & vo’am-
pia introduzione allo studio delle “risoluzioni libere finite™, nonché
una breve discuisione di taluni problemi di carattere omologico, di
grande attoalitd e invevesse, relativi ai moduli definiti su anelli noethe-
tiani. Infine la sezione 5 (che pud riguardarsi, almeno in parte, come
upa sezione di applicazioni} & dedicata all’esame di aleune questioni
relative alle varietd intersezioni complete e alla fattorialita.

Oltre ai numerosi riferimenti sparsi nel testo, ' Appendice contiene

alla fine un'ampia bibliografia che, speriamo, rivscird uddle al lettore,
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il quale voglia orientatsi nella vastissima letterarura esistente, Tale
bibliografia naruralmente non ha alcuna pretesa di completezzs,
soprattutto per quanto riguarda pli “articoli vari”: anzi, ¢ scusiamp
fin d'ora per le inevitabili omissiond.

Ocecorre aggiungere inoltre che la necessiti di contenere il Ia-
voro entro limitl ragionevoli, ci ha costretto a fare delle scelte precise
sugli argomenti da trattare. Cosl purtroppo, non siamo riusciti a
includere nell’Appendice alcuni argomenti pur di notevole impot-
tanza, quali, ad esempio, la teoria dei campi, la teoria degli invarianti,
la K-teoria algebrica e la teoria dei gruppi di Braver: per tali argo-
menti, ci siamo limitati a forpire qua e 13 aloone brevi indicazioni,

Pl:l.' ﬂl:rﬂﬂludl:ﬂ:, d:ﬁid:ﬂ] ringm!t.ia.rc II metﬂﬁﬂ[i D. Buﬂhshnum
¢ A. Seidenberg per le cordiali e stimdlanti discussioni avate con loto
durante la preparazione del lavoro. Ringrazio in modo pardeolare il
professor P, Salmen, che mi ha incoraggiato pella stesura della wer:
sione finale del lavoro, dandomi altres! numerosi consigh e preziosi
suggerimentl,

Pasls Marosiia
Waltham, Massachusetts
dicembre 1979
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1.

Brevi consideragioni generali

Alenve Caovitd™

Si pud dire oggi, completando un’affermazione contenura all'ini-
gio di [1], che I'Algebra commutativa ¢ essenzialmente lo studio degli
arelli commutativi, con particolare riguardo ai moduoli definiti s di
essi.!

L'impottanza sempre pitt grande assegnata, nepli ultimi trenta
anni, ai moduli anziché agli ideali, ¢ senra dubbio uwno degli aspetti
“nuovi” pit rilevanti dell’algebta commutativa. 5i tratta di una ten-
denza la quale prosegne, a sua volta, la rendenza alla “linearizzazions™
che caratterizza i lavori di E. Woether e di W. Krull (senza voler risa-
lite a Hilbert & 2 Macaulay) e che si & rafforzata notevolmente con la
nascita e il successivo sviluppo dells cosiddetta Algebra omologica,
a partire dagli inizi degli anni *50,

Il primo testo organico su tale argomento, che ha dato anche il
nome alle nuova disciplina, & I' Hemedogica! Algebra di H. Cartan e 5.
Filenberg. In esso venpono esposte per la prima volta, inquadeate in
una teoria pil generale, e precisamente nel contesto dei funtosi® addi-
tivi & dei lore funtorl “derivati™, varie teorie particolari: la coomole-
gia dei gruppi, la coomologia delle algebre associative, la coomologia
delle algebee di Lie, la teotia delle sizigie di Hilbert, ecc...; in pattico-
lare, vengono introdotti § funtori Tor, (M, V) e Ext®{ M, V).

* Per quanto riguarda specificamente la teorda del campi, oltre ai testi citati in
bibliografia ([S], [¥], [10], [14], [15], [7O91,..), si weda: B, Antm, Galeir Theery,
Motre Dame Math. Lect. 2, 2% ed., Univ. of Motre Dhame Press, Indiana 1960
e M, Macara, Field Theory, Deklker, New Yack 1977,

¥ Le nozioni di categoria e di fontore erano state introdotte pochi anni prima
da 5. Brumneens e 5. Mac Lawe (“Trans. Amer. Math, Soc, 58, 1945, pp.
231-2%4}, con riferimento al problema dell"assiomatizzazione della teoria dei grop-
pi di omologia & coomologia degll spazi topologicd (cfi., ad es., [58]).
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Inoltre, tale testo ha funzionato da catalizzatore, sia in campo al:
pebrico che in campo peometrico. In particolare, A. Grothendieck,”
attraverso introduzione ¢ lo studio sistematico delle “categorie abe-
liane™ [177], ha potuto far rientrare nell'Algebra emologica la teogda:
della eoomaologia df uno spazio a coefficienti in un faseio di ngPié
abeliani e, in pari tempo, J. P. Serre si & servito in modo sistematien:
dell’ Algebra omologica in Geometria algebrica [233] ¢ in Geometria
analitica [232], oltre che in Algebra commutativa ([52], [234], [235]),

Aleri asperti “nuovi™ che hanno arricchito notevelmente I'Alge-
bra commutativa sono legad all'introduzione della nozione di fardg
{in particolare, di fascio coerente) effettuata sistematicamente da H.!
Cartan intorno al 1950% ¢ della nozione gencrale di spayis awellato? do-,
vuta essenzialments 2 Cartan e a Serre, intomo 2! 1953, ¢ pid tacdi
largamente generalizzata da H. Gravert ¢ da Grothendieck, ricoreen-;
do ad una categoria pid ampia di spazi anellati con fibre eventualmente’
non ridotte, ciot contenenti elementi nilpotenti.®

Come conseguenza di tutto eid, sono emersi, tra alieo, punti dif
vista ¢ criteri orientativi del rurm ouovi: :

a) un risultato & “yalido® supmtml:l‘.;.l perché & funtoriale; 4

by una propristd & “jnteressante™ , Specialmente se ha carattere 10-:
cale?;

] la ricerca di enunciati sempre pit generali, senza restriziond ﬂ.l
comodo; ¥

d) lo studio di legami pit stretti ¢ profondi con aled rami deIla
matematica,?

Rapporti con altre discipline ]
Come si & visto in precedenza, alouni cambiamenti notevoli l.n
Alpebra commutativa sono avvenuti geazie all'influenza dell’Aln

# Tale noxione ers stata gid introdote in topologia, da ). Leeay, nel 1945, 7

1 Eam rispondeve all'esipenza di generallzzare la nozione di varierd analitica
complessa, allo scopo di poter considerare anche delle singolariih, come In geo-
metria algebrica,

¥ La presenza di element] nilpotenti, insieme alla considerazione di punt non
*'ghiusi™, avrebbe costiito pid tacdi uno degli aspetti “rivoluzionaci”™ deila
geometria algebrica, fondats sulle nozione di sebessa [101].

* Quale, ad es,, la peofemivith, la piattezza, {2 nozione di anello di Cohea-
hlacaunlay, di anello di Gorenseein, di dominio imtegrahmente chivso, ecc..

! Cfr. J. Dievnonng, Pawrgua der seaibdusatignes pures, Ganthier-Villars, Paris
1977. Segraliamo inolire un breve articolo di M. F. Ativau, alguanta stimolaate:
The amity of weatbeneatics, *Bull, London Math, Soc.™, 10, 1978, pp. 63-76.
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ehra omologica, della Geometria algebrica e dells Geometrda ana-
Titice.®

* Passiamo ota a sviluppare ulteriori considetazioni, in relazione ad
altre discipline, partendo dai rappord tra I’Algebra commutativa e la
Teoria algebrica dei numeri, Riguardo a cid, forse si pud afermare
che, mentre fino ai primi decenni del secolo, tali rapporti erano stati
diresti ed espliciti (basti pensare, per es., alla nozione di elemento intero
gu un anello, ai moduli sogli anelli principali, agli anelli ¢ moduli
poetheriani, agli anelli di Dedekind, agli anelli di frazioni, alle esten-
siond di camnpi, ecc...}, oggl essi appaiono invece, per cosi dire, mredia-
4 in primo luogo, attraverso la geometria algebrica o 'algebra omo-
logica (non commutativa),

Un esempio illuminante ¢ fornito dalla sistemazione data da Gro-
thendieck alla Geometria algebrica negli Elementi [100], in cui viene
inglobata molta parte della Teoria algebrica dei numeri (realizzando,
tra I'altro, un antico sogno di Kronecker [193]). Pid in particolare,
possiamo citare in proposito:

a) la risoluzione, ad opem di P. Deligne, delle celebri Congetture
di Weil, relative al numero delle soluzioni di equazioni polinomiali
sopra un campo finito {cfr. [93, wol. 1], [103] e, per un’ampia intro-
duzione allPargomento: A. D. Thomas, Zete functionr: an introduciion
to algebraic geometry, Pitman, London 1977);

#) 'enorme sviluppo dello studio di problemi diofantéi in geome-
tria algebrica, sulls scia del primi dsuleati ottemat] tra il 1920 e il 1930
da L. J. Mordell, A. Weil e C. L. Siegel (cfr. 5. Lang, Digphantine
Geomeiry, Interscience, New York 1962)1;

£) la tiscoperta avvenuta verso la metd degli anni *50, ad opera di
K. Iwasawa ¢ H. W. Leopoldt, della reoria dei campi ciclotomici®,

! Conviene sottolineare inoltee che esistono numerose & notevoli applicazioni
dell®Algebra commutariva alla Geometria analitica, in particolare alla Geometria
analitica locale, ossia allo studio locale degli insiemi anslitich (o insieml degll zeci
di funziond analitiche), 5t veds in proposito: 5, 5. ApHYanman, Loa! swafefic
peamefry, Academic Press, Mew York/London 1964 & H, Graventr-R, BEuuERT,
Analptische Fiellenalpebran, Springee, Beclin 1971,

¥ Segnaliamo in proposito la soluzione ottenata, con "uso di metodi analicicd,
da H, M, Srank ("Michigan Math, ].", 14, 1967, pp. 1-27) del classico problema
di determinare completamente e estensioni guadratiche immaginarie del campo
razionale che hanno mowers di elasse 1 [1, Cap. 9.

1 Per avere un'ides generale di come concetti & metodi di geometria algebrica
possano essere utilizzati in problemi di teotia dei numerd, cfr. H. P. F. Swinnen-
vou-Diven, Applications of Algebraic Geametry fo Noumber Theary, in 1969 Number
Theary Tusiiinete, in * Amee. Math. Soc. Proc. Symp. Pure Math.", 20, 1971, pp. 1-52.

" Che risale essenzialmente & E, Kussen, verso la meth del secolo scorso.
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e i legami di tale teoris, & dei suoi successivi sviluppi, con lo Etm:h
degli anelli degli endomorfismi delle varietd abeliane (cft., ad es., G, 7
Shimura, Astosorpbic funetions and mwwber theory, Lect. Notes Math., ;“
54, Springer, Berlin 1968); :

d) I'atilizzazione sistcmatica in teoria dei numeri, oltre che in nl-.-
gebra commutativa e in geometria algebrica, di metodi e risultati di::
coomologia dei gruppi: si veda ad es. [71] e, per un’ampia ¢ dctta, i
gliata trattazione (orientata verso la Teorda del corpo di clasre): . Weiss, -
Cobomology of grosps, Academic Press, New York and London 1969,
segnaliamo infine una ricca EEPDE.iZi-DII: di carattere storico di §
Mac Lane: Origins of the cobomelogy of growps, in “Enseignement
Math.”, 24, 1978, pp. 1-29.

Per finire, si pud aggiungere che la stessa Teoria del corpo di t.l’a.r::
pud essere considerata, almeno in parte, come un eapitolo di “algcbrn

astratta”, soprattutto per il suo carattere unificante nella Teoria alga—*
brice dei numeri. "

Anche per quanto riguarda Pinfluenza della Geometria algchrica
sull’ Algehra commutativa, ¢'® stata, in un certo senso, un'evoluzione.’
Precisamente, supetata l'epoca "cla&axcﬂ" diciamo tra il 1920 e i1 1930
(in cui, in breve, problemi di geometria algebrica venivano tradotti
in Pmblnmi relativi agli ideali in anelli di polinomi, e viceversa), talé!
influenza & diventata forse meno direfia l:snpratmttn a causa dei me-
todi e delle tecniche nuove che hanno via via aericchite la Geometrid:
algebnca} ma pur sempre riconoscibile, a volte addirittura “tmspﬁ—'
tente’”

Uno degli esempi forse pit significativi a rignardo  fornito dﬂ.llD
studio delle proprietd algebriche delle varietd di Grassmann.'? Preci’
samente, si & dimostrato che ogni varietd siffatta & projettivamente’
normale (Igusa, 1953 [192]), & proiettivamente fattoriale {Andreotti-€
Salmon, 1957 [131], e pid tardi Samuel, 1964 [51]), & profertivamente
di Cohen-Macaulay (Hochster, 1972 [189]) e infine & proiettivamente

2 Per un'introdozione alla teoria del corpo di classe dei campi di numeed alge-
beicl, si veda: G. ], Jawusz, Algebrase number ffoldr, Academic Press, New York
1973, Per un'esposizione sistematica, efe. [T1], (B3] e soprattutto: E. AnTm
].. T.t‘:.’!, [ T ﬁn’dr .i'hw_ﬂ, -H:n]nfrl:i.rl, New ‘!rurk 1965.

11 Tale studio ha seguite di pari passo lo sviluppo ¢ Mapprofondimentn delle
proprietd geometriche di siffatte varieth (cfe. [220]). Per la definizione & le proprie-
th fondamentali delle varietd di Grassmann, si vedz: W. ¥V, D. Hooce, D, Feoox,
Meibodr of aipebraic geomeiry, wol. [1, Cambridge Univ. Press, 1952 o anche 3.
Krpman, D, Laxsov, Sebubir? cofonlr, in “fAmes, Math, Monthly™, 78, 1972, pp.
1061-1082.
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3_[ .GGorenstein {in virtd di un risultato generale di Mu:th],r [206]). Un
dltro esempio & daro dai problemi “classici® tuttora aperti, relativi alle
curye, € pit in gmerﬂle alle varietd algebriche intersezioni complete,
¢ la cui formulazione in termini a]g:.'l:rncl & addirithara elementare, co-
me si vedrd pid a\ranﬂ nella sezione 5. E poi ancora, gli stessi "benne—
mi di strottors™ ottenuti recentemente da Buchsbaum e Eisenbud
{L-ﬂ- la successiva sez. 4) possono essere cullcgnu, in vn certo senso,
pon un problema estremamente attuale in geometria algebrica: lo sto-
dio- delle sottovarietd di codimensione > 1 di una varietd algebrica,

I problemi sopra accennati sono tipici problemi riguardanti i fon-
damenti della peometria algebrica classica che si traducono in termini
di teoria degli ideall. L'impostazione pit asteatta ¢ generale di tali
fondamenti, data da Serre e da Grothendieck, ha portato alla formu-
]a__-g'Innr. di nuovi problemi di algebra commutativa, aleuni def quali
i grande respiro, tra coi in primo luogo la “Congetrura di Serre™
iche ba svolto altresl un ruelo tainante nello sviloppo di altre teorie,
squali I'Algebra omologica e la K-Teoria algebrica.™ Adesso sl assiste
iin geometria algebriea ad un “ritorno al concreto™® o meglio, ripren-
«dendo un’espressione estremamente efficace di O. Zarisld (Colleered
Papers, vol. 1, The MIT Press, 1972, p. XIII): *... There are signs
at the present moment of the pendulum swinglog back from “schemes’,

“motives’,'® and so on toward concrete but difficult unsolved questions
mnmr_m.ng the old pedestrian concept of a projective vatiety (and even
of algeb.tnic surfaces).” In particolare, & difficile ptcvedtrc se cit por-
ferd a svilappi dell’ aig:hra commueativa simili ai precedenti: al mo-
‘mento attuale, forse si pud dire soltanto che & Palgebra omologica,
.pitt che la peomettia algebrica, a “trascinare” I'algebra commutativa.

Infine occotre segnalare che ulterion originali contributi sono sta-
‘ti apportati all’Algebra commutativa dalla K-Teoria algebrica {r.fr
[L26]). i tratta di una “nuova” disciplina, la quale, secondo un’opi-

M Tale congettura, che si trove emmnclata in [233], afferma che ;"ugni modulo
proiettive di tipo finito sull'anello dei polinomi &, ..., x,] in & indeterminate
‘a cocfficlent] in un campo & arbinario, & libero, Wa = 1™} essa & stata dimostrata
nel 1976 da D, Qurreed [221] e indipendentementes da A A, Suscos [238],

1 Segnaliamo in proposito che recentemente (efe. Sém. Bourbald, novembre
1979) W. Furron ¢ P, DEuigee hanno dimostzato una classica “"Congetrura di
Zariski”, seconda eui *se C & una curva nel piano proiettivo complasse P dotata
al phi di soli punti doppl ordinard, allora Il groppo fondamentale my{P? — C) &
ahelizno™,

2.5 veda, ad e, M. Demazune, Motif der rorddfds algdbeigues, Lect, MNotes
Math. 180, Springer, Berlin 1971, pp. 19-38.
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nione comone dei matematici, ha avuto inizio, al pari della X-Teoria !
topolegica (M. F. Atiyah-F. Hirzebruch, Tector bundier and homogeneons |
spacer, in “Amer. Mdth, Soc. Proc. Symp. Pure Math.™, 3, 1961, pp.-
7-38), con la dimostrazione data da Grothendieck del Teocrema di
Riemann-Roch (cfe, [143]). In tale occasione egli introdusse il funtore
K, ora .chiamato K,;: si veda in proposito [1, Cap. 7, Bsercizio 26],
Da allora, la K-Teoria algebrica ha avuto degli sviluppi notevolissimi,
legat in parte ai tentativi di risoluzione della Congettura di Serze
sui moduli projettivi.t?

Coselusioni

Come gid abblamo detto nella premessa introduttiva, numerosi so-
no i problemi e i risultati che non siamo neppure rivsciti a sforare
nelle pagine che seguono. Tuttavia, anche per ragioni di completezza;’
non possiamo fare a meno di accennare brevemente ad alconi tra i pia
importantl di essi (altri ancora saranno citati nel testo, pid avanti):

&) Problemi relativi ai groppi algebrici lineari ¢ alla teoria degli:
invarianti; cfr. [22], [29], [89], [105], [110], [220]. Si veds inoltrei
C. Procesi, Alpehre cicliche ¢ problesma di Lirath, X1 Congresso UMI,
Palermo 1979, in “Boll. UMI” (io corso di stampa), nonchd ], H
Humphreys, Hifbers’s fonrteenth problesy, in *“Amer. Math, Monthly™
&5, 1978, pp. 341-353.

B) Smdio di alcune classi notevoli di anelli (non oostheriand),
con particolare dguardo agli anelli di [Krall {[3], [23]), gl anelli di;
valutazione ([21], [48]) &, collegati ad essi, ghi anelli di Bézout'® gl
di Prisfer ([6], [Eﬁ] [36]), g]i anelli henseliani {cfr, [47) e 8. Greco,;
Anelli benseliani, in f,"ﬂ!a' izs and Commitiéative Alpebra, Cremonese,
Boma 1974) e gh anelli cucmutl{cfr [3], [56] & ]. P. Soublin, An.r.rm.ux
et modules cobédrents, in ], Algebea™, 15, 1970, pp. 455-472).

&) Problemi di “cancellazione” : per un'esposizione generale, si ve-
da [164]; ci limitiamo qui ad enunciare un risultato ottenuto recente-
mente da Miyanishi e Fujita, secondo cui “’se .4 & un anello commu-
tativo, finitamente generato su un campo petfetto® &, tale che A[X]=_._

1Sl veda: B G, Swae, Alpebraic Kr.ﬁl'u.r_r. in “Proc. Internat. Congress
Math," (Mice 1970}, vol. I, Gagthier-Villars, Parie 1971, pp. 191- 199 & H, Bass
(a cura di), Algebraic K-Theory, 1, 11, 111, Lece. Notes Math., 3471, 342, 343, &p:ingtr
Berlin 1073,

W Ricordiamo {cfr. [6]) che Fanelle di tueti gli inteel algebeici e Panello dcllu
funzioni traseendenti intere sono entrambi aoelli di Bézoor,

W Per la definizione di campo perfetto, ol veda, ad es., [15, vol. I].
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= K[U, V', W), essendo X, U, 7, W indcterminate, allora risulta:
A= kS, T), con§ e T indeterminate”.2
) Questioni ripuardanti la “piattezrza noemale™: si tratta di un ar-
.gomento, il cui studio, iniziato col celebre lavoro di Hironaka [186],
& stato poi sviluppato da vart autori; per un’esposizione generale, con-
tenente anche la discussione di taluni tra i principali problemi aperti
in tale ambito, si veda: L. Robbiano-G. Valla, Teoria della plattezza
normiale : aleani asperti ¢ problewd, in "Sem. Ist. Mat. Univ. Genowva®™,
&, 1978.
£) Questioni di natura topologica legate allo spettro primo di un
anello: il risultato fondamentale ottenuto in proposito & un teorema
di caratterizzazions degli ppegy speffrali (ossia spazi topologici omeo-
morfi allo spettro primo di wn anello commutativo, dotato della topos
logia di Zariski) dimostrato da M. Hochster in [187]; si veda incltre
[29] e R. Wiegand, Prime ideal rivuciure in Nostherian rings, in [40].2
f) Applicazioni di metodi omologici in algebra comemutativa alle
Teorie combinatorie: si tratta di un indirizzo recente e alquanto
» promettente, nel quale sono stati ottenuti finora numerosi risulratd,
ad opera soprattotto di R. Stanley, G. Reisner ¢ M. Hochster (si
veda: M. Hochster, Coben-Macanlay rings, comsbinatorics, and simplicial
complesces, in [407]).

* Tale risultato mi & stato segnalato da D). Mumiced.

1 Per analoghi peoblemi relativi allo spettro primo considerato eome insieme
parzialmente ordinato, =i veda: M. Fowrasa, Sopra alini problowi refaiivl apli
i spetirali, in “Rend. Sem, Fac. Sc. Univ. Cagliari®, 49, 1979, pp. 445-407,
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2.

Cenni sulla situagions dell’algebra commntativa agls iniyi degli anni’50

futrodugions

La scelta di tale periodo come punto di riferimento per abbozzare
un gquadro d'insieme dell’algebra commutativa & giustificata, a nostro -
pami-e, da varie considerazioni:

) Innanzitutto, proprio in quel petiodo, si assiste alla nascita del<
Valgehra omiologica, che tanta influenza avrebbe dovuto avere non sol-
tanto sull’ Algebra commutativa, ma anche in Géometria algtb:l_‘icl &
in Geometria analitica: in particolare, tra il 1950 e il 1953 viene pre-;
parato il trattato fondamentale di Cartan e Eilenberg [59], che verrd:
pubblicato pid terdi, nel 1956, :

F) Nel 1953 appare I'Jdeal Theory di Northeott, contenente un l:spu-:
sizione succinta ed elegante del risultati fondamentali relativi agli
ideali negli anelli noetheriani, nonché due capitoli dedicati rispettiva--
mente agli anelli locali regolari e ai cumplr:t:m-:nn Si tratta tuttavia’
di un libro scritto in un’otrica *“classica™, anche se non del motto privo
di collegamenti con le tematiche pid g!:mmctnc‘m: dell’algebra commu-
tativa®: tra I'altro, vengono omessi aleuni argomenti di rilievo, quali:
ad es. I teoria delle valutazioni, i teoremi di Cohen-Seidenberg, le-
funzioni di Hilbert, ¢ manca addirittura la nozicne di module. 5 pud
dire brevemente che [*/dead Theory chinde 'era pre-omologica dell'Al-
pebea commutativa, '_

¢) Qualche anno prima, nel 1946, era appatso il celebre trattato di
Weil [126], in cui, tra 'altro, veniva introdotta per la prima volea la

¥ Per es., vengono introdotti gl elementi “analiticamente indipendenti™ wei-
lizzati da Zariski nella caratterizzazione gl:nm::tri:a degli anelli locali regolard. In
ogni caso, occorreri attendere la fne dl:gH anni "50 per disporre di un tractato di
algebra commutativa chisramente orientato verso la geometcia algebrica [15)
geazle soprattutto ail'influenza e all'opera di Zariski,
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fozione di varietd algebrica “astratta” (ottennta incollando pezzi af-
fini) e veniva costraita la geometria alpebrica sopra un campo arbi-
tratio®; in particolare, veniva sviluppata la teoria dei divisori e una
teoria generale delle intersezioni (fino ad allors una tale teorda cra sta-
ta costruita, Himitatamente al caso di una varieta proiettiva non singo-
lare, da van der Waerden). Siamo cosl, in peometria algebrica, all‘inizio
di una svolta “storica™: per le tappe successive, cfr. [233], [100], [87].

d) Mel 1951 viene pubblicato il volome di Chevalley [91], il quale
contiene uoa trattazione sistematica della teoria dei campi di funzioni
algebriche di una variabile sopra un campo base arbitrario, in modo
puramente algebrico: per es., manca del totto la nozione e perfino il
termine di “curva algebrica”. Esso oceupa un posto & $€ nello svilup-
po storico dell’algebra e della geometria algebrica, anche per le diffi-
coltd di estendere i metodi e le tecniche usate da Chevalley alle varietd
algebriche di dimensione = 1.

Ora, allo scopo di inguadrare meglio storicamente sia il contenuto
di [1], sia le considerazioni sviloppate nelle sezioni successive, ac-
cenneremo rapidamente ai principali risultati notl allepoca,? passando
in rassegna aleani laveri fondamentali (si veda in proposito una
esposizione di carattere storico di 1. Kaplansky [19, pp. 153-166], a
cui ci siamo in parte ispirati).

Llopera di David Filbers

Ci limiteremno qui ad accennare o due celebri memorie [184] e
[185], pubblicate rispettivamente nel 1890 e nel 18934

T Orecorre aggiongere che, negli anni intommo al 1930, van der Wasrden aveva
fatto numerosi progressi in una tale costruzione. Inoltre tutto cid sarehbe stato
inglobato e largamente geneenlizzaco, o partice dalla fine degli annd *50, negl Ele-
menti di Groreewoieck [100], in col viens operata una rifondszions completa
ed estremamente generale dell’intera Geometria algehrica (ofr. per una prima expo-
pizione di caratiese geneeale! A, Grorueswpreck, The clomalopy theory of absiract
afgrivaic variefies, in "'Proe. Interpat, Cooge, Math,”, Edinburgh 1958),

* Segnaliamo che il trattate di Krouer [8] eontiene, oltre a note sroriche, un'e-
sposizions dei dsultati ottenuti, nell'ambito della teoria degli ideali, Gnio al 19335,

* Non 8i pud Fare o meno di citare aliresl doe memorie fondamentall, ona di
Knorecesn [193] e Paliea di Deoermn & Weasen [160], appamse entrambe nel
1882, La prima si proponeva di rifondare e di unificare, per mezzo di nozioni e
metodi algebrici, aia lo Teoria def numeri che la Geometeln algebeiea, mentre la

i proponeva di dimostrare in modo puramente algebrico, 8 partive da
un'estensione finitn del eampe delle funzionl cazionall C{X), i principali rsultati
ottenut] da Riemann per le curve {in particokare, si ritrovs il Tecrema di Remann-
Roch, insieme a nomeresi altel risultari foodomentali).
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Nella prima si trovano numerosi risultati; in particolare:
i) 5i dimostra che “ogni ideale dell'anello dei polinomi C[X,,

A ] & hnitamenfe penerato™® risultato che sardk successivamente
generalizzato sotto la forma del cosiddetto “teorema della base di
Hilbert”, Conviene sottolineare che Hilbert era condotto a tali rices-
che dal problema di dimostrare che ghi anelli degli invarianti dei grup-
pi di matrici sono finitamente generati® (cid che pid tardi avrebbe facto
parte del XIV problema di Hilbetrt [42]);

ii) vengono studiati i moduli di sizigie, otteputi 2 partire dalle re-
lazioni o sigigle esistend tra i generatorl, dicamo f;, ...,/ di un
ideale dell'anello di polinomi A = C[X,, ..., &,], della forma:
afi+ ...+ afo=0, con ay, ..., a € 4. Ebbene, Hilbert provd
che tali moduli (costituiti dalle duple (g, ..., g;})) sono ancora fini-
tamente generati, sicché & possibile considerare le sonde sizigic e
cosl via (giscché anche i successivi moduli di sizigie sono finitamente
generati) e per di pid che, dopo # passi, si ottiene il modula nulle,

i) viene introdotto cssenzialmente il palinomio raratteristive (1, Co-
roll. 11.2], considerando una varieti proiettiva 7 di PY, definita
da un cetto ideale omogeneo a di 5= C[X,, ..., A,] e il numero
delle ipersuperfici linearmente indipendent di un dato opdine w in
P, per w 3 1, che contengono la varietd in questione: Precisamente,
Hilbert prova che la dimensione dello spazio wettoriale complesso
Fu= I J(50 M a), dove 5, denota lo spazio vettoriale del polinomi
omogenel di grado ar di 5, & un intero, il quale, por w ablartanga
grande, pud essere rappresentato con un polinomio in e

Wo=al?)+al, ")+ +an

dove ay, ..., sono interi e r & la d.lrm:nmonr. di 1,

La seconda memoria contiene il celebre Nulistellensaty [1, Coroll.
7.10], il quale stabilisce una corrispendenza biunivoea tra gli ideali
massimall dell’anello KX, ..., X,], essendo K un campo algebri-
camente chiuso arbitrario, e i punti dello spazio affine AR; da cid
segue, inoltre, una corrispondenza biunivoca tra gli ideali radicali

® Tra 'altro, cib risolveva completamente un problema posto da Cayley &
Kronecker relative all'espressione di una curve algebrica sghemba irdlducibile
{di uno spazio a tre dimensioni) come intersezipne di un numero finito di superficd
algebriche,

* Per aleuni noteveli sviloppl ottenori rmmtr.m:nu: in proposito, cfr. [29_!
[191] & un lavoro di G, Keder (“Michigan Math, )., 246, 1979, pp. 19-32),
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(dsp. primi) dell'anello K[.X,, ..., X] e le varietd algebriche (risp.
le varietd algebriche irriducibili) di Aj}.

Conviene sottolineare che esiste anche una versione “omogenea”
del MNullstellensatz per le varietd algebriche proiettive” (cfr. ad es.
[94] oppure [103]), nonché una versione “analitica™, per un ideale
proprio dell'anello dei permi di funzioni numeriche, analitiche nell’ori-
gine di €, O, = C{x,, ..., x,}.*

Gl reiluppi suecassivi fine @ Ewney Noether

Partendo dal Teorema degli zeri di Hilbert, il quale pud anche
enunciarsi dicendo che “se f¢ un polinomio dell'ancllo C[X,, ..., X]
che si annulla in totti i punti di C* in coi & anoullanc i polinomi
di un ideale g di C[X,, ..., X,], allora una potenza di f appartiene
ad o", Lasker fu condotio m:l 1905 (efr. [199]) a definire la nozione
di ideale primario in un anello di polinomi e a dimostrare, tra Ialtro,
che “ogni ideale nell'smelle C[A, ..., X,] pud esprimersi come
un'intersezione finita di ideali primari”.

Un posto a sé, storicamente molto importante, occopa il classico
trattato di Macaulay [37), il quale racchiude i risultati di numerose -
cerche dell’antore, tra i quali ¢i limitiamo qui a ricordare:

iy il celebre Teorema delle pureygpa, secondo cul “se g # sor ddeale dol-
Pawelle CLX,, ..., X] aF altegpa b e generato da b elomendi, allora a ri-
sitlia sy fdeale pora®”;

i) In non esistenza di un estremo superiore per il pumero dei ge-
neratori tichiesti per gli ideali primi dell'ancllo C[X, ¥, Z] e della
sua localizzazione C[X, Y, 2] ¢ ¥, -1

? Una nuova e semplice dimosteazione di tale risoltaco, da coi sl dedoce in par-
ticolare il teorema principale della Tecoria dell’eliminazione, & stata dats recente-
mente da P. Canrien £ J. Tate ("Enseignement Math,™, 24, 1978, pp. 311-317),

* In proposito, si veda ad es.: J. C. Tovcenown, Tdimes: de fonciions diffdrantiabler,
Springer, Berlin 1972, in coi, tre alro, vengono esati con proftte metodi e
cisuleati di algebra loeale ¢ di algebea omologica pee lo studio dell'anello dei
germi di funzioni numetiche, derivabili indefiniamente nell’origine di 1™,

¥ Un ideale o di un anello noetheriano A arbitrario si dice pors, se tutedl gli
ideali primi associati ad o [1, Cap. 4] banno la medesima altezza (= ht ).

4 i precisamente, Macavlay costrul degli esempi i quali mostravano che,
per opai intero « fssato (v == O), esiste un ideale primo b di alterza 2 in C[X, Y, £
tale che p,: petfing pC[X, ¥, £)ix, 5, pjy non pud essere generato da » clementl, Pec
un'esposizisne moderna = dettagiiata di tall emempi, cfe. 119, pp. 1-16] oppure
[174]. Segnaliamn infine che :m.'l.ng,]:! esempl di ideali primi nell’anello J:[[.x',‘r.. £l
essendo & wn campn di caratteristica zero arbitrario, sono statl oilenuti ecente-
mente da T. T. Mon (*]. Math, Soc. Japan™ 26, 1974, pp. T22-734).
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Ma il primo gtande contributo allo sviluppo dell’algebra commu-
tativa & dovato sene'altro a2 Emmy MNoether, di col o lmitiamo qui g
citare brevemente tre lavori: [213], [214], [215].

Mel primo vengono studiati ghi apelli in cui ogai ideale & finitd.
mente generato, ossia, in modo equivalents, gli anelli che soddisfanc
alla condizione della catena ascendente per gli ideali,* | quali saranno.
chismati appunto anelli noetheriani; in tal modo, veniva assunto co-
me assioms propeio la tesi del Teorema della base di Hilbert.*® In par-
ticolare, per ogni ideale di un anello siffatto viene dimostrata 'esisten-
z2 di una decompasizione primatia, nonché I"unicitd delle componenti
primarie isolate,1?

1l secondo lavore contiene il classico Lemma di normalizzazione,
relative ad una k-algebra integra fAnitamente generata su un campo
infinize & (per ulterlorl estensioni di tale risultato, cfr. [12]). _

Mel terzo lavoro si trova una trattazione assiomatica degli anelli.
di Dedekind, sviluppata a partire dagli anelli di interi algebrici, non-
ché la nozione generale di elemento intero su un anello (estesa poi da
Krull a guella di elemento intero su on ideale).

C'¢ da aggiungere inoltre che E. Noether fu la prima ad osservare
che le rappresentazioni di un gruppo finito & in un campo & cors-
spondono ai moduli sull"algebra-gruppo £]&), che & un anello arti-
niano, Tale legame ha determinato successivamente nuove direzioni,
di ricerca nella teoria degli anelli artintani e, al tempo stesso, ha for-
nito ua nuove ¢ interessante punto di vista nella teoria delle rappre-’
sentarioni dei gruppi.

Infine, occorre menzionare il famoso trattato di van der Waerden

1t Gli anelli soddisfacenti alla condizione della catena diseendente per gli ideali
forono introdotti eleund anni dopo da E, Antid in [132]; |2 ben nota caratterizza-
zione ([1, Th. 8.5]) ¢ dovots ad Awreues (1935), ,

1 Molti anni piv tardi, un fatto analogo sarebbe accaduto per il Teorema della
putezza dl Macaulay, cosl di pervenite ai cosiddesti anelli di Macaviay [6] o di
Cosman-Macavear [11].

12 50 notl che ia [1] 1 Teor. 7.13 viene ottenuto ripetendo li dimostrazione
originacia di E. Moether, che poggin sulla nozione di ideals ivriducibile (nozions
ke svolge un rusls importante, come vedremo, nello studic degli anclli di Go-
rensteln); invece il risultato relativo alla “pacziale” unicitd delle component] &
ottenuto in [1] con un'altra dimostrazione (pid geneeale), basata sulle propried
degli anelli di frazioni. Forse & il caso di aggivngere o questo propesito che le
prime propricty di un anelleo di frazionl rispstto ad una parte moltiplicativa, priva
di divisori delle zero, sono state date da H. Gnmue, wa allleve di E. Moether, nel
1927 = sono smte pol riprese ed estese da CHEvALLEY & fnalmente, in tutia gene-
ralith, da A 1. Uzmov (O riggr of guetionds of commutative rings, in *“Mat. Sbornik
W, 8.7, 13, 1943, pp. TL-TE).
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[14], la cui prima edizione apparve tra il 1930 e il 1931, non soltanto
Fim- una esposizione pid avanzata e talvolta una nuova élaborazione
di alcuni risultati e idee di E. Noether, ma anche pet i legami tra certd
argomenti ivi trattati e talune questioni di geometria- algebrica.

Llopera di Wolfgang Krull

5i devono o Krall molti lavori, taluni di importanza davvero fon-
damentale per lo sviluppo dell’Alpebra commutativa (e alconi alerd
forse non ancora sufficientemente esplorati). Ci limiteremo qul & cita-
re solo aleuni di essi.

1l primo lavoro di rilievo [194] & del 1928, Esso contiene, tra Ial-
tro, il celebre Teorema dell’ideale principale (Hanptidealsasy) [1, Cor.
11.17]}. Come giustamente osserva Kaplansky in [6], quest’oltimo ri-
sultato “is probably the most important single theorem in the theory
of Moetherian rings".* Infatti, per convincersene, basta elencare al-
cune delle sue pid importanti conseguenze:

(A} Opni ideale primo di un anello noctheriano ha altezza finita,'®
ossia, in modo equivalente, ogni anello noetherianc semilocale ha di-
mensione di Krall finita 19

(B) Gl ideali primi di un anello noetheriano soddisfane ka d.ce.,
anzi noa forma piv risteetta di quests, nel senso che le catene -
avali 0 ratwrate di ideali primi contenute in un ideale primo assegnato
baono tutte In medesima lunghezza (cid che non & pid vero per le ca-
tene massimali di ideali primi contenenti un ideale primo assegnato):
cfr. ad es. [12] e pit in generale [46].

(C} 5e p, e py sono ideali primi in wn apello noetheriano A tali
che esiste un ideale primo p con la proprietd: p, = p < py, allora esi-
stono in 4 infiniti ideali primi siffaryi 100

W Daleta parte, gin Motthcott aveva osservato in [13] che, primn di tale
teorerma “‘a Mostherian ring had been a kind of pale shadow of a polynomial ring",

¥ Cio che non & pid vero nel case non eoetherfno, glacche ealstone (efr.
[3, Capp. 5-6, p. 176]) anelli. di valutozione con uno spestro daro da woe cotena
della forma: Do ... e e, c ... == m (essendo m Uideale massi-
male)! citv mostes altresl che esistono domini non ooetherlani peivi di ideali
primi di altezza 1,

# Conviene aggiungere che in realth Krall b dimostrato per di pii che *["al-
tezza di un ideale primo p di un anello noethertang & il minime intero # tale che
b & minimale su wn ideale geoerato ds w elementi™.

Wwuls Cfr, pota 15,
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s¢, ogni ideale primo di altezza 1 di A & pﬂnf.lpi]l: ”

E) 3¢ A & un ancllo noetheriano di dimepsione finits, sl ha I:cE:
[6] oppure [1, Cap. 11, Es. 7]):

dim AJX] = dim 4 4+ 1,
da cui, per induzione:
dim A[X,, ..., X,) = dim A + n.

(F) Siz 4 un dominio di integriti noctheriane e K il suo campo
dei quozienti. Allora K & une A-algebra finitamente generata,'® se ¢
soltanto se, A1 ha dimensione < 1 ¢ possiede soltanto un numero ﬂru
to di ideali massimali (cfr. [6, Th. 146]).

(G) Se A & un anello (noetherians) di Cohen-Macanlay, allora- ml¢
risulta Panello ALX] (cfr. (6, Th. 151]).

¥ Ricordiamo che un dominio di integrits .4 & dice un UFD, se verifica le se-
gucnti condizioni:

#) ogni elemento non invertibile di . & un prodocto finkte di fattori -‘r‘rﬂrmr
bili (osaia, element] non invertibill, divisibill soltanto per se stessi € per elementd
invertibili);

b) ogni elemento irdiducibile i 4 & primo (ossiz, genera un idesle prime),
5i nml che, stante 1z ), k2 b) risults equivalente alla B): “la fattorizrazione,
di cul in p), & wnica, @ meno dell'ordine dei fateorl o di factord nvestbili®,

Pagsiamo om a dimostrare Menunclate (D).

Ge A ¢ un UFD, certamente ogni [deals primo di altezza 1 & principals: i:la!t:
considerare un ideale p siffatto e decomparre un suo elemento non nullo arhitra:
rio in fattoct primi (senza sfruteare Pipotesi di noetheclonith),

Viceversa, essendo .4 noctheriano, 1s &) & chisramente soddisfarte; d'altea pac-
te, se g & un arbltrarlo elemento uddunhll:, eslste ceraments un ideale pcrlmut
di alterzs 1 contenente o (in virtd d:il‘quptldJ:almz} m b & principale, per ipo-
tesl, donde la conclusione,

1 Per un’estensions di tale formula al caso non noetheriano, insieme ad alconi
rsultst] generali, cfr. [230] e [231].

¥ Tale proprietd, riferita ad un dominio di integrich acbiteaclo, & stata assunta
in [6] come assioma A1 definizione di una wasta classe di domini: § cosiddert G-do-
mind; dungue la (F) & una carstterizzazione dei G-domini noetheriani. Tale enun.
ciato #i trova dimostrato per la prima volta In una classica Nota di Anrie-Taze
{133), in relazfone ad un cisultate di Zaciskl [1, Prop. 7.01, a sus voltn collegate
ad uns nuova dimostrezicnz del Mullstellensatz data dallo stesso Zariski (cfe.
“Boll. Amer, Math, Soc.”, 53, 1947). Per guanto rignarda il compoctamento dei
G-domini generali (non noetheriani) cfr. ad es. [6], nonché P. Manoscia, Somn
remlis ot Gedomeair, “Boll, UMI®, (7-B, 1980, pp. 1166-1177.
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L]

. "Tra gli altd lavori di Krull segnaliamo, oltre al trattato [8], il Ia-

oro [196] del 1938, dedicato agli anelli locali, non necessariamente
‘oetheriani. In esso, tra altro, viene introdotta la tecnica del comple-
samento di un anello locale e viene studiata pet la prima volta la no-
zione di anello locale regolare, assia di un anello locale noetheriano
‘di dimensione » tale che il suo ideale massimale & generato esattamen-

ite da # elementi.** In particolare, i dimostra in tale lavoro che:
* i) un anello locale regolare & un dominio integralmente chiuso;
ii) se .4 & un apello locale regolare e p & un ideale primo arhiteario
ii ., si ha:
dim .4 = htp - dim 4/p.

Conviene sottolineare che 'importanza e Pinteresse della nozione
'di anello locale regolare (nonché della teoria della dipendenza inte-
grale) in peometria algebrica, furono scoperti poco dopo da Zariski:
in particolare, egli dimostrd {cfr. [248]) che I'anello locale di un punto
semplice di una varietd algebrica & regolare, tale proprieta essendo
altres] camattetistica, se il campo base & perfetto.

D’altra parte, Krull aveva sollevato due questioni relative agli
anelli locali regolari, dette anche “congetrure di Krnll” {anche se non
sembra che Kroull le abbia mai epunciate sotto forma di congetiare),
le quali aveebbero svolto in seguito un rwolo notevole nelle sviluppo
dell’Algebea locale:

1) Ogni localizzazione 4, di un anello locale regolare A4 rispetto
ad un suo ideale primo p arbitrario, & ancora un anello locale regolare.

2) Ogni anello locale regolare & un UFD.

Per finite, citiamo sommariamente alcuni conteibati ulterior] di
Krull, e precisamente:

@) la camtterizzazione di un dominio noethedano integralmente
chiuso come intersezione di anelli di valutazione discreta (cfr. [195]),
punto di partenza per lo stodio dei cosiddecti anelli di Eroll (cfr.
[3, Cb. 7Y oppure [23]);

b) lintroduzione e lo studio delle valutazioni® aventi groppi di
valori arbitrari e degli anelli di valurazione (cfr. [195]);

¥ Tuttavia Ia terminologis inteodotta da Krull per tale elasse di anelli era leg-
germente diversa: l'atoributo “regolare” fu introdotto pia tardi da Canvaccsr
in [151] (sia pure in un senso un po' FiSLEELDO).

" O meglio, valutszion! di Keull, pee distinguerle dalle valotazioni ordinarle
chiamate anche *“valori assoluti”™, poiché includono, tra laltro, Pusoale valore
assoluto: le prime {in particolare | corrispondenti anelli di valutazione) svelgone
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¢} il cosiddetto “teorcma dell'intersczione” [1, Teorema 10:17

d) i teoremi del. “going-up” e del "poing-down” sumcsslvamzmg
estesi da Cohen e Seidenberg in [156], al caso in cui gli anelli i ltrqub
stione contengono divisori dello zero®;

&) il risaltato secondo cui “la chiosura jntegrale di un dm:mm{;'
noetheriane locale di dimensione 1 & ancora un dominio noetherinno?. |
pencralizzato successivamente da Akizuki, dando otigine al noto Tm~
rema di FKrall-Akizaki (efr. [12]);

F) Pintroduzione e lo studio degli anelli di Jacobson, sviluppato
in {197).

Alesmi visuftati ecessiod 3

Passiamd ofa ad accennare rapidamente all'opera di O. Zﬂ'lﬂﬂ
nonché ad aleuni contributi di C. Chen!]r,j', L 5. Cohen e P Samub
(limitatamente al perinde in erame, ossia, fino agh inixi ﬂagh
anni "50).

A Zariski spetta innanzitutto il merito di aver scoperto l'cmtnnza.
di legami profondi ed estremamente fecondi tra 'algebta commuta-
tiva & la geometria alpebrica, e pitt in generale, di aver riforidato la
geometria algebrica su solide basi algebriche. In particolars, numerosi
& penetranti sono i contributi da lui dati, soprattutto all*Algeba
locale. In breve, si pud affermare che Pinfluenza di Zariski sullg
sviluppo dell'algebra commutativa & stata senza dubbio non. minore
di guella di Krull o dei suei predecessord,

Ci limitiamo qui a ricordare, tra alero;

a) il eelebre “main theorem™™ {“Trans. Amer. Math, Soc.”, 5-11
1943, pp. 490-542), che forse pud essere considerato il risultato pid

4
un rualo importante in Algebra commutative e in Geometriz algebeica, mentee le
seconde intervenpona soprattutta nelln Teoris algebrics dei aumerd (efz. ad es. [B4]).
™ 5i notl che in [150] le dimostrazioni sviluppate sono-alquanto pid semplicl
di quelle date da Krull & inolire vERgono disengsi alcuni ml:l:r:mq.tl CONCGEERmp
relativ] ali'enuncisto del “going-down®, | quali mostrano che nessor delle ipote-
si che {vi compaiono pub easere omessa.

# Nello stesso anne 1951, wali anelli venlvano inteodott] e studiati, indipen:
dentemente, con [a denominozione di anelli di Hilbert (in quanto strettament
legati al MNullstellensatz), da 0. Goromaw (“Math. Z.*, 5¢, 1951, pp. 136-140).

¥ Cfr. anche [111]; incltre in [47] viene riportata un'escensione di tale sisultarc
dovutz a C. Peskine, Segnaliame infine che un'interessants versione “'non. com-
matativa” del “meafn theotem™ & stata data recentements da M. Awniy e W
Sermiren (“Amer. J. Math"”, /01, 1979, pp. 301-330),

,L
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importante ottenuto da Zariski nello studio delle varietd normali®:
egli era stato condetto a tale studio dal problema di dare una dime-
stragione della risoluzione delle singolaritd di una sopetficie su un
a.ﬂlpo algebricamente chiuso di caratteristiea zero arbiteario, proble-
‘ma che egli riuscl a risolvere nel 193% (“Annals of Math,”, 40, 1939,
pp. 639-689);

§) il contribato e Vimpulso notevoli dati in [248] allo stodio degli
anelli locali regolari (introdotd da Krull) e in particolare, la dimostra-
zione ivi sviluppats, limitatamente agli anelli locali regolari “geome-
teici” della “congettura di Kmll” secondo cni “ogni localizzazione di
vn anello locale regolare rispetto ad un ideale primo & ancora un anello
focale regolars™;

¢} 'uso sistermatico in geometria algebrica degli anelli di valata-
zione e pit esattamente del “post™ ad essi associat], effettuato per la
‘prima volta nel lavoro: Fosndations of a geweral theory af birational corre-
spondences, in “Trans, Amer. Math, Soc.”, 53, 1943, pp. 490-542;

d) Vintroduzione e lo studio di una vasta classe di anelli noetheria-
fi in [247), i quali saranno chiamati poi “anelli di Zariski” da Samuel
in [229], dove lo studio di tali anelli viene ulteriormente sviluppato ¢
approfondito (per la definizione, si veda [1, Cap. 10, Bsercizio 6]);

¢) un tisultato collegato a uno di Chevalley, citato pid avanti, se-
condo cui {cfr. [249]) "il completamento di un dominio locale geome-
trico integralmente chiuso & un dominio di integritd”, ossia [15, vol.
1] il dominio locale di partenza & analiticomente frridueibile;

- f)illavoro [250] in coi si dimostra, trs Ialtro, che “se Panello lo-
cale Oy p di vo punto P di una vagietd algebricn 7 & integralmente
chiuso {ossia, 17 & localmente normale in ), allom il completamento
di Op p & ancorz integralmente chinse™,

Per finite, occorre segnalare ancora il contributo dato da Zarisli
(cfr. [248]) alla risoluzione dell’altra “congettura di Krull”, relativa
alla fatrorialith degli anelli locali regolasi. Precisamente, egli dimosted
che I'anello locale di un punto semplice & un UFD e inoltre che, per
provare la congetmura in generale, basta far vedere che-opni aneilo
locale regolate di dimensione 3 & un UFD (per ulteriori osservazioni
in proposito, cfr. [15, vol. 11, p. 313]).

# Qssin nocmali in ogni punto. Una notevole propriets di tali varieth & stata
dimostrata da &. Semomemenc (“Tros. Amer. Math, Soc.”, 69, 1950, pp. 357-
386): precisamente “se 17 & una varietd prodettiva irdiducibile normale di PY, con
& campo algebricamente chiusg, allom Piotersesione di I con un iperpiano “ge-
netics™ di P" & ancora una varieth irridocibile & noemale”.
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Passando ora ad acceanare ai contributi di Chevalley, ricordiam 4
innanzitutto lo studio approfondito degli anelli (noetheriani) lnm‘.l_:_u
semilocali effettuato in [151].%¢ In particolare, Chevalley si rese coneg’
che la nozione di anells semilocale & nna buona generalizzazinne d.:l!h
nozione di anello locale: per es. un'estensione (intera €) Anita di ug’
anello semilocale & ancora semilocale (mentre un'estensione finita dii
un anello locale non & locale, in generale), inoltre il completamento djf
un anello semilocale & non soltanto semilocale ¢ della stessa dimen:
sione, ma & addirittura una somma diretta di anelli locali™® e infine,
per un anello semilocale, & possibile costruire una buona teoria d.el].a
dimensione (cfr, ad es. [20]).

In un'altra fondamentale memoria ([152]), Chevalley costruisce una
tenria dell'intersezione per le varietd algebriche, pid penerale di quells
data alcuni anni prima da van der Waerden,™ In particolare, viens
sviluppata la teoda dei cosiddetti anelli locali “geometrici™ (ossia de-
ghi anelli locali che intervengono in geometria algcbrlci} e si prova,
tra l'altro, un notevole risultato, secondo eui “ogai dominio locale
geometrico & apaliticamente non tamificato, ossia ¢ tale che il suo
completamento & un anello ridotto™.™

Il lavoro pin importante di Cohen, un allievo di Zariski, & dedi-'
cato allo studio degli anelli locali noetheriani completi, con partico-
laze riguardo al caso deghi anclli locali repolard (cft, [154]). 1 teotema
principale afferma che “ogni anello locale completo & omomorfo
ad un anello loecale regolare completo, ossia, all’anello delle serie &1
potenze formali in un certo numero ‘di variabili, a coefficienti in un
campo oppure in un opportano anello di valurazione™.® Inoltre, in
tale lavoro ‘wengono dimostratl numerosi altri risuleat, tra oud J
seguenti

i) 'anello delle serie di potenze formali K[, ..., X,]]. 2 coef-
ficienti in un campo K, & un UFD;/ e

= Tn tale lavoro st defindsce anello locale un anello noethethano A con un uni-
co ideale massimale m, tale che .4 contiene un campo K con la propiietd ehe Afmi
& un K~module fnito.

1 B precisaments dei completamenti degli anelli locali ottervoti localizzando
'anelle in questione rispetto ai suoi ideall massimali,

# La teoris di Chevalley sarh poi generalizzata da A, Weir in [126].

® Cib non & vero per un dominio locale arbiteorio; per una caratterizzazione
dei demini locali con tale proprietd, si veda [224].

‘20 51 notl che nells dimostrazione dara da Cohen, Il caso in coi Panella locale
in questione e il suo campo tesiduo hanno la stessa caratteristica (caso sguicarar-
feristieo) & nettamente distinte dal easo in cul le caratteristiche sono diferenti.
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#05) il “reorema della purezza™ di Macanlay continus a valere per
‘un qualsiasi anello locale regolare (equicaratteristico).

%+ -Conviene segnalare anche il lavoro [155] in cui si prova, tra I'altzo,
ithe *un anello ¢ noctheriano, sc ¢ soltanto se, ogni ideale primo &
finitamente generato™ e in particolare che “un dominio noethedano
locale ha dimensione 1, se e soltanto se, esiste un estremo superiore
wper il numero dei generatori di tutti i suoi ideali” ®

Pef quanto riguards i conteibuti di Samuel, occorre citare innan-
gitotto P'ampia memoria [228], dedicata alla nozione di molteplicitd.
Egli prova che, se .4 ¢ un anello noetheriano e q & un ideale p-pri-
maric, allora, per » abbastanza grande, la lonphezza della potenza
simbolica " & un polinomic in », denctato con P (x): in particolare,
s¢ A ¢ locale con ideale massimale m, & q & un ideale m-primario,
allora il grado o del polinomio P (w) & lo stesso per ogni g, sicché
tale intero o prende il nome di dimensione di 4. Si prova poi che Pintero
d cosl definito ¢ proprio la langhezza minima di un sistema di para-
metei dell’'anello locale, sicehé la definizione .di dimensione sopra
introdotta coincide con quella data da Chevalley in [151] (in cui, a
sua volta, Chevalley aveva dimostrato che Ja definizione di dimensione
da lui dats, coincideva con la dimensione di Kmll, per un' anello
noetheriano locale arbitrario, ossia senza campo base). Inoltre, ser-
wvendosi sempre del polinomio P*‘{.u], Samue] di una definizione di
maolteplicitt di un ideale m-primanio che generalizza la definizione di
molteplicitd data da Chevalley® ed estende altres! la teoria dell'inter-
sezione data da Chevalley. in [152], nonché quella data da Weil
in [126].

l-:Inﬁlm, occorre segnalare anche la monografia [229], che contiene
un’esposizione sistematica delle principali tecniche algebriche utiliz-
zate per lo studio locale s una varietd algebrica, nell'intorno di un
suo punto o di una sua sottovarjetd.

1 Tgle risultato non continua pid a valere, sosticuendo nell’eoundate “'prlme™
con “massimale’; per un controesempio esplicito, el veda: M, MacaTs, Soms
sividier on fpmwi-lecal rings, in "Nagoya Math, ].7, 3, 1951, pp. 23-30,

2 Me segue che, se .4 & un dominio noetheriono di dimensione > 2, allora non
eslste un estremno superiore (Bnite) per il numero dei generator degli ideall di .
In proposit, |, D, Sawey ¢ W. V. Vasconcevros hanno dimostrato (%], Pore and
Applied Alg.™, 4, 1974, pp. 319-336) che esistono enelli nostheriand di dim < 2,
per cui non esiste un estremo supetiare per il numero del generatoel degli ideali
primi, & inoltre che wn siffatto estremo superiore esiste, se gli anclli in questione
sono Kalgebre fnltamente generate di dim < 2 (essendo K un campa).

3 Mel senso che non & pit limitata agli ideali primari generati da sistemi di
parametel,
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Alewuni lepami. iva algebra commutativa ¢ algebra emologica

Ci proponizmo in questa sezione di esporre brevemente alcune
nozioni ¢ risultati fondamentali di algebra omologica, cit che rinscird
molto utile nel seguito.

La dinensione prodedtiva di wn modul

Def, 3.1. Si definisce complerso i catene di A-moduli {essendo A
un anello) una suecessione di A-moduli e di omomorfismi di A-mo-!
duli del tipo:

iy

K = Ko e Xy Ky con w e Z;;

che verifica la condizione seguente: d, o d,,; = 0! per ognl we Z:
In particolare, esso prende il nome di complesse sinistrs, 52 X = O
per ogni & < — 1. Inoltre il modulo quoziente Ker 4, [Im d, ,, pren-
de il nome di swodwle df omologia of dimensione » del complesso (di catene)
XK, e si denota brevemente con H{K)."

i

Def. 3.2. Sia .4 un anello e M un A-moduolo. 5i definisce rimf-
giane profeftiva (risp. risolugione libera) di M, un complesso sinistro di

1 H subito visto che clb equivalé alla condizione seguente: Im d,,, & Ker d,.
! Ricordiamo che & definisce complerse dF cocaiene di A-moduli une successione
del tipo:
' L an
K: e Al e X — X con € &,
tale che & o @~ = (b, per ogni s & Z. In mado pnalogo si danno poi le definizioni
di remplerse desire e di modile d coowrolfogia af dimemsione n di on compleszo (di eo-
catene) K, MK,
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A-moduli projettivi® (risp. liberi):
‘nu dy

" d
K: =Py =5 PPy P Py,
insieme ad un omomorfismo e : Py — M, tale che la successione:
Py Py Py . = Py Py e M =0

& esatta. Talvolta si dice anche che K —+ M — 0 & una risoluzione
proiettiva (risp. libera) di M.

51 werifica facilmente (cfr. la successiva sezione 4) che “ogni -
modulo M possiede almeno una risolezione libera, donque projettiva®
¢ in particolare che "se A & noetheriano, ogai ~-modulo M di tipo
finito PD‘ESiL‘dE nne risoluzione libera formata da 4-modoli di tipo
finito™, Siamo cosf in grado di dare la sepuente:

Dief. 3.3. Sia A4 un anello e M vwn A-module (non nullo). Si dice
che Af ha disensione profettiva o dimensione omologica 5, se M possiede
una risoluzione proiettiva di Jughegge #, diciamo:

0P ~P, ;- P =Py M0,

e non possiede risoluzioni proiettive di longhezza minore® 5i scrive
allota pd M = » 0 pid semplicemente pd A = 2.®

Enunciamo ora alcuone proprietd notevoli {cfr. [11], [52]):

Proposizione 3.4, Sia A wn awelle woetheriano ¢ M nn A-module i
tipe fuite. Allora:

i d, M= su d, M, = s d -
) Py mI.InI:-g:.J]F A m p:ﬁpﬂEA]F ADMP

¥ Ricordiamo che un modulo profettive & un addendo dicetto di un modulo
libero: per altre caratterizzarioni, efr, [7] oppure [63].

4 5i definisce fvghegye di una fisoluzione prodettiva K del tipo considerato
mella Diek, 3.2, il pin piccolo intero § 5 O (se esiate} tole che Py = 0 per ognif = 7.
Se M non posslede risoluzioni projettive di lunghezza fnits, si dice che la dimen-
sione projettiva di A & oo,

% 1 chiaro che pd M = 0= M ¢ un modulo proiettivo (non nulle), Se M =0,
sl conviene talvolta di scrivere pd 0 = -1,

! Dungue, nelle jpotes] attaall, lo studle dells dimensione proisttiva & ricon-
doto o quello della dimensicne proistrive di un moduolo su wn apello loeale,

209



DPaolfe Marosela

i) Ja disensione profettiva pd M 2 il pid piccolo intere v > — 1 [u-:
esiste) tale ebe Tord(M, Afm)* = 0, per agni i = n & per ogni ideale massi- 5E

T Richlamiame rapidamente le definizioni & le peime propeieth dei Toe I:Euntnﬂ. 1
di tersione) e degli Ext (funtori di erfensione) (cfr, [63], [66]):

Siano M, NV due A-moduoli, essendo A un anello acbitrario, & sis (K, &) ung
risoluzione pmi:tti.'n di M, diciamo:

4y 4
P+ Py = Py—% Py M 0.

(T} Consldedamo il complesso sinisire:
K@, N: + Pa @y N+ Py @y N+ P @y N M@ N0
& pontams, per defnizione:
Tocl{M, N) = M @, N

TorfiM, N)= H (K@, V)= Kerd, @ 1) Im dy,, @1, perox=1.
i prowva, tea 'altea, che:
i) Torg{M, V), con & > 1, non dipende dalla risoluzione projettive scelta
per M;
il) Tord(M, N} = Tocd(NV, M), perw = 0} )
iy ad opni successione esattn corta di A-moduliz 0 —= M* = M = M" < 0°
& associaia una successione esatta lunga, detra successlone esatza dl omolo-
gia dei Tor (fissato un arbitraric modulo iV):
— Tord{(M, N) — Tord(M", N) - Torf_,(M", N) -
=+ Tord_,(M, N} = = M 3, N = M™ 60, N =D,

Conviene sottclineace che, per mezzo dei Tor, & possibile dare delle semplici

catatterlzzazionl per la plattezza: cfr. ad es. [1, Cap. 2, Bsercizi 24 ¢ 20]; si noti’
incltre che ognl modulo proiettive & platto, ma non vicoversa, in generale,

(1) Consideriamao il complesso destro;
' o
Hom (&, W)z 0 — Hom (M, V) — Hom, (P, WV)—
an-1 an

— Hom (P, V) — Hom (P, N)—
& poniame, per debnlzione:

Ext3(M, N) = Hom (M, N)

But}(M, N = H*[Hom (K, N)} = Kee #/lmf"-*, perw = 1.

Ebbene, si prova che | funtori Ext® godono di proprletd, solo in parte simili a
quelle sopen citate per | Tor, In particolare:

i) Bxt3(Ad, W), con w > 1, non dipende dalla risolezione prolettive scelta

per A;
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ceade T i AR
iii). M 2 proietsive < Exty(M, NY* = 0, por ogni A-moduls di sipo
:ﬁﬂf.l'ﬂ' N,

Cheserpagione 3.5, Conviene notare esplicitamente che, con una de-
finizione analoga alla Def. 3.2, ossia facendo intervenire complessi de-
stri di moduli iniettvi,* si introduce la nozione di risodepione infedti-
va dl un modulo ¢, a partire da essa, analogamente alla Def. 3.3, sl
definisce la dimensione fufettiva, id M, di un A-modulo M (non oulls).

Alesni esernpi i comeplessi

Coasideriamo ora alconi esempi (tratti da: D, Buchsbaum, Lectures
on regular local rings, Lect, Notes Math., 86, pp. 13-32, Springer,
Berlin 1%69) i quali mostrano esistenza di legami alguanto profondi
tra informaxioni di natura omologica e talune proprietd alpebriche.

Esempio 3.6. 5la .4 un anello e x un elemento {non nullo) di A.
Consideriamo allora il complesso {di catene):

K(): 00 AEe A0,

i} in generale, BExtg{A, M) 2 BExt)(V, M), per o 2 0: cid & dovato 2 ra-
gloni intrinseche legate alla covarianza e alla controvacianzs del funtoed
Homy (M, —) e Hom({—, N} dispettivamente;

fif) ad ogni successione csatra corta di A-modali: 0= 77— T T <= 0
sono associate due successloni esatte lunghe, dette specessiond esatre di
coomologis degli Ext (fissati ad arbitrio M « NV}

0 = Hom, (T, N) = Homy(T, W) —= Hom(T", N} —+
— Bt} (T, W} .. .= Bt} T, NV} = Bat3(T", W) — ...

0 = Ham,(M, T") - Hom (M, T) =+ Hom (&, T -
~ Bxty (M, T) = .. ~= Bat]='[M, I™) — Bxty(M, T") -

t 5l prowa in generale (efe. [59, p. 110, Prop. 2.1]) che “la dimensione prodettl-
va di un A-modulo M, essendo .4 un anello arbitragio, & §) pid piccole inters
B> — 1 (se esiste) tale che Extl(Af, N} =0, pee ogai i = # e per ogni A-mo-
dulo N'™,

* Cir. nota 7.

1 Ricordiamo che un modulo M sl dice iniettive, se per ognld seceessione esatia
corta: 0 — N' = W= N" =0, la successione associata (efr. [1, Prop. Z.8])
0 — Hom{M", M)} — Hom{N, M) —+ Hom(N", M)~ 0 risulta esatta,
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dove il simbolo x denota la moltiplicazione per Velemento x, 5i veris
fica subito che Hy(K{x)) = A[(x) e HK(x)) = {a e Afaxx= 0} =

= Ann (x): dunque F; “misura” Vinvertibilitd di >, mentre A “mi--
sura” la propricta di essere un divisore dello zero in AN

Esempio 3.7. Sia 4 un anello e siane x, y elementi {non entram-
bi nulli) di 4. Consideriamo allosa il complesso (di catene):

K, ): 00+ A-Ls AP AL A0,
dove f e g sono definiti ponendo rispettivamente:

f{d}ﬂ-'l:—-—;y,gzx}l ﬁ(’lrﬂ'l}=ﬂ]x+aﬂ‘-“
51 ha:

HfK(e,3)) = Af(<,3),
Hy(K(x,)) = {{a1, 43} € A @ Alay + ayy = 0}/ {(— @, ax)},
H{(K(x,)) = {a € Afax = ay= 0} = Ann ((x,3)) -

Ne segue in particolare che:

i) 52 2 £ y non sono entrambi divisori dello zero, allora H, = 0;

ii) se .4 & un dominio di inteprith, si ha: H, = 0 e inoltre:
H(K(x, ) = (1 2)(=)"%

ifi) 'se per di pid, A4 ¢ un UFD, si ha che x e y sono relativamente
primi <= Ay =0,

A questo punto, si potrebbe procedere aneora con la costruzione

1 In modo analogo sl studia 1] compleszo —t-[l—--D—-M-:I-H—-D, dove
M & un A-modulo & x denota Pendomorfismo ar s ew di M (w2 M),
" Tale esempio generalizza o modo datucale Vesemplo precedences infattd,

ess0 pudy easere ottenuto a partire dalla applicazione tra complessi &) L K=,
indotta dalla moltiplicazione per p:

el O —+ A
v ¥
E
+0 =0+ A0
¢ considetando poi il cosiddetto “mapping cone™ associnto ad essa (cfr., ad es.
{63, p. 55]).
¥ Infatsd, nell'omomorfismo canonico di projedone A @ A — A doto ds

l#y, @) v+ 2y, il modulo {{a,, 2)fax + oy = D} cisulta isomosfo all'ideals (» : 3}
e in particolare Il sottomodulo [(— ay, ax)} ba come immagine Videale (),
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sopra sviluppata, considerando complessi, diciamo K{x,»,1,...);
tuttavia & phd conveniente ricorrere alla seguente costruzione genera-
le, che definisce il cosiddetto complesso df Kosgnl o complesso deli’al-
gebra esterna:

Esempio 3.8, 5ia [ : M — A un omomothsmo di A-moduli, es-
sendo 4 un anello arbirrario. Consideriamo allora il complesso (di
catene):

K{f}: vri_ﬂ{—r’ﬂ:ﬂ—k —r;\M—pM-—-;.ﬂ,

dave ::\M denota ln potenza esterna p-esima del modulo MM e gli

omomorfismi, diciamo per brevitd, df : RM-—&- F,.-:: M sono defnid
ponendo:

df {mey A Moy = T(— 1Y (o )ony A Aoy A N g,
i

dove la notazione ##; sta a significare che Uelemento mry viene omesso
(nel prodotta).

E subito visto che df®* = 0, sicché si tratta di fatto di un complesso
(di eatene).

Ebbene, il complesso di Koszol possiede notevoli proprietd (cfr.
[11], [52], [225]), € su cid ritorneremo oel seguito. Ci limitiamo qui
a segnalare una forma particolarmente interessante di tale complesso,
nel easo in coi, pattendo da wna successione x;, ..., %, di elementi
di .4, si considera 'omomorhsmo di A-moduli f: A7 — 4 definito
ponendo:

FOL0, o 0) = 5y, F(0,1,0, .. .,0) =2y, ..., F(0,...,0,1) =2,

in tal caso, il complesse K{f) si denota pid semplicemente eon K(x,,
..y ), 0 megliocon K%, ..., x,, A, '

It grads di s moduls

Introduciamo inpanzitutto una nozione semplice, ma estrema-
mente importante, come si vedrd nel seguito:

" Ricoediamo {cfr. [10]) che, per definizione: .:. M = T Moy, dove THM)
denota il prodotto M E M & ... @M (p valie) e ap & I sotcomadule di TP}
generato do wutti gli elementi del tipo: x, 3 . .. @) x,, dove x = »; per qualehe
i3 f; Pimmagine di un elemento x, & ... g di T2 si denota con x, A
hoooo b xy, Per una teattadlone amipis e dedagliare dell'algebra esteeaa (di un
modulo)-cft, [4, Cap. 3). '
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Def. 3.9, Sia .4 un anello, M un A-modulo e sla %y, ..., x, uug
successione di elementd di A. 5i dice che »y, ..., x, & una M-suepcs
siowe © una sesessione M-regolare, ¥ se soddisfa alle seguenti Cﬂnd!.'t:lum £

(1) (3¢q, - - ., 200) M 5= M;

{2) per ogoi i=10, 1, ya— 1, %y, non & un divisore dello zerg”
s M, ..., x)M, 0 in modo equivalente: (3, ..., %) M: (x5 =
— (le LR rx'l:IM*l‘

Osservagione 3,70, {a} 5i noti che ghi elementi di una A-successione
(dunquc M= A} pOsSScno essere assimilati, in un cecto senso, 2 delle
variabili indipendenti, Per 5., s¢ A = R[X,, , X ] ¢ I'ancllo dei
polinomi in # indeterminate a cocfficient in un anello £, allora gli
elernenti X, ..., A, costituiscono chiaramente 1na A—s.ut:n:tsalm
Viceversa, se A v: un ancllo contenente un campo &, € 58 5y, ..., 5%,
formano upa A-successions, allora gli clementi (1 </ < u) sunu'
algebricamente indipendenti su £ (cfr., ad es., I. Kaplansky, “Nagoja
Math. J.", 20, 1962., pp- 195-199),

(b) Si verifica facilmente che, se A4 & un dominio di integritd ¢ 4,
be A, allora le seguentt mudmnm sono tra loro equivalenti: i

(1) a, b & ana A-successione;
{2) Videale (& + &) nell’ancllo di polinomi A[X] & primo.

5i ha cosl un altro esempio di legami che intercorrono tra pmpﬂ:—
td omologiche e proprietd algebriche.

(n;j nozione di M-successione d.tp:m:ln, in genmlc d.a!l'-:rrd.mn:
in cul vengono considerati gli elementi,’ Tuttavia si dimostra, tra
l'altro, che (cfr. [11, p. 102, Th. 28]) “se .4 & un anello noetheriano’
lu-::]: e M & un A-muduln finitamente generato, una sucneuinnc_
Kyy oo, X, di elementi di A & M-regolare, se e soltanto se, tali risul-
tano tutte le successioni ottenute da essa, mediante voa permutazione
arbitraria su # oggetti”. Ebbene, vale anche un risultato inverso {ma
golo in parte, cfr. [6]): “se un aoello noetheriano 4 possiede una
A-suceessione di lunghezza 3 e sc in 4 ogoi permutazione di una
A-seccessione & une A-successione, allora A & locale™.

¥ Se M = 4, s5i parla anche semplicemente di “successione regolare’.

u §i pane, per convengione: a, = 0, 5 noti che la condizione (1) ¢ introdotta
soltanto per comodith tecniea, con lo scopo di eacludere essenzialmente pli ele-
menti inverdbili. '

1 Per es, i verifica facilmente che se A = K[&, ¥\, £], essendo K un campo
arbitrario, allora la suceessione A, ¥(1 — X)), Z({1 — X) & regolare, mentre la
successione ¥{1 — A7), Z(1 — A7), A non lo &,
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{d) 5i prova senza difficoltd che “se 2, ..., x, & una M-successio-
oe (essendo M un modulo su un anello 4 arbitrario), allora gli ideali
(o (20, 209), oo {30, 2, ..., x) formano una catena ascendente
in senso stretto”. In parcticolare, se =y, ..., %, & una successione re-
golare in un anello noethetiano, si ha:

0 < ht (2} < ht (2, 3,) < < ht(x,, ..., )"
gicché o < he (x,, ..., %,

Dall"Osservazione 3,10 (d) segue che, s¢ A & noetheriano e A &
wn A-modulo (non nulle), allora esistono sempre M-successioni
mratsimali?® Vale in proposito il risoltato generale seguente (cfe.
[6]) il quale, 2 sua volta, supperisce la successiva Def, 3.12;

Teotema 311, Sfa A wn anelle noetberiano, o mn ideale df A ¢ M aw
A-modulo finitaments penerato, ¢ rapponiame che aM 5= M. Allora due M-
sticcersioni wyatrimali arbitrarie condensie in o hamoe o wedesina hmphegga,

Dief. 3,12, Sia .4 un anells noetherane, a un ideale di A & A
un A-modulo di tipo finito con ald 2= M. Allota la comune lunghezza
di tutte le M-soccessioni massimall in a prende il nome di grade 8¢ o
s M e i deoota con grafa, M) o pit semplicemente coa gr (a, M), In
particolare, se M = A4, si preferisce scrivere gr a in luogo di gr {a, A1).2

Ovrservagions 3.73, Se A & un anello noetheriano locale & m & il soo
ideale massimale, allora il grado di m su un A-modulo M si denota
semplicemente con gr M, in luogo di gr (n, M), Tuttavia, sca & un
ideale di 4, la notazione gra risulta ambigua, giacché pud indicare
sia gr(a, ~1) che gr{m, a), ma cit dovrebbe essere chiarito dal con-
testo.,

¥ Cid segoe dalla Dief, 3.9 (cfr. [1, Lemma 4.4, Teor. 7.13]), essendo 'altezza
di un ideale @ (in un anello »4 arbitrario) definita da: bt n = inf ht p(p e Spec(A)).

W Una M-suceessione y, ..., %, 8i dice massimals, s:mmn esiate aloun ele-
menta § € A male che %, . ... %, ¥ & una M-suceessione,

# 11 termine “grado’ ora introdotta & dovuto a D, Rees [(223]; matavia, taloni
autorl {per es. [11]) prefedscono paclare di n-profondity, di M, denotata con
depthg{ M), in luogo di grado di o se M (sl & scelto qui di vsare il rermine grado,
anche peeché la profondith & stata gid introdota in [1], in un alteo contesto).

Segnaliamo che (cfr. [11, (15.BY]), nelle ipotesi della Def, 3,12, i grada di
o su M, ge(a, M) pud essere cararierizzatn anche come il pid piccolo intero o tale
che Butf{Afa, M) 7= 0. Mel case non noetheriano, una teoria del grado & s
inteadotts da 5. F, Bawcer ("'Proc, Amee, Math, Soe, 74, 1972, pp. 365-368)
¢ ripresa poi da M, Hocnsten ("Proc. London Math, Soc,™, 29, 1974, pp. 35-76).
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Raceogliamo ora in un unico risultato alcune proprieti notevoli
del grado (cfe. [6; Th. 125, Th. 129], [11, (15:G))):

Teorema 3.14. Sia A v awello noetherians, a s ideale proprie di A
e M wm A-module di tipe finite. Allora:

(1) gr{n, M) = :gf gr My (p & Spec (A));

(2) se n ¢ gemerato da n elementi, allora pra < n; se in particolare
gra = u, allora o pub essere generato da w elewenti che formane wma A-rie-
cersione;

(3) se per di pid A } Jocale ¢ @ =(x%,,...,x,), allora gra=n
se, & soltanty se, gli elewenti 3y, ..., %, formane ana A-seccessione.

Algrni risultati generali

Cominciamo col date un primo risultato, dovuto a Rees, che caol-
lega le nozioni di grado e di dimensione proiettiva {cfr. [223]):

Teorema 315, Sia A an anelly nogtheriane, M mm A-modulo & tipo
[finide mow srdlo & g g = Ano (M), Adlora 57 fa:

gra < pd M.

Def. 3.16. 3ia M un modulo di tipo finito non aollo su un anello
noetheriano A e sia a = Aon (M), Allora M si dice perfetto, se gra =
= pd M. Inoltre un ideale b di .4 si dice perferts, se A (D & un A-mo

dulo petfetto, ossia, se grb = pd, (A/6).

Orserdagione 3.17, Conviene sottolineare che la definivione di ideale
perfetto coincide, nel caso peomettico, ossia per un ideale omogened
nell'anello dei polinomi &[4, .. J}“] {essendo & un campo), con
una classica definizione di Macaulay (cfe. [98]). Tra gli esempi di idea-
li perfetti, ticordiamo in particolaredl:

(=) gli ideali generati da una A-soccessione, insieme a tutte le
loro potenze (cfr. [223] e [6, p. 127]);

(b) pgli ideall J,(xy;) generati dai (determinanti dei) minor di or-
dine # di una matrice s di indeterminate sopra-un campe & nel-
Fanello &[xijJiuy, ., ¢, per ogni £ tale chel < # < min {r, r} (cfr. [29]).

o P

1 Vedremo nella sezione 4 un esemplo di ideale primo omogeneo, in un anellc

di polinoml, non pecfetto.
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Un altto risultatd fondamentale che collega il grado con la dimen-
siooe prolettiva & dato dal teorema seguente, dovuto ad Auslander &
Buchsbaum:

Teorema 3.18. Sin A an anello focale woetheriano ¢ sia M o A-sro-
drido oi tipo finito won nulio tale che pd M < co. Allora if ba:

pd M = gr A — pgr M2

Il Teorema 3.18 & evidente, se M ¢ proiettivo, nel qual caso
pd M =0 e gr M= gr A4, giacché M= A (essendo A locale). B
chiato poi che, se gr A = 0, ossia, se I'ideale massimale di .4 & costi-
tuito interamente da divisori dello zero, allora pd M = 0.

Ennnciamo infine un altro risoltato generale (cfr. [11, (15.F)]):

Teorema 3.19. Sia .4 un anells locale noethetiane e sia M un A-
modulo di tipo finito non nollo, Allora si ha: gr M < dim M.

Coserpagione 3,20, Dal teorema precedente segoe subito che, nelle
ipotesi ivl enunciate, si ha sempre: gr M < oo; ebbene, 1o vittd del
Teorema 3.14{1); un risoltato apalogo continua a valere per un anello
noetheriano qualsiasi.® Invece, se M & un modulo di tipo finito non
nullo su un anello locale noetheriano 4, non si verifica necessaria-
mente che pd 4 M < =0® (come apparird chisro alla fine delle sezione),

Awelli di Coben-Macarlay ¢ anelli di Gorensesin

Diamo innanzitutto una prima definizione (cfr. Teor, 3.19):

Def. 3.21. Sia 4 un anello locale noetheriano e M un A-modulo
di tipo finito. Alloga si dice che M & un swdile df Coben-Macanlay,

¥ Conviene segnalare fin d'ora che, 82 4 & un anello locale regolace (o pld in
genernle, di Cohen-Macaulay) di dim s, afiora riselta: g < = dim 1 = n, slecht
la vesi si serive: pdy M == 0 — gr M. Clo giustifica la denominazione di “codimen-
sione omologica™ introdotta eriginatiamente da Auslander & Buchshaum per in-
dicace JI grado gr M (usata anche in [52]).

* Ricordiamo che, se A & un modulo son oulle su va apello A arhitracio, si
pone, per definizione, dim M = dim AfAnn (M).

# Cit 51 prova snche dircttamente, per altra viz (cfe. [6, Th, 125]).

® Conviene segnalace in propesito un dsultato alguanto interessante ottenuto
da L. Bass e M. P. Munray ("Aan. of Math.™, 86, 1967, pp. 16-73), che completa
la Prop. 3.4), secondo cui “se M & un modolo finilamente gereeato 2n un anello
nocthersno A tale che, per ogai ideale poime pdi 4, 51 ba: Fdﬂp‘ull < oo, allora
risulta: pd M < eo™.
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se (M = 0 oppure se) gr M = dim M. In particolare, un anello locale!
noctheriano A si dice di Cohen-Macaulay, se tale risulta come .4-
medualo,

Si dimostra {cfe., ad es., [11, {16.D}]) che un anells locale noethe-
riano A & di Cohen-Macaulay, se e soltanto se, in A4 vale il feoremwa
della puregza: “ogni ideale a in A dF classe principale (ossia pencrato da
un numero di elementi uguale 2 bt a) & purc”™.® Ma allora, tenendn-
presente il carattere locale del teorema della puregza ([11, (16.C)]), si &
condotti in modo naturale a dare la seguente definizione, che estende
quella sopra data:

Def, 3.22. Un apello noetheriane 4 si dice un anslls df Coben-
Macanlay, brevemente CM, se in 4 wvale il teorema della purezza,
Sussiste il risultato seguente, di notevole importanza (cfr. [11]):

Teorema 3.23. Le sepaendi comdigion sons fra loro eguivalenti, per sn
anelle noetheriane :

(a) A & CM;

(b) agui ideale di A pewerato da sma A-rwecessione & priro;

() gta = hta per agni ideale a di A¥;

(d} A, ¥ CM per agui ideale prima p di A;

{c) A, & CM per apni ideale massimale m di A.

Ouservazyions 3,24, (a) Ogoi dominio noctherano 1 di dimensione
1 & CM: basta supporre »1 locale ¢ osservare che ogni elemento non
nulle dell'ideale massimale eostitnizes una suecessione tegolare (stan-
te la Def. 3.21). In modo analogo si prova che ogni dominio noethe;
riano integralmente chivso di dimensione 2 ¢ Ch.* Inoltre ([15,
vol, IT, p. 3971} ogni anello locale regolare & CML

(b) Gl anelli CM godono di mélte buone propcieti, tra coi le
classiche “proprietd di trasporto”. Pid precisamente, si dimostra (cfr.’

[27]) che:

“Se A & un anello noetheriano e A7, ..., & sono iudct:rm.inaf_é

#:Cit giustificn, alla Juce delle considerazioni svlluppate nella sexione pee-
cedente, ln denominazione assegnara o tali anelli. 51 prova inoltee (cfr. [216];
[223]) che in un anello siffatto opni ideale pecfetto & puro.

1 5 noti che il grado gr o rimpiazzd in modo efficace I'altezza in mol proble-
mi di carattere omologico, relativi ad enelli che non sono di Cohen-Macaulay.

® Cib non & vero in penerale: un esempio di domindio noetheriano integral-
mente chiuso di dimensione 3 che non & CM si trova costroito esplicitamente in
[19, p. 149],
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indipendenti su A, allora le seguenti condizioni sono tra loro equi-
walenti:

(1) A & CM;
(@) A[X,, ..., X,] &t CM;
(3) AllX,, ..., X,]] & CML”

(c) Particolare importanza hanno ghi apelli quorienti di anelli CM:
tali risultano, ad es., gli anelli delle coordinate di una varietd algebrica
affine o proiettiva; & chiaro inoltre che non & restrittivo limitarsi a
considerare il caso locale, In particolare, 8¢ A & un anello CM ca &
un ideale di classe principale in 4, allora A jfa risulta on anello Ch, 2@
sicché Ianello delle coordinate di una varierd algebrica intersczione
completa & di Coben-Macaulay,

Passinmo ora 2 introdurre rapidamente una classe notevole di anel-
li CM: i cosiddetd anelli di Gorenstein.
Partiamo da un risultato, dovato a Mortheott e Rees (cfe. [25]):

Teoremna 3.25. Sia A wn anelle focale CM i diveeisione d ¢ siane
Hyy ooy Xg 8 Fy, oo, Vg due sisteand df paraweiri per A, Adlora, posto:
Q== g, ..., x00 e b="{, ..., 00, H numere delle copsponenti irridu-
cibili che compaiono in una decomposizione irriducibile irridondante di 0% &
senale al nwmero delle componenty irriducibili che conspaone in sma deconspo-
siziome frvidueibile irridondarie di b9

Ne 'segue in particolare che ad ogni anello locale CM & possibile
associare un invariante numerico, espresso da un intero = 1, che
prende il nome di indice df irriducibilita di A. Ebbene, gli anelli locali
CM per eni tale indice vale 1 prendono il nome di anelli di Gorenstein:

Def. 3.26. Sia A un anello locale CM. Si diee che A & un anelle
di Gorenstoin, se esiste un sistema di parametei per 1 che genera un
ideale irriducibile, ossia (3.25), s¢ ognl sistema di parametd penera
un ideale itriducibile.

¥ Baxie rleondursi al caso locale, € utilizzare il Teor, 3.14{3) = un"osservazions
elementare sui quozienti di moduli di Cohen-Maczalay [11, (16,49 (2)].

M Cir, [1, Cag. 7, Baercizio 19].

3 Tale risultato eatende largaments un"aseervazione di Grishner {1934), in base
alla quale “se A & un anello Incale regolare di dimensione d e se 2y, ..., %4 & un
sigtemna di parametri per A, allors Pideale (3, ..., =) ¢ lediducibile®”. Segnalia-
mo inoltre ehe il Teor, 3.25 non si inverte, ossia non & possibile carattecizzare
gli anelli loculi CM medisnte la propried ivi enunciats (3 tale proposito, cfr. [25]).
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WVale il seguente risultato (clr. [141]):

Teorema 3.27 Le teguenti condigioni sono dra love equivalenti per ;;'g,w
awelly moetheriave A arbitrario:

{a) A, ¢ di Gorenstein, per ogni ideale prime p di A;
(b} A, ¢ df Garenrtein, per opui ideal masimale m di A;
() ogni ideale di classe pricipale in A & puro & le sue componenti primaris.

rano frriducibifi,

Osservagione 3.28. {a) In viret del Teorema 3.27, un anello noethe-
tiano A s dice un awells &7 Gorenstein,® se soddisfa ad una qualsinsi
delle condizioni ivi enonciate. Occorre sottolineare inoltre che o sia-
mo limitati qui, per semplicitd, a introdurre tale classe di anelli in wi
contesto puramente algebrico: una trattazione organica e sviluppata
da vari punti di vista, ivi incluso un approceio omologico,™ si trova;
nella fondamentale memoria di H. Bass [141].

(b} Tra gli esempi di anelli (locali) di Gorenstein, segnaliamo gli
anelli locali repolari {cfr. 3.24 (a)), gl anelli del tipo Af(x,, ..., =)
dove .4 & un anello locale repolare e %, ..., 2, ¢ una A-soccessione™
e i quozienti di anelli locali regolari che sono per di pit CM e UFD,
in wittd di un classico risoltato 41 M. P. Murthy [206].

{c) 5i noti che P'enunciato riportato nell’Cres. 3.24 (b) :nnl:uma a
wvalete anche sostituendo ovunque “CM” con “Gorenstein™ (cfr. [27]):

(d) Segnaliamo alcuni esempi di anelli CM wow di Gﬂtensmn,
dati da J. Eagon ("Math. 2., 709, 1969, pp. 109-111) ¢ da M. Fio-
tentind (“Rend. Acc, Naz Lincei”, 50, 1971, pp. 5459 ¢ 244-249).

* Tale danmnhumne & dovata ad un elagsics tiaultato di Gozenstein, secoris
do cal "se 7 & un ponto di wna curva piena, allom pasto: dy = d:mﬂqfﬂn ¢
ug = dim Jy/cq, essendo o il conduttors ([15, vol 1]), si ha: vy = 285", Ebbene
tale pmpﬂu!ﬁ calbenuta da Gnt:mbr_ln. 111 :chuun: ad e :nrnthzﬂmzim:: d:"ﬂ
curve aggiunte ad whia curva piana irciducihile gssegoata (" Trans, Amer. Math,
Soc,™, 72, 1952, pp. 414-436), & stata i} punto di parenzs di numesose eicerche
nell'ambito della geometria olgebrica, ad opera sopratmatro di Rosenlicht, Gro-
Eij::;l]ﬂicclt e Serre ([122], [235]) ed & stata infine “mssiomatizests™ da Pass in

"5 dimostra, tra l'sltro, che un anello locsle noctheriano A & di Gourenstein
o bdyed < oo (== id, A4 = dim ), dove il simbolo id denota la dimensione iniet-
tive (3.5): cfr. [141], [6], [25].

M Chismati anche "inteesezioni complete”, per il loro significaro geome-
trico,
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Awelli focali regolari

Siz .41 un anello locale regolave e m il suo ideale massimale: & noto
che .4 & un dominio integralmente chiuso ([1, Lemma 11.23] e [11,
(17.F)]) di Cohen-Macaulay e per di pid di Gorenstein, in virtd del-
POss. 3.28 (L.

Tra gli esempi pid significativi di tali apelli ricordiamo l'anello
locale di una varietd algebriea in un suo punto semplice, gli anelli del-
le serie di potenze formali sopra un campo e ghi anelli delle serie di
potenze convergent sul campo complesso.

Osserviamo poi che ha interesse sapere quando un quorziente di
un anello locale regolare & ancora un anello locale regolare, giacché
tale situazione si preseots spontaneamente in varl cootesti: infatti,
possono essere espressi come quozient di anelli locali regolari, ta
gli altri, ghi anelli locali. delle varietd algebiiche; gli anelli locali di
funzioni analitiche & pli anelli locali completd (in vierd del teoremi di
Cohen, 2 cuoi si & accennato nells sexione precedente). Ebbene, vale in
proposito un classico risultato di Chevalley [12, (25.18)]:

Proposizione 3.29. Sia A an anelle locale regolare ¢ o an ideale of A,
Allora Jo seguenii-condigioni sono ira lore equivalenii:
(=) Afa 2 an anelle focale repodare;

{b) & & gemerato da mn sotivinsisese di am sistema regolare di parapresri®
per A,

Passiamo ora a enunciare (cfr. [29]) il celebre Teorema di Auslan-
der, Buchshaum e Serre (il primo grosso succeseo del nuovi metodi
omologici), dimostrato intorno al 1955 da Auslander e Buchsbaum
in [135)* e indipendentemente da Serre in [234]:

Teorema 3.30. Sie A s ausllo focale woetherians, m i s ideale
marrimale ¢ &= Afm i o compo residue, Allara le segrenti condigioni
sawg fra dora equivadendi

(a) A & regolare;

@ 5 definisce sistema regolare di parametri, per un anello locale regolare, un
sisterna minimale di genetator dell’ideals massimale; dangue (cfr. [11, (16.B)]) la
(b} implica in particolare la condizione segoente: “a & generato da una d-sncces-
sione”, Pt in generale, si prowa (cfe. [223]) che “id/n & un anello di Cohen-Ma-
caualay ge, £ soltanto 52, o & un ldeale pecfetio™.

* Una versione preliminare ora stats annenciata in: M. Avsianoen, B, BucHs-
naus, Homelopical disrension fin Neostherian rings, in “Proc, Mat. Acad, Sel. TUSA",
42, 1956, pp. 36-38,
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(b) pdak = oo
(€) per agni A-podule M di tipe finito, 5 ba: pd M < ooy
{d) por agni A-wiodido M, 5 ba: pd M < dim A,

Dl reorema pmmdmtl: discendono in particolare due -ccrmllsm
notevoli (cfr, ['11] o [29]), 1 quali risolvono completamente, in sensq!
affermativo, due “coogetture di Krall” eounciate nella sezione pr;.
cedente:

Corollario 3.31. Se 1 & we avelle locale ragolare e p § wn ideale prime
arbiiraria df A, allora Ay & an anedls locale regolare.

Corollario 3.32, Opgwi awells locale regolare # wn URD,

Osservazyiony 3.33. (a) Ricordiamo innanzitatto {cfr. [11]) che si defi-.
nisce dimensions glabale di un anello A arbitrario, il valore del sup pd, M,
al wvariare di M nella classe di rutti gli “-moduli (tale valore pud:
ben esserc oa), il quale si denota con pldim A, Allora segue in
particolare dal Teorema 3.30 che “un anello locale noetheriano A4 &
regolare =% gl dim A = dim 4", A questo puato, tenendo pressn-
te {cfr [11] [62]) che il famoso Teorema delle smgle di Hilbert pud,
enunciarsi anche dicendo che “se A4 = A[X,, ..., X,] & I'anello. dei
polinomd in » hﬂetumi.lmtc a coefficienti in un cﬂ.mpu k arhitrario,
allora gl dim A = #", si pud afermare senz'altro che la validita d:l
Teorema delle sizigic caratterizza gli anclli locali regolari.*

{b) Una prima “estensione’ del Teorema 3.30 & dovuta a ], Tate
[241). In tale lavoro, si studiano anegitutto, nel caso in coi A & un
anello loczle noetheriane qualsiasi, m il suo ideale massimale e £ Il suc
campo residuo, | cosiddert numerl di Betti B,(4) = dim, Torf(%, &),
e si dimostra, tra [altro, che “se A non & regolare, si ha: B,(A4) >
= (:) + (ri 2) + ..., da cui: B,l:i:-rfl] > 2V per r = u, dove n &
:Jm,lmmu numero di elementi che generano m™; si ottiene in tal modo

= 5i bva allora (cfr. [31, p. 169, Th. 2]) che * & locale regolare == pdym < 0™,

8 E inoleee {cfr. [11, p. 130, Lemma 5 ([1)]) che "un anello locale noetherlano
& reégolare =+ lo suz dimensione globale & Rnia™, Conviene notare esplicitamen-
te che I"onica implicazions realmente difficile & quelle inversa (=): per vna di-
scussiones in proposita, cfr, [11].

*® Canviene segnalere che la teocia delle sizigie & stara ripresa sisternaticamente
solranto nel 1949, da Gronsen (98], mentee la prima estensione, in senso “omo-
logico®, del Tearema delle sizigie & dovata a H. Canran (“Hend, Mac', (3),
11, 1952, pp. 156-166).
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(ckr. [11, p. 130, Th. 41]) una nuove dimostrazione del fatto che ogni
anello locale noctheriano di dimensione globale finita & regolare (&
viceversa), Nello stesso lavoro, Tate dimostra che, se .1 & un anello
lpeale “intersegjone completa™, la serie di Poincaré di o4, ossia la

serle di potenze formale P(A) = 'E BA)z" & una funzione razionale
r={

in 7. Tale risultato era collegato ad una congetmura di Kaplansky e
Serre, secondo cui P(-4) & una funzione razionale, per un qualsiasi
anello locale noetheriano A (una discussione di aleani risultati parziali
ottenuti in proposito, si trova in [61]). Ebbene, recentemente, D,
Anick ha fomito un controssempio a tale congettura,

(c) Segnaliamo ancora una generalizzazione del Teorema 3,30 do-
vuta a W. V. Vasconcelos [245], secondo cui “un ideale g di un anelle
locale noetheriano 4 & generato da una .4-successione, se e soltanto
ge, pda < oo e inolte afe? & un A fp-modulo libero™ 4

(d) I! Corollario 3.32 & stato dimostrato per la prima volta da
M. Auslander ¢ D. Buchsbaum in [137] ed & stato da allora opgetto
di grande interesse: tale risultato & stato utilizzato in numerose que-
stioni di algebra e di geometria (tra le quali, il problema dells risolu-
zione delle singolatitd risolto, in catatteristica zero, da H. Hironaka
in [186]) e in particolare, sono state date di esso numerose dimostra-
zioni (cfr. [6]).

(e) Per finire, segnaliamo alcuni risultati alguanto espressivi ri-
puardanti ghi anclli locali repolad di carattedistica p =20, ottenut da
E. Kunz (“Amer. J. Math.”, 21, 1969, pp. 772-784).

W Vedi nota 38,

o Vedi nota 37, Tale risultata & stato ottenuto indipendentements da T,
Fenmann {"C. B. Arcad. Sci, Paris™, 264, 1967, pp. A427-A428) ed & stato gene-
ralizzaro recentemencs da M. Bomareseser ('], Algebra®™, 57, 1979, pp, 236-241),
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Alcwnié visultati & problemi riguardanti @ metodi omologic
in algebra commutativa

Ci proponiame ora di sviluppare aleune nozioni introdotte nella
sezione precedente, allo scopo di poter accennare ad alcuni risultati
notevoli ottenuti aegli vltimi 2nni da Buchsbaum e Eisenbud, nonché
a taluni problemi aperti relativi alla teoria omologica dei moduli,
di grande attwalitd e interesse,

Creneralitd sulle risolugioni Jibere finite

Def, 4.1. Sia M un modulo di tipo finito su un anello noetheria-
no A, Allora una risoluzione libera di Af, diciamo;

- 2
X: »FAF ME .. AFA Mo,

si dice finita, se F; ha rango finito, per ogni indice £, e inoltre F; =10
pet § 2= 0, In tal caso, sl dice brevemente che A & una FFR.

Tale nozione che, come si vedrd méglio nel segnito, & estremamen-
te significativa, risale sostanrialmente a Hilbert: infatti, dal celebee
Teorema delle sizigie, segue in particolare che “ogni modulo gradua-
to! finitamente generato sull’apello di polinomi KA, ..., Al es
sende K un campo, possiede una FFR"; occorre aggiungere inoltre
che Hilbert fornl anche un algoritme per trovare una siffatta FFR e

L 5i noti che dal Teerema delle sizigie s=gue, pid in generale, che ogni modulo
di tipo finito (non necessarfamente graduata) sull’anello XX, ..., &) possie;
de una risoluzione profeifive Anita e di longhezza < w, sicché, in wiend del risaltato
di Quirres [Z2] e Suszaw [238], ogni modulo di tpo fnito se K[X,. ..., X,]
poseiede ups FER,
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provo che la lunghezza® di una tale risoluzione, supposta di lunghezza
minimale, & al pid # (ossia, il oumero delle variabili).

Facciamo vedere o che, s¢ A & un anello noctheriano e M ¢ un
A-module finitamente generato, allora M possiede una sisoluzione
libeta formata da A-moduli liberi di tipo finito (ms non necessaria-
mente una FER),

Cominciamo con 'osservare che (cfr. [1, Prop. 2.3]) assegnare un
sistema di generatord, diclamo x,, ..., %, per M equivale ad asse-
gnare un omomothsmo di A-meduali ds un modulo libero A™ su M,
definito associando ad un elemento (ry, ..., r,) di Ame Pelemento

y
‘E rexg di M. Dunque lo studio del modulo M & ricondotto all’esame
-1

del nucleo di tale omomorfisme, ossiz del sottomoduale (v, ...,
Tua) E A"'j‘; rgg = 0}, il quale prende il nome di (prime) moduls di

sizigie per M e si denota con syz'M.® Ora, a partire da syz'M, il quale
¢ ancora un A-module finitamente generato, si pud ripetere una co-
struzione simile a quella sopra fatta per M, sicché, scelti #y peneratord,
diciamo, per syz'M, si ottiene un modulo di sizigie per sy='M, che &l
denota con syzM. Ripetendo ancora la costruzione ¢ proseguendo in
tal modo, =i ottiene upa successione (eventualmente infinita) di mo-
duli di sizigie, syziM, ciascuno contenuto in uo modulo libero A™,
che per semplicitd denotereme con Fy:

— Fy = 5y =+ Fy = 5y2°M = F) = syelM = Fy— M — 0,

a partire dalla quale, denotando con 4 'omomorfismo composto:
Fi= sy’ — F, ,, per ogni 4, si ottiene una successione esatta:

d
P B A Fy i o F, N Fyee M0,
la quale & proprio wna risoluzione libera del tipo cercato,?

Passiame ora a considerare, gu due esempi peometrici (estendo £un
campo algebricamente chiuso), la saccessione dei moduli di sizigie:

*WVedl lu nota 4 dells sezione precedente,

* B chiaro che syz'M non & univoramente determinato, poiché dipende dalla
scelta dei generatorl per A4,

* In particolare, abblamo dimostrato che ogni modulo di tipo finimo M su un
anello noctherione A & df praseiagions finifa, ossia possiede una successions esata
della forma: A™ — A" — M — 0, con m, o interi 3 1. E chiare poi che, con
ur'argomentazione simile 3 quella sviloppata, si prova che opni modulo 50 un
anello arhitrario possiede una dsoluzione libera.
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Esempio 4.2, Sia 4 = B, X X,,XIEM—Q—{XXH

X XX — XX, K X, X 1), sicehé a & Pideale pmnu u;&i
ciato alla n:ui:m:a sghemba di '.Fi (101, p. 21].

Ebhenc una sizigia di g & data da uoa ternn di elementi di
cismo (fi,fu,f3) tale che: (XX, — XD+ (X, Xy — XXy

+ XX, — AN =0, du cui, in particolare:
e (XX — XXy, X, X, — XD: (X, X,— XD = :._3'3
= [(Aq, X)) nal®: (XX, — X = o
= (A, AL (ALAL — A e (A4, — Xﬂ] = (X, AL

in modo analogo, si ottene che f e (X, X)) e fye (X,, X,). PIﬁ
precisamente, si prova che:

Ul !fl-!flj € B]I'E-’ﬂ :"(fllf!?-!f!}" a Xn.: X.’n XI} + ﬁ(Xn X‘I! E;}

con &, f e .4, e

Ora, le terne (X, X,, X e (X. , g, Ay BODO lluenrm-:me 1.5.*
dipendenti su .4, com’® subito visto, sicché syzla=2 A4 ¢ qumd.l @
possiede una risoluzione libera finita della forma:

d

D — Bw.l.ﬂ — Au—i--ﬂ e 0, E

sicché pdyAfa < 2.0 F
D'altrs parte, essendo 4 un anello CM, si ha (3.23): pra= 2‘

quindi, in vired di 3.15, si conclude che a & un ideale perfeteo, o come

si dice anche, che la cubica sghemba di PP & una varietd perfetta”

Esempio 4.3. Sia A= 4X, X, X, X]eM=a=(X}X,=
— X1, X X, — X, Xy, X X1 — X2X,, X,X3— X}), sicché a @
l'ideale primo associato alla quartica di IT specie di P§ (cfr. [98]).

In tal caso, & subito visto che le seguend quaterne (ordinate) di
clementi di A:

oy = {XIJ_XEI_XI?G}F iy = |:"’fﬂ-l_J‘:ri:l'x-rll_‘;’illln}u
e ={0, XX, — A, — &), og=(0, X}, — X,,— X))

* Infattd, la quartica di [ specie di P4, intersezione delle quadrickie di eq. X7 X, —
— XyXy=0¢e¢ XX, — X} =0, & spezzara in due componenti irriducibili, date
dalla cubica in questione e dalla rena di eg. X, = X, = 0.

' Bagta considerare la risoluzione libera: O — apzia —+ A"+ A= Afn =0

T Ci limitiamo qui a segnalace, tra le varieth perfette, le varieth di Veroness, d
Segre, di Grassmann (oltre alle warietd intecsezioni complete),
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rh;pn.rtengunﬂ a syz'a e si ha precisamente (cfr. [98]): syz’a = Ao, +
:‘Jf" Ay + Aoy + Ay
‘Draltra parte, gli elementi o, oy, o, @, sono linearmente dipen-

.Hmu su A, placché;

Koy — Xty - Xyoy— Nopgy = 0

gi djrmstm poi (cfr. {9‘3]} che il modulo syz% & generato su 4 dalla
quaterna (X, — X, X, — &}).

Ne segue, essendo syzfa = 0, per / = 2, che: pda = 2 (cf. [12,
129.3)]), da cui {cfr. [31, p. 169, Th, 2]): pd Afa > 3, mentre gra =
= hta = 2. Dunque a non & un ideale perferto.

Aleune proprietd delle risoluzioni libere fimite

Vogliamo mostrare innanzitutto che Pesistenza di moduli che pos-
‘#iedono una FER su un anello noetheriano locale A ¢ intimamente
connessa con 'esistenza di successiond regolari in .2

Infatti, se M & un A-module di tipo finito noo nullo tale che
pd M = 4, nel qual caso M possiede certamente una FFR di lunghee-
za m* allora A possiede unas successione regolere di lunghezza a,
Basta osservate che, in virnd di 3.18, si ha: gr A= pdAM-i— gr M,
da cui (tenendo presente che tutti | tecmini che intervengono in tale
formula sono non negativi) si ricava pd A < pr 4, donde la con-
clusione.

Viceversa, se xp, ..., x, & una -successione, allors A f{xy, ...,
x.j Fa-ssiedn: una FFR, Infﬂ.tr_i, depotato con Fi I".A-modula libero so0-

pra {":] generatori (con / < w), diciamo & 4 (1 <j < =
< fi-q = #), definiamo un omomorfismo 4 Fy — F;_; nel modo se-
guente:
i=1
d'rl:g-fh"'l .fi—lj = E{_ 1]' le. ‘-{h g ir e Fleg ¥

dave il simbolo ~ indica I'omissione. Ebbene si verifica senza diffical-
td che;
00— F — - F = F_,— —= F = Fy— Al 2,0 — 0

¥ 5i notl in proposito che il Teorema di Auwslandec-Buchsbaum-Serce pud an-
che enunciarsi dicendo che “un anzllo locale noetherlano A & regolare + ogni
A-modulo di tipo Bnito possiede una FFR™,

¥ Mel cazo locale, le nozionl di risoluzione proiettiva e di risoluzions lhera
coincldono,
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& una FFR," ¢ si ha inolete pdyAf(x;, ..., x)=mla disuﬂuuglia'n.;f%
za < B ovvia, Paltre discende divettaments da 3.15,

Ojsservagione 4.4, Conviene notare esplicitarmente che la tisoluzione
libera finita sopra costruita per U'A-modulo A, ..., %) & stard”
ottenuta proprio utilizzando il complesso di Koszal K, ..., %, )
introdotto nella sezione precedente {cfr. anche [11]).

Passiamo ora a enunciare alcune proprietd notevoli delle FER, sme-
diate in [6]:

(a) Se 1 & un anello nostheriano con la proprietd che ogni A-mo-
dulo di tipo finito possiede una FFR, allora anche 'anello dei polino-
mi ALK, ..., X,], con s 3 1, gode di wle proprieti;

{b} Se A & un dominio poctheriano rale che ogni A-modulo fini
tamente generato possiede una FFR, allora 4 & un UFD;

(c) Se M & un modulo (so un anello arbiteatio) che possiede -
FFR, diciamo:

D-—h-_F“—:-Fn_l-i- —q-FI—rF'-rM—q-ﬂ,

allora, denotato con ry il rango® di Fi{0 < § < #) e indicata con X{M)
la caratteristica di Bulero di M

M) = rg—ry 4 ra—  + (— 1)y, 2
si ha: Z(M) > 0,

I{ Teoreawa di Hilbert-Burch

Una delle motivazioni pit profonde per lo stodio delle FFR pro-
viene dall’algebra lineare, giacché *“risolvere un sistema di equazioni
lineari™ significa, in breve, “trovare una risoluzione libera™ 13

_ Infatti, consideriamo un sistema di s equazioni lineari omogenee
in # incognite, sopra un anello 4, che possiamo rignardare comes un

" 5i noti che tale FFR & stata obtenuts senza wtilizzare Pipotesi che. A sia
noetherinng o locale,

12 Ogsia il pumero degll elementi di wna sop base: tele numere & un iavaciante

(1, Cap. 2, Esercizio 11].

" 5i dimostra n [§] che X(M) ¢ indipendente dalla particolare FPIL conside-
tatd, sleche & un invariante di M; inoltee X{M) & invarianie anche per localizzazione,

= §i veda: D, Bucnanaum, D, Etsenous, On o proebless in Jinear algebra, in [17].
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pmomorfismo di A-moduli liberi, diciamo p: A% — A4=4 Ora, sc A
& un campo, diclamo A = K, ¢ p: K" — £™ & un omomorfismo di
K-spazi vettoriali di rango r, risolvere il sistema (di w equazioni li-
neari omogenee in @ lncognite, sopra K associato a ¢ equivale a tro-
vare il nucleo di g: in tal caso, com’® nota, lo epazio delle soluzioni &
generato esattamente da » — r soluzioni linearmente indipendenti, cid
che non & pid veto, in generale, passando af moduli, MNe segue che,
volendo studiare le soluzioni di un sistema, diclamo @: A% — A", si
& condotti necessariamente a studiare le relazioni di dipendenza lineare
tra gli elementi di un sistema minimale di soluzioni che generano tutte
le solozioni.

Dungue, risolvere il sisterna p “significa®™ trovare una risoluzione
libera (possibilmente finita) di Coker g:

—»F'_—r- -1 —F — =A#L|-A“E: _F'.

Dralera parte, il Teorema delle sizigie di Hilbert fornisce uoa pri-
ma risposta incoraggiante a tale problema® e suggerisee altres] lo-stu-
dio delle relazioni che intercotrono tra le applicazioni lineari che com-
paione in una FFR. -

Ebbene, un primo risultato in proposito & il seguente:

Teorema 4.5, Sia A e anells noetheriano ¢ sia:
0—F, o, £ 2,

s snccersions ssafta di A-mroduli, evsandy Fy e Fy modwli liberi df ranpe,
rispettivamente, w ¢ 0 — 1. Allora esicte s elerwento x che von & an divisore
dafln qere in A ed & fale che ™ ‘D.rra ﬂ:erﬂfﬁ!!ﬂrf{{ﬂm ned mrodp T H

F, A
-1 bt wa |
M FE - N Fom An

Mg

#* Con la convenzione di scegliere come basi in A" ¢ in " le rispettive basi
canoniche,

#* Conviene segnalare un classico dsultato di MeCoy (cfr. [6, p. 147]), relativo
all'esistenza delle soluzioni, secondo cul “un sistena di » equaziond lineard omo-
genes in o variabili sopra un anello .4 possiede surosolezioni = esiste on clemen-

to non nullo di < che annulla it | detecminanti del minori di ordine # della
matrice dei cosficienti™.

" Yedi nota 13,

¥ Con la notaione Fy* st indica, come al solito, il duale di F,, ossia || modulo
Hij{F;q Al-
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Il Teorema 4.5, insieme al suo ioversa," fornisce una mnclmm_n
necessaria e sufficiente affinché un l:nmplesm della forma: 0 — Al-'l_..
— A% — A sia esatto.' Bsso va sotlo il nome di Teorema di H.Ilb:rt,'
Burch, in quanto & stato provato da Hilbert, nel caso in eni A4 & anclln!
dei pﬂ]jnnmi in due variabili a coefficienti in un campo, € successiva-,
mente & stato dimostrato in mrta generalitd da Burch in [149] (per
una dimostrazione elementare, cf, [6, p. 148, Es. 3]).

Una delle conseguenze pit important] del Teorema di Hilbert:
Burch & un teorema di stravtura per ideali perfetti di alvezza 2, in un
anello noetheriano locale 4: precisamente, faremo vedere che “gli
ideali perferti di alterza 2 in .4 sono determinantali™,

Infacti, se a & un ideale pesfetto di aleezza 2 in 4, si ha una succes:
sione esatta della forma:

0— Fy— F, 5 A Afa =0,

essendo F) e F; A-moduli liberd, con F, diciamo di rango #, sicché
F, ba rango »— 1: possiamo duncue applicars il Teorema 4.5,

Allora, scelta una base in Fy, lapplicazione Wq# ha come coordi-
nate (ossie, come immagini degli elementi della base) esattamente i
determinanti dei minori di ordine # — 1 di g, ossia della matrice asso-
ciata; d'altra parte, 'immagine di tale applicazione & un ideale, dicia-
mo, b di A tale che xb = g, essendo x un elemento nen divisore dello
zeeo in A (Teorema 4.5), sieché & sisults necessariamente invertibile
in .4,% donde la conclusione,

Il Teorema di Hilbert-Burch & stato utilizzato come modello per
molté ricérche sulle FER. Inoltre, esso & stato utilizzato nello studio
di varie questioni rignardanti, tra I'altro, la teoria delle deformazioni
{delle curve dello spazio) [145], le intersezioni complete residue [134],
la fattorialitd,”* la congettura di Zarisli-Lipman per le ipersuper-
fici® e il cosiddetto “problema di sollevamento®” di Grothendieck. 3

8 T guale vale pard con gualche ipotesi restrittiva soll’anello A (pee es.,
locale); si veda: D, EisErmun, Some airdclions af recand progréts fn casmeilative algebra,
in [104).

[l" 5i ottiene cosl {nel caso locale) una apecie di paramertizzazione per gli ideali
di -4 di dimensione proiettiva 1,

2 I wirtd del Teorema dell’ideale principale di Krull,

a Cfr. il lavors di Eisenbud citato nella nota 18,

= Cip, nota proecedente,

8 Cir, il lavore di Buchshaum e Eistnbud cltato nella nota 13, nonchéd: BuckHs-
paum, Eiseanun, Lifting moduler and a fheoreme au finife free rarofutfons, in Ring Theary,
Academic Press, New York 1972, pp. 63-74,
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¢ Infine segnaliamo che il Teorema in questione & stato esteso lar-
gamente da Buchsbaum e Bisenbud in [145], con riferimento ad un’at-
bitraria FFR, pervenendo ad alconi notevoll teoremi di strotiora,

LT iferiori viswltati

Ritorniamo per un momento & considerare un sistema di » equa-
zioni linsard omogenee in # incognite, sopra un campo XK, di rango r,
diciamo, e identifichiamo uo siffatto sistema con un omomorfismo di
spazi verroriali (di rango r) g: K™ — Ev. Alloea & facile stabilite quan-
do un sistema di soluzioni assegpnato penera I'intero spazio delle so-
luzioni: com’é noto, cid accade, se e soltanto se, il sistema assegnato
genera uno spazio vettoriale di dimensione #— r. Ora, cid pud espri-
mersi anche dicendo che, se p: K7 — K" & un omomothsmo tale che

i oy = 0, allora "applicazione composta &7 XLk B g csatta <
y ha ranpo v —r.

E chiaro allora che quest’ultima propriety, trasferita nell'amhito
dei sistemi di equazioni a coefficienti in un anells, ha come analogo un
criterio di esattezza per un complesso di moduli liberi:

_""-Ft_"' =1 "_"Fl""-Fi

almeno nel caso in cul esso & fAnito (ossia, F; = 0, per i 3 0).

Ebbene, un tale criterio di esattezza (stabilito peraltro in un con-
testo piv geoerale) & stato dato da Buchsbaum e Eisenbud in [144].
In particolare, esso fornisce una condizione necessaria e sufficiente af-
finché un complesso del tpo:

X ﬂ--!-F"—!-_F;L_i—r -l-.Fl—w-.Fn—hﬂ,

dove gli F; sono moduli liberi di tipo finito sopra un anello noethe-
tlano & sefelico, ossia & esatto, fatta eccezione eventualmeate in F,
sicché K risulta una risoluzione libers finita di Coker (F, —+ F).

Ceaoviene segoalare inoltre che da tale risultato si ottiene in parti-
colare un corollatio il quale estende (cfr, [29]) l2 cosiddetta “sensibi-
lita rispetto alla profonditd™ del complesso di Koszul [136]:

8 D uno di essi si dedece, in pacticelare, wn importante tisultate di Mac
R4k [204], secondo eui “se o & un ideale generato da due elementi in un ancllo
noetheriano arbitrario, allora si verifica necessariamente ena delle seguenti even-
tualith: pd a = 0, pd & = 1, oppure pda = ea",
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Proposizione 4.6. iz A an anello woetherians, a= (2, ..., 2]
un ideale arbitrario di A ¢ M wn A-modulo di tipo fuite fale cbe alM 2= M,
Sia K il complesso di Kosgul Ky, ..., %, M)Y™® ¢ sia d il pisi prands
interg faly che H{I) 5£ 0.5

Allora gryla, M), osria il grade di a m M, # nguale al numere dei mo-
dwli di emologia del complesss di Kosgul che 5f amnliono consecutivaneents,
cotande dalla siniciva,

Recenternente, Buchsbaum e Eisenbud hanno dimostrato in [147]
alconi notevoli teoremi di stratrara per ideali di altezza 3, tra cui, in
particolate, uno relativo agli ideali di Gorenstein di altezza 3,57 ana-
logo* al teorema di strattura di Hilbert per gli ideali perfetti di al-
tezza 2.

Ouservagione 4.7, Conviene sottolineare che linteresse per gl ideali
di Gorenstein di altezza 3 & dovuto al fatto che, se Ualtesza ¢ < 3, il
comportamento di siffatti ideali & noto ed & alquanto semplice. Infarti,
nel 1960, Serre ha dimostrato [235] che “se q & un ideale di Gorenstein
di altezza 2 in on ancllo locale regolare, allora o pud essere generato
da due elementi {ossiz, a & un'lnterserione completa)’”.® Ebbene, cit
non & pit vero per ideali di Gorenstein di altezea 3. L'esempio classico
& il sepuente: Sia £ un campo e sia A = E[[X, T, Z)[(A7 — T,
Y. 2 XY, YE ZX)), sicché 4 & lorale, con ideals massimale
m == {x, ¥, 7). Allora 31 verifica facllmente che Ann(m) = (x%), il
gquale & uno spazio vettoriale di dimensione 1 su Afm, ¢ quindi
[6, Th. 221] A4 & di Gorenstein, ma d'altea parte ideals (X2 — ¥3,
Y*— 28 XY, YZ, ZX) in £[[X, ¥, Z]] chiatamente non pud essete
generato da tre elementi, ossia, A4 non & un'intersezione completa”,

Apginnginmo inoltre che in [147)], come conseguenza del teorema
di stnittura, si dimostra che il numeto minimo di generatori di un

i Denotiamo con tale simbolo il complessn Bix,. ..., wq, 1) @M (cle.
ainche [11]),

51 nod che HL(K) &2 MjaM, sicché risulta: 0 < d < w,

¥ Un ideale a di un ancllo locale regalare A si dice di Gorenstein, se Afa &
un anelie di Gorenstein,

# Mel senso che esso fornisce la “forma generica™ per un ideale di Garenstein
di alezza 3, la quale risultr perd pht complicats, rspetto, per es., & quella data
dal Teorema di Hilbert-Burch, in quanto in ewsa eompaiono oltce ai determinanti
mnehe i pfafiand di certe matded (per la definizione di pfafano, cfe. [16]).

#* B chiaro, in viesd di 3,32, che ogni ideale di Gorenstein di altezza 1 in un
anello locals regolare & principale.

232



Appundics all'sdesgione ftaliana

ideale di Gorenstein di altezza 3 & necessariamente dispari {cfr. anche
[491),* e vengono date altresi delle applicazioni a talune questioni
collegate alla *liaison” di varietd algebriche (cfr. [134] e [218]).

Segnaliamo infine la soluzione, data da A. Lascoux [198], al pro-
blema di studiare la catens delle sizigie di un ideale di minoti di an
certo ordine della swairice gemerica s % w sopra un apello commutativo.,

Alcsni problemi aperti

Ci limitiamo in questo paragrafo ad accennare brevemente a talo-
i, tra j pit significativi ¢ riechi di conseguenze, dei numerosi proble-
mi aperti nell’ambito della teoria omologica dei moduli, rinviando,
per un'esposizione pressoché completa, divettamente alls monografia
di Hochster [29] ¢ alla memoria di Peskine e Szpiro [217).

1) ¥ problema della *'moltsplicita di inferseyione’ ™

Sia .4 un anello locale regolare, m il suo ideale massimale, e siano
M, W due A-moduli di tipo finito tali che Af 3 NV abbia longhezza
finita, brevemente: M &, V) < o0 Io tal caso, per ogni § = 0,
Tord (M, N) ha lunghezza finita,” e quindi ha senso definire la mwael
feplicitd di intersegione e (M, N) nel modo seguente:

al¥, N)= T (—1)* I(Tor (M, N)).

Ora la molteplicitd di intersezione cosl definita gode di alcune no-
tevoli proprieta [52]:

* Tale risuliato erz stato ottenuto indipendentemente da Watanabe, nel 1973,
3i noti inoltre che in [147) vengono dati degli esempi di ideali di Gorenstein di
altezza 3 in &[[X, ¥, Z]], con & campo, toli che | minimo numero di generatosi &
un arbiteario intero disparl w 3= 3 (prefissato),

1 Una trantazions omologica della molteplicith di intersezione si teova svilup-
pata in [52],

= it eqguivale al fatko che Uideale Ann (M) 4 Ann (0 & neprimario: infanti
[11, p. 72], se M & un modulo non aulle Baitamente generato so un anello noethe-
tiano, sl ha: M) < oo < dim M = dim AfAnn (M) = 0, da coi la tesi, tenendo
peezente [1, Cap. 3, Bs, 19] che {Ann (M &y N = FlAon (M) + Aao (V)

" Infatti, nelle ipotesi attuali, Tor) (M, N)Lannullato da Ao (M) + Aon (V)
per ogni 1.

50 noti {(efr, ad es. [S2, TV-34, Th, B]) che non & restrittive sepporee
i dim A, nella sommatoria,
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Teorema 4.8, Siz A ng anelle locale r@nfaﬁ contenonte s campo’ [@-

pirt in generale, tale che il swo completaments A sia ww anelly di serie di po- -

temze formali sopra o avello di valutagione discreta completo), & siamo M, N
die A-mroduli & tipe finito talt che M 30, N) < oo, Allora si ba;

§) oM, Ny = 0;
i) dim M 4 dim NV < dim 4;
iii) dim M -+ dim N < dim A < e,(M, N)=0

Ebbene Serre congetturd in [52] che tale risultato continnasse a
valere per un anello locale regolare qualsiasi (cid ¢ stato dimostrato
vern, per ogni anello locale repelare di dimensione < 4, da Hochster
[19, pp. 120-152]).0

Pit in generale (e pid ottimisticamente™) Peskine e Szpiro hanno
congetturato [217] che il Teorema 4.8 continui a valere per un anello
locale nostheriano qualsiasi A e per due A-moduli M, N di tipo fini-
to tali che /(A @y V) < oo e inoltre pd M < oo (nel gual caso &
possibile dare la stessa definizione formale per la molteplicitd di in-
tersezione ¢, (M, V).

Osservagions 4.9, Conviene notare esplicitamente che il caso piv im-
portante della molteplicitd di intersezione & quello che corrisponde
alla situazione peometrica, ¢ dungue, in prima lstanza, il caso in cui
M=Alp ¢ N= Ay, con p, q ideali primi di un anello locale
regolare “geometrico” A, Apalizziamo in proposito un esempio
elementare:

Sia A lancllo locale del piano affine Af (con £ campo algebrica-
mente chinso) nell'origine, dunque A = E[X, ¥)y.v, ¢ slano Ce D
due curve piane passanti per "origine (irriducibili o pid in generale)
prive di componenti comuni passanti per l'origine, definite srispetti-
vamente da polinomi F e &. Denotiamo poi, rispettivamente con
x, 1, &g le immagini, in A, di X, Y, Fe & Omn, posto: M =
= Af(f) e N = _A}(g), & subito visto che il modulo M &, N ha
longhezza finita {giacché, in virth delle ipotesi fatte su O e D, T'ideale
{(f, &) & certamente (x, y)-primario). Allora, la molteplicit di inter-
sezione & data da:

ea(M, N) = I(Torg (M, N))— I(Torf (M, V) + /(Tor (M, N)).

3 Cfr, anche [145] per alcane applicazioni a tele congettuea dei teoseml dl
struttura relativi alle risoluzioni libere finite,
# Sulla base di alconi risultati incoraggianti da essi otienuti, nel caso graduato,
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A guesto punto, osserviamo che!

(a) Toté (M, N)=0: infatti, si ha (3.19): pr M < dim M =
=dim Af(f)=1, da cui chiaramente gt M = 1; ma allora (3.18,
3.30) pd i = 1, donde la tesi, in virtd di [52, TV-34, Th. B];

(b) Tog! (M, N}y = 0: infatti, nelle ipotest avtuali (cfr. [59, p. 126,
Ex. 19]) si ha: Tor{ (M, N) = Tord (AJ(f), A/(g)) = (/) N (8)){ &)
da eai la tesi, in wictd di 3.32.

Dunque la moltepliciti di intersezione & data, nel nostro caso, da
I Torg (Af, ) == 30AN F 00) = dimg (A L B)), essendo & il compo
residuo di .4: sl riottiene cosl la nozione “classica™ di molteplicita di
intersezione (cfe. ad es. [94], [103]).

2) I problema delle “rigiditd” dei Tor

Mel 1964, Lichtenbanm tiusel a dimoserare (“T1L J. Math.”, 70,
1966, pp. 220-226), estendendo un risultato di M. Auslander, che
“se A & un anello locale regolare e M, IV sono A-moduli finitamente
generati e tali che Tord (M, WN)=0, per gualche {3 0, allora
Torf (M, N)= 0, per ogoi f = i

Ebbene sorge spontanen il problema di chiedersi se una tale
proprietd, detta anche proprictd di rigiditd per M, contiova 2 walere
per un anello noetheriano qualsiusi, purché pd M < oo, Precisamente:

Congettura (A). Sia 4 un anello noetheriano ¢ siano M, NV due
A-modoli di tipo finito, e supponiamo che pd M < co. Allora, se
Totf (M, N) = 0, pet un certo indice 7 (> 0), risulta: Torf (M, N) =
=0, per ogoi j = {17

Tale congettora {certamente vera, se pd, M = 1) & stata provata
in [217) nel caso in cui pdy M = 2 e inoltre Ann (M) 50, Hasa &
vera anche se M= Af(>q, ..., x,), dove &, ..., &, & una ~A-soc-
cessione.

Inoltre, la congetrura (A) ha come conseguenza una classica con-
gettora di Auslagder:

Congettura (B). Sia A un anello locale noetheriano, M un -
modulo di tipo finito e di dimensione proiettiva finita, e x un clemen-

5] natt che il problema analege, enuncioto con riferimento agli ndiel
J =i, ammette in genceale risposta nogativa.
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to di 4. Allora, se » non & un divisore dello zero per M, > non & un
divisore dello zero in A4."™

3) Il problensa della “proprietd dellintersezions” per sun anello locale
Tale problema pud essere enunciato nella forma seguente:

Congettura (C). Sia .4 un anello noetheriano locale e siano M, IV
A-moduli di tipo finito, con M s£ 0, tali che M @, N abbia langhezza
Anita. Alloza sl ha: dim V < pd, M.

Tale congettura & stata provata per anclli locali di caratteristica
P =10, da Peskine e E'rzpl.m i guali hanno dimostrato aliresi che
{ﬁ}:_(tj}n(ﬂ} per opni classe di anelli locali chiusi rispetto alle
operazioni seguenti: il completamento, la localizzazione rispetto a
un ideale primo e il passapgio ad un'immagine cmomorfa.

Osserviamo inoltre che la congettura (C) & equivalente [19, pp.
120-152] ad un'estensione “omologica” del Teorema dell'ideale prin-
eipale di Krull. Per di pid, com’e stato dimostrato da Peskine e Szpiro,

essa implice {per una vasta classe di anelli) la cosiddetta “congettara
di Bass™:

Congettura (D). Sia .4 un ancllo locale noethetlano che possiede
un module 7" non nulle di tipo finito e di dimensione iniettiva finita.
Allpra A & un anello di Coben-WMacanlay.

Per finire, segnaliamo una notevole congettora di Hochster:

Congettura (E). Sia .4 uo anello locale noetheriano ¢ sia x,, ..,
x, un sistema di parametrl. Allora esiste un A-module M (non ne-
cessatiamente di tipo finite) tale che %y, ..., %, & una M-suecessione. 2%

Essa & chiamatz la “Big Cohen-Macaulay modules conjectare™,
poiché un modulo Af siffatto risulta certamente di Cohen-Macaulay,
se & finitamente generato, Infatti, in tal caso si ha (3.19): grM =<
< dimM < dim A—n, e daltra pacte » < gr M (3.12), donde s
conclasione. Lo studio di tale congetturs ha pettato ooova luce so
numerose altre conpetture nella teoria omologica degli anelli com-
mutativi, chiarificando altresl i mutal mpporti tra di esse (cfr. [297)

™ Tale congetturs & stata dimostrata da Peskine ¢ Szplico in [217] nel caso in
cui ~4 contiene un campo di caeatteristica p = 0, eppute & una k-algebra Yessen-
ziglmente di tipo finite® {per la defl, cfe. (101, {0; (6.3.143)]), essenda & un campao.

" Faga & stata provats da Hoocusten [29] nel caso in cai A (o pit in generale
i, essendo 9 il nileadicale di A) contiene ua campo.
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5.

Alewni visultati ¢ problemsi velativi alle varieta intersegioni complete

Introdugione

Il problems delle intersexioni complete in geometeis algebiica
consiste, in breve, nello stadio delle varieth algebriche di uno spazio
affine o proicttivo, le quali possono venit definite come intersezioni
di on numero “giusto” di ipersuperfici (dello spazio ambiente).
I chiaro allora che tale problema, tradotto in termini algebrici, di-
venta un problema relativo al nomero “giusto™ (e in particolaze, al
numero minimo) di elementi che generano un idesle di un anello di
polinomi: eid giustifica le considerazioni appresso sviluppate.

Sia a nn ideale di un anello noetheriano A e denotiame con i)
il pumero minimo di generatori di a. We segue [1, Cor. 11.16], che
pla) = hta.?

Dief. 5.1. Un ideale & di un anello nostheriano 4 s dice on ideale

fndersegions completa (in sanso séretto), se soddisfa alla condizione: plg) =
= htua.

Dief. 5.2. Un ideale a di un anello noetheriano 4 si dice un ideale
localmente interegione completa, se, per ogni ideale massimale m di 4,
si ha: gln,) = hta,,.

Def. 5.3, Un ideale a di un anello noetheriano A si dice un ideale
intersegione complefe i fonse fnsiemisties, se, posto ht a = ¢, esistono ./
elementi in A, diclamo f;, ..., [ tali che: r{a)= (], JSIE

! Bopporremo sempre facitamente che gli ideali in esame abbiano aliees > 1

*E chiaro che on idesle intersezions completa (in senso stretto) & anche
intersezione complets in senso insiemistico,
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Osserviamo innanzitutto che le nozioni ore introdotte hanoo un
chiaro significato peometrico. Infatei, se ad esempio, 7 & una varietd
algebrica? di dimensione 4.di uno spagio affine AJ (essendo & un cam-
po algebricamente chiuso arbitrario) e a = .71 & Videale di £[X,,
v » g Aiy] associato a 1% allora in corrispondenza alle definizioni so-
pra introdotte, si ba, rispettivamente:;

{1) 77 ¢ un'intersezione completa (in senso stretto) di m— o iper-
supechci (di A");

(2} 7 & localmente, ossia in ogni punto, intersezione del numero
“giusto" di ipersuperfici;

(3) T7 pud essere definita come 'insieme del pooti comuni a w— d

} ;
ipersupetfici, precisamente: V=~ 7{ fi).
=1

Osservagione 5.4, 5i noti, con riferimento alla Def. 5.1, che, se A
& un anello di Cohen-Macanlay (per es. A= &[X,, ..., X ], con &
campo}, le seguenti condizioni sono equivalenti per un ideale g di A;

i) pla) = hta;
i) pla) = gra;

iif) a & generato da upa ~-successione.®

Infatti, si ha in geoerale (310 (d}): gra < hta < po), da coi:
(iif) = (i) == (i); inoltre, sempre per un ancllo noetheriano qualsias],
si ha (3.14): {ii) = (ili). Infine, essendo A un anello CM, si he, in
wietd di 3.23, che (i) = (ii} donde la econelusione,

Esempi 5.5. (1) Consideriamo la cubica sghemba © di A} (es-
sendo & un campo algebricamente chiuso, come al solito) di equazioni
patametriche: X' = 7, ¥ = #, Z = £ (¢ € £). Ebbene C & un’interse-
zione completa di due superfici di AT

Infatti, cominciamo coll’osservare che lo spazio vettoriale (su &)
delle quadriche di A? passanti per € & generato dalle quadriche, dicia-

® Per “varietd” intenderemo sempre (salvo ultedor specificazioni) un insieme
algebrico puro, ossin tale che tutte le sue compoaeenti icriducibili [103] ehbiano la
medesicna dimenzione.

' Cf. [1, Cap. 1, Esercizio 27] e, per ulterioti propeieta [103].

¥ B chiaro che Pequivalenza di tali condizioni, per ogni ideale di A, caratte-
rizzn gt anelli di Coben-Macaulay, Segnaliamo inoltre aleuni risultati generali
relativi al numers minimo di geoerator] di un idesle massimale in un anells di
polinomi, ottenuti da B, D, Davis ¢ A, ¥V, GeRamira (“Trans, Amer, Math,
Soc, 231, 1977, pp. 497-505).

* E subito visto che €' ¢ wne carva inriducibile non singolare.
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me F,, F,, F,, di equazioni, rispettivamente:
AZ—¥Vi=ll, X' V=0, X¥Y—2=10",

si verifica subito che & Pinsieme dei punt! comuni alle quadriche
F, e F,. Pib precisamente, considetando "omomorfismo di £-algebie
p: £[X, Y, Z] — k[f], definito popendo: @A) =14 @l)=nA
#(Z) = £, si conclude che Ker g = (X — Y, XY — Z)(= F(C)).
sicché C dsulta Pintersezione completa (in senso stretto) di F, e F.

Cid non & pid vero, s¢ si considera la cubica sghemba proiettiva
€™ di P, Infatti, in tal caso (cfr. [111, pp. 20-21]) si ha: F{C) =
= (XL 1%, X*— VW, XY — ZIF); ora, sc per assurdo csistesse-
ro due polinomi (omogenei) f e g in &[X, ¥, Z, W] tali che 2(C) =
= ( f,£), si avrebbe senz’altro che [ e g sono polinomi di secondo
grado,’ dunque f e g andrebbero scelt fea i tre generatori sopra seritti
per F(7), cid che & una contraddizione. Segnaliamo tottavia che
& un'intersezione completa in senso insiemistico di due soperfici, per
es. della quadsica F"* di equazione: X — YT = 0 e della superficie
cubica G di equazicne: Y —2XYZ  Z%F = 0. Infarti, basta os-
servare che, se P = (X, ¥, £, 1) &£ un punto “al finita" atl:farj:cnante
a FonG,siha: Y=X'e (X*— ZP =1, ostia Pe C e inolue
I'unico punto “all'infinite” di Fy n G ¢ esattamente il punto (0, 0,
1, 0, ossia il punto “allinfinito” di € dunque F,n G = £ daltra
parte, l'inclusione in senso opposto & immedista, poiché si ha:
Y8m 2XYZ A ZW = m Y(XZ — V¥ — Z( XY — ZIF).20

{2) Consideriamo la quintica sghemba 2 di A} di equazioni para-
metriche: X =8 ¥ = Z = 5 si verifica facilmente che si trarta
di una corva irriducibile avente un unico punto singolare nell’origine
(0,0, 0). I chiaro che 2 non & un'intersezione completa: basta os-

? Le quali risultano senz'altro linearmente indipendenti sn &; si ba inolire:
AL — = Pl = 1) - X(&AY — ).

" Se I & una varieth di sne spezin affine A®, denotiamo con 77 la chiusura
proiettiva di 7 in P" {cfr. [94] oppure [103]).

¥ Bagendn ﬂc:l I'ideale emogeneo associalo @ & in kX, Y, Z, ¥

1 Le alire ewentoality si scartono subiwo con calecoll direttd.

1t Basta osservare che le tre quadriche (corrlspondentt ai generatord di 27C))
si intersecano a doe a due in & e in rette 8 due 3 due distinte, Diversamente, sl pud
concludere wtilizzando il Teorema di Bézout [120].

W Vedi noks 8.

™ Pij precisamente, la curva in questions risulta un’intecsezione eompleta in-
siemistico, con molteplicits 2.

W Vedi nota 8.
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servare, ad es., che il sno ordine & un numero primo e utilizzare.
Teoremsa di Bézout [1.10] si dimostra poi'® che anche @ non & {ucp,
pure localmente) un'intersezione completa. Tuttavia, con un’argo.
mentazione analoga a qutl'!a sopra sviluppata, si prova che 2 I.'IEIJJ‘[‘:_-_rj
un'intersezione completa insiemistica’® della supecficie cubica di eq;
Fi . XY o O e della .5upc:ﬁ|:'||: qua.rl:'l::a di eq. X P2 XTF=

=10

(%) Consideriamo, per ogai intera d > 4, la curva C; di P di equa:-
zioni paramettiche: X = fwif-1 ¥= t9-14, 7 = 14 IF = u¥: & subito
wisto che si tratta di una curva irriducibile non singolare di ordine 4,
Si dimostra {cfr. [180]) che, se & & un campo algebricamente chivse
di caratteristica p > 0, allora Cj risulta un'intersezione completa in
senso insiemistico, per ogni > 4; invece, se & ha caratteristica zero,

fon & sa {n:Ppure per d = 4) se tal! curve sono intersezioni :umplete
in senso insiemistico (cfr. anche [102, p. 125]).

A casn *forse™

Cominciamo col dimostrare un risultato, stabilito essenzialments
in [235], il quale mette in cvidenza i legami alquanto profondi (e sto-
ricamente molto impoctanti) tra il problema delle intersezioni com-
plete (in senso stretto) e la Congettura di Secre sui moduli proiettivi,

Teorema 5.6, Jie a s ideale di altegga 2 nell’anelle A = KX, ...,
A, ewrendo & s campe arbitravio. Allova le sepnenti condizioni sona tra
lore equivalenii :

(1) a & mn ideale intersegions completa;

{2} n soddisfe alle sepmenti condisioni: ;
i pda < 1,
iy Exty {a, A) & anw A-modulo ciclico.
Dimostragione. (1) == (2). La (i) si ottiene subito osservando che,

posto a = ( f, g), cié che & lecito nelle ipotesi attuali, a possiede una
tisoluzione libera data da:

(I 0 AdSe 4220 g 50,

¥ Ce, [178].
¥ Vedi nota 13,
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dove p ¢ p sono definiti, rispettivamente, ponendo: p(1,0) = £,
0. 1) =2 e p(1) = (—g /), (cke. 3.T).

Inoltre, scrivendo la successione esatta degli Ext, Ext(—, A),
prtenuta & pactive dalla (T), si ha (Sex. 3, nota 7):

— 4 &= Hom (_A, AJ. — Ext} (a, A.} — Bxtl (A5 A) —

da cui, avendosi Exty (4% 4) = 0 (essendo 4? proiettivo su 4'7), si
deduce che Bxty (0, 1) & on’imimagine epimorfa di A, ossia (ii).

(2) = (1}. Infatti, sia £ un generatore di Exty (a, ~4)" ¢ conside-
tiamo un rappresentante della classe di estensioni data da £:

{1} 0 dsvEsa-—-0
Allora, dalln successions esatta degli Bxt, Ext (—, ), si ha:

— Hom, (A, A) <= Exty (a, A) —
— Ext}, (E, A) — Extl (4, 4) =0,

da cui si ricava subito che Bxtl (5, ) = 0, glacché 'omomotfismo
di connessione ¢ porta Uclemento unith di A nel generatore £ di
Exty (o, A, (cfr. [65] o [66]), dunque & sariettivo.

W Cfr, Ia nots § dells sezions 3 oppure ka nota che segus.

¥ Ricordiamo (cfr. [63] o [66]) che Bxtt, (M, N) pud essere introdotto anche
come un modelle dell’insieme delle maluzioni del cosiddetto “problesa di esten-
sione” che consisie nello studio di mtte le successioni esatte essenzialmente di-
stinte, della forma: 0 — NV — E — M — 0, che prendone il nome di “estensio-
ni di I mediante ™. Ora, nell'ingieme di siffatte estensiond si introduce ona re-
lazione-di equivalenza, chiamando equivalend doe estensioni O —+ W = B — M —
e == N B < M -0, s esiste un omomothsmo § @ 5 — E' tale che il dia-
gramma seguente:

O+NaEwM0

oo

D= N e B M =0

{eszendn 1§ e j omomorfismi identith) & commuative, nel qual casa b riaola wn
isomorfsmo. Ebbene si dimostra che |'insieme delle clossi di equivalenza di tali
estensioni possiede una strutture di A-modulo ¢ tisulta incltre isomoefo al mo-
dulo Exty (M, IV} definito in precedenza (Sezione 3, nota 7). 5i ottiene in parti-
colare [65, Ch. 3] che:

{a) Bxtl, (M, N} w= 0+ ognl estensione dl IV mediante M & shegzala, oasia
F= M@ NV {cit che accade, ad es., se M & projettivo);

(b} Eaty (4, IV (B Ny == Bxtl (M, M) @B Ext) (M, V), essendo IV, N,
A-moduli arbiteari.
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Draltra pacte, stante Ja (II), si ha: pd E < 119; allora, se conside-
riamo una risoluzione proiettiva di lunghezza 1 di E, diciamo 0 —
—+ P —+ 0 —+ E — 0, e supponiamo che P == 47, essendo r un intero
positivo opportuno,®® otteniamo;

Ext) (E, P) = @ Ext} (&, 4) = 0.

e sepue in Pﬂrﬁmlal:ﬂ che _Q = P a4 _E, dum.]ut E & un A-mo-
dulo proiettivo di rango 27; ma allora E risulta un A-modulo libero
di rango 2,* ossia F == 4* e pertanto, stante la (IT), a pud essere ge-
nerato da due polinomi, donde la conclusione.

Oprervagione 5.7, (a) 8i noti, con riferimento all’enunciato del Teo-
tema 5.6, che la condizione (i) pud essere sostituita dalla condizione
seguente (j) “a & puro ed & localmente intersezione completa™

Infaeti, segue.subito da (1) che a & puro (gizcché A & CM) e local-
mente intersezione completa (basta localizzare). D'altra parte (j) = (i),
poiché, nelle ipotesi attwali, la condizione pda < 1 & locale (3.4),

{b) B chiaro che, alla luce della soluzione del Problema di Serre.
sul moduli proiettivi, Ja condizione (2} (i) del Teorema 5.6 pud essere
riscritta nelle forma: pda = 1.

Corollario 5.8. Sig C mma covva drviduweibile non. singolave di AY, er-
sendo Je sin campo algebricaprents chino, & sia g = F(C) Pidealr astociato a ©
nell'anelle A = R[X, Y, Z). Allora C ¢ wiintersegione completa <= il mo-
dulo dei differenyiali 20A10) & ciclico, come A ja-modils, ™

Dimostragione. Infarti, basta tener presente che, nelle ipotest attuali,
si ba (ckr. [235] oppure [216]): Buth (a, A1) =2 {3} (A /a) e inoltre che
Pideale a = () soddisfa certamente alla condizione (j) enunciata
oell’Oss, 5.7 (a).

 §j ha infattl, in vitwd di wn risultaroe generale (cfr, ad es, [6, p, 124, Th, B]):
pd B max (pd <1, pd o).

* (il non & restrittivo : basta sommare (eventualmente) un modulo projettivo
di tipg Anito con P e O

% Cib segue dalla (1), ricordando che, se A & un modulo di tipo finito su un
dominio di integritd A4, con campo dei gquozienti K, si definisce rauge di A e 50
denota con eg M, la dimensione del K-spazio vettoriale A 39, K.

2t Beeo il panto crociale in cui intzeviene b validics dells Congetoura di Serre
{limitatamente ai moduli proietivi di tipo Enito di rango 2 su A)

# Per la definizione e le prime proprieth di tale modulao, cfr. [11].

% [n dsultato analoge relative alle vaeiees drciducibili noa singolael di
codimensione 2 di A™ si trove in [235],
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Corollario 5.9. Ogni carva irriducibile non singolare di posere <1 i
AT & s intersegione completa,

Dmortragione. Infatti ogni curva siffatta verifiea (cfr. ad es. [121])
la condizions sul modulo dei differenziali enunciata in 5.8.%

Oreeragions 570, (2) 51 nod che la caratterizzazione data in 5.8
per le curve di A? che sono jotersezioni complete, dipende soltanto
dall’anello delle coordinate. Un risultato ancora pit “intrinseco™, in-
dipendente dall'immersione delle curve in questione (e valido pid in
generale per le varieth di endimensione 2 di A%) & stato attenuto recen-
temente da M. Mohan Kumar (Complere intersectionr, in “J. Math,
Kyoto Univ.”, 17, 1977, pp. 533-538).

{b) Tl Corollario 5.9 non continga a valere per una curva irriduci-
bile non singolare di genere > 1 {un controesempio esplicito relativo
ad uns enrva siffatta di genere 2 si trova in [207]), & neppure per car-
ve singolari (cfr. 5.5 (2) e la nota 10 della sezione 2.

(c) Infine segnaliamo che recentemente & stato dimostraro da A,
Sathaye (O planar corver, in “Amer. J. Math.”, 29, 1977, pp. 1105-
1135) che “ogni curva affine irriducibile non singolare di genere < 1
& isomorfa ad una curva piﬂna“.

Il Teorema 5.6 & stato successivamente esteso da Murthy, il quale
ha dimostrato [207] che “se 4 & un dominio noethetiano UFD di di-
mensione 3 (tale che ogni modulo proiettive di rango 3 ¢ libera) ¢ se
a & un ideale di 4 il quale pud essere generato localmente da r elemen-
ti, allora a pud essere generato (globalmente) da r + 1 elementi”. Ne
sepue in particolare:

Teorema 5.11. Sz C & wwe corve di AL™ Jocalorente intersegione com-
Pleta, aliora I'ideale F(C) pnd esrere penerato da ire lementi.

Per le corve pon singolari vale un risulrato pid generale (si veda
[174]):

Teorema 512, e © & wna curve non sinpolare (evemimalmente ridwci-
bile) di A}, allora Pideals S7(C) pod ersare penerato da n elessenti,

= Cip & immediato se la curvs ha genere zero, nel gual caso, in virnd di oo
risoltate di W, Cuwmea ("TIL ], hath.”, §, 1964, pp. 425-438), sl ba {con le nota-
zioni di 5.8): Ao == 51 E[T], essende T un'indeterminaa e 5 una paree molui-
plicativa di &[T, da eai la vesi (chr. [11, (26.E) e (26.G) Esempio 3]).

 Frgenda & un campo arhitrario. Segnaliamo inolree che, in vierd di un classi-
en risultato di Fonsren & Rausrorr (1965) “ogni curva (liscia) analitica in AR &
un'intersexione completa (in senso seretoo)™.
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Riguardo alle varietd in generale, fin dal 1964, O. Fouster aveva
enunciato [171] una congettura, la gquale pud venire espressa (in ter-
mini geometrici) nel modo seguente:

Congettura. L'ideale essociato ad una qualsiasi varictd algebrica
non singolare in A* pud essere generato da # element.™

Ebbene, la validitd di tale congettora & stata dimostrata recente-
mente, come conseguenza di risultati algebrici pit generali (cfr. [208]),
da Sathaye e in pari tempo, con ipotesi meno resteittive, da Mohan
Kumar (per unulteriore generalizzarione, si veda [219]). Precisamen-
te, Mohan Kumar ha dimostrato il risultato seguente (cfr. [205]):

Teorema 5.13, Siz & an camspo oppare mn dowinio a ideali principali
e da A= kX, .., X)) Ja a nw ideale di A localmente intersegions
compdeda. Allora 0 & generate da dim A elemensi.

I taso “debole”

Passiamo ora a considerare le varietd algebriche intersezioni com-
plete in senso insiemistico (Def. 5.3).% Il risultato pid importante ot-
tenubo in tale ambito & dovoto a Ferrand e Szpiro (cfr. 'esposizione
di Murthy in [24])%:

Teorema 5.14. Ogui enirva irriducibile localmente intersegione comple-
fa (in particolare, non singolare) o&f A}, ersende & rm campo alpebricaments
chinge arbifrario, } ua'intersegione compitta in sense insiemitic,

Tale risultato (che & stato successivamente generalizzato da Mohan
Kuamar [205, Coroll. 5]) coaduce, in modo naturale, a formulare due
problemi distinti:

Problema 1. ¥ possibile estendere il Teorerna 5.14 ad una curva
arbitraria di Aj?

¥ Tals congettata & senz'alteo vera pern < 2 e per varieth algebriche non sin
golari di dimensione = 1 {sfi, [174]). Essa & vera alteest [171] sostitwendo “'u"
con Y 4 1M,

" 1 chiaro che ogni varieth intersezione completa (in sensa stretto) lo & apche
in sengo Inslemistico, mentre i vlceversa non & vero in geneeale; witavia & possi:
bile intodurre un'altta nozione di varletd intersezione completa {per wna discis-
sione in proposito, cfr. [216]).

# In esso s utilizzn lo validich della Congettura di Serre (per gli anclii di poli-
nomi in tre variabili),
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Probloa 2. E possibile estendere il Teorema 5.14 ad un’arbitraria
varieth di AR che sia localimente intersezione completa #°

Per quanto riguarda il Problema 1, ¢ stata data recentemente una
risposta alflermativa, per ogni campo & infinito di caratteristica p > 0,
da Cowsik & Mori in [157] (cfr. anche [170]).

Riguardo al Problema 2 e limitiamo 2 segnalare alcuni risultat
parziali ottenati da Murthy in [24] e alconi sisultati recenti di Bora-
tynski, tra cuai il seguente [142]:

Teorema 5.15. Sia 1 wua varietd & A e viz a = F(V7) Fideals as-
wciato a Vin A= &[X,, ..., X,). Supponiamoe che:

) 1" & localarente intersesiane complete;
i) aja® & fbero come A fa-meodedn,
Allara V risulta an’intersegione completa in senso insiemistico,

Prendendo lo spunto dal teoremma precedente, conviene sottoli-
neare che recentemente & stato approfondito ad opera di vari aotori
{tra cui, in primo luogo, Boratynski, Mohan Kumar e Vasconcelos)
la studio del cosiddetto “fibrato conormale® di un ideale ¢ di an anello
noetheriano ., ossia del gruppo a/a? considerato come A4 fa-modulo;
tale studio & stato poi utilizzato per affrontare il problema delle inter-
seziond complete, sia dal puoto di vista “locale™ che “globale™.

Per finire, enunciamo due risultatl dovuti rispettivamente a Bo-
ratynski € a Mohan Kumar. 1l primo fornisce una generalizenzione
della classica argomentazione di Serre (Teorema 5.6):

Proposizione 5.16. Sia q an ideals di wn anelle noctheriane tale che
plafa®) < 2. Allora enste un modul profettive di rangs 2, diciamas P, ed
sm apimorfisme P e q. In particolare, se P & libero, allora a @ generato da
diig edenmonii,

Il secondo stabilisce aleuni legami tra ideali eon fibrato conormale
bapale & varietd intersezioni complete {in senso stretto) [205]:

Proposizione 5,17, Sia A4 = B[X,, ..., X,], estendo & ur canspa™
e sia o s fdeale di A fele che ajo® & Sbero come A fo-modele. Allora, e n
ha: hta > dim Afa + 2, a rinelta s ideale intersegione completa,

9 5i notl che non & difficile dare esempi di soperfici ieriducibili (singolaed) di
At che non pono intersezioni complete in senso insiemistico (cfe. [1T8]).
" Oppute un dominio o ideall principali.
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I probiewei wellambiente profetiive

Finora o siamo limitati a2 considerare le varietd intersezion] com-
plete (in'senso stretto e in senso insiemistico) di uno spazio affine Aj.
Ebbene, passando all'asmbiente proiettivo, ci si accorge subito che i
problemi in esame sono alguanto pld complicati, rispetto agli analo-
ghi problemi studiati nel caso affine:

(1) E chiaro innanzitutto che lo spazio proiettivo & strutturalmente
pit “rigido” dello spazio afine: basta coosiderare il Teorema di
Bézout o il fateo che non ¢ pid possibile (come nel caso affine) far
“sparire” gualche intersezione residua all'infinito {cfr. 5.5(1)).

(2) B subito visto (cfr. 5.5 (1)) che il Corollario 5.9 non si estende
alle curve di P{. In generale, resta tuttors aperto il problema sepueente,
che risale addiritrura a Kronecker e Cayley:

Problema. B vero che ogni eurva irriducibile® di P2 & un'interse-
zione completa in senso insicmistico?

Nel 1960, M. ¥oeser dimosted che ogoi curva irriducibile di PE
& intersezione {in senso ingiemistico) di tee superfici, e successivamen-
te D, Bisenbud ¢ G. Evans, completando alenni risultari parziali di
B, Segre e di U, Storch, provarono il tisultaro generale seguente [165]:

Teoremna 518, Sia 17 wie parictd (mon necessariaments pura) di oo
ipazgio affine o proieitive di dimensione w su n campo & alpebricamente shingo™
¢ tia @ = F{1") Pideals arsociato a V. Allora o b il radicale df s ideale
generate da w elementi, orsia 17 & intersexione (in senso insienvistico) di al pid

# dpersuperfici.

3 5i potl che ognl curva intersezione completa in senso insiemistico in P7 &
nécessatlamente connessa [174, p. 235). Cid nan"'t pid vero nel caso afhne: infactd
(cfr. M. P, Muarmy-]. Townen, Alpebraic vecfor bmdles over A2 gre frivial, 1o “In-
wentiones Math ", 24, 1974, pp. 173-189) “una curva riducibile in A" & un'interse-
zigne completa in senso insiemistico == tali flsuleno le sus componenti connesse™,
Dungue, a diferenza di cio che acesde in I, una coppia di rette sghembe in A®
& un'intersezione complets in senso insiemlstico.

# Cfr, anche [180]. B noto d'altra parte che esistono sopecficl ictiducibili
di P’,f: che non spno inteesezioni complers in senso insiemistico {cfe. [178]).

3 5i neti che nel easo affine, Penunciato & vero per un campo & qualsiasi,
mentee nel caso projettivo sembra necessario imporee delle restriziond su & (in
ognl caso, & sufficiente supporee & algebeicamente chinso).

B Gik nel 1882 Koonecken aveva dimosteaco in [193] vn risultare anslogo,
facendo intervenire o 4+ 1 tpersuperhci (di uno spazin di dimensione o). Per wna
breve stacia del tentativi per “pbbassace™ ad m tale limite, cle. [155] appure [1T1].
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{3) Il Teorems 5.11 noo continua pid a valere per le cueye. di P2,
Pit precisamente, Geyer ha dimostrato in [174] che “per ogai nume-
ro natorale s, esiste una corva {irridu,cihile] non ﬂngohm in P¥pgle
che I'ideale ad essa associato non pud essere generato da w elementi®.

Turtavia occorre aggiungere che, accanto alle difficoltd sopra ae-
cennate, si presenta spontaneamente un fenomeno, pecaliare dell'am-
bigate proiettiva, il quale consente di semplificare notevolmente sva-
riate questioni; in breve “le questioni relative ai problemi di ineer-
sczione complete hanno o caratters locale™.

51 tratta Pr:rjsament: del fatto che, se ¥ & unz vagietd in Pt |:|:u,|1
& alg. chiuso) e a = () ¢ lideale omogeneo associato a 7 in
A= B[X,, ..., X, ], allors, pestom = (A, ..., X)), sicchéa==m,
si ha: p(a) == pln).

Infarti, & chiaro che u{s) = pla,). Viceversa, sia gy, ..., g un si-
stema di generatori per g, € supponiamo (cid che non & restrittiva)
che g,, ..., 4 €q, e sia { un polinomio omogeneo di a; si ha alloga
una relazione della forma:

b-f= ﬁ aygy, con boaged, bgm,
=]

da cui, upwagliando i termini di grado minimo in ambo i membdi,
segue che fe (g, ..., g), ossia, data larbitrarietd di /5 plog) > ula)."

Alla luce dell'osservazione ora sviluppata, & chiato che, nello
studio dei problemi di intersezione completa nell'ambiente proiettivo
non vi & alouna difficoltd nell'vso di tecniche e risultard rigoardand i
moduli projettivi.*? In particolere, poggiando su un risultato analogo
al Teorema 5.6, si ottiene [235, Par, 8] una caratterizzazione delle
cotve icridueibili nen singolari di P che sono intersexioni eomplete,
pid dimostrara (per altra via) da G. Gherardelli (" Acti B, Acc. Ttalia™,
4, 1942, pp. 128-132):

Teorema 519, Uva cirva irriduicibile non singolare C d&f P2 § w'in-
fersexione completa <= C & swa enrva df prima specie (nel senso di Dubreil)
¢ la serie canonica di C & wn mulbiplo della serie delle seqions piae

® Qui gioce in modo essenziale il fatto che a & un idesle omogeneo,

a1 Infacti, per i moduli di tpo Brito (su wn anello acbitcatio) la prodettivits &
una proprietd di carattere loeale [3, Ch. 2],

= Motiamo che dire che © & una curva di prima specie, nel seaso di Dukbeeil
(efe, [233]), equivale a dire che pd 2{C) = 1, mentre 'altra condizione si esprime
anche (per g > 1) dicendo che le superfici di P* di un certo ordipe d > 1 segano
su  divisori cononici, sicche si ha: 2g — 2= o . deg ©, dove g e deg C de-
notano dspettivamente il geneee & il grado (o ccdine) di O
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Corollario 5.20, Sia C s curva irriducibile snon singolare di P2, Al-
fora:

i) se O & ragionale, C & u.li':‘.nhrm\tfﬂm comiflefa < O 8 nna curea piang
(ossta, & sia refta oppare sna covica);

il) se © ha genere 2 (¢ won § piana), allora C now @ mai ' intersegione
compiera.

Si & gid visto nella sezione 4 che la cubica sghemba di P2 & una va-
rietd perfetta (4.2); inoltre essa & chiaramente una vartieth “'determi-
pantale”, giacché I'ideale ad essa associato pud essere descritto come
iceale penerato dai determinanti dei minori di ordine 2 della matrice

(X- Xy Xa)“
X Xy Xy

ed & chiaro che altrettanto pud dirsi per la cubica sghemba di A% Eb-
bene, p.ili in genérale:

Proposizione 5.21. Sie C ame corve mon singolore di Al ¢ sia 0=
= () lideale associato a C well'anells A= X, Xy, X)), evvend k&
i camepo algebricamente chinso, Allora a rimlta wy ideale perfeets geverato
dai determinanti dei minori df ordine 2 di nwa matrice 23 a efementi nel-
Sanedls A,

Dimwastragione. lofatt] osserviamo innanzitutto che a & un ideale di
altezzz 2 in A4, puro e localmente intersezione completa, sieché (5.7)
pd a < 1; ne segue (cfr. [207]) che esiste una successione esatta corta
della forma: 0 — A% — P —a — 0, essendo P un A-modulo proiet-
tivo (dunque libero), ossia®® una successione esatta della forma:

ﬂ—r_.f‘Pha-A'--!-qr}—J-ﬂ.

D'altra parte, si ha [G, p. 124, Th. B]: pd Afa = 2 & dunque, es-
sendo .4 un apello di Cohen-Macaulay, a risulta un ideale perfetta.
A questo punto, la conclusione & immediata, in virtd del Teorema di
Hilbert-Burch (cfr. [6, p. 148, Es. 8]}

Conviene aggiungere che la Proposizione 5.21 continua a valete
in ipotesi alquanto pid geoerali {cfr, [216]).

¥ Eepnaliamo inoltre che ideale della cubiea sphemba di I & un'intersezione
quasi-completa (un ideale o di un anello noctheriana i dice un'ltersepior guasd
camypfeta, se pia) < bt a 4 1); per wleclori peopeetd di sifatdd ideali, cfr. [227].
“ Clg, [6, p. 147, Bs. 2].




Appendice all®edigione ftaliana

Per finire, ci limitiame 2 segnalare alcuni risaltati recenti tignar-
danti le intersezioni complete ottenuti, nel caso delle varietd determi-
nantali (affini o proiettive), da G, Valla in [244]" e nel caso delle cur-
ve, da H., Bresinsky: Momoarial Gorenstein curves in A% as sei-theoretic
complefe infersections, in “Manuscripta Math.”, 27, 1979, pp. 353-358
(si veda anche [183]).

Tusersegioni complete o fattorinlita

Un altro problema di grande interesse & quello delle cosiddette
intersezioni complete “relative™, ossia riferite ad una dara varieti am-
biente. Tale problema, enunciato e studiato sistematicamente® nella
memoria di Andreotti e Salmon [131] coosiste nello “studio delle wa-
rietd alpebriche irtiducibili 77 di uno spazio affine o proiettivo, tali
che ogni sotrovarietd di codimensione 1 di 7 sia wn'intersezione com-
pleta di 1 con un'ipersuperficic dello spazio ambicnte™.

Si tratta di un problema che pud definirsi “classica”, piacché i pri-
mi risultati in proposito risalgono a eitea un secolo fa, e precisamente
a M. Moether e a F. Klein; esso tuttavia ha svolto un molo notevole
nello sviloppo®? dello studio di numerose question legare alla fatto-
tialitd, oltre che alle intersezioni complete, soprattutto a partire dal
1957, anno di pubblicazione della memoria sopra citata. Basti pensare
ad esempio, ai lavori di P, Samuel % al quale si deve anche la formula-
zione di talune congetture alquanto stimolanti, che hanno condotro a
numerosi risultati di rilievo, tra cuf il noto Teorema di Grothendieck,
che citereme pit avanti.

 Riportiamo in proposite Peaunciato di un notevole risulioto di M. Hoca-
stEn (non pobbliceio): “Sia & un campo di carattetlstica om0 € slano f < r < s
interi positivi, ¢ sia A= 8Xylli=1, ....0j=1, o4) Panella dei poli-
nomi in rr indeterminate, Allora Mideale £(A5) geoersto dai determinantd dei:
minorl di ordine f dells matrice (Xy) non & un'intersezione eompleta n senso
insiemistico”,

1 Per la primn volta, fatta eccezione per una nota di Groomen (" Tend, Mat,™,
{1, 1952, pp. 217-223). 5i veda anche: P, Savmow, Sulla fatiorialits deffe algebye
{f;dguﬁ'llnﬁ & ddapld mnalfi Jocali, in “Rend. Sern, Bat. Univ. Padowa™, 47, 1968, pp.

# 5 consulti in proposito [23], [227], nonché "esposizione contenota in [104,
pp. 531-546]. Cccarre tatravia citars, almeno di passaggio, | conteibut di M. J.
Borriv, V. L Dawnov, ). Lisseaw, M, P, Monzey, M. Magata, P. Savmon, G.
ScHEJA.

*“ Vedi nota precedente,
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Prima di passare ad esaminare, sia pure rapidamente, alcani risul-
tati notevoli nel caso proiettivo, cominciamo con Posservars che il
problema in questione ammette, nel caso affine, una traduzione alge-
brica estremamente semplice (in virtd del Teorema dell'ideale princi-
pale di Krall):

Teorema 522, Una varietd irviducibile ¢ novasale 17 di AY (erssndo
ko campo alpebricamente chinso) gode delia proprieta che opni i rotfovarield
di codimenrione 1 & s’infersexione completa f U7 con sn'ipersaperficie df

Y o Sanelfe delie coordinate di 17 & en UFD 48

Ogasrvagions 5,23, Conviene notare esplicitamente che (cfr. ad es.
[23, Prop. 10.2]) il Teorema 522 continua a valere per una varietd
proiettiva che sia profettivamente normals, ossia tale che il suo anello
delle coordinate omogenee sia integralmente chioso.

Riassamiamo ora in un unico enunciato 1 pid importanti risultati
classici ottenuti nel caso proiettivo, insieme al risultato principale di-
mostrato in [131]:

Teorema 524, Sda 7 wma vardetd profettiva irriducibile soddisfacente
ad wna delle segmenti condisions:

(&) V7 & wwa ssiperficie “ ganerica™® di L df ordine m 2 447 (M. Nosether,
1082

(b) 17 & wua quadrica now singolare di B'E, con w = 4 (Klein, 1883)%;

(c) V" & ww'iperanperficie non singolare df P, con n 2= 4 (Severd, 1906);

(d) V" & sma variesd fudersegions compieia, won siugolare ¢ di disensione
= 3, in P& (son v = 4) (Lefschetz, 15!21);r

Il

@ 1B noto (cfr. il lavoro cirato nells nota 25 precedente) che “una eurva affine
& tale che il suo anelo delle coocdinate & un UFD = & razionals non singolace™,
Tloa generalizeazione di tale risoleaco & stata dato da §. Hosweot (“Proc. Amer,
Math, Soc”, 59, 1975, pp. 45-50).

4 Per uma precisazicne di tale termine (che include senz'altra la non singo-
larita), cfr, ad es, [131].

i Tale ipotesi & necessacia, polchéd [123, p. 65] ogni supetficie di ordine < 3
coptiene almens wos retea,

4 Bf yeda, per un risultsto collegato al Teorema di Noether: L. Rossramo,
A probiaw of complete infersections, in "Magoya Math, 1., 52, 1973, pp, 129-132,

® Thle cisultate & stapo esteso lacgamente da ML MacaTta {4 remark on the
i faciarigaiion thevrew, in *J. Math. Soc, Japan®™, £, 1957, pp. 143-145),
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(e) V' & wn'ipersuperficie di PY, con w = & ¢ & campo algebricamente chin-
1o i carabieristica gero, evendtualmente ringolares, con hoge singelave df_di-.
mensione < n— 4 (Andreotti-Salmon, 1557).

Allora agni sottovarield di codimensione | di 17 & an'insersegione completa
di 1 con ' ipersuperficie dello spayio ambiente.

Ebbene, poggiando sul risultato 5.24 (&), Samuel® congetturd un
risultato pid genoerale, il quale fu dimostrato subito dopo da A, Gro-
thendieck (Colomalagie Jocale der faiscears: cobdrents ot Thiordmes de Lefr-
chety locanse et globanx (5.G.A. 2), Exposé I, North Holland, 1968):

Teorema 5.25. Sfa A wn anello locale della forma Rfa, dove B & an
anells locals regolare e a & on ideale primo geverate da sa R-snccesrions. Allp-
va, se per agni ideale primo p di A di altegga < 3, Ay & an UFD, A risulta
an UFD.®

Dal Teorema 5.25 discendono facilmente i dsultati 524 (b), (<),
{d), (g): ci imitiamo qui a dedurre il Teorema di Lefschetz (negli aleri
casi, basta ripetere un'argomentazione analoga).

Sia 1" una varletd soddisfacente alle ipotesi del Teorema 5.24 (d);
allora [103, p. 1BB] 1 & projettivamente normale, sicché per ottenere
la tesi, basta far vedere [z?.f Car. 10.3] che 'anello locale nell’origine
del cono affine X che proittia 7 in AP 5 (dall’origine) & un UFD,
Ora, s¢ denotiamo con 4 tale anello Jocale, ~ pud scriversi nella for-
me [11, {(1L.L2)): Rja, dove R=&[X,, ..., X ], .., Iy ea =
=Z(I7)&, dove Z(1”) denota I'idesle associato a 17 dungue sinmo
nelle ipotesi del Teorema di Grothendieck (5.25).5%

Sia p un arbitrario ideale primo di altezza < 3 in A esso cord-
sponde ad una ben determinata sottovarietd B di dimensione > 1
del cono I, e sia P={m,, ..,m,) un punto semplice di P8 Si
osserva ora che Panello A, pud essere riscritto nella forma A(E)g,*
essendo f ideale primo di A(Z") che corddsponde a p {ossia tale che

.7, SamunL, Sie des aunsano: factorials, in “Bull. Soc. Math, France®, £7, 1961,
pp. 153-173.

8 D) tals risultato non sl conesce finora aleuna dimostrazione “puramente"
alpehrica (In dimostrazione originaria di Geothendieck & essenzialmente coomo-
logica).

g“ J:guppmim I = '}, san & campo algebricamente chinso arbitrario.

61 S5 noti che o ho altezza (v 4 1) — (dim ¥ <= 1) in K ed & generato da # —
— dim 1 elementl, sicché o & generato da una suecessione regolace [11, (16.8)].

8 i chiaro che Porigine & 'unico punto singolare del cono L

& Trenotiame con A(E) Fanelio delle coordinate del cono I,
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[l = p), sicché A, pud essere ottenuto anche come ulteriore loca-
lizzazione (rispetto a un opportuno ideale primo) dell’anello locale
A(L),, dove q denota Videale (X, — aq, ..., X, — @)} 7(1). Ma
I'anello AL}, & un anello locale regolare, poiché F & un punto scim-
plice; ne segue che A4, & un UFD (3.31, 3.32), donde la conclusione,
in wirtih del Teorema 5.25.

Osrorvagione 5.26. 5i noti che, alla luce del Teorema di Grothen-
diecl, gli enunciati 5.24 (b), (<), (d}, (¢) valgono in generale per un
campo algebricamente chiuso arbitrario: da esso tottavia non & possi-
bile far discendere il Teorema di Moether (5.24 ()} per ragioni di
dimensione,

Per finire, segnaliamo che un problema analogo 2 quello ora esa”
minato pud essere enunciato, nel senso insiemistico: 5 teatta ciod del-
lo studio delle varieta irriducibili 17 di uno spazlo affine o proiettivos
tali ehe ogni sottovarietd di eodimensione 1 di 17 sia un'intersezione
completa, in senso insiemistico, di [ con un’ipersuperficie dello
spazio ambiente.

Tale stdio, gid effettuato in taloni casi notevoli dai geometel
classici, ha tipreso nuovo vigore negli ultimi anni, grazie anche al-
lintroduzione e allo studio di appropriati strumenti algebrici, § co-
siddetti anelli semifattoriali (cfr. [237], [23]). Per une panoramica dei
principali risultati ottenuti in tale ambite, cfr. [172] e [227].

® Segnalismo che di tale teorema i conoscono numernse dimostraziond do-
vute in particolare & LEFscuETz, Francuerta, Avongorrr e Sansmon, Momsas-
oM, & Infine a DELIGHE e GroTasmbmck, i quali banne esteso il risoltato in
questione In cacattecistica p = 0,
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