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6����� �������� ����������� ���%������ �� ���������'�� ��� ���� 
� ��4

���� �
 ���������� ���������2� �2� ������ �� ��'����	 !�� <����� ���4

����� A ��>������ *��� ������� ���0���������� 
�� �������� �2�� ��� ����

�����'� ����� ��� ��''��� ����������� ��B ��''��� �0�����
��� �	� 
�

<����� �������� ������ *�� ��*�������� � C�D ?�� ��*�������� %�%���'���4

�� ����� ��� ����� �� �������� ��%��@	
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� �������� 
�

������ ��������� ������� ���������� ����� � ���������	
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� ��	��
�� �2� ��������������

A ��� ���������� 
� �������� 
�������� 
� ��� <����2� ��������"	 !��

������� �0������� 
�� ���� ������� %�� A *������ 
�� ������� �2� ������
�

��� ��� ����
�� � �2� ���� 
� ������ %��	

3��������� �2� �� ������ 
� �������� 
� �� ������� ��B ������ �����

?���� � ���� ������� %��@ � ������� ?���� '�� ������� 
� ������ �� ���

���������@	

10������� 
�� ������ ��������� �2� �� ��
��� ��� N� A *������ 
��

������ �2� �� ������� ��������

0, 1, 2, 3, 4, 5, . . .


� <����� ����� ���������� �� ��B *���� �����
��� ������
� �2� �

������� �%%���� '�" ��� ���������� ������� 
�� ������ �������� ?��� �0��4

�������� 
� �����@� 
�� ������ ������� �� ��� �A ���2� �0���������� 
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��� ��� N� A *������ 
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������ �2� �� ������� ��
����� �����������������

0, 1, 2, 3, 4, 5, . . .


 ������ ������� �� ��� ������� A 
������� ��� Z� ���� � ������

�������� � � ���� 
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	�� �

0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, 4,−4, . . .


 ������ �������� � ������ �� ������� ������� � ������������	 �� ��B

*��� �� 
�E������ 
� 
�� ������ ������� �� ��� �� '������� 
� 
�� ������

��������� ��� ������� 1−2 A �0������ −1 �2� ��� A �� ������ ��������	

1� ������ ���%���� �� �������� ��� � ������ ������ ��� �� 
���������

�� ������

1 : 2 =
1

2
��� A ������	 �� �����
����� ������ � ������ ����
����� �� ��� ������� 
�


����� ��� Q� �2� A *������ 
�� <�������� 
� 
�� ������ ������ ?���


����������� 
������ 
� ����@	

!���� 
� �������� �� 
��������� ��'����� 
� ������ ���������� �����4


���� �2� �� ������������ �� ����� 
� ������ � ���%��� 
� ������������

∈ � 
� ������������ ⊂	 !�� ������� �� *���� �2� �0������� 
�� ������

�������� A ������������ 
�� ������ ������ ?���A �'�� ������ �������� A

���2� �� ������@� �2� � ��� ����� A ������������ 
�� ������ ����������

�� �������

N ⊂ Z ⊂ Q.


� *���� �2� 1/2 ��� A �� ������ ������� �� A ���������� �� �������

1

2
/∈ Z,

1

2
∈ Q.

����������� �	�	�� 10������� 
�� ������ ��������� A

Q =

{
p

q

∣∣∣∣p, q ∈ Z, q > 0

}
,


��� �������� �������� p � q ���
� ��� �
�
� ���A ����� 
������� ������	

�� ��B �������� q > 0� ����2F �� *���� q < 0� ������ �� �����%%� �����4
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����������� ��������	
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2

−5
=

(−1) · 2
(−1) · (−5)

=
−2

5
= −2

5
.

��� � ������ ��������� �� ��B *��� �� 
�������� ?��� �� ������
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� ����@�
p

q
:
m

n
=
p

q
· n
m

=
pn

qm

��� �� 
����������� qm A 
������ 
� ����� ����2F ��� q �2� m ����


������ 
� ����	

H ����������� ������������� � ������ ��������� ������ � ��������� ?�

���� ��
���� ���2� <����� �����@ �� ��� ������

� � � � � � � � � � � � � � ��� � �
0 1 2 3 4 5 6 7−1−2−3−4−5−6−7

1
2

3
2

− 1
2

− 3
2
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�� ��
 �����
 �������
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����
 � ��	
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�''���� �2� �������� �� ������	 �����
������ ��� ������� �� 
��'�����


� �� <��
����� ���� �� 8�'��� &	

�
�

�
�

�

d

	�
��
 �� �� �
������� d �
 �� ��������

�� �� ���� A ���'� 1 ��� ������ ��� �� ������� 
� !���'��� �� 
��'�����

A�

d =
√

2 = 0,4142 . . . cm,

���A d A �� ������ ���� �2� d2 = 2	

������������ �	�	�� �� ��
��
 d =
√

2 �
� � ����
�����

�������
������ ���������� ��� �����
� �2�
√

2 = p/q� ��� p �

q ������ ������ ����� ��� ����	 )�����
� ������%� � ���%�� �� <��
����

�� ��������

2 =
p2

q2
, ���A p2 = 2q2.
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�� ��'�� �2� p 
��� ������ �� ������ ����� <���
� p = 2m� ��� �� �����

������ m	 ���������
� p ��� 2m ����� *������ �����
����� �� ����� �2��

p2 = 4m2 = 2q2, �����B 2m2 = q2.

.� ������ ���2� q 
��� ������ �� ������ ����� 
�����%��� ��� �� � <�����

������

��� �0������� �2� p � q ��� �%%���� *������ �� ������	 �%%����

������� ���G ��� ������

������� <���
� �0������� �2�
√

2 *���� �� ������

��������� ��� ��B ������ ����	 ��
�� �����
����� ������ ���2� � ������ ������ �� ��� ������� �� ��
��� ���

R� �2� �� ������� �������� ���� ������ ������ ��'����� 
��� �� ���'����


� ������� ��*�� 
�������	 
 ������ ����� �� ������� ������������� �����

������ ����� 
� 8�'��� � � �������� ����'����� �2� �'�� ����� 
����

����� ���������
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a+ bi


��� i A �0����" �

��������� �2� A �� ������ ��������� ���� �2�

i2 = −1, ������ i =
√−1. ?�	�	�@

��� ���B �� ���������� �������������� 
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N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.
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��� �������� ⎧⎨⎩2x+ 3y = 1

−x+ 5y = −2
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� ������ � ���� �� 
� ������

�� ���������@	
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�� � �� 
������	
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�� �<������� ?�	�	�@ ����" ������� ���

��
� ��'������ (
2 3

−1 5

)
·
(
x

y

)
=

(
1

−2

)
,


��� �� �����
� ���%�� A �� ������� 
�� ������� ���� � �� ����� ���%��(
2 3

−1 5

)
A �� ������� <��
���� 
� ��
��� 2×2 
�� ���>������ 
���� ����'����	 !��

��������� ���� ������� ������� �� �������� ������ �� ��������" 
�� �������
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+�� ���������� 
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������� ��� ��
� ��'������

[1, 2] = { x ∈ R | 1 ≤ x ≤ 2 },
[1, 2) = { x ∈ R | 1 ≤ x < 2 },

(1,+∞) = { x ∈ R | 1 < x }.
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{n ∈ N | n 
������ },
������ ��� ��
� ��'������

{n ∈ N | n = 2m+ 1, ��� m ∈ N }.
5�� ����������� �2� ������� ������ A �� ��'������

����������� �	�	�� �����
������ 
�� ������� S � T 	 
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�
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 ������
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� S � T A�

S × T = { (s, t) | s ∈ S, t ∈ T }.
������� �	�	�� 
� ���
���� ���������� �2� �����
������� ����� ������

A R × R = R2� 
���� ����
 ������ �2� A �0������� *������ 
���� ������

(a, b) 
� ������ �����	 ;�
���� ��I ������ �2� A ����������� ��������

<����� ������ �� ���������� ���A (
a

b

)
������ �2� �� �����������	 ���� �� ��B *��� �� ����� 
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�� ������

������ ���G �� ������� ������� �� ������ 
� ������ ������ *����
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����� ���������� ��� ����������� ��
(

a1
a2

)
�
(

b1
b2

)
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�� ������

<�������� 
� ������ ������ ������ �� 
�������(
a1

a2

)
+

(
b1
b2

)
=
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a1 + b1
a2 + b2

)
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=
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'�� ���� ����������	 ��� �������� �������� � ��������� ��%��� �� <�����
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!�I �� '������� �� ��B �����
����� �� ���
���� ���������� 
� R ���

�� ������ �� ������ ����� n 
� ������

R× R× · · · × R︸ ︷︷ ︸
n �������

= Rn

�2� A �� ������� � ��� �������� ���� �� n����� 
� ������ �����	 !��

n = 3� �� ������� R3 �2� A �2������ 	����
 �����	 !�� �'�� n� �� ����"
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 ������ �������� ���� �� ������� N �2� ������� � ���<��

������� ��'������ �����
���� 
� !�����

!�	 )����� �� �������� �� N �2� 
�������� ��� 1	

!�	 !�� �'�� �������� n 
� N ������ �� ����� �������� n′ 
� N �2�


���'���� ���� �� 	����		��
 
� n	

!�	 1 ��� A �� ���������� 
� ������ ����� ������ ��������	

! 	 �� n 	= m ������ n′ 	= m′	

!#	 ��		��
� 
� ��
�������� �� ��� ��������" A ��������� 
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�� ��� ���������� n′� ������ ���� A ��������� 
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� 	� N�� �������� n+

1 = n′� � ��� ��
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������� <����� 
������� �� ����� ��� �'�� ������ 
� ��������	

����������� �	�	�� ������������� 
� 
�������������� 	� N�� �����4

��� n ·1 = n� � ��� ��
����������� n ·m′ = (n ·m)+1 ?�� ����� �������

n · (m + 1) = (n ·m) + 1	 !�� �0������� 
� ��
������� <����� 
�������

�� ��������������� ��� �'�� ������ 
� ��������	

H *����� ��������� �2� ���'��� �� ��������" ��'�����	

��	 ���������� �		�������� 
���� 	�

�� m+(n+k) = (m+

n) + k ��� �'�� m,n, k ∈ N	

��	 ���������� ��

������� 
���� 	�

�� m + n = n + m

��� �'�� m,n ∈ N	

��	 ���������� �		�������� 
���� 
��������������� m·(n·k) =

(m · n) · k ��� �'�� m,n, k ∈ N	

��	 ���������� ��

������� 
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�� m · n = n ·m ���

�'�� m,n ∈ N	
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n · 1 = n ��� �'�� n ∈ N	

%	 ���������� 
�	��������� 
���� 	�

� ��	����� ���� 
�����

����������� n · (m+ k) = (n ·m) + (n · k) ��� �'�� m,n, k ∈
N	
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���� �����	������ ���� 
�� ������� A � B�
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 �����	���
 A × B A �0������� 
���� ������ ��
����� (a, b) :

a ∈ A, b ∈ B	

�� ���� �2� �� ���
���� ���������� R × R ����� �� ��� ��
� ������4

������ '�������������� ���� �� ������ ������� ����� 
�� ����� ���4

������
� ��*����� �� ��
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� ����
�����	 �����'�4

������ Z× Z A �� �������� 
�� ����� ��� ������%� �� ����
����� ������	
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���� ���������� A

������������ �� ��� �����������	 ��

����������� �	�	#� ���������� 
� � ����������� ���� �� �������

E� �� ������������ R ∈ E × E �� 
��� ��� ������
�� �� ����������� ��

���'��� �� ��'����� ��� ��������"�

(i) ��!�		���� (a, a) ∈ R ��� �'�� a ∈ E
(ii) 	�

������� (a, b) ∈ R �� (b, a) ∈ R

(iii) ����	������ �� (a, b) ∈ R � (b, c) ∈ R ������ ���2� (a, c) ∈ R
�� (a, b) ∈ R ��������� a ∼ b	 ��� <����� ��������� �� ��� ��������"

����� �������� 
���������

(i) a ∼ a ∀ a ∈ E
(ii) 	�

������� a ∼ b ⇒ b ∼ a

(iii) ����	������ a ∼ b � b ∼ c ⇒ a ∼ c
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?<����� A ��� 
��������� %�� ����� '����� ���� ��������" ����������M@@

�� �2������ �� ���		� �� ����������� 
� R	 +�� �������� 
� ��� ������ 
�

�<��������� �� �2������ ������	������� 
���� ������	

����������� �	�	&� �"��������� 5�� *������� ?� 
����@ f 
� ��

������� A �
 �� ������� B A �� ������������ 
� A×B ���� �2� ��� ��

����� �� f 
�� ������ ��� �� ������ ����� ��������	


����� 
� �������� (a, b) ∈ f A ��������
��� �������� f = f(a)	 6���4

�� ��������� ������ �0��������������� �%������� �2� �
������� �� *�������

f ��� ��� ����� �2� �
 �'�� ��������� a ∈ A ������� �� ���
�� b ∈ B

?�
 ��� ����� <����� A ���

N� �2� ���� 
��� �2� ��� �� ���� 
�� ������ 
������ ��� �� ������ �����

��������@	 
� <����� ���������������� � ���������
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������ ����� �������� ��'����� ������ �2� ��� �'�� �����%��� �� *�������

2� �� ��I �� ���� ������� ���A �2� �� '����� ��� ��������� ��I 
� ���

����� ������� ����� ���������	
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'�� ������� ��� ��������� 
� �<���������� �2� �2������� �����
������

��� ��
� ��'������ 
�� ������� A � B ���� �<��������� �� ������ ���

*������� 
� A � B %��������� ���A ���� �2� ��� �'�� a ∈ A ������ ��

b ∈ B ?� ��������������� ��� ����@ ���� �2� f(a) = b� � ��� �'�� b ∈ B
������ �� a ∈ A ?�
 ��� ����@ ���� �2� b = f(a)	
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�� *���� �2� ���'��� �� ��������"
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 �	�	$� 
� ������� �2� 2� '�" ���������� ��0���������� ������ 
���0��4

����� 
�� ������ ������� �2� *�� %���� 
�������� �� ������� ��'������

��B ��������� �2� '�� ��%���� ���� �<��������� �
 ������ ���� �������4

����� ������M 
� �E����� �2������� N �0������� 
�'�� ������ � ��� P ��

������������ ������� 
�'�� ������ ����� ������ �� ����� n 
→ 2n A ���

�<��������� *�� N � P	 6����� *���� ������ �� �������� 
���������	
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����������� �	�	�� �#�	��
� ������� 5� ������� �� 
��� ����
 �� ���

A �<��������� �
 ����� ��� ������������ �������	

3�� �����
������ �� ��	�������� 
�� ���������

����������� �	�	�-� 
 ������ �������� ���� �� ������ 
� �<���������


�'�� ������� ����� �������� ���� ��������� 
� �<���������	 10������� 
��

������ �������� �� ��
��� ��� N	 
� ������ �������� n 
��� 
���� ������


� �<��������� 
� �� ������� A �� �2���� �� ����������� 
� A	

6����� 
��������� �2������� ���� ��� �0������� 
�'�� ������� �� ���

�� 
��� ���� ��������� �� ���'��� ������	 )��� 
��� �2� � ������ ��������

������� ������ �����
����� ���� �� ��������" �2� 2���� �� ������ �����

'�� ������� ��� �� ������ ������ 
� ��������� �� ��� ����%%� �����


��� �2� �� 
��� ������ �������� n ��B ������ �����
����� ���� ��

��������" �2� 2���� �� ������ ����� '�� ������� ��� �� ������ ������

n 
� ��������� <����� A ��� �������'��� ����2F ��� ���'��� ���� ��� n *�

��*�������� � n ������	

1� ����������� ��'����� A �� ��'�����	 
� ������ 0 A �� ������ 
�

�<��������� 
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� ���'����� ���� ����� ������ ������ 
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������� �� ���4

�� *�� �� ������ �
 �� ������ 1	 �0A ��� �������� ���������� 
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�������� � ����� �� ������ 
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� ����� �2� �������� �� ��������" ������������
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���� �������� n� m ��������� �� 
���'��'������ n < m �� ������ k ∈ N

���� �2� m = n + k	
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�� N�

��	 �� n < m ������ n + k < m+ k ��� �'�� k ∈ N	

��	 �� n < m ������ n · k < m · k ��� �'�� k ∈ N	
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(i) ��!�		���� (a, a) ∈ R ��� �'�� a ∈ E
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(ii) ����	�

������� �� (a, b) ∈ R � (b, a) ∈ R ������ a = b

(iii) ����	������ �� (a, b) ∈ R � (b, c) ∈ R ������ ���2� (a, c) ∈ R
�� (a, b) ∈ R ��������� a � b	 ��� <����� ��������� �� ��� ��������"

����� �������� 
���������

(i) a � a ∀ a ∈ E
(ii) a � b � b � a ⇒ a = b

(iii) a � b � b � c ⇒ a � c
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������ k1k2 = (m1 − n1)(m2 − n2) = m1m2 + n1n2 − m1n2 − n1m2	
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��	 �� n < m ������ n · k < m · k ��� �'�� k > 0 ∈ Z� m · k < n · k
��� �'�� k < 0 ∈ N� � n · 0 = 0 ��� �'�� n ∈ Z	


� ������������ ��'�� 
���� ��������" �� �2� 0 �
� �� ����	
��� ��

nm = 0 ������ ��� *�� n � m 
��� ������ ����� ����2F ���������� �� ����

���
���� ��<��%%� � ������������ �������� � ������������ ��'�����	


������� A *����� ��
��� �2� ���'��� ����� 
�� ��������" 
���� ������

�		 ��	�	����� 
�������
���� ������ ��� �� 	�

��� )�����
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���� � −k A (m,n)�


�� ������� �2� (n,m) + (m,n) = (n + m,n + m) � �0������ ������

���������� ���� ��������� ��������� � 0	
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!��*������ ��*�������� <����� ��������� ��� ��'����� ��
� �<����������

(n1, m1) ≈ (n2, m2) �� n1m2 = m1n2	 H *����� ��������� �2� �� ������


� ��� ��������� 
� �<���������	 1� ������ 
� �<��������� ���� � ���4

�� 
�� �������� Z × Z ��������� ��
�������� �������� ���0���'���� �� �����

������� ��� ������ 
� �<��������� ���������
� �� ����� 
�� �������� ���4

�� ������ ����� �������� ��� �0���'���	 3��������� �2� �� �'�� ������ 
�

�<��������� ������ ��� ������ (n,m) 
� 
������� ������ 
���0���'���

?<����� ������ A ����� �� �� ���'��� �� ��� �����
� �������� m > 0@�

���� A �������������� 
���� ��������" �2� n � m ���� ������������� ���4

��� ���A ����� *������ ������	 6���
�� <���
� �� �������� � ���������

���� *�������� <����� ���������������� ����� *������ ����� A ����� ?��4

�����
� �� 
����������� ��������@L ���� �� �2���� ������	������
��

���
���	

��������� �	�	�&� ��%%��� '�� ������ �� �����'��� ��� ��������� ����

������������� ���
����� '�� ������ �
 � ��������� ���� �<���������� �����

������ *�� <����� 
�� ������� ��� ���������
���� %��������	 /�������

���	 ��

1� ���������� 
� ����� � 
� ��������������� ���'��� 
������� ����

������� ��� �������������� 
���� ������ 
� �<���������	 �������� <�����

���������� �� ��
� �2� ������2��� �� ��������" �������� �2� ��'�����

����� ����� *��������

• '�

� �� Q ≡ N×N\{0}� (n1, m1)±(n2, m2) ≈ (n1m2±
m1n2, n1m2)

• (�������������� �� Q� (n1, m1) · (n2, m2) ≈ (n1n2, m1m2)

H ���������� ��������� �2� � �������������� 
�� ������ 1 ���� ��

������ (n, n) ��� n 	= 0 ?���A �� %���������@� � <����� 
�� ������ 0 ���� ��

������ 0, n) ��� n 	= 0 ?���A �0���� �����������@	H ����������� ����
����

��������� �2� ����� �� ��������" ���������2� 
� Z �� �����
��� � Q	


������� �'�� ��������� ��� ����� 2� �� ����������




��� ���������� ����
� ����
���� ����
�� 
�������� � 
���� 
�

. 	 �	�	����� 
�� ��������� �� Q� !�� �'�� n� m ∈ Q ��� m 	= 0

������ ��� �
 �� ���� k ∈ Q ���� �2� n = mk	

!�� 
��������� . %���� ��������� �2�� �� n A ������������� 
�

(j1, l1) � m 
� (j2, l2)� ������ �� ��������� k ������������� 
� (j1l2, j2l1)

������� n = mk	 10������" A ������ �� mk1 = n = mk2 ������ m · (k1 −
k2) = 0� �� �0����� 
������� 
� 0 %A 0 � <���
� k1 − k2 = 0	

5� ������� 
����� 
���� ���������� 
� ����� � ��������������� ���

�� ��������" �������� ��I ����� � ���� �2� �'�� �������� ��� ����� 2�

�� ��������� �� �2���� �� ��
�
	

#

��	���� �	�
��)� 
�%�� ������ ��� ���������� +�� ������

���� ����� ��������� � ������� 
�� �������� N×N 
�� �������� ���� ������


� �<�������� 
���� ��������� 
� �<��������� 
���� ����� � ���
���� 1�

������ � ��������� ���� ����� ��������� � ������� 
�� �������� Z×Z 
�'��

������ ?�2� �����
� �� �����
����@ ���� ������ 
� �<�������� 
���� ��4

������� 
� �<��������� 
���� 
����������	 1� 
�� ��������� ���� 
������� �

<���
� ��� A ����� �2� Z �� �����'� �� Q ���������
� �� ���������� ��4

�������2�� �� <����� �������� �0���������� φ �� �2���� �� �	


��	




� Z �� φ(Z)	

)����� ��� �������� ���������� ������*�	 6����� ���������� A 
�4

�� 
� φ(n) = (n, 1)� n ∈ Z	 H �2���� �2� φ A ���������� � �� �������

����
��������� �2� φ(n1 ± n2) = φ(n1)± φ(n2)	

���

��	���� ���	���� ����
���
����� 1� ��������� 
0��
���


� Z �� �����
� � Q	 10��
�������� �� Q �� 
������� ���G� �� r ∈ Q A

������������� 
���� ������ (n,m) ?m 	= 0@� ������ �� 
��� �2� r > 0 ��

n � m ���� ������%� �������� � ������%� ��'������ � ������ r < 0 �� �

��'�� 
� n � m ���� ������� ?���������� �0A ���� �� ���� ����
��� <�����

�� ��� n = 0� ��� <��� ���� �� 2� r = 0@	 H *����� ��
��� �2� 
�� ������

������ ��������� �� ��������� 
0��
��� n < m �������� ���0��
��������


� Z �� � ���� �� �� ���� ����'��� �� Q ��������� �� ������ ���������

�������� ���0��
�������� 
� Q� φ(n) < φ(m)	 6���
� �0���������� 
� Z

�� Q �������� �0��
��������	

��	�������� 
� � �������  ��
�����*� � 	������ 
� ��
�+��


�� Q� �%%���� 
��������� ����� !����������� �	�	� �2� �0�<�������

x2 = 2 ��� ������� ��������� �� Q	 !�� ���������� 
�%%���� �����
���

�� ����� Q 
�� ��������� �
 �� ����� ��I '���
�� <����� 
�� ������



�� 
� ���
��������

������ �2� �� 
����� ��� R	 ;�
���� ����	 !���2F �� *������� x2 A �����4

������� ��������� ��� x � 0� � 12 = 1 < 2 < 22 = 4� �� <��������

���������� 
� Q �2� �������� �0��
�������� 
��� ������ 1 <
√

2 < 2	

3�� �����
������ �� *������� 11
10
, 12

10
, . . . , 19

10
	 !���2F 112 < 122 < 132 <

142 = 196 < 200 < 152 = 225� 
��� ������ 1.4 = 14
10
< 2 < 15

10
= 1.5	

���������
� ���G �%%���� 1.41 < 2 < 1.42� 1.414 < 2 < 1.415� � ���G

���	 
� <����� ��
�� �� �'�� ����� �2� �����
� Q ���������
��� �0��4


�������� � ��� <���� ������ �� ��
��� <��
���� 
� 2� ���������� ���

����������� ��������� 
� ��������� ������ 
�
√

2 �
 ��� 
���������� 
�

��������� ��''���� 
�
√

2 �� ��� �� 
�E������ *�� �� ��''������� �
 �� ��4

������� 
� ��
��� n A ��*������ � 10−n	 3�� 
�%%���� *��� ��� ���������

�������� �2� � <����� ����� A �2��������� �<��������� ���� ������%����"


���0�<������� x2 = 2� ��������� ���*�
�
��� ����0���������� 
� Q

��� ������ ����� ������ �������� ������ 
� 10−n ��������������� ���

����� '�� n	 3������ �<��������������� ��*��������� �0������� ��� ��
�

��'������

�		��
� 
���� 	������ 
� ��
�+��
� �2������� ���		� 
����
�

����� �� Q �� ������������ ������� J+ 
� Q ���� �2�� ��� �'�� r ∈ J+�

����� � q ∈ Q ��� q > r ��������'��� � J+	 
� ������� ����������

�� 
��������� �� ������ ���������	 
� ������������� 
� J+ A ��� ������

��������� �2� ��
��2���� ��� J−	 �� ������� �2� �%%���� ������ �����

�2�� �� J+ = {r ∈ Q : r2 > 2� ������ J+ ��� 2� ������ �� Q � J− ���

2� �������� �� ������������ �'�� �������� 
� J− A ������ 
� �����

'�� �������� 
� J+ �
 �'�� �������� 
� J+ ��''���� ����� '�� ��������


� J−	 5�� ������ 
� ������� J+� J− �� ��� ������� �������� 
�� �����

������� ��''���� �'�� �������� 
�� �����
� � ��������� �� �2���� ���

	���
�� �� "���#���	 �2������� ��	��
� R ��� ��
��� ����� �0�������


���� ������� 
� ��
�Q��
 
�� ������ ���������	 )����
���� � R �0��
���4

����� 
� Q ��� ��
� ��'������ �� ������ ����� ���������
���� �
 ���

������� 
� ��
�Q��
 J+� J− A ������ � �'���� 
� �'�� ��������� �� J−+

� ��''���� � �'���� 
� �'�� ��������� �� J− ?���� �� �2���� �����
���


	������
�� 
���� �������@	 H �2���� �2� �0���������� 
� Q �� R ��������

�0��
��������	 ���� ��� ������� 
� ��
�Q��
 J+� J−� �� ������ �����

������ � �'���� 
� �'�� r ∈ $J+ � ��''���� � �'���� 
� �'�� s ∈ J−
�� �2���� �� �������� ���������� 
���� �������	 10������� 
� ��
�Q��





��� ���������� ����
� ����
���� ����
�� 
�������� � 
���� �



��� �2� ��� �'�� ������� ������ �� ����� �������� ���������� �� R	 ?!��

��������� �� 
������� �2�� �� ������������ J+ 2� ������ �� R ������ J−
2� �������@	 6���
� � ������ ����� ���� '�� �������� ���������� 
����

������� 
�� ���������	

,���� ���� 
� �����
��� � R �� ���������� 
� ����� � 
� ��������4

�������	 1� ����� 
� 
�� ����� x1 ?��������� ���� ������� J+� J−@ �

x2 ?��������� ���� ������� I+� I−@ A �0�������� ���������� 
���� �������

J+ + I+� J− + I− ?<�� �0������� ����� J+ + I+ A 
������ ���� {x+y :

x ∈ J+, y ∈ I+@	 �%%���� ������ 
���0������� 
�
√

2� �2� ��� �������


� ��
�Q��
 ?���A �� ������ �����@ ���������
� � 
�� ����������� 
�

������������� ���������� �� ��� ����� � ������ 
���� ����� ���� ��4

������� 
� ����� <����� 
���� �����
� � ����� <����� 
���� �����
� ����

��''������� 
� ����� <����� 
���� ������ � ��� �0��������� ��������" �2�

� ������ ��������� �� ���������� � <����� ��''������� � ���� 
� ���

���������� ��%������������ �������	 ������ A �������� 
������ �� ���4

�� ����������
��� 
� <����� ������������� ���������� � <����� ����
�

�� ������ ����� 
� ��*�� 
������� ������ ��� �������� �����
���� ��

���������� 
� ��������� �� ����� ������� ��� ������� ?��� ���������

�������@	 6���
� �� ����� 
� 
�� ������ ����� �� ���������� ������4

������� �������
� � 
�� ����� �
 ������������� ��������� ��� �� ������

������ 
� ��*�� 
�������� ������
� ���� ��������� � ��� *����
� ��'���4

���� �0��������������� ��� �������� �� ������� ��� ��� ��� ��I ��*�� 
��4

�����	 H *����� ��������� �2� �� ����� ���G 
������ �� R 2� ����� ��

��������" �����
��������� 
��������� �� Q	

1� ��������������� �� �����
� �� ��
� �����'�� ����
��
� �� �������

���
���� J+ ·I+�J− ·I−	 6�� ���B �0N� ��� 
�>����" ������� �2� �� �����4

�����	 �� 
�� ������ ����� r1 � r2 ���� ������%� ��� ��'������ ������ ��

���
���� J+ ·I+ 
���� ���� ������ ��''������� A �� ������ ��''������� 
��

���
����� � ����� �����
� ���� ��� ���� 
���� �����	 .� �� r1 < 0 < r2

������ �� ������ ��''������� A J+ · I−� � �� ����� r1� r2 < 0 ������ ��

������ ��''������� A J− · I−	 ��� ���� ���� �� ��������������� �� ���'��

��'�� ������������� ��������� � ��� �� ��������� ��� ��������������� ���4

�������� �� <���� ����� '�� ������������� 
�� 
� ����� � <���� <����� 
��


� ����� 
����
� 
���� ��������� �2� �%%���� ��������	
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�
 �'�� ����� P = (x, y) 
�� ����� ����� R2 �������� ��������� ��

����
��� ���A �� ��'����� ��������� �2� ����� 
���0���'��� O = (0, 0) 
��

����� � ������ �� ����� ������ P � ���� �� 8�'��� �	 ��������� <�����

������� ��� �OP 	

�
�

�
�

�
�

�

�

�

O = (0, 0)

P = (x, y)
�

	�
��
 �� ������� ��� ����� 
�
	
��� O � ����� 
���� P �

,����
���� �2� �� ������� A 
���������� 
���� ��� ��������� ?�



���
@� 
���� ��� ������
�� � 
�� ��� ���	
	 ���� A %�� ����� ��

������� ������� 
�� ������� ��� �� ����

���� ���
�� ��� ��������
�

���

�� ��*���� �� ������� ������� � 
�� ������� v, w ���� ���� 
� ��

���������'����� � �� ���� ����� v + w ���������
� ���� 
��'����� 
��

���������'������ ���� �������� �� 8�'��� $	

���� �� �������� �� ��B �����
����� �� ��� 
��
	�
� �2� A �� �������

�2� 2� �� ������ ��
���� �� ������ 
�������� 
� <����� 
���� �� �����

�������	 
������ �� ��B ������������ �� ������� ��� �� ������ �����

k > 0� �2� A �� ������� ��� �� ������ 
�������� � �� ������ ����� 
��

������� 
���� �� ��� �� ���'2���� ������������ ��� k	

H ����������� �
��������� �� ������� �OP ��� �� ����� 
�� ����� P �

���A ��� �� ������ 
� ������ ����� (x, y) �2� ���� �� ����
����� 
� P

��� �����L <���
� �����
������ �� ��������" 
�� ������� �� %��� ���� ����

��



�	 �� ����� �����
����

������������

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

�

�

v

w
v + w

�

��

	�
��
 �� ����� �
 ��� ������
 ��� �� ������ ��� ����������������

�

�������� � ��� 
����������� �� %��� ���� ���'2����� 
�������� � �����


�� �������	

���� %�&��$���� �� ��
$�� �������
��

����������� �	�	�� 5�� 	����� ���������� A �� ������� X ���������


� 
�� �����������

• �� 	�

� � �2� ������� �
 �'�� ������ 
� �������� 
� X ��

����� �������� 
� X

x, y ∈ X 
→ x+ y ∈ X,
�2������ 	


� 
� x � yL

• �� 
�������������� ��� 	������ � �2� �
 �'�� �������� 
� X

� �
 �'�� ������ ����� ������� �� ����� �������� 
� X

x ∈ X, λ ∈ R 
→ λ · x ∈ X,

���� 

����������
�� �� x ��� �
 	������ λL

�2� 
����� ��

��*��� ������ ��������" �2� ��
���� �� 
����'��� *��

����	 /������� �� 
��� ������ �������� �� ����� 
� ������ ����
�����	

������� �	�	�� ��� ���
���� ���������� R × R = R2� 
���� ����


������ *������ 
���� ������ (a, b) 
� ������ ������ �������� 
������ ��


�� ���������� 
� ����� � ��������������� ��� ��� ������� λ ∈ R ���



���� �
��
��� ����� ����� ��

��'����� ��
�� (
a1

a2

)
+

(
b1

b2

)
:=

(
a1 + b1

a2 + b2

)
, ?�	�	�@

λ ·
(
a1

a2

)
:=

(
λa1

λa2

)
, ?�	�	�@

���A ���������� ��� ����������	

��������� �
 �'�� �������� P = (a, b) 
� R2 �� ������� ��������

�OP � ���A �� ������� ��� ����� �������� �0���'��� O 
�� ����� � ��� �����

����� P � ���� ������ ����� � ��'	 ��	 �� ������� ��%��� �2� �� �����


������ 
���� *������ ?�	�	�@ ���������
� ������� ���� ����� 
� 
��

������� ��� �� ��'��� 
�� ���������'����� � �2� �� ��������������� ���

�� ������� λ ∈ R 
������ 
���� *������ ?�	�	�@ ���������
� ���� �����4

���������� 
���� ���'2���� 
�� ������� ��� λ� �� λ A ��������� ������

���� ��������������� 
���� ���'2���� 
�� ������� ������� ��� −λ� �� λ A

��'�����	 ��

6����� ���������
���� '�������� �� ������� 
� 	����
 ����
����� ���

X � �� ��'������

����������� �	�	�� +�� �������� 
� ��� ������ ���������� X ���� 
����

������� 	

���� ��������' ����
 ����


����������� �	�	�� 1� ����� 
� 
�� �������� 
� ��� ������ ����������

X 
��� ��������� �� ��'����� <������ ��������"�

?�@ �� ��

��������� � ���A ��� �'�� x, y ∈ X 
��� ������

x+ y = y + x;

?�@ �0�		���������� � ���A ��� �'�� x, y, z ∈ X 
��� ������

(x+ y) + z = x+ (y + z);

?�@ ��������� 
���0�������� ������L

? @ ��������� 
���0����	��	



�� �� ����� �����
����

6����� ��������" ���� ����� �������� ����2F ���� ����
� ��� ����� '��

������� 
� ������ �2� '�" ���������� ������� ��������� � �����	 ;�
���� ��

*������ ���B� ������ 
� ���������� �� ������� �2� ��� ���� ������������

���� ��� ������� �� ��������������� 
� 
�� �������	

1� ��������" ����������� �� 
��� ������������� �2� ���%���
�

�0��
��� 
�'�� �

��
�� �� ����� ��� ���%��	

1� ��������" ����������� ������ �� 
��� �2� �������� �������� ��

����� 
� ��� ������� ����� ���������� ���A �������� ���������

x+ y + z

����� ������ ��%�'���"� ������ 
� �������� (x+y)+z� ������ x+(y+z)	

5���
� �� ��������" ����������� �� ��B 
��������� �2� �������� ��������

���2� �� ����� 
� n ������� ����� ��
����� ������ ����������

x1 + x2 + x3 + · · ·+ xn.

!�� �������� �� ����� 
� n = 4 ������� ��B ������ *���� �� ����� ��
��

x1 + x2 + x3 + x4 = (x1 + x2) + (x3 + x4) = ((x1 + x2) + x3) + x4 =

= (x1 + (x2 + x3)) + x4 = x1 + ((x2 + x3) + x4) =

= x1 + (x2 + (x3 + x4)),

�� �� ��������� A ������ �� ������� <���
� A ������� 
�����'���� ��� ��

��������� �� <���� ��
��� ���'���� �0�

������	 ,����
���� �2� ��� ��

��������" ����������� �������� ���2� ����%���� 
� ����� � �������	

6���
� �� �����
����� �� ����� ������ 
� ������� <��������� 
������

���<�� �������� �� A ������ ���������

x1 x2 x3 x4 x5


��� �� ������� x ��
��� �2� � ������� ���� ��
���������� � � ������ ��

�� ��  � # ���� 
���� ������	 !�� �������  A �0��
��� 
���0�������� x4	

!�� ��
����� �� ����� 
�� ���<�� ������� �� ��B ��������

x1 + x2 + x3 + x4 + x5

������� �� ������� ��I ��������� �� ��B ��������
5∑

i=1

xi,



���� �
��
��� ����� ����� ��


��� �� ������� '����
∑

?��'�� ���������@ ��
��� ������� �� �����

?������ ����� 
���� ���2� 	


��
���@ � i ����� 
���� ������ 
����

����������	 5� ����� ��
� ��� ��
����� �� ��
����� ����� A�∑
1≤j≤5

xj .

�� ���� �2� ��� 2� ���������� <���� ������� ����� ����� ��� 
�������

�0��
��� 
���� ����������� ���2� �� ������ ����� ����� �� ������� i	

�� ������ ��������� ��
������ *�� 
�
��� ������� x1, . . . , x12 
���� �0�
4


������ 
�� ������� ��� ��
��� ����� �������� �������� ���G�∑
1≤i≤12

i ����

xi.

/������� ���� ��������" 
���� ����� �� ��� ������ ���������� � ��4


���� ���� ��'����� 
��� �� ����� � �� <����� ��������" 
���� 
���������

�	�	�	

10��������� 
���0�������� ������ ��'����� �2� ������ �� ���������

�2� ��
��2����� ��� 0X � ���� �2��

0X + x = x, ��� �'�� x ∈ X. ?�	�	�@

�� 
��� ������ �2� 0X A �0�������� ������ 
� X	 10��������� 
���0�������

��'����� �2� ��� �'�� �������� x �� X ������ �� �������� y 
� X ����

�2�

x+ y = 0X . ?�	�	�@

�� 
��� �2� y A �0����	�� 
� x � �� 
����� 
� ������ ��� −x	
������������� �� �����
������ �0������� 
�� ������� ��� ������ �0���4

����� ������ A �� ������� 
� ���'2���� ������ ������ �0������� 
� ��

������� 
���� ���� �%%���� '�" ��������� ���0������ 
�� ��������� A �� ���4

���� ��� ������ ���'2����� ������ 
�������� � ����� ������� 
�� �������

������	

������� �	�	�� ��� ����� ����� R2� �����
����� ��� �� ���������� 
�*4

����� ��� �� *������ ?�	�	�@ � ?�	�	�@� �0�������� ������ A (0, 0) ∈ R2�

������ �0������� 
� (a1, a2) A

(−a1,−a2),



�� �� ����� �����
����

����2F (a1 + a2) + (−a1,−a2) = (a1− a1, a2− a2) = (0, 0) = 0X 	

��

��������� �	�	�� ���������� �2� �0�������� ������ ��� �� ����� ��

��� ������ ���������� A ����
	

����
������� ���������� �2� y � z ����� 
�� �������� 
���� ������

���������� X �2� ��

����� �� 
��������� 
� �������� ������ ?�	�	�@	

������ �� 2� �2� y = y + z� �����
����
� y ���� �������� ������� �

�2� z = z + y� �����
����
� ������ z ���� �������� ������	 �� ��'��

������ �2�

y = y + z = z + y = z

���� �������� 
���������	 ��

��������� �	�	 � ��� x �� �������� <�������� 
� ��� ������ ����������

X	 ���������� �2� �0������� 
� x A ����
	 ��

���������� ���������� �2� y � z ����� 
�� ������� 
� x	 !��


��������� 
� 0X �� 2� �2� y = y + 0X 	 !�� ������� z A ������� 
� x�

<���
� �������� �������� 0X = x+ z	 ������ �� 2� �2��

y = y + 0X = y + (x+ z) = (y + x) + z = 0X + z = z


��� �� ����� �'��'������ ?
� ��������@ ��'�� 
���� ��������" ������������

�� <����� �'��'������ 
���0������� �2� y A ������� 
� x � ����� �� <�����

� ������ ��'�� 
���� 
��������� 
� 0X 	 ��

������
����� �	�	#� �� ���� �2� ���� 0X + 0X = 0X � ��� 
���������


���0�������� ������ 0X ��������� �
 0X ������� <���
�

−0X = 0X ,

��� 
��������� 
� ������� ?�	�	�@	

��	� ����� ��������' ����� ����
$���� �#� �������

����������� �	�	�� 1� ��������������� 
� �� ������� ��� ��� �������

�� ��� ������ ���������� X 
��� ��������� �� ��'����� 
�� ��������"�



���� ���
� �
��
��� ����� ���
������ ��� �����
� ��

?�@ �0�		
���������� ���A�

β · (α · x) = (β · α) · x, ��� �'�� α, β ∈ R, x ∈ X;

?�@ ��������� 
���0�������� ������� �2� 
�������� ��� 1�

1 · x = x, ��� �'�� x ∈ X.

������ 
����� ������ ��������� ����� 
�� ��������" 
���� ���������������

��� ������� �������� ���� ������ �� <���� ���� 
���� ��
������ ��	������

�����

• α · (x+ y) = α · x+ α · y� ��� �'�� α ∈ R � x, y ∈ XL

• (α + β) · x = α · x+ β · x� ��� �'�� α, β ∈ R � x ∈ X	

1� ����� A 
���� ��������" 
�����%����� 
���� ��������������� ��� �������

�������� ���� ������ ������ �� �����
� A �� ��������" 
�����%����� 
����

����� �������� ���� ��������������� ��� �������	

���2� �� �� *����������� 
���� ��������" ��B �������� ��� ����4


��������� �2����� �� �����" ���
��� �� *������ ��������" �2� ����4

���������� ���� ���
����	 !�� �������� �� α = 2� �� ��������" 
��4

���%����� 
���� ��������������� ��� ������� �������� ���� ����� �� 
���

������������� �2� 2(x+y) = 2x+2y� ���� A ��'�������� ����'�����	

������� �	�	�� �����
������ �� ����� ����� R2 ���� ��'�� ������ �	�	�

� �	�	�	 ������ A *����� ��������� �2� �� ���������� ����� � ��������4

������� ��� ������� 
������ 
���� *������ ?�	�	�@ � ?�	�	�@ ��

��*���

����� �� ��������" �2� �%%���� �������� ��� '�� ����� ����������	 �� ��B

�E������ <���
� �2� R2 A ��� ������ ���������� ��� ���� ����������	

��

��� �������� ��� �������� ��������� ������ ��������" ��'���
����

�� ���������� 
� ����� � ���
���� ��� ������� �2� ��'���� *���������


���� 
��������� � 
���� ����� ��������" '�" ������ ���� ���" �2���� 
����


������������	

��������� �	�	�� ���������� �2�� ��� �'�� x, y, z �������� 
� ��� ������

���������� X� ��

x+ y = x+ z ?�	�	�@

������ y = z	 ��



�� �� ����� �����
����

���������� ,����
���� �2� ��� �'�� x ∈ X ������ �0������� 
� x�

�2� ��
��2���� ��� −x	 ������
� ���%�� � ���%�� −x� �� *������

?�	�	�@ A �<��������� ���� ��'������

− x+ x+ y = −x+ x+ z. ?�	�	�@


� ����� ���%�� 
�������

−x+ (x+ y) = (−x+ x) + y = 0X + y = y,

����2F �� ����� �'��'������ ��'�� 
���� ��������" ����������� 
���0�
4


������� �� �����
� �'��'������ ��'�� 
���� 
��������� 
� �������� ���4

��� �0������ �'��'������ ��'�� 
���� 
��������� 
� �������� ������

0X 	

���������� �� �����
� ���%�� 
� ?�	�	�@ 
�������

−x+ (x+ z) = (−x+ x) + z = 0X + z = z.

������
���� <���
� �2� y = z� ���� ���2�����	 ��

��������� �	�	 � ���������� �2� 0 · x = 0X � ��� �'�� x ∈ X	 ��

���������� ,����
���� �2� �������� �������� �� ������ ����� 0

���� 0 = 0 + 0� <���
�

0 · x = (0 + 0) · x = 0 · x+ 0 · x ?�	�	�@


��� �� �����
� �'��'������ ��'�� 
���� ��������" 
�����%����� 
���0�
4


������ �������� ���� ��������������� ��� �������	 !������� ���������� ��

����� ���%�� ���G�

0 · x = 0X + 0 · x,
��� 
��������� 
� �������� ������� ���G �� *������ ?�	�	�@ 
�������

0X + 0 · x = 0 · x+ 0 · x
� �� ������
� ��������
� �0��������� �	�	�	 ��

��������� �	�	#� ���������� �2� (−1)·x = −x� ��� �'�� x ∈ X	

��



��	� ���!�������� �����
� �� �����
� �


���������� ,����
��
� �2� x = 1 · x � �� ��������" 
�����%������

�� 2� �2��

x+ (−1) · x = 1 · x+ (−1) · x = (1− 1) · x = 0 · x = 0X


��� �0������ �'��'������ ��'�� 
���0��������� �	�	 	 �� ������
� ������

��� �0������" 
���0������� 
� x	 ��

���� (�����
$���� ����
�� �� �������

����������� �	 	�� ����� ������ ����������X �����
������ 
�� �������

x1 � x2	 ���� 
�� ������� α1, α2 ∈ R� �� 
��� �2��

α1x1 + α2x2,

�2� �� ��B �������� ���2� ���G�
2∑

n=1

αixi,

A ��
��������� ������� 
�� 
�� ������� 
���	 +�� ������� α1 � α2 ����


���� ���,������ 
� x1 � x2� ���������������	

!�� ������� �� α1 = 2 � α2 = 3� ������

2x1 + 3x2

A ��� ���%�������� ������� 
� x1 � x2	

������� �	 	�� �����
(

2−1

)
�
(

0
1

)
�������� 
�� ����� ����� R2	 ���4

������� �� ���%�������� ������� 
� <����� 
�� ������� ��� ���>������

��������������� −1 � −2�

−1

(
2

−1

)
− 2

(
0

1

)
=

(
−1 · 2− 2 · 0
−1 · (−1)− 2 · 1

)
=

(
−2

−1

)
.

��

1� ���%�������� ������� �� ������� *��� ���2� ��� ��� � ��I ��������

����������� �	 	�� �� x1, . . . , xn ���� n ������� 
��� � α1, . . . , αn ����

n ������� ?����� <����� � �������@� ������

α1x1 + α2x2 + . . .+ αnxn



�� �� ����� �����
����

A �� ��
��������� ������� 
� x1, . . . , xn ��� ���>������ α1, . . . , αn�

���������������� �2� �������� �������� ���2��
n∑

i=1

αixi.

�� �����
������ �� ���� ������� x � �� <�������� ������� α� ������ ��


������
 αx 
� x A ���20���� 
���� ���%�������� ������� 
� x	

������� �	 	 � �����
������ �� �������

(
1

−1

)
	

α

(
1

−1

)
=

(
α

−α

)

A �� �������� 
�

(
1

−1

)
��� �'�� α ∈ R	 ��

������� �	 	#� �����
������ � ��'����� ��� �������� 
� R2�(
−3

0

)
,

(
−2

1

)
,

(
1

1

)
.

1� ���%�������� ������� 
� <����� ��� �������� ��� ���>������ ��������4

������� 0� 1 � −1 A

0

(
−3

0

)
+

(
−2

1

)
−
(

1

1

)
=

(
−3

0

)
.

��

��)� *������ �� ������� ����
������ ���������� � ������������

�����
������ �� ������� ��� ����� x ∈ X	 ����� 
��������� �	 	�

�%%���� ����� �2� � �������� αx 
� x ���� ���%�������� ������� 
� x	

����������� �	#	�� 8������ �� ������� ��� ����� x ∈ X� �� �������

y ∈ X �2� ��� �� ��B �������� ����� *���� y = αx� ��� ������ α ∈ R�

A 
���� ������
���� ��
����
���� 
� x	



���� ������� �� �����
� �����
����� ���������� � ��������������

!�� ������� �� ������� y =

(
−3

3

)
∈ R2 ��� A ����������� ��4


����
���� 
�� ������� x =

(
1

−1

)
� ����2F y = −3x ?�� ��
� �0)���4

��� �	 	 @	


� ������� z =

(
2

0

)
� ������� A ����������� ��
����
���� 
� x ���4

�2F ��� ���� �0�'��'������ z = αx ��� ������ α ∈ R	 
�*����� �������4

��� ��� �����
� �2� ������ α ∈ R ���� �2� z = αx� ������ 
����%%�

������ (
2

0

)
=

(
α

−α

)
,

���A α = 2 ��� ����� �0�'��'������ 
���� ����� ����
����� �� −α = 0

��� �0�'��'������ 
���� �����
�	 /������� ���G ��� ������

������ ?��

��
� 
� ����� �0)������ �	 	 @	

������
����� �	#	�� �� �������������� � ������� ��� ����� ����� ����

������� � �������� 
� �� ������� 
��� x ������ ����� ����� ��� �� ������


�������� 
�� ������� x	 6���
� �� ������� y ����������� ��
����
����


� x A �� ������� �2� ��� ��� �� ���� �����	

����������� �	#	�� ����� x � y 
�� ������� 
� ��� ������ ���������� X	

�� 
��� �2� x � y ���� ������
���� 
����
���� �� ��� ���� ������4

����� ��
����
����� ���A �� x A �� �������� 
� y� � �<��������������

�� y A �������� 
� x	

�� y A �� ������� ����� 0X � ������ ��� �'�� x ∈ X � 
�� ������� x � y

���� ����������� 
����
����� ����2F �������� �������� y = 0X = 0x	


� ����� �������� �� ������� ����� A �������� 
� <�������� ����� �������	

������
����� �	#	 � �� x � y ���� ������� ��� ������ ������ x A ��������


� y �� � ���� �� y A �������� 
� x	 
�*����� �� x A �������� 
� y� ������

������ α ∈ R ���� �2� x = αy� ��� α 	= 0� ����2F x 	= 0	 ������ ���2� y

A �������� 
� x� ����2F 
���
��
� ��� α �������� �2� y = 1
α
x	

����������� �	#	#� ����� x � y 
�� ������� 
���� ������ ���������� X	

�� 
��� �2� �� ������� z A ������
���� ������������ 
� x � y �� ���



�	 �� ����� �����
����

�������� α, β ∈ R ���� �2�

z = αx+ βy. ?�	#	�@


� ���� ���������� ���A �� �������� ��E���� α � β� �� 
��� �2� z A �������


���� ���������� 
� x � y	

3��������� �2� �0�<������� ?�	#	�@ �� ��B ���������� ��� ��
� ��'������

αx+ βy − z = 0X ,

���A �%%���� ������� ��� ���%�������� ������� 
� x� y � z� ��� ���>��4

���� ��� ����� ������ �� ��� ����� A �� ������� �����	 ;��������� �� ������

��� ���%�������� ������� 
� x� y � z

δx+ ξy + γz = 0, ���� �2� γ 	= 1

������� 
���
��
� ��� γ� �� ����� �2�

δ

γ
x+

ξ

γ
y + z = 0

�2� �������� ���������� �����

z = αx+ βy, 
��� α = − δ
γ
, β = − ξ

γ

���A z A ���%�������� ������� 
� x � y � <���
� A ����������� 
����
����


� ����	

������� �	#	&� ����� x =
(

2−1

)
� y =

( −1
1

)

�� �������� 
� R2	 
�

������� z =
(

1
0

)
A ����������� 
����
���� 
� x � y ����2F z = x+ y	

��

!�I �� '�������� �� ������� 
� 
����
���� ������� �� ��B 
��� ���2�

��� ��I 
� 
�� ��������

����������� �	#	�� �����
������ n ������� x1, . . . , xn 
� ��� ������

���������� X	 �� 
��� �2� x1, . . . , xn ���� ������
���� ��
����
����

�� ��� ������ ��� ���%�������� ������� 
� x1, . . . , xn� � ���>������ ���

����� ������ ���� �2� �� ���� ����� ��� �� ������� ����� 0X 	 
� ����� ��������

x1, . . . , xn ���� ����������� ��
����
���� ��

λ1x1 + · · ·+ λnxn = 0X =⇒ λ1 = · · · = λn = 0.



���� ������� �� �����
� �����
����� ���������� � ��������������

��� �� �������� ������������ ������2���� �2� �� 
��������� �	#	� A

������
� ��� �� �����
���� 
��������� �	#	� � �	#	#	

������������ �	#	$� $���
 x1, . . . , xn ����
�� �� ��
 	����
 ����
���

��� X� %��
�� x1, . . . , xn 	
�
 ������
���� ������������ 	� � 	
�
 	�

�
� �	�	�� ����� xk� �
� 1 ≤ k ≤ n� ��� 	�� �

������
�� ������� ���

��
�������

�������
������ ���������� �2� ������ xk �2� ��� ���%��������

������� 
�� ���������	 !�� ���������"� ������� �2� ��� k = n	 ������

�������� α1, . . . , αn−1 ∈ R ���� �2�

xn = α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn−1xn−1.

,��������
� �� *������ �����
���� ��� ��
� ��'������

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn−1xn−1 − xn = 0,

���A �%%���� ������� ��� ���%�������� ������� ��� ���>������ ��� �����

����� �2� 
" 0X � <���
� x1, . . . , xn ���� ����������� 
����
���� �����
�

�� 
��������� ?�	#	�@	

;��������� �� x1, . . . , xn ���� ����������� 
����
����� ������ ������

��� ���%�������� �������

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αn−1xn−1 + αnxn = 0,

��� ������ �� ���>������ ��� ������ �2� ���������� ��� ���������"

������ αn	 ������ �������� 
���
��� ����� ��� αn � ������� xn 
���0�����

���%���

xn = −α1

αn
x1 − α2

αn
x2 + · · · − αn−1

αn
xn−1,

���A �%%���� ������� xn ���� ���%�������� ������� 
�� ���������	

��
,���
����
� � ������� �� ���������� �������� ���������� �0���������

�����
���� �� <����� ��
��

������
��� �	#	�� $���
 x1, . . . , xn ����
�� �� ��
 	����
 ����
�����

X� %��
�� x1, . . . , xn 	
�
 ������
���� ������������ 	� � 	
�
 	� �
�

�	�	�� ����� xk� �
� 1 ≤ k ≤ n� ��� 	�� �

������
�� ������� ��� ����
��

���������� x1, . . . , xk−1�



�� �� ����� �����
����

��������� �	#	�-� ���������� �2� � �������
(

1−1

)
�
(

0
1

)

� R2 ����

����������� ��
����
���� ����
� �� 
��������� �	#	�	

����
������� �����
������ ��� ���%�������� ������� 
�� 
�� �������

������ �2� 
�� 0X �

λ1

(
1

−1

)
+ λ2

(
0

1

)
=

(
0

0

)
������ 
��� ������(

1λ1 + 0λ2

−1λ1 + 1λ2

)
=

(
λ1

−λ1 + λ2

)
=

(
0

0

)
<���
� �0�'��'������ 
���� ����� ����
����� ������� �2� λ1 = 0 � <�����


���� �����
� �2� 0 = −λ1 + λ2 = λ2	 �%%���� ���G 
��������� �2�

�0����� ���%�������� ������� 
�� 
�� ������� ������ �2� 
" 0X A <���4

�� ��� ����� � ���>������ ������ <���
� � ������� 
��� ���� �����������

��
����
���� ��� �� 
��������� �	#	�	 ��

��+� *������
$� �������
�� �� ������� �� �����
����

����������� �	&	�� ��� X ��� ������ ����������	 5� ������������ Y 
�

X �� 
��� �� 	����	����� ���������� 
� X �� ���'��� �� ��'����� 
��

���
�������

?�@ ��� �'�� y, z ∈ Y � �� 2� y + z ∈ Y L

?�@ ��� �'�� y ∈ Y � λ ∈ R� �� 2� λy ∈ Y 	


� ����������� 
���� �����
� ���
������ ��'�� �2� 0X ∈ Y 	


� ����� �������� �� ����������� ���������� Y 
� X A �� ������������


� X �� ��� �� ������� *��� �� ���������� 
� ����� � ���������������

��� ������� 
������ �� X ����� ������ 
� Y 	

������� �	&	�� �����
������ �� �������
(

1−1

) ∈ R2 � ����� � ���� ���4

����� α
(

1−1

)
=
(

α−α

)
� ��� α ∈ R� ���� ����0������� �	 	 	 ������

�0������� {(
α

−α

)
: α ∈ R

}
?�	&	�@

A �� ����������� ���������� 
� R2	



���� ���������� �����
���� �� ������� �� "���
���
� ��


�*����� ������
� 
�� �������� 
���0������� ?�	&	�@ ���������(
α

−α

)
+

(
β

−β

)
=

(
α + β

−α − β

)
�2� A ������ �� �������� 
���0�������	 
� ��
� ������ �� ������� ���2�

�� ��������" ?�@ 
���� 
��������� �	&	�	 ��

����������� �	&	�� �� 
��� �2� �0������� ?�	&	�@ A %������� 
�� �������(
1−1

)
	

��� X ��� ������ ���������� � �����
������ 
�� ������� x1, . . . , xn 
�

X� ��� �� ����� n ≥ 1	

������������ �	&	 � &���	��
� �� ����
�� ��� 	
�
 �

������
�� ����

���� �� x1, . . . , xn� ��
�

{x = λ1x1 + λ2x2 + . . .+ λnxn : λ1, λ2, . . . , λn ∈ R}, ?�	&	�@

� �� 	
��
	����
 ������� �� X�

����������� �	&	#� �� 
��� �2� ?�	&	�@ A �� ����������� ���������� 
� X

%������� 
� x1, . . . , xn	

3��������� �2� 0X ���������� �� ����������� '������� 
� x1, . . . , xn

����2F

0X = 0 · x1 + 0 · x2 + · · ·+ 0 · xn.

����������� �	&	&� ������� �2� {y1, . . . , yk} A �� 	�	��
� 
� %���

������� 
� ��� ������ ���������� X �� �'�� ������� �� X A ���%�4

������� ������� 
� y1, . . . , yk� ���A �� ��� �'�� x ∈ X �������� �������

α1, . . . , αk ∈ R ���� �2�

x =

k∑
i=1

αiyi.

������� �	&	�� �����
������ �� ������ ����� � ��� 
��������� R3	 
 ���

������� ⎛⎜⎝1

0

0

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝0

1

0

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝0

0

1

⎞⎟⎠ ,



�� �� ����� �����
����

*������ �� ������� 
� '���������� ��*���� �'�� ������� (α1, α2, α3) 
� R3

�� ��B �������� ���� ���%�������� ������� 
� <����� ��� ��������⎛⎜⎝α1

α2

α3

⎞⎟⎠ = α1

⎛⎜⎝1

0

0

⎞⎟⎠ + α2

⎛⎜⎝0

1

0

⎞⎟⎠+ α3

⎛⎜⎝0

0

1

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝α1

0

0

⎞⎟⎠+

⎛⎜⎝ 0

α2

0

⎞⎟⎠+

⎛⎜⎝ 0

0

α3

⎞⎟⎠ .
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��,� �
�� �� #�� ��
$�� �������
��


� ������ ���������� �%������� ��� A ������� �2� �� ������ 
� �������

����������� ��
����
���� ��� ��B ������ ��''���� 
�� ������ 
� ���4

����� 
� �� ������� 
� '���������	 6����� *���� �� ������" ��� 
���������

�2� �'�� ��	� 
� ��� ������ ����������� ���A �'�� ������� 
� '���������

����������� ��
����
����� 2� �� ������ ������ 
� ��������	 !�������

����� �� ��������� ����������	

������������ �	�	�� $�� X ��
 	����
 ����
������ $���
���

 �� �����

��� 	�	��
� ������
���� �������������

S = {x1, . . . , xn} � T = {y1, . . . , yk}�
$� ��� n ����
�� x1, . . . , xn  
�
��
 �� 	�	��
� �� �������
�� ��� X�

���
�� k ≤ n�

�������
������ �� �����
��� �� *���'��� T1 = {y1, x1, x2, . . . , xn}

� �������	 !���2F � ������� x1, . . . , xn *������ �� ������� 
� '����������

y1 A ���%�������� ������� 
� ���� � <���
� �� *���'��� T1 A �����������


����
����	 !�� �� ���������� �	#	�� ������ ������ �� xj �2� 
����
�

����������� 
�� �����
���� ������� �� T1� ��������� <����� ������� xj �

�� ��
������ ���� *���'��� S1 = {y1, x1, x2, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn}� �2�
�������� � '������� ����� X ����2F �� ������� �2� �%%���� �������� A

���%�������� ������� 
� <����� �� S1	 �''���'���� ��� �� �����
� �������


� T � ���A *������� �� *���'���T2 = {y2, y1, x1, x2, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn}	
���� ������ <����� *���'��� A ����������� 
����
����� �
 ��� 
�� ����

������� 
����
� ����������� 
�� �����
����	 6����� ������� ��� ��B ��4

���� y1� ����2F y1, . . . , yk ���� ��
����
����� <���
� 
��� ������ <����2�

xi ��� i 	= j	 ��������� ���2� xi � ����������� �� <����� ��
�	 �


�'�� ����� ��������� ��� *���'��� ����������� 
����
���� �2� '�����



���� !��� �� ��� ������ �����
���� ��

����� X� 
� ��� �������� �� ������� ?��� 
�'�� x� ��� 
�'�� y@ ����� �2�

�� �����*���'��� ���������� ������ 
� ������ �� ������� 
� '���������	

�� � ������� �� T *������ ���� 
� <����� �� S� ���� ��� �� ����������4

�� ��� ��� *���'��� ����������� 
����
���� 
� ������� ����� ���������

�� T = {y1, . . . , yk}	 .� ������ T ��� A ����������� ��
����
����� �
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������	 ��

��������� �	�	�� ��� �� ��'������ ���������� �������� � <����� 
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!����������� �	�	�� ������� �0��������� ��'������
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 ����
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���

 �� ����� ��� 	�	��
� ��

�������
���

S = {y1, . . . , yk} � T = {x1, . . . , xn}�
$� � k ����
�� y1, . . . , yn  
�
��
 �� 	�	��
� ������
���� �������������

���
�� k ≤ n�

����
������� 1� 
������������ A ���������� �������� � <����� �����4


����	 �����
������ �� *���'��� T1 
� ������� {y1, x1, x2, . . . , xn}	 )���4
������� ���� ������ y1 A ���%�������� ������� 
� x1, . . . , xn � <���4


� �� *���'��� T1 A ����������� 
����
����	 !�� �� ���������� �	#	��

������ ������ �� xj �2� 
����
� ����������� 
�� �����
���� �������

�� T1� ��������� <����� ������� xj � �� ��
������ ���� *���'��� S1 =

{y1, x1, x2, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn}� �2� ���� ����� �������� � '�������

����� X	 �''���'���� ������ �� �����
� ������� 
� S ��� *������ ��

*���'��� T2 = {y2, y1, x1, x2, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn}	 �� ������ <�����

*���'��� A �� ������� 
� '��������� ����������� 
����
����� � ��������

�������� ��� 
�� ���� ������� ����� �2� <����� ������ �� *����� ���
���

�� ��������" 
� '������� ����� X	 6����� ������� �2� �������� ��������

��� A ���B y1 ����2F S A �� ������� ����������� ��
����
����	 ���4

������
� ���G� �� �� ������ 
�� ������� �� S *���� ��''���� 
� <����� 
�

T � �� ��
������� �
 ��� �����*���'��� ����������� 
����
���� 
� ���4

���� ����� �� S� <����� ������

���%%� �0������� �2� S ��� �����������

��
����
����	 ��

����� !����������� �����
���� ��'�� *��������� �� ����������� 
���
��4

����



	� �� ����� �����
����

������
 �	�	�� $�� X ��
 	����
 ����
������ $���
���

 �� ����� ��

	�	��
� T �� n ����
�� �
� ����� ������
���� ������������ x1, . . . , xn�

�� �� 	�	��
� S �� k �������
�� �
� ����� {y1, . . . , yk}� %��
�� n ≤ k�

�������
������ �� �� ������� S 
� '��������� A ���2� �����������

��
����
����� �0��������� ������
� ��� �� !����������� �	�	�	 ������4

��� <���
� �2� ��� �� ���� � ��������� �� ����� ������� �2� A ���%�4

������� ������� 
�� �����
����� ��
����
��� <���
� �
 ��� �����*���'���

S1 ����������� 
� k−1 ������� �� <����� ���� ������ A ������ �� �������


� '���������	 �� �
���� S1 ������� ������ ����������� ��
����
����� ��4

����� ������ ��� �� !����������� �	�	�� �� 
��� ����� n ≤ k − 1 < k �


�� ������� A 
���������	 �� ������ S1 A ����������� 
����
����� ���4

�������� � �������� ������� ���2F ��� �� 
������ ?����� � ��� 
���


���������� ����2F ��� *���'��� ����������� 
� �� ���� ������� ��� �����

A ����������� ��
����
����@	


� <����� ��
� �%%���� ������� �2� �� ��B �������� 
� S ��� ���4

��*���'��� S ′ 
� '��������� ����������� ��
����
����� �
 �� ������ 
�

������� 
� S ′ A ��� ��*������ � <����� 
� T 	 ��

����������� �	�	 � 5�� ��	� 
� ��� ������ ���������� A �� ������� 
�

'��������� ����������� ��
����
����	

��� X ��� ������ ���������� � {x1, . . . , xn} ��� ��� %���	 �������

x1, . . . , xn A �� ������� 
� '��������� 
� X� �'�� �������� x 
� X �� ��B

�������� ���� ���%�������� ������� 
� x1, . . . , xn	 
� *���� �2� x1, . . . , xn

����� ���2� ����������� ��
����
����� ��������� �2� �� ��������� 
�

x ���� ���%�������� ������� 
� x1, . . . , xn A ������ ���� ������ ��

��'������

������������ �	�	#� $�� {x1, . . . , xn} ��� ��	� �� ��
 	����
 ����

�
����� X� $�� x �� ����
�� ����	��	� �� X� %��
�� �	�	�
�
 � 	
�


����
��
���� �����
����� λ1, . . . , λn ∈ R ���� ���

x = λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn. ?�	�	�@

�������
������ ���� �%%���� '�" ��������� ����� 
���0�������4

��� x1, . . . , xn A �� ������� 
� '���������	 6���
�� ��� �'�� x ∈ X� ������

����������� �� ���%�������� ������� ?�	�	�@	 ���������� �2� ��������



���� !��� �� ��� ������ �����
���� 	


���2� λ′1, . . . , λ
′
n ���� �2� x =

∑n
i=1 λ

′ixi	 ������ ������� �2��

λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn = λ′1x1 + λ′2x2 + · · ·+ λ′nxn

� <���
�� ������
� ����� �� ����� ���%��� �2��

(λ1 − λ′1)x1 + (λ2 − λ′2)x2 + · · ·+ (λn − λ′n)xn = 0X .

.� x1, . . . , xn ���� ����������� ��
����
���� � �0�<������� �����
����

A ��� ���%�������� ������� �2� 
" 0X 	 !����B ���� ���%�������� �������


��� ����� ����� � ���>������ ������ ���A 
��� �������

λ1 = λ′1, λ2 = λ′2, . . . λn = λ′n,

���� �������� 
���������	 ��

� �������� ������� �� ������ ��� ��������" *��
�������� �2� 2��4

�� ����� �� %��� 
� ��� ������ ������ ����������	

������
 �	�	&� "�� ��	� �� ��
 	����
 ����
����� ����
 �
 	��		


��
��
 �� ���
�����

�������
������ ����� {x1, . . . , xn} � {y1, . . . , ym} 
�� %��� 
����

������ ������ ���������� X	 
� ����������� x1, . . . , xn ���� �����������

��
����
���� � {y1, . . . , ym} A �� ������� 
� '���������� <���
� �� �������

�	�	� ������� �2� n ≤ m	 �0����� ������ A ���� �2� ���2� y1, . . . , ym

���� ����������� ��
����
���� � {x1, . . . , xn} A �� ������� 
� '����������

�����B ������ �� ������ ������� �	�	� ������� ���� �2� m ≤ n	 �� ��'��

������ �2� n = m� ���A 
�� %��� <�������� 2���� �� ������ ������ 
�

��������� ���� �������� 
���������	 ��
!������� <���
� 
��� �� ��'������

����������� �	�	�� 1� 
�
��	���� 
� ��� ������ ���������� A �� ��4

���� 
� �������� 
� ��� %���� �2� ��� �� ������� �����
���� ��� 
����
�


���� %��� ������	 �� n A �� 
��������� 
���� ������ ���������� X� ������

����������

dimX = n.



	� �� ����� �����
����

������� �	�	$� �����
������ � ��'����� n ������� 
� Rn�⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1

0
			

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

1
			

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , . . . ,

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

0
			

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

���� ��� R2 � R3� A *����� ��������� �2� <����� n ������� ���� ������4

����� ��
����
���� � �2� '������� ����� Rn	 ��

������
���� <����� ������� � <����� �������� �������
� ���� ������4

��� 
���� %��� 
� ������ ����������	

���������� 
� ����� �� ������� 
� '��������� {x1, . . . , x5} 
� X	 ��

<����� �������� *������ ����������� ��
����
����� ����%%��� ��� %���	

.� �� ��� ���� ����������� ��
����
����� ������ %���'�� ������� ���

%���	

!�� �������� ���������� �2� x5 ��� ��� ���%�������� ������� 
�'��

������ ���A 
� x1, x2, x3 � x4�

x5 = α1x1 + α2x2 + α3x3 + α4x4 ?�	�	�@

��� α1, α2, α3, α4 ∈ R	 ������ x1, x2, x3 � x4 '������� X� ����2F ���4

����� �2� �'�� ������� x ∈ X A ���%�������� ������� 
� x1, . . . , x5�

<���
� �������� λ1, . . . , λ5 ∈ R ���� �2�

x = λ1x1 + · · ·+ λ4x4 + λ5x5 =

= λ1x1 + · · ·+ λ4x4 + λ5(α1x1 + α2x2 + α3x3 + α4x4)


��� �0������ �'��'������ ��'�� 
� ?�	�	�@� �����B x A ���%��������

������� 
� x1, . . . , x4	

+�����������
� �� ��'��������� �����
���� �
 �� ������� 
� n '��4

������� {x1, . . . , xn} 
� ��� ������ ���������� X �� 
������� �� ��'������

������������ �	�	�� $�� {x1, . . . , xn} �� 	�	��
� �� �������
�� �� ��


	����
 ����
����� X� %��
�� �	�	�� �� 	
��
��	��
� {xi1 , . . . , xik} ���

	�	��
� �� �������
�� ��� � ��� ��	� �� X�

�������
������ �� x1, . . . , xn ���� ����������� ��
����
����� ��4

���� �%%���� '�" ��� %��� 
� X ��� k = n � i1 = 1� i2 = 2� 	 	 	 ik =



���� !��� �� ��� ������ �����
���� 	�

n	 �� ������ x1, . . . , xn ���� ����������� 
����
����� ������ ������ ���

���%�������� ��������

λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn = 0X


��� � ���>������ λ1, . . . , λn ��� ���� ����� �����	 ������ ������ i ���� �2�

λi 	= 0 � �������� �������� xi �� *������� 
�� ����������

xi = −λ1

λi
x1 − · · · − λi−1

λi
xi−1 − λi+1

λi
xi+1 − · · · − λn

λi
xn.

�� ��'�� �2� {x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn} A ������ �� ������� 
� '����4

����� 
� X	 �� ��� x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn ���� ����������� ��
����4


����� �%%���� ������� ��� %��� 
� X � �%%���� �����	 �� ������ ����

����������� 
����
����� ������ ������ ��� ���%�������� ������� ��� ��4

�>������ ��� ����� ����� �2� A 0X � 
� ��� �������� �������� ��� 
��

������� xj �� *������� 
�� ���������	 ,������
� �� ������ ��'���������

� <����� ������� �������� 
��� �� ������ ����� 
� ����� ��������� ��

������� 
� '��������� 
�X *������ 
� ������� ����������� ��
����
�����

�2� <���
� A ��� %��� 
� X	 !�� ������������ � ������� 
���� %��� �������

������������ �� ������� 
� '��������� 
��� �� ��������	 ��
;�
���� ��� �� ����� ����
� ��� ������� ��� %��� 
� ��� ������

���������� X	 ��� x1 �� ������� ��� ����� 
� X	 �� x1 '����� X� ������

x1 A ��� %���	 ����������� �� x1 ��� '����� X� ������ �� ����� ������4

�� x2 ����������� ��
����
���� 
� x1� ���A �2� ��� A �������� 
� x1	

�� x1 � x2 '������� X� ������ ���� ��� %���� ����2F ���� �����������

��
����
����	 ���������� ������ �� ������� x3 �2� ��� A ���%��������

������� 
� x1 � x2	 �� �����
� ���� ������ ��
� ���2F ��� �� ����� �� ���4

���� 
� '��������� �2� ���� ����������� ��
����
���� ��� ������������

�2� <���
� *������ ��� %���	

�� ��B *����������� <����� �
�� ��� �� ��'����� �������������

������������ �	�	�-� $���
 x1, . . . , xm ����
�� ������
���� ��������

����� �� ��
 	����
 ����
����� X '��( �		��� m = 1� ��� ���� ��	
 x1 �

�� ����
�� �
� ����
 ����	��	�!� $� �� ��
��	�
�� �� X � n > m� ���
��

�	�	�
�
 ��� ����
�� xm+1, . . . , xn ���� ��� {x1, . . . , xn} � ��� ��	� �� X�

�������
������ �����
������ �� ����������� ���������� '�������


� x1, . . . , xm	 ���'����� �� ������� <�������� xm+1 ��� ������������ �



		 �� ����� �����
����

<����� �����������	 ������ x1, . . . , xm+1 ���� ����������� ��
����
����	


�*����� �� ��� �� *������� ��������%%��� λ1, . . . , λm+1 ��� ����� ����� ����

�2��

λ1x1 + · · ·+ λmxm + λm+1xm+1 = 0X ;

��� �� ���� 
�� �����%����"� � λm+1 = 0� �� ������ x1, . . . , xm ����%%���

����������� 
����
����� �� ������

������ ��� �0�������L ������ λm+1 	=
0� �� ������ �������� �������� xm+1 ���� ���%�������� ������� 
�

x1, . . . , xm� ������

����
� �0������� 
� ���� ������ xm ��� ������������

�� ����������� '������� 
� x1, . . . , xn	

� <����� ����� �������� �������� �� ��'��������� �� ������� ������4

����� ��
����
���� x1, . . . , xm+1 � ���'����� �� ������� <�������� xm+2

��� ������������ �� ����������� ���������� 
� ���� '�������	 ��� ��

������ 
������������ ������ *����� �� ��
� �2� x1, . . . , xm+2 ���� ���4

�������� ��
����
����	

���������
� ���G� �� ���������� ��� %��� x1, . . . , xn ���� ��������


���������	 ��

������� �	�	��� �����
������ �� ������� 
� '��������� {x1, x2, x3}�

���� ������ ���������� X = R2� 
����

x1 =

(
2

−1

)
, x2 =

(
0

1

)
, x3 =

(
1

1

)
.

;�
���� ���� ������� ��� %��� 
� X ��'���
� �� ������������ �	�	�	


 ��� ������� x1� x2 � x3 ���� ����������� 
����
����� ��*����

x1 + 3x2 − 2x3 =

(
2

−1

)
+ 3

(
0

1

)
− 2

(
1

1

)
=

(
2 + 0 · 3− 2 · 1
−1 + 3 · 1− 2 · 1

)

=

(
0

0

)
.

������ �� 2� �2��

x1 = 2x3 − 3x2

� <���
� {x2, x3} A ������ �� ������� 
� '��������� 
� X	 ������� X =

R2 2� 
��������� 2� ������ {x2, x3} A ��� %��� 
� X	 ��



���� !��� �� ��� ������ �����
���� 	�

������� �	�	��� �����
������ �� �������

x1 =

(
1

1

)

���� ������ ���������� X = R2	 ;�
���� ���� ��������� ��� %��� 
� X

��'���
� �� ������������ �	�	�-	


� ������� x1 '����� �� ����������� ���������� 
�X *������ 
�� �������(
α

α

)

��� α A �� ������ ����� <��������	 ���'����� �� ������� x2 ��� ��4

���������� � ���� ������������ ��� �������(
1

0

)
.

������ x1 � x2 ���� ����������� ����������� ��
����
���� � <���
�

{x1, x2} A ��� %��� 
� X ����2F dimX = 2	 ��

�� ���� �2� ����0������� �����
���� ������� ������ ���'����� ��

����� ������� x2� ���� (
0

1

)
� ���2� (

1

−1

)
� �� ����� ������� ��
�� ����2F �� ���� ������� ������� ��� ������������

�� ����������� ���������� '������� 
� x1	
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����������� �	�	�� ����� X � Y ����� ����������	 5�� ������������

T : X −→ Y �� �2���� ������� �� �������� �� ���������� 
� ������

���������� 
� X � Y � ���A

T (x1 + x2) = T (x1) + T (x2) , ∀x1 , x2 ∈ X ,

T (λx) = λT (x) , ∀x ∈ X , ∀λ ∈ R . 5�� ������������

������� �� �2���� ���2� ���	 
�
���
�� �������� ������ 
������
�� ����

����	

���
 �	�	�� 10����'��� ������� T 
� ��� ���%�������� ������� 
�

������� �� X A �� ���%�������� ������� 
�'�� ����'��� 
� <����� �������

��� � ���>������ ���������
���� �

T
(
λ1 x1 + . . . + λk xk

)
= λ1 T

(
x1

)
+ . . . + λk T

(
xk

)
.

��

������� �	�	�� ����� X = Y = R2 � �����
������ �� ������������

T : R2 → R2	 ������ �0�������������

T

(
x

y

)
=

(
2x− 3y

−x+ y

)
A �������� ��*���� ��

��*� �� 
�� ��������" 
���� 
��������� �	�	�� ����

�� ��B ��������� 
�����������	 ��

.� ��
���� ���2� �� ������� 
� ������������ ��� �������	

	�



	� �� ������������ �����
� � ���
���

������� �	�	 � �����
������ ������ �� ������������ T : R2 → R2	

10�������������

T

(
x

y

)
=

(
x2 + y

y

)
��� A �������� ����2F ������� �� ��������� � �� ��� 
���� ����'����	

�� ��B ��'�� ��� ������� �2��

T

(
3

0

)
=

(
9

0

)
	=
(

5

0

)
= T

(
1

0

)
+ T

(
2

0

)
��

�� ������� *��������� �2�� �� X ,Y , Z ���� ����� ���������� � T :

X −→ Y � S : Y −→ Z ���� ������������ �������� ������ �� �

�
	���
��

S ◦ T : X � x 
−→ S
(
T (x)

) ∈ Z

A ���� ��� ������������ �������	

	��� -��
���� � �#���� �� #�
 
�����
$���� ����
��

��� T : X −→ Y ��� ������������ �������	 ������

Ker(T ) := {x ∈ X ; T (x) = 0Y} ⊂ X �

�2������ �� �����
 �� T � A �� ����������� ������� 
� X 	 
�*����� Ker(T )

�������� 0X ����2F T (0X) = 0Y �

x1 , x2 ∈ Ker(T ) =⇒ T (x1 + x2) = T (x1) + T (x2) = 0Y

=⇒ x1 + x2 ∈ Ker(T )

�

x ∈ Ker(T ) , λ ∈ R =⇒ T (λx) = λT (x) = 0Y

=⇒ λx ∈ Ker(T ) .

!���

T (X) := {T (x) ; x ∈ X} ⊂ Y ,

�2������ ���

����� �� T � A �� ����������� ������� 
� Y 	 
�*����� T (X)

�������� 0Y = T (0X) �

T (x1) + T (x2) = T (x1 + x2) ∈ T (X)



���� ����"��� � ������ �� ��� ������������ �����
� 	�

�

λT (x) = T (λx) ∈ T (X) .

)����� ��� ��������� �������� *�� �� 
��������� 
�� ������ � ��


��������� 
���0����'��� 
� ��� ������������ ��������

������
 �	�	�� ./�����
 ����
 �����������0 $� X � Y 	
�


	���� ����
����� �� ��
��	�
�� ����� � T : X −→ Y � ��� ���������
��

�������� ���
��

��

(
Ker(T )

)
+ ��


(
T (X)

)
= ��
(X) .

∗ �������
������ ��� v1 , . . . , vp ��� %��� 
� ker(T ) � f1 , . . . , fq
��� %��� 
� T (X) 	 ������ �������� x1 , . . . , xq ∈ X ���� �2�

f1 = T (x1) , . . . , fq = T (xq) .

;�����2���� �2� � ������� v1 , . . . , vp , x1 , . . . , xq ∈ X ���� ������4

����� ��
����
����	 
�*����� ��

α1 v1 + . . . + αp vp + β1 x1 + . . . + βq xq = 0X , ?�	�	�@

������

β1 f1 + . . . + βq fq = β1 T (x1) + . . . + βq T (xq)

= T
(
β1 x1 + . . . + βq xq

)
= T
(
α1 v1 + . . . + αp vp︸ ︷︷ ︸

∈Ker(T )

+β1 x1 + . . . + βq xq

)
= T (0X) = 0Y

� 
���0��
����
���� ������� 
�� ������� f1 , . . . , fq ������� �2� ����� � ���*4

������� β1 , . . . , βq �� ���������	 3�� 
� ?�	�	�@ ������� �2� α1 v1+ . . . +

αp vp = 0X � �0��
����
���� ������� 
�� ������� v1 , . . . , vp ������� �2�

���2� � ���>������ α1 , . . . , αp �� ���������	

;�����2���� ���2� �2� v1 , . . . , vp , x1 , . . . , xq ∈ X '������� ��

������ ���������� X 	 ��� x ∈ X ��%�������	 !���2F f1 , . . . , fq '�������

T (X) � �������� 
�� ������� μ1 , . . . , μq ���� �2�

T (x) = μ1 f1 + . . . μq fq = T
(
μ1 x1 + . . . μq xq

)
,

���A



�� �� ������������ �����
� � ���
���

x− (μ1 x1 + . . . μq xq) ∈ Ker(T ) .

.� v1 , . . . , vp '������� ker(T ) � �����B �������� ��� ������� λ1 , . . . , λp

���� �2�

x− (μ1 x1 + . . . + μq xq) = λ1 v1 + . . . + λp vp

� ���G

x = λ1 v1 + . . . + λp vp + μ1 x1 + . . . + μq xq .

������
���� �2� v1 , . . . , vp , x1 , . . . , xq A ��� %��� 
� X � ���G


��(X) A �'���� � p+ q = 
��
(
Ker(T )

)
+ 
��

(
T (X)

)
	

��

���
 �	�	�� 5�� ������������ ������� T : X −→ Y A ���������� ���A

������� ������� 
������ �� ������� 
������� ������

x1 , x2 ∈ X , T (x1) = T (x2) =⇒ x1 = x2 , ?�	�	�@

�� � ���� �� ker(T ) = {0X} � ������
x ∈ X , T (x) = 0Y =⇒ x = 0X . ?�	�	�@


�*����� ?�	�	�@ ������� ���������� ?�	�	�@� �����B �� T A ���������� ������

ker(T ) = {0X} . ;��������� �� ker(T ) = {0X} � x1 , x2 ∈ X ���� ����

�2� T (x1) = T (x2) � ������ T (x1 − x2) = 0Y �� '����� � ?�	�	�@� �������

�2� x1 − x2 = 0X � ���A x1 = x2 	 ��

�� X � Y ���� 
� 
��������� ������ ������� ��� �� ������� 
����


��������� �	�	��

T ��������� ⇐⇒ 
��
(
Ker(T )

)
= 0 ⇐⇒ 
��

(
T (X)

)
= 
��(X) .

!���2F T (X) A �� ����������� ������� 
�Y � ���G 
��
(
T (X)

)
� 
��(Y) �

��� �0����������" 
� T A ���������� �2� 
��(X) � 
��(Y) 	

,����
���� �2� ��� ������������ ������� T : X −→ Y �� �2����

	��������� �� T (X) = Y 	 �� X � Y ���� 
� 
��������� ������ �������



���� ����"��� � ������ �� ��� ������������ �����
� �


�����
� ����� 
�� ������� 
���� 
��������� �	�	��

T ���'������ ⇐⇒ 
��
(
T (X)

)
= 
��(Y)

⇐⇒ 
��
(
Ker(T )

)
= 
��(X)− 
��(Y) .


� ������������ ��� �� ���'�������" 
� T A ���������� �2� 
��(X)−
��(Y)

��� � 0 � ���A �2� 
��(X) � 
��(Y) 	

�� �0������������ ������� T : X −→ Y A ���������� ���A ����������4

����� ��������" � ���'������� ������ 
�%%���� ����� 
��(X) = 
��(Y) 	

�� X � Y ���� 
� 
��������� ����� �'����� ������ 
�� ������� 
����


��������� �	�	� ������� ��%��� �2�


��
(
Ker(T )

)
= 0 ⇐⇒ 
��

(
T (X)

)
= 
��(Y) .

6���
�� �� <����� �����

T %�'������ ⇐⇒ 
��(X) = 
��(Y) & T ���������

⇐⇒ 
��(X) = 
��(Y) & T ���'������.
?�	�	 @

�� T A %�'������� ������� ��������
� �
 �'�� y ∈ Y �0����� x ∈ X �2�

��

��*� y = T (x) � ��������� �����������
�� �����	� T−1 : Y −→ X 
�

T � ��� ��� �%%����

T−1 ◦ T = IX , T ◦ T−1 = IY ,

��� IX : X � x 
−→ x ∈ X � IY � y 
−→ y ∈ Y ��
����� �� ����������

������������ �
�����2�	

�� ������� *��������� �2�� �� T : X −→ Y � S : Y −→ Z ����

������������ �������� ������

T , S ��������� =⇒ S ◦ T ��������� =⇒ T ��������� , ?�	�	#@

T , S ���'������ =⇒ S ◦ T ���'������ =⇒ S ���'������ . ?�	�	&@

/����
� ����� 
� ?�	�	 @� ������� �2� �� X , Y 2���� �� ������ 
����4

����� ������ ������

S ◦ T ��������� =⇒ T %�'������ ,

������ �� Y , Z 2���� �� ������ 
��������� ������ ������

S ◦ T ���'������ =⇒ S %�'������ .



�� �� ������������ �����
� � ���
���

	�	� *�
$� �������
�� �� �������� �� 
�����
$���� ����
��

����������� �	�	�� �������
��� 5� �
���

�
 ?��� ���>������ �����@

A ��� ����������� P (x) 
���� *����

a0 + a1 x+ . . . + an x
n �����

n∑
k=0

ak x
k ,

��� a0 , a1 , . . . , an ���� �
�)������ ������ n � 0 A �� ������ �
 x A ���

���������	 ��� ��������
n∑

k=0

ak x
k ,

m∑
k=0

bk x
k

��� m � n ���� �����
����� �'���� �� ak = bk ��� k � n � bk = 0 ���

k > n 	 10������� P 
� ����� � �������� A ��� ������ ���������� ��������

���0�

������
n∑

k=0

ak x
k +

n∑
k=0

bk x
k :=

n∑
k=0

(ak + bk) x
k

�
 ���� ��������������� ��� �������

λ
n∑

k=0

ak x
k :=

n∑
k=0

(
λ ak

)
xk .


� ����
 
� �� ��������� ��� ���� P (x) =

n∑
k=0

ak x
k A �� ��I '���
�

������ 0 � d � n ��� <����

ad 	= 0 , ak = 0 ��� k > d

� �� ��
��� ��� deg(P ) 	 
� '��
� 
�� ��������� ���� A ��� 
���������

−∞ 	 �������� ���2� �� ���
���� 
� 
�� ��������

P (x) =

n∑
k=0

ak x
k , Q(x) =

m∑
k=0

bk x
k

���� ��'��� (
P Q
)
(x) :=

n+m∑
j=0

( ∑
0�k1�n
0�k2�m
k1+k2=j

ak1 bk2

)
xj ,

��� ak1 = 0 ��� k1 > n � bk2 = 0 ��� k2 > m 	 
� '��
� 
� P Q A �'����

���� ����� 
�'(P ) + 
�'Q 	



���� ����� �����
���� �� �������� �� ������������ �����
� ��

1� ��������������� 
�� �������� A ����������� � �����������	 
������

���� �� ��������" 
� 
�����%������"�(
P +Q

)
R = PR +QR .

�� P (x) =

n∑
k=0

ak x
k A �� ��������� �
 r A �� ������ ������ ��4

���� P (a) A �� ������ �2� �� ������� ���������
� x = r �� P (x) � ���A
n∑

k=0

ak r
k 	

H ���� �2� ��� ����� � �������� P � D , D 	= 0 � �������� 
���
��� P

��� D ��� ������ �������� ��������Q � R� � ���� ������ ��� �� ��������"

�2�

P = DQ+R , 
�'(R) < 
�'(D) .

Q �� �2���� �� ��
������ 
���� 
�������� � ������� 
�'(D) + 
�'(Q) =


�'(P ) 	 R �� �2���� �� ��	�
 
���� 
��������	

�� D(x) = d0 + d1 x � ������ R A �� �������� P
(
− d0

d1

)
	

!�� �'�� ������ n � 0 
�������� ��� Pn �0������� 
� ����� � ����4

���� 
� '��
� �� ��I � n 	 ������ Pn A �� ����������� ������� 
� P � 
�


��������� n+ 1 � ����
� ���� %���

1 , x , . . . , xn .

1� 
������� P ′(x) 
� �� ��������� P (x) =
n∑

k=0

ak x
k A

a1 x+ 2 a2 x+ . . . + n an x
n−1 =

n∑
k=1

k ak x
k−1 .

!�� �� '��
� 
���� 
������� 
�� �� ��������� P ��� �������� �%%����


�'(P ′) = 
�'(P )− 1 	

1� 
������� 
� �� ��������� �������� A 0 	

,�'��� 
� ������� ��� �� 
�����������

(P +Q)′ = P ′ +Q′ , (λP )′ = λP ′ , (P Q)′ = P ′Q+ P Q′ .



�	 �� ������������ �����
� � ���
���

	��� 1�����$� �#��� 
�����
$���� ����
�� �# ��
$� �� ��������

��������� �	 	�� �� ����� �� ������ � �0����'��� 
���0������������ ���4

���� T : P3 −→ P4 �2� ����'�� �
 �'�� P ∈ P3 �� ��������� (x +

2)P (x) 	

����
������� ker(T ) = {0} � ���A T A ���������	 
�*����� �'�� 0 	= P ∈
P3 2� �� '��
� � 0 �
 ������ �� '��
� 
� T (P ) � ���A 
� (x+ 2)P (x) � A

�'���� �
 1 + 
�'(P ) � 1 	

T (P3) �������� 
� ����� � �������� 
� '��
� � 4 �2� ���� 
�����%���

��� x − 2 � ���A <����� �� ��������� �� −2 	 
� ������������ T ��� A

���'������	 ��

��������� �	 	�� �� ����� �� ������ � �0����'��� 
���0������������ ���4

���� T : P5 −→ P1 �2� ����'�� �
 �'�� P ∈ P5 �� ����� ����� 
��������


� P ��� x2 + 1 	

����
������� ker(T ) �������� 
� ����� � �������� 
� '��
� � 5 �2�

���� 
�����%��� ��� x2 + 1 	 
� ������������ T ��� A ���������	

10����'��� 
� T A �'���� � P1 � ���A T A ���'������	 
�*����� �� �����


���� 
�������� ��� x2 + 1 
� �� <�������� P ∈ P1 A �'���� � P ������	

��

��������� �	 	�� �� ����� �� ������ � �0����'��� 
���0������������ ���4

���� T : P4 −→ P3 �2� ����'�� �
 �'�� P ∈ P4 �� ��� 
�������	

����
������� ker(T ) �������� 
� ����� � �������� ��������	 
� �����4

������� T ��� A ���������	

�0����� ������ T A ���'������	 
�*����� �� ��������� '�������

P (x) = a0 + a1 x+ a2 x
2 + a3 x

3 ,

A �� 
������� 
�

a0 x+
a1

2
x2 +

a2

3
x3 +

a3

4
x4 .

��

��������� �	 	 � �� ������� �� ������ � �0����'��� 
���0������������

������� T : P3 −→ P3 �2� ����'�� �
 �'�� P ∈ P3 �� 
������� 
�

(x− 3)P (x) 	



���� ������������ �����
� #
� Rn � Rm � ������� ��� ���
��� ��

����
������� T A ���������	 
�*����� �� P ∈ P3 A ���� �2� T (P ) = 0 �

������ �� ��������� (x− 3)P (x) A ��������� �2� R�����%��� ���� �� P = 0 	

!���2F T A ��� ������������ ������� *�� ����� ���������� 
���� ������


��������� ������ 
���0����������" 
� T ������� �� ��� ���'�������"	

��

	�)� ������
$���� ����
�� !�
 Rn � Rm � �
����� ��� �
�����

�%%���� ����� �2� �0����'��� ������� T 
� ��� ���%�������� ���4

���� 
� ������� �� Rn A �� ���%�������� ������� 
�'�� ����'��� 
� <�����

������� ��� � ���>������ ���������
���� �

T
(
λ1 x1 + . . . + λk xk

)
= λ1 T

(
x1

)
+ . . . + λk T

(
xk

)
.

6���
� ��� ������������ ������� T : Rn −→ Rm A �������������


���������� 
�� ������ ������� ��'�� �������� 
���� %��� ��������

e1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

0

0
			

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , e2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

1

0
			

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , e3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

0

1
			

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , . . . , en =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

0

0
			

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

� Rn 	 
�*����� ��� �'�� ������� �� Rn

x =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

x3

			

xn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
n∑

j=1

xj vj

�%%����

T (x) = T

( n∑
j=1

xj vj

)
=

n∑
j=1

xj T
(
ej

)
. ?�	#	�@



�� �� ������������ �����
� � ���
���

!�������� �� � ������� T
(
e1

)
, . . . , T

(
en

) ∈ Rm � ������� ���������������

����

T
(
e1

)
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
α11

α21

α31

			

αm1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , T
(
e2

)
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
α12

α22

α32

			

αm2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , . . . , T
(
en

)
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
α1n

α2n

α3n

			

αmn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

�������� ���������� ?�	#	�@ ���� ��'�� �

T (x) = x1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
α11

α21

α31

			

αm1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠+ x2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
α12

α22

α32

			

αm2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠+ . . . + xn

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
α1n

α2n

α3n

			

αmn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

!
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

α31 α32 . . . α3n

			
			

	 	 	
			

αm1 αn2 . . . αmn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸ ︷︷ ︸

=: A

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

x3

			

xn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸ ︷︷ ︸

= x

,

��� �� ��
�
��
 
���� ������� A 
� m ��'2� �
 n �������� 
���� �������

m× n � ��� �� ������� x 
� n ���������� A �� ������� 
� m ����������⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
α11 x1 + α12 x2 + α13 x3 + . . . + α1n xn

α21 x1 + α22 x2 + α23 x3 + . . . + α2n xn

α31 x1 + α32 x2 + α33 x3 + . . . + α3n xn

			

αm1 x1 + αm2 x2 + αm3 x3 + . . . + αmn xn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

1� ������� m×n �������� �� �2���� �� 
������ �		
����� � T ?��������

��� %��� �������� 
� Rn � Rm@	

;��������� �� A A ��� ������� m× n � ������ �0������������

TA : Rn � x 
−→ Ax ∈ Rm ,



���� ����� �����
���� �� ���
��� ��

��� �� ���
���� Ax A 
������ ���� 
� ��� ������ A ��� ������������

������� � �� ������� ��������� � TA A A 	 !����B

A 
−→ TA

A ��� ���������
���� %�������� ��� �� ������� m × n � �� ������������

������� Rn → Rm 	 �����
���� �2� �� ������� j4����� 
� A A �'����

���0����'��� 
���0�������� j4����� 
���� %��� �������� 
� Rn �������

TA 	

	�+� *�
$� �������
�� �� �
�����

���������� ��� 
�� ���������	 1� ������� 
���0������������ �
��4

��������� ���� Rn � x 
−→ 0m ∈ Rm A

0mn :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 . . . 0

0 0 . . . 0
			

			
	 	 	

			

0 0 . . . 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∈Mmn (0n �� m = n) ,

������ �� ������� 
���0������������ �
������ Rn � x 
−→ x ∈ Rn A ��


������ ����� ?� ������� ��������@ 
0��
��� n �

In :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
			

			
	 	 	

			

0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∈Mn .

���
����� �	&	�� .������
$���� ����
�� �
 Rn 
 Rm�0 ��������



�
� L(Rn,Rm) ����	��
� �� ����� �� ���������
�� ������� Rn → Rm � �

�
� Mmn ����	��
� �� ����� �� 
������ m × n � �
���

 ����� L(Rn)

��� L(Rn,Rn) �� Mn ��� Mnn �

���
 �	&	�� 10������� L(Rn,Rm) A ��� ������ ���������� �������� ����

���������� ��'������

• �� ����� T1 + T2 
� T1 , T2 ∈ L(Rn,Rm) A 
������ 
� (T1 +

T2)(x) := T1(x) + T2(x) �

• �� ���
���� λT 
� T ∈ L(Rn,Rm) A 
������ 
� (λT )(x) :=

λT (x) 	



�� �� ������������ �����
� � ���
���


�*����� �� � T1 , T2 ∈ L(Rn,Rm) ���������
��� �� �������

A1 =
(
αjk

)
1�j�m
1�k�n

, A2 =
(
βjk

)
1�j�m
1�k�n

,

������ � T1 + T2 ���������
�

A1 + A2 :=
(
αjk + βjk

)
1�j�m
1�k�n

,

������ �� � T ∈ L(Rn,Rm) ���������
�

A =
(
γjk

)
1�j�m
1�k�n

,

������ � λT ���������
�

λA :=
(
λ γjk

)
1�j�m
1�k�n

.

��

���G �%%���� 
������ �� ����� 
� 
�� ������� 
���� ������ ����� �

�� ��������������� 
� ��� ������� ��� �� ������� �����	 3�� 
����4

��� �� ���
���� 
� 
�� ������� ?��0���������� �� ��I �������� � <�����

���������� ��� 
������ '�� ����� ����������@	

����������� �	&	�� ����
���� 
� 
�������� ����� T : Rn → Rm �

S : Rm → Rp ������������ ������� ���� �2� �� 
������ 
� S ��� �'���� ����

������ ���������� ����'��� 
� T 	 ������ �������� �����
����� �� �����4

������� S◦T : Rn → Rp � �2� A ���20���� �������	 �� A =
(
αjk

)
j,k
∈Mmn

� B =
(
βhl

)
h,l
∈Mpm ���� �� ������� ��������� � T �
 S � ������ �� 
��

����� ��
�
��
 BA ��������� �
 S ◦ T A �� ������� 
� ���� p × n 
���


���� *������ 
� 

����������
�� ����� ��� �
�
��� ��'������

BA :=

⎛⎜⎝(βh,1 . . . βh,m

) ·
⎛⎜⎝ α1,k

			

αm,k

⎞⎟⎠
⎞⎟⎠

1�h�p
1�k�n

=
( m∑

j=1

βh,j αj,k

)
1�h�p
1�k�n

.

!����B �� ���
���� BA 
� 
�� ������� B �
 A ������ ���� �� B 2� �����

������� <����� ���� �� ��'2� 
� A 	 
� <����� ���� BA 2� ����� ��'2�

<����� �� 2� B � � ����� ������� <����� �� 2� A 	 �� �� h4����� ��'� 
�



���� ����� �����
���� �� ���
��� ��

B � �� k4����� ������� 
� A ����

ST rh ST ���������������
|
ck

|
,

������ rh � ck 2���� �� ������ ������ 
� ���������� � �0�������� 
�

BA ���0�������� 
���� h4����� ��'� � 
���� k4����� ������� A

(����� ���������� 
� rh) · (����� ���������� 
� ck)

+ (�����
� ���������� 
� rh) · (�����
� ���������� 
� ck)

			

+ (�0������ ���������� 
� rh) · (�0������ ���������� 
� ck) .

3��������� �2�� ��� A ∈ Mmn � x ∈ Rn� �� ������� Ax � �����
�����

���� ������� m× 1 � A �� ���
���� 
���� ������� m× n A � �� �������

n× 1 x 	

�� T : Rn −→ Rm A ��� ������������ �������� ������

ker(T ) := {x ∈ Rn ; T (x) = 0m} ⊂ Rn ?�� ������ 
� T @

T (Rn) := {T (x) ; x ∈ Rn} ⊂ Rm ?�0����'��� 
� T @

���� ���������� �������	 ,����
���� ���� 
��� �� ������� 
���� 
����4

����� �	�	� �� <����� �����


��
(
Ker(T )

)
+ 
��

(
T (Rn)

)
= 
��

(
Rn
)

= n .

,����
���� ?���� �	�	�@ �2� T A ��������� �� � ���� �� ker(T ) = {0n}	
�� �����'������ ����
� ���2� �� ������� 
���� 
��������� �	�	�� �������

�2� T A ��������� �� � ���� �� 
��
(
T (Rn)

)
= n 	 !���2F 
��

(
T (Rn)

)
�


��
(
Rm
)

= m � ��� �0����������" 
� T A ���������� �2� n � m 	

�0����� ������ 
�� /������ 
���� 
��������� �	�	� ������� �2� T A

	���������� ���A T (Rn) = Rm � �� � ���� �� 
��
(
Ker(T )

)
= n − m 	

6���
� ��� �� ���'�������" 
� T A ���������� �2� n � m 	

��� ���

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

			
			

	 	 	
			

αm1 αm2 . . . αmn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠



�� �� ������������ �����
� � ���
���

��� ������� m× n 	 ������ ker(TA) = {x ∈ Rn ; Ax = 0m} A �0�������


� ����� �� ���������

x =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

			

xn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

�� ������� ���'���� Ax = 0m � ������⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

α11 x1 + α12 x2 + . . . + α1n xn = 0

α21 x1 + α22 x2 + . . . + α2n xn = 0
			

αm1 x1 + αm2 x2 + . . . + αmn xn = 0

.

!����B TA A ��������� ����������� <���
� <����� ������� 2� �� ����

��������� x = 0n 	 !���2F �� ������� �����
���� �� ������ !@

Ax =

n∑
j=1

xj cj ��� c1 , . . . , cn ���� �� ������� 
� A , ?�	&	�@

�0����������" 
� TA A �<��������� ���0��
����
���� ������� 
���� ��� �������	

������� �	&	 � �#� ���
���� 
� 
������ ��� - ��

���������

�����
������ �� ������� <��
���� 
� ��
��� n×n	 ����� A � B 
��

������� 
� ���� ��
���	 ������ �������� ������ *��� �� ���
���� A ·B �

B ·A� �� �� '������� ��������� 
�� ��������� 
������	 )��� �� �������	

����� A � B �� ��'����� ������� <��
���� 
� ��
��� 2× 2�

A =

(
1 0

0 0

)
, B =

(
0 1

0 0

)
.

������ �� ���
���� A · B A(
1 0

0 0

)(
0 1

0 0

)
=

(
0 1

0 0

)
�2� A 
������ 
�� ���
���� B ·A(

0 0

0 0

)
=

(
0 1

0 0

)(
1 0

0 0

)
��B 
������� �2� �� ���
���� 
� ������� �
� A ������������ ���A ��

'������� AB 	= BA	 ��



���� ��������� �� ������� �����
�� ������������ �� "���� �


	�,� *��#$���� �� ������� ����
��
 ������
$���� �� �
#��


� ����
� 
� ������������ 
� +���� �������� ����� ����*��������� 
��

������� 
��� 
� �<������� ������� �� �� ������� �����'����� ���������

�2� 2� �� ������ ���������	 6����� �� *� ������� �� ��'����� ����������

����� ��'2� 
���� ��%���� ?� �������@ 
�� ���>������ ?�2� �� �2������


������
�� �� ������

T ����%�� 
� 
�� ��'2��

T �

������ 
� �� �������� ������� 
� ��� ��'� �
 ��0������

T ��������������� 
� ��� ��'� ��� �� ������� ��� �����	

�� ���� �2� ���'���� ��� 
� <����� ���������� 
� ��'� ��� ���%��

�� ��������� 
�� ������� ?�� ����� ������� ������ �� ������ ���
������


� <����� ���'������ �� 
��� �2� A �<���������@	 �� �����
� ��� ��
�

��'�����	 �� ��������� �� ����������� ��� �� ����%�� 
���� ����� ��'�

��� ��� �2� 2� �� ����� �������� 
������ 
� ����	 !��� ������
� ���4

������������ ��������� �������� ������� 
���� ����� ��'� ���� ����� ��'2��

�� �������� � ���>������ ����� ����� ������� C1 	

3�� �����
������ �� ����� ������� C2 �2� 2� �� �������� ��� ���4

�� 
������ 
�� ����� ��������	 ����%����� �� ����������� �� �����
�

��'� ��� ��� ��'� 	����		��� �2� 2� �� �������� ��� ����� �������4

����� � C2 ?�� ����%������� ��� ��� ��'� �����
����� �� <������ ����

��������������� �� ������ ���
������ �� *���� 
� ���� '�" ���� ���4

�� � ���>������ �������� 
� <����0������ ?�� <����� ����� �� ���>������

��������@	 ����������� ����� ������ ��
�� ������
� ���������������

�������� ������� �
���� 
���� �����
� ��'� ���� ��'2� 
���� ����� �� ����

�� �������� � ���>������ ����� �0�������� ?��� �����@ 
���0������������


���� �����
� ��'� ��� C2 	

!����
���� �� <����� ��
� ���2F ��� ��������� ���� %���� �����

���� <���� �� ������� � ������� ����	

��������� �	�	�� �� ������� ����� �� ��������� 
�� ������� 
� �<�������

������� ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−x1 +2 x2 +3 x3 +2 x4 = 1

2 x1 −4 x2 + x3 + x4 = −1

3 x1 + x2 −3 x3 + x4 = −6

4 x1 − x2 + x3 +4 x4 = −6



�� �� ������������ �����
� � ���
���

���������� 
� <����� ���� �� ��������

−1 2 3 2

2 −4 1 1

3 1 −3 1

4 −1 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

−1

−6

−6

−1 2 3 2

0 0 7 5

0 7 6 7

0 7 13 12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

1

−3

−2

−1 2 3 2

0 7 6 7

0 0 7 5

0 7 13 12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

−3

1

−2

−1 2 3 2

0 7 6 7

0 0 7 5

0 0 7 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

−3

1

1

−1 2 3 2

0 7 6 7

0 0 7 5

0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

−3

1

0

.

,������ �2� �� ��������� A

x4 = ��%�������,

x3 =
1− 5 x4

7
,

x2 =
−6 x3 − 7 x4 − 3

7
=
−19 x4 − 27

49
,

x1 = 2 x2 + 3 x3 + 2 x4 − 1 =
−45 x4 − 82

49
. ��

��������� �	�	�� �� ������� ����� �� ��������� 
�� ������� 
� �<�������

������� ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−x1 +2 x2 +3 x3 +2 x4 = 1

2 x1 −4 x2 + x3 + x4 = −1

3 x1 + x2 −3 x3 + x4 = −6

4 x1 − x2 + x3 +3 x4 = −6



���� ��������� �� ������� �����
�� ������������ �� "���� ��

���������� 5���
� �� ����
� 
� ������������ 
� +����� ����*�������

�� ������� 
��� �� �� ������� �����'����� ��������� �<����������

−1 2 3 2

2 −4 1 1

3 1 −3 1

4 −1 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

−1

−6

−6

−1 2 3 2

0 0 7 5

0 7 6 7

0 7 13 11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

1

−3

−2

−1 2 3 2

0 7 6 7

0 0 7 5

0 7 13 11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

−3

1

−2

−1 2 3 2

0 7 6 7

0 0 7 5

0 0 7 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

−3

1

1

−1 2 3 2

0 7 6 7

0 0 7 5

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

−3

1

0

.

,������ �2� �0����� ��������� A

x4 = 0 ,

x3 =
1− 5 x4

7
=

1

7
,

x2 =
−6 x3 − 7 x4 − 3

7
= −27

49
,

x1 = 2 x2 + 3 x3 + 2 x4 − 1 = −82

49
.

��

��������� �	�	�� �� ������� ����� �� ��������� 
�� ������� 
� �<�������

������� ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−x1 +2 x2 +3 x3 +2 x4 = 1

2 x1 −4 x2 + x3 + x4 = −1

3 x1 + x2 −3 x3 + x4 = −6

4 x1 − x2 + x3 +4 x4 = −5



�	 �� ������������ �����
� � ���
���

���������� 5���
� �� ����
� 
� ������������ 
� +����� ����*�������

�� ������� 
��� �� �� ������� �����'����� ��������� �<����������

−1 2 3 2

2 −4 1 1

3 1 −3 1

4 −1 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

−1

−6

−5

−1 2 3 2

0 0 7 5

0 7 6 7

0 7 13 12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

1

−3

−1

−1 2 3 2

0 7 6 7

0 0 7 5

0 7 13 12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

−3

1

−1

−1 2 3 2

0 7 6 7

0 0 7 5

0 0 7 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

−3

1

2

−1 2 3 2

0 7 6 7

0 0 7 5

0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

−3

1

1

.

10������ �<������� 
�� ������� �����'����� ��������� �������� A

0 x1 + 0 x2 + 0 x3 + 0 x4 = 1 ,

�2� ��� 2� ���������	 !����B �� ������� 
��� ��� 2� ������� ���������	

��

��������� �	�	 � �� ������� ����� �� ��������� 
�� ������� 
� �<�������

������� ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2 x1 − x2 +x3 +6 x4 −x5 = − 2

x1 −2 x2 +x3 +3 x4 −x5 = − 1

x1 +4 x2 −x3 +2 x4 +x5 = − 4

2 x1 +2 x2 +3 x4 = −11

���������� 5���
� �� ����
� 
� ������������ 
� +����� ����*�������

�� ������� 
��� �� �� ������� �����'����� ��������� �<����������

2 −1 1 6 −1

1 −2 1 3 −1

1 4 −1 2 1

2 2 0 3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− 2

− 1

− 4

−11

1 −2 1 3 −1

2 −1 1 6 −1

1 4 −1 2 1

2 2 0 3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− 1

− 2

− 4

−11



���� ��������� �� ������� �����
�� ������������ �� "���� ��

1 −2 1 3 −1

0 3 −1 0 1

0 6 −2 −1 2

0 6 −2 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1

0

−3

−9

1 −2 1 3 −1

0 3 −1 0 1

0 0 0 −1 0

0 0 0 −3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1

0

−3

−9

1 −2 1 3 −1

0 3 −1 0 1

0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1

0

−3

0

.

,������ �2�

x4 = 3 ,

� ���

x2 = ��%�������,

x3 = ��%�������,

x5 = −3 x2 + x3 ,

x1 = −1 + 2 x2 − x3 − 3 x4 + x5 = −10− x2 . ��

	�,��� (��� ����
�� �
�� ��
���� ������
$���� �� �
#���

5� ������� 
� ������� x1� x2 , . . . , xn A ����������� ��
����
���� ����4

������� <���
� �� ������� �������

λ1x1 + λ2x2 + . . .+ λnxn = 0

����� ��������� λ1 , . . . , λn 2� ���� �� ��������� �����	 6���
� �� ���%����


���0��
����
���� ������� ��B ������ �������� ��
����� �� ����������� 
�

�� ������� �������� � <���
� ������� �0������������ 
� +����	

��������� �	�	#� 6���� ������� ���

a =

⎛⎜⎝ −1

3

2

⎞⎟⎠ , b =

⎛⎜⎝ 1

2

1

⎞⎟⎠ , c =

⎛⎜⎝ 2

0

−1

⎞⎟⎠



�� �� ������������ �����
� � ���
���

���� ���%�������� ������� 
�⎛⎜⎝ 1

3

1

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝ 3

1

−1

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝ −1

1

1

⎞⎟⎠ ?

���������� 1� ���������

λ1

⎛⎜⎝ 1

3

1

⎞⎟⎠ + λ2

⎛⎜⎝ 3

1

−1

⎞⎟⎠+ λ3

⎛⎜⎝ −1

1

1

⎞⎟⎠ = a

A �<��������� �� ������� 
� �<������� �������⎧⎪⎨⎪⎩
λ1 +3 λ2 −λ3 = −1

3 λ1 + λ2 +λ3 = 3

λ1 − λ2 +λ3 = 2

5���
� �� ����
� 
� ������������ 
� +����� �� ����� �2� <����� �������

2� ���������� �����B a A ���%�������� ������� 
�� ������� 
���	


� ������� �����'� �� ����� �2� ���2� c A ���%�������� ������� 
�

<������ �� b ��	 ��

��������� �	�	&� �� 
��� �� � �������⎛⎜⎜⎜⎝
1

−1

3

2

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎝
−1

2

0

3

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎝
1

−7

9

0

⎞⎟⎟⎟⎠
���� ����������� ��
����
���� � ��	

���������� �� ����� �2� �� ������� ���'���� 
� �<������� �������⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
λ1 −λ2 +λ3 = 0

−λ1 +2 λ2 −7 λ3 = 0

3 λ1 +9 λ3 = 0

2 λ1 +3 λ2 = 0

2� �� ���� ��������� λ1 = λ2 = λ3 = 0 � �����B � ������� 
��� ����

����������� ��
����
����	 ��



���� ��������� �� ������� �����
�� ������������ �� "���� ��

��������� �	�	�� !�� <���� ������ ����� x � y ���� � �������⎛⎜⎝ x

y

y

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝ x

−y
y

⎞⎟⎠ ∈ R3

����������� ��
����
����O

���������� ��� ������� �����'2� � ����� �� ����� �� ��������� x ��%�4

������ �
 y 	= 0 	 ��

��������� �	�	$� �� ����� ��� %��� ��� �� ����������� ������� 
� R4

'������� 
�� �������⎛⎜⎜⎜⎝
1

−1

−1

1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎝
1

2

−1

−1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎝
−1

1

1

1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎝
2

1

−2

2

⎞⎟⎟⎟⎠ .

���������� !�� ��
��� �� � <������ ������� 
��� ���� �����������

��
����
���� � ��� �������� �� ��������� 
�� ������� ���'����⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x1 + x2 − x3 + 2 x4 = 0

−x1 + 2 x2 + x3 + x4 = 0

−x1 − x2 + x3 − 2 x4 = 0

x1 − x2 + x3 + 2 x4 = 0

����
� ������������ 
� +�����

1 1 −1 2

−1 2 1 1

−1 −1 1 −2

1 −1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

0

1 1 −1 2

0 3 0 3

0 0 0 0

0 −2 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

0

1 1 −1 2

0 1 0 1

0 −1 1 0

0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

0

1 1 −1 2

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

0

.

,������ �2� �� ������� ���'���� 
� ��� ����� ������� ��������� ���

x4 	= 0 � <���
� �� <����� ������� A ���%�������� ������� 
�� ����� ���	



�� �� ������������ �����
� � ���
���

�� �����'����� �� ����������� ������� X 
� R4 '������� 
�� <������

������� 
��� A '�" '������� 
�� ����� ���	

!�� ��
��� �� � ����� ��� ������� ���� ����������� ��
����
���� � ���


�%%���� ������� �� ��������� 
�� ������� ���'����⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x1 + x2 − x3 = 0

−x1 + 2 x2 + x3 = 0

−x1 − x2 + x3 = 0

x1 − x2 + x3 = 0

,

���A �� ��������� 
�� ������� �����
���� ��� x4 = 0 	 .� � ������� 
� ���

����� �� �������� �2� �� x4 = 0 ������ ���2� x1 = x2 = x3 = 0 	 !����B

� ��� ������� ⎛⎜⎜⎜⎝
1

−1

−1

1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎝
1

2

−1

−1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎝
−1

1

1

1

⎞⎟⎟⎟⎠
���� ����������� ��
����
���� � <���
� ������������� ��� %��� 
� X 	

$
����
�� ������������ 
����� 
� �������� � <������ ������� ���� �������

� ��������� �� ������� ���'���� ��������� ��� ��
��� �� �0A �0��
����
��4

�� ������� � �� �� ��� ���� 
� 
����
���� �������� <���� 
�� <������ ���4

���� ��� ���%�������� ������� 
�'�� ����� ���� ��������� � <������ �������

���� ��'2� 
� ��� ������� ������'������

SST r1 SST

SST r2 SST

SST r3 SST

SST r4 SST

������
� �� �������� ��� �� *������ λ ∈ R 
� ��� 
���� ��'2� �


��0������ ��� �������� λ r1 � r3 � �� ��'2� ���� ��������� ���A

SST r1 SST

SST r2 SST

SST r3 + λ r1 SST

SST r4 SST

,



���� ��������� �� ������� �����
�� ������������ �� "���� ��

'������� �� ������ ����������� ������� 
� R4 
���� ��'2� r1 , r2 , r3 , r4 	


�*�����

• �'�� ���%�������� ������� 
� r1 , r2 , r3 + λ r1 , r4 A ���%�4

������� ������� 
� r1 , r2 , r3 , r4� �

• �'�� ���%�������� ������� 
� r1 , r2 , r3 = (r3 +λ r1)−λ r1 , r4

A ���%�������� ������� 
� r1 , r2 , r3 + λ r1 , r4 	

�����'������� ��� ����%�� 
� 
�� ��'2� � �� ��������������� 
� ���


���� ��'2� ��� �� ������� ��� ����� ��� ���%�� �� ����������� ������� X


� R4 '������� 
���� ��'2�	 
� ����� ������� �� ���������� 
� ��'� ��� ���4

%���� �� ����������� ���������� '������� 
���� ��'2�	 !����B� ����'��
�

�0������������ 
� +����� ��������� ��� �������

SST r′1 SST

SST r′2 SST

SST r′3 SST

SST r′4 SST

���� �2� r′1 , r
′
2 , r

′
3 , r

′
4 '������� X 	 .� �� ��'2� ��� ����� 
� <�����

������� ���� ����������� ��
����
����� �����B ������������� ��� %���

��� X 	

6����� ����
� 2� �� �����''�� 
� �������� ��� %��� ������� ���

���� ������������ 
���0������������ 
� +����	 !�� 
� ��I� '�� ��������


���� %��� ������� 2���� ����� ���������� �'���� � 0 	 !��B� 
� �������

�� %��� ������� ��� A ������������ 
�� ������� 
��� 
� '���������	

��� ���� ���������

1 −1 −1 1

1 2 −1 −1

−1 1 1 1

2 1 −2 2

1 −1 −1 1

0 3 0 −2

0 0 0 2

0 3 0 0

1 −1 −1 1

0 1 0 0

0 0 0 1

0 3 0 −2

1 −1 −1 1

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0



�� �� ������������ �����
� � ���
���

������2F ��� %��� ��� X A⎛⎜⎜⎜⎝
1

−1

−1

1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎝
0

1

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎝
0

0

0

1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

��

	�2� 3
��� �� #�
 �
�����

3��������� �2�� � ����� 
� ?�	&	�@� �0����'��� 
� TA A �� �����������

������� 
� Rm '������� 
���� ������� 
� A 	 !����B �� ����
 
� A � 
������

���� �� 
��������� 
���0����'��� 
���0������������ ������� TA : Rn �
x 
−→ Ax ∈ Rm � A �'���� ���� 
��������� 
�� ����������� ������� 
� Rm

'������� 
���� ������� 
� A 	 !���2F �'�� ������� 
� '��������� ��������

��� %���� �������� 
��� �2� �� ���'� 
� A A �� ������ ������� 
�

������� ����������� ��
����
����	 
�
��2���� �� ���'� 
� A ��� �'(A)

� �'A 	 !���2F A 2� n �������� rg(A) � n 	 �0����� ������ ����2F ��

������� 
� A ��������'��� �
 Rm � �� 
��������� 
� �'�� �����������

������� 
� RM A ������ � �'���� ���� 
��������� m 
� Rm � �%%����

���2� rg(A) � m 	 6���
��

rg(A) � max {m, n} , A ∈Mmn .

���
 �	$	�� �#������������ 
� ��� 
�������� 10����������" 
� TA A

�<��������� � �'(A) = n � ������ �� ���'�������" 
� TA A �<��������� �

�'(A) = m 	 !����B TA A %�'������ �� � ���� �� A A <��
���� � �'(A) =

m = n 	 
� <����� ���� A �� �2���� �����������	 ��

����������� �	$	�� �(������ ���	��	���� 1� ���	�
	�� 
� ��� ��4

����� A ∈ Mmn A �� ������� A� ∈ Mnm �2� �� ������� 
� A ���%���
�

�� ������� �� ��'2� ?�
 �����'������ �� ��'2� �� �������@�⎛⎜⎝ | | |
c1 c2 . . . cn

| | |

⎞⎟⎠
�

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
S c1 S

S c2 S
			

S cn S

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,



���� 
��"� �� ��� ���
��� �


���A ⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

			
			

	 	 	
			

αm1 αm2 . . . αmn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
�

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α11 α21 . . . αm1

α12 α22 . . . αm2

			
			

	 	 	
			

α1n α2n . . . αmn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

���
 �	$	�� ���%��� 
� ������� ��� �� 
������ ���	��	����

(A+B)� = A� +B� ��� A , ∈Mmn ,

(λA)� = λA� ,

(BA)� = A�B� ��� A ∈Mmn , B ∈Mpm ,

(A�)� = A .

��

������������ �	$	 �

rg(A) = rg(A�) , A ∈Mmn . ?�	$	�@

∗ �������
������ 3��������� �2� �� ��������� x� 
� �'�� x ∈ Rn �

�����
����� ���� ������� n× 1 � A ��� ������� 1× n � ���A �� �������

��'�	 5���
� �� ��'��� 
� ������� 
� ��� ������ ��������� ��� �'��'������

�����������

y�Ax =
(
A� y

)�
x , A ∈Mmn , x ∈ Rn , y ∈ Rm ?�	$	�@

?����� � ���
���� 
� ������� �� ?�	$	�@ 2���� ����� ����2F �� ������ 
�

������� 
� �������� ���������
� �� ������ 
� ��'2� 
���� ����������@	

�� ��'�� �2�

{x ∈ Rn ; Ax = 0m} ∩A� Rm = {0n} , A ∈Mmn . ?�	$	�@


�*����� ��

x =

⎛⎜⎝ x1

			

xn

⎞⎟⎠ ∈ Rn
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⎛⎜⎜⎜⎝
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α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

			
			

	 	 	
			

αn1 αn2 . . . αnn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
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��� n � ��������� �� ���%���� 
� ���������

�0�������%����" 
� A �� ��� ���� 
� �������%����"� 
� ��������� �� �������
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β21 β22 . . . β2n
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⎛⎜⎝ | | |
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α11 α12 . . . α1n
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⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎝ | | |
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=
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⎞⎟⎠
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|
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en
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γ′11 γ′12 . . . γ′1n
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⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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x1

x2
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0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ; x1 , x2 ∈ R
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!���2F ����� '�� �������� ����� 
��'����� ���� �������� A A �������%���	

!�� ��������� �� ������� �������� ������� ���������� ���������� �����

��'2� ��������� ���2� � ���>������ ����� �� 
��'������

1 −2 0

0 1 0

0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 2

−1 2 2

−1 1 1

,

1 0 0

0 1 0

0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣
−3 5 6

−1 2 2

−1 1 1

.

3�� ������������� �'�� ��'� 
���
��
��� ����� '�� �������� ��� �� ���

�������� 
��'������ �� ��� ��
� ��������� ���� ������� 
� ���>������

�� ������� ����"�

1 0 0

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
−3 5 6

−1 2 2

1 −1 −1

.

������
���� �2�

A−1 =

⎛⎜⎝ −3 5 6

−1 2 2

1 −1 −1

⎞⎟⎠ . ��

	���� ������ �� ���� �� #�
 �
����� �� ������������'

����������� �	��	�� �(�����. ������ 	����
�������� ���

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

			
			

	 	 	
			

αm1 αm2 . . . αmn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
��� ������� m× n 	 5�� 	
��

������ ?
���� ���2� �� 
��
��@ 
� A A

��� ������� �2� �� ������� ���������
� ������ ��'2� � ������� 
� A �

B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
αj1k1 αj1k2 . . . αj1kq

αj2k1 αj2k2 . . . αj2kq

			
			

	 	 	
			

αjpk1 αjpk2 . . . αjpkq

⎞⎟⎟⎟⎟⎠



��

� ����
� �� �
�� �� ��� ���
��� �� ����
��!���� �


A �� ������������ �������� ������� �� ������������� 
� ����� �� ��'2� 
� A

������ <����� ��� ��
��� j1 < j2 < . . . < jp � � 
� ����� �� ������� ������

<����� ��� ��
��� k1 < k2 < . . . < kq � ��� 1 � p � n � 1 � q � m 	

���
 �	��	�� �� B A ��� ������������ 
� A � ������ rg(B) � rg(A) 	

��

����������� �	��	�� �/��� 
� ��� 
�������� ��� B ��� ������������


� A 	 5�� ������������ B′ 
� A �� ������� 
�����
 B �� B′ �� �������
���������
� ��� ��'� �
 ��� ������� 
� ���� 
� <����� �� ����������

��� �������� B 	

!�� �������� ��'����
� �� ��'2� 
� ��
��� 1 � 2 � ����2F �� ������� 
�

��
��� 2 � 3 � 5 
���� �������

A =

⎛⎜⎜⎜⎝
7 −1 0 2 3

−1 2 3 1 −1

−2 5 −4 7 0

0 −1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

�� ������� �� ������������

B =

(
−2 7

0 0

)
.

5�� ������������ 
� A �2� �� ������� �����
� B A� ��� ��������⎛⎜⎝ −1 1 −1

−2 7 0

0 0 1

⎞⎟⎠ ,

�2� �� ������� ���������
� ���� �� ����� ��'� � �� ������� 
� ��
��� 2 �

3 
� A ?�%%���� ������ B ��� �� �����
� ��'� � �� <����� ������� 
�

A@	 5� ����� ������� �� ������� �����
� B ��� �� ����� ��'� � �� �����

������� 
� A � ⎛⎜⎝ 7 0 2

−2 −4 7

0 1 0

⎞⎟⎠ .


� ���'� 
� ��� ������� <�������� ��B ������ �������� ��� ����� 
�

������������ <��
�����



�� �� ������������ �����
� � ���
���

������
 �	��	 � ./�����
 ����� �����0 $�� A ��� 
������ m× n �

%��
�� rg(A) = r 	� � 	
�
 	� �	�	�� ��� 	
��

������ �������� B ��


����� r �� A � ���� ���

• B � ����������� �

• 
��� 	
��

������ �������� �� 
����� r + 1 �� A � ��� 	� 
������


�����
 B � � �
� ������������

∗ �������
������ ��� rg(A) = r 	 ������ �������� r ������� ������4

����� ��
����
����� 
������ <����� ��� ��
���

k1 < k2 < . . . < kr ,


� A 	 �� ����������� ����� �� ����� �������� ��������� ��� ������������

A′ 
� A ��� m ��'2� �
 r �������� ���� �2� rg(A′) = r 	 3��� ��� ?�	$	�@�

�������� r ��'2� ����������� ��
����
����� 
������ <����� ��� ��
���

j1 < j2 < . . . < jr ,


� A′ 	 �� ����������� ����� �� ����� ��'2� 
� A′ ��������� ��� ���4

��������� <��
���� B 
� A′ 
� ��
��� r ��� ����� �� ��'2� �����������

��
����
����� <���
� B A �������%���	 3���������� B A ��� ������������

���2� 
� A � �� ������� *��������� �2� �'�� ������������ <��
���� 
�

��
��� r + 1 
� A �2� �� ������� �����
� B A ��� �������%���	

���������� �
���� �2� ������ ��� ������������ <��
���� B 
� ��4


��� r 
� A ���� �2� �� 
�� ���
������ ����0��������� ����� ��

��*����	

�����

j1 < j2 < . . . < jr ,

'�� ��
��� 
���� ��'2� 
� A �

k1 < k2 < . . . < kr ,

'�� ��
��� 
���� ������� 
� A �2� ��� �� ���������� ��� �������� B 	 ������

�� ������� 
� A ��� ��
��� k1 , k2 , . . . , kr ���� ����������� ��
����
��4

��	 ;�����2���� �2� ����� �� ����� ������� 
� A ���� ���%�������� �������


� <������ 
��������
� <���
� �2� �� ���'� 
� A A �'���� �
 r 	

���������� �2� ��� ������� 
� A � �� ��� ��
��� ��
��2���� ��� k′�
��� ��� ���%�������� ������� 
���� ������� ��� ��
��� k1 , k2 , . . . , kr 	

������ �� ������� ��� ��
��� k′, k1 , k2 , . . . , kr ���� ����������� ��4


����
����	 !������� �� ���'� 
���� ������������ A′′ 
� A �2� �� �������



��

� ����
� �� �
�� �� ��� ���
��� �� ����
��!���� ��

���������
� ����� �� ������� ��� ��
��� 
������ 
� k′, k1 , k2 , . . . , kr A

�'���� � r + 1 	

!�� ?�	$	�@ �������� �2� �� 
��������� 
�� ����������� ������� 
�

Rm '������� 
���� ��'2� 
� A′′ A �'���� �
 r+1 	 .� �� ��'2� ��� ��
���

j1 , j2 , . . . , jr � ���A �� ��'2� 
� B � ���� ����������� ��
����
����	 ��

����� �� ����� ��'2� 
� A′′ *������ ���%�������� ������� 
� <������ ������

�� ���'� 
� A′′ ����%%� r � �����B ������ ������ ��� ��'� 
� A′′� 
������

<����� ��� ��
��� j′� �2� ��� A ���%�������� ������� 
���� ��'2� ���

��
��� j1 , j2 , . . . , jr 	 ������ �� ��'2� 
� A′′ ��� ��
��� j′′, j1 , j2 , . . . , jr
���� ����������� ��
����
���� � <���
� �� ������������ <��
���� B′′ 
�
��
��� r + 1 
� A′′ �2� �� ������� ���������
� ����� �� ��'2� ��� ��
���


������ 
� j′′, j1 , j2 , . . . , jr A �������%���	 .� B′′ A ��� ������������ 
�

A �������� �����
� B � <���
� ��������� ��� ������

������ ���0�������

*���� �� B 	 ��

� ���'� ���������� ��� ��'����� �������� ��� �� ������%����" 
� ��

������� 
� �<������� ��������

������
 �	��	#� .3�#�456(
������0 $���


A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

���
���

� � �
���

αm1 αm2 . . . αmn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
��� 
������ m× n �

b =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
b1
b2
���

bm

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ Rm .

%��
�� �� 	�	��
� Ax = b �� m ������
�� ������� �� n ���
����� �

����



�	 �� ������������ �����
� � ���
���

'��
��
! ��� 	
����
�� 	� � 	
�
 	�

rg

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

���
���

� � �
���

αm1 αm2 . . . αmn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

= rg

⎛⎜⎜⎜⎝
α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

���
���

� � �
���

αm1 αm2 . . . αmn︸ ︷︷ ︸
= A

b1
b2
���

bm︸︷︷︸
=b

⎞⎟⎟⎟⎠ .

∗ �������
������ ����� c1 , . . . , cn �� ������� 
� A � ����������

�2� �� ������� Ax = b ������� ��� ���������

x =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

			

xn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ Rn,	

������ 
���� *������ ?�	&	�@ ��'��

b = Ax =

n∑
j=1

xj cj .

!����B � ������� c1 , . . . , cn , b '������� �� ������ ����������� ������� 
�

Rm 
� c1 , . . . , cn � �� ��� 
��������� A �'���� �

rg

⎛⎜⎝ | | |
c1 c2 . . . cn

| | |

⎞⎟⎠ = rg

⎛⎜⎝ | | |
c1 c2 . . . cn

| | |︸ ︷︷ ︸
=A

|
b

|

⎞⎟⎠ . ?�	��	�@

���������� ��������� �2� ���'� ?�	��	�@	 �� X �
 Xb ��
����� �

���������� ������� 
� Rm '������� ���������������

?�@ 
���� ������� 
� A �

?�@ 
���� ������� 
� A � 
�� ������� ���� b �

������ ?�	��	�@ ��'����� �2� 
��X = 
��Xb � <���
� ������� �0�'��'����4

�� X = Xb 	 3��� �� �� ���'� 
� A � A r� �������� r ������� ck1 , . . . , ckr


� A �2� ������������� ��� %��� ��� X 	 !���2F b ∈ X � ��'�� �2� b



��

� ����
� �� �
�� �� ��� ���
��� �� ����
��!���� ��

A ���%�������� ������� 
�� ������� ck1 , . . . , ckr � � <���
�� � ��''���

��'����� 
� ����� �� ������� 
� A 	 3��� ��� ?�	&	�@� <����� ��'����� �2�

�� ������� Ax = b ������� ���������	 ��

������� �	��	&� /������� ����� � ������ 
�� ��������� ����� a ��� �

<���� �� ������� 
� �<������� �������⎧⎪⎨⎪⎩
2 x1 − x2 − x3 = 1

−2 x1 + a2 x2 + (1− a) x3 = −1

x1 + 3 x2 + x3 = 2

��� 2� ���������	

����
������� !�� �� ������� 
� ,���2F4������� �	��	# �� ������� 2�

��������� �� � �������� ��

rg

⎛⎜⎝ 2 −1 −1

−2 a2 1− a

1 3 1

⎞⎟⎠ = rg

⎛⎜⎝ 2 −1 −1 1

−2 a2 1− a −1

1 3 1 2

⎞⎟⎠ .

/������ ���������� ���������� ����� ��'2� �� �������

rg

⎛⎜⎝ 2 −1 −1

−2 a2 1− a

1 3 1

⎞⎟⎠ = rg

⎛⎜⎝ 1 3 1

2 −1 −1

−2 a2 1− a

⎞⎟⎠ =

= rg

⎛⎜⎝ 1 3 1

0 −7 −3

0 6 + a2 3− a

⎞⎟⎠ = rg

⎛⎜⎝ 1 3 1

0 1 3
7

0 6 + a2 3− a

⎞⎟⎠ =

= rg

⎛⎜⎝ 1 3 1

0 1 3
7

0 0 1
7
(3− 7 a− 3 a2)

⎞⎟⎠ =

{
3 �� 3− 7 a− 3 a2 	= 0 ,

2 �� 3− 7 a− 3 a2 = 0 .



�� �� ������������ �����
� � ���
���

�� ��'�� �2� ��� ���� 3 − 7 a − 3 a2 	= 0 �� ������� 2� ���������	 ��

������ 3− 7 a− 3 a2 = 0 � ������ �%%����

rg

⎛⎜⎝ 2 −1 −1 1

−2 a2 1− a −1

1 3 1 2

⎞⎟⎠ = rg

⎛⎜⎝ 1 3 1 2

2 −1 −1 1

−2 a2 1− a −1

⎞⎟⎠ =

= rg

⎛⎜⎝ 1 3 1 2

0 −7 −3 −3

0 6 + a2 3− a 3

⎞⎟⎠ = rg

⎛⎜⎝ 1 3 1 2

0 1 3
7

3
7

0 6 + a2 3− a 3

⎞⎟⎠ =

= rg

⎛⎜⎝ 1 3 1 2

0 1 3
7

3
7

0 0 1
7
(3− 7 a− 3 a2) 1

7
(3− 3 a2)

⎞⎟⎠ =

= rg

⎛⎜⎝ 1 3 1 2

0 1 3
7

3
7

0 0 0 a

⎞⎟⎠ = 3

����2F 3− 7 a− 3 a2 = 0 ⇒ a 	= 0 	 !����B �� ������� ��� 2� ���������

����������� <���
� 3− 7 a− 3 a2 = 0 � ����� a = −7±√
85

6
	 ��

	���� 1�����$� �#��� ��
�!���
$���� ����
��

��������� �	��	�� �� ������2� �2� �0������������

R3 �

⎛⎜⎝ x1

x2

x3

⎞⎟⎠ 
−→ ( x1 + x2

x2 + x3

)
∈ R2

A ������� � �� ����� �� ������� ���������	

���������� +�� �������� 
���� %��� �������� 
� R∗ ���� ���
��� ��(
1

0

)
,

(
1

1

)
,

(
0

1

)
.

!������� �� ������� ��������� A(
1 1 0

0 1 1

)



��
�� ���
���� ����� �
��#�
������� �����
� ��

� �0������������ ��B ������ ������� ����� *����

R3 �

⎛⎜⎝ x1

x2

x3

⎞⎟⎠ 
−→ ( 1 1 0

0 1 1

) ⎛⎜⎝ x1

x2

x3

⎞⎟⎠ ∈ R2 .

��

��������� �	��	�� �� ����� ��� ������� A 
� ���� 4 × 3 ���� �2�� ���

�'�� λ1 , λ2 , λ3 ∈ R � �� ���%�������� �������

λ1

⎛⎜⎜⎜⎝
2

−3

0

−1

⎞⎟⎟⎟⎠+ λ1

⎛⎜⎜⎜⎝
−2

1

1

0

⎞⎟⎟⎟⎠ + λ3

⎛⎜⎜⎜⎝
1

5

2

−3

⎞⎟⎟⎟⎠
��� �'���� �� ���
����

A

⎛⎜⎝ λ1

λ2

λ3

⎞⎟⎠ .

���������� �� ��� �0�'��'������ ?�	&	�@ �

A =

⎛⎜⎜⎜⎝
2 −2 1

−3 1 5

0 1 2

−1 0 −3

⎞⎟⎟⎟⎠ . ��

��������� �	��	�� �� ����� �� ������� 
���0������������ ������� T :

R3 −→ R3 �2� ���
�⎛⎜⎝ 1

0

0

⎞⎟⎠ 
→
⎛⎜⎝ 2

1

3

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝ 0

1

0

⎞⎟⎠ 
→
⎛⎜⎝ −1

2

1

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝ 0

0

1

⎞⎟⎠ 
→
⎛⎜⎝ 3

4

−2

⎞⎟⎠ .

���������� 1� ������� 
���� ������� A ��������� � T ���� �� ����'���

������� T 
�'�� �������� 
���� %��� �������� 
� R3� �����B

A =

⎛⎜⎝ 2 −1 3

1 2 4

2 1 −2

⎞⎟⎠ .



�� �� ������������ �����
� � ���
���

��

��������� �	��	 � )����� ��� ������������ ������� T : R3 −→ R3 �2�

���
�⎛⎜⎝ 0

−1

1

⎞⎟⎠ 
→
⎛⎜⎝ 1

0

0

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝ 1

3

−2

⎞⎟⎠ 
→
⎛⎜⎝ 0

1

0

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝ 2

0

1

⎞⎟⎠ 
→
⎛⎜⎝ 0

0

1

⎞⎟⎠ ?

�� �������� ���� ������������� �� �� ����� ���	

���������� �� T ���������� ����%%� ���'������� <���
�� ��� ?
@� %�'��4

����	 
������ T−1 ���
���%%�⎛⎜⎝ 1

0

0

⎞⎟⎠ 
→
⎛⎜⎝ 0

−1

1

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝ 0

1

0

⎞⎟⎠ 
→
⎛⎜⎝ 1

3

−2

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝ 0

0

1

⎞⎟⎠ 
→
⎛⎜⎝ 2

0

1

⎞⎟⎠ ,

�����B� ���� ����0)�������� �	��	�� �� ������� ��������� � T−1 
����%%�

������ ⎛⎜⎝ 0 1 2

−1 3 0

1 −2 1

⎞⎟⎠ .

.� <����� ������� A �������%���� ����
� �0�������⎛⎜⎝ 0 1 2

−1 3 0

1 −2 1

⎞⎟⎠
−1

=

⎛⎜⎝ −3 5 6

−1 2 2

1 −1 −1

⎞⎟⎠
?�� ��
� �0)������ �	�-	�@	 �� ������
���� �2�

T : R3 �

⎛⎜⎝ x1

x2

x3

⎞⎟⎠ 
−→
⎛⎜⎝ −3 5 6

−1 2 2

1 −1 −1

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ x1

x2

x3

⎞⎟⎠ ∈ R3

A �0����� ������������ ������� ��� �� ��������" 
���
�����	 ��



��
�� ���
���� ����� �
��#�
������� �����
� ��

��������� �	��	#� �� ������� �� ������ � �0����'��� 
���0������������

�������

T : R3 �

⎛⎜⎝ x1

x2

x3

⎞⎟⎠ 
−→
⎛⎜⎝ 2 −1 1

1 1 5

2 0 4

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ x1

x2

x3

⎞⎟⎠ ∈ R3 .

���������� 
� ������ 
� T �������� 
� ����� �� ��������� 
�� �������

���'���� ⎧⎪⎨⎪⎩
2 x1 −x2 + x3 = 0

x1 +x2 +5 x3 = 0

2 x1 +4 x3 = 0

�2� ��� ����������	

2 −1 1

1 1 5

2 0 4

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

1 1 5

2 −1 1

2 0 4

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

1 1 5

0 −3 −9

0 −2 −6

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

1 1 5

0 1 3

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

x3 = ��%�������

x2 = −3 x3

x1 = −x2 − 5 x3 = −2 x3

, ���A

⎛⎜⎝ x1

x2

x3

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ −2 x3

−3 x3

x3

⎞⎟⎠ = x3

⎛⎜⎝ −2

−3

1

⎞⎟⎠ .

������
���� �2� U��(T ) �������� 
� ����� � �������� ������� 
�

⎛⎜⎝ −2

−3

1

⎞⎟⎠ �

U��(T ) =

⎧⎪⎨⎪⎩λ
⎛⎜⎝ −2

−3

1

⎞⎟⎠ ; λ ∈ R

⎫⎪⎬⎪⎭ .

�0����� ������ �0����'��� 
� T A �� ����������� ������� 
� R3 '�������


���� ������� 
���� ������� ���������� ���A 
�� �������⎛⎜⎝ 2

1

2

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝ −1

1

0

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝ 1

5

4

⎞⎟⎠ .



�� �� ������������ �����
� � ���
���

;����
�� �������� ������� ��� %��� ��� <����� ������������ �������
�

� ������� 
� ��� ����� ���� �� ��'2� 
� ��� �������� ����'��
� �0����4

�������� 
� +���� � ��� �����
����
� �� ��'2� ������� 
���� �������

�����������

2 1 2

−1 1 0

1 5 4

−1 1 0

2 1 2

1 5 4

−1 1 0

0 3 2

0 6 4

−1 1 0

0 3 2

0 0 0

���G ��������� �� %���

⎛⎜⎝ −1

1

0

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝ 0

3

2

⎞⎟⎠ ��� T
(
R3
)
�

T
(
R3
)

=

⎧⎪⎨⎪⎩λ1

⎛⎜⎝ −1

1

0

⎞⎟⎠ + λ2

⎛⎜⎝ 0

3

2

⎞⎟⎠ ; λ1 , λ2 ∈ R

⎫⎪⎬⎪⎭ .

��

��������� �	��	&� �� 
�������� �� ���'� 
���� �������⎛⎜⎜⎜⎝
2 3 1 1

1 −1 5 3

5 5 3 5

3 7 −7 −1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

���������� /������ ���������� ���������� ����� ��'2� �� �������

�'

⎛⎜⎜⎜⎝
2 3 1 1

1 −1 5 3

5 5 3 5

3 7 −7 −1

⎞⎟⎟⎟⎠ = �'

⎛⎜⎜⎜⎝
1 −1 5 3

2 3 1 1

2 −2 10 6

3 7 −7 −1

⎞⎟⎟⎟⎠ =

= �'

⎛⎜⎜⎜⎝
1 −1 5 3

0 5 −9 −5

0 0 0 0

0 10 −22 −10

⎞⎟⎟⎟⎠ = �'

⎛⎜⎜⎜⎝
1 −1 5 3

0 5 −9 −5

0 0 0 0

0 0 −4 0

⎞⎟⎟⎟⎠ =

= 3 .



��
�� ���
���� ����� �
��#�
������� �����
� �


��

��������� �	��	�� �� 
��� �� �� �������

A =

⎛⎜⎝ 2 7 3

3 9 4

1 5 3

⎞⎟⎠
A �������%��� � ��	 ��� ���� 
� �������%����" �� ������� �� ��� �������

�������	

���������� /������ ���������� ���������� ����� ��'2� �� �������� �

���>������ ����� �� 
��'������

2 7 3

3 9 4

1 5 3

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

0 1 0

0 0 1

,

1 5 3

2 7 3

3 9 4

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1

1 0 0

0 1 0

,

1 5 3

0 −3 −3

0 −6 −5

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1

1 0 −2

0 1 −3

,

1 5 3

0 1 1

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1

−1/3 0 2/3

−2 1 1

,

!���2F ����� '�� �������� 
�� 
��'����� ���� �������� �� ������� A A


��'��������%���	 5���
� 
� ����� ���������� ���������� ����� ��'2�� ��

�������� ���2� � ���>������ ����� �� 
��'������

1 5 0

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
6 −3 −2

5/3 −1 −1/3

−2 1 1

,

1 0 0

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
−7/3 2 −1/3

5/3 −1 −1/3

−2 1 1

.

���G

A−1 =

⎛⎜⎝ −7/3 2 −1/3

5/3 −1 −1/3

−2 1 1

⎞⎟⎠ .

��



�� �� ������������ �����
� � ���
���

��������� �	��	$� �� 
��� �� �� �������

A =

⎛⎜⎜⎜⎝
2 1 −1 0

0 −2 0 1

−3 0 1 0

0 2 1 −2

⎞⎟⎟⎟⎠
A �������%��� � ��	 ��� ���� 
� �������%����" �� ������� �� ��� �������

�������	

���������� /������ ���������� ���������� ����� ��'2� �� �������� �

���>������ ����� �� 
��'������

2 1 −1 0

0 −2 0 1

−3 0 1 0

0 2 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−1 1 0 0

0 −2 0 1

−3 0 1 0

0 2 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−1 1 0 0

0 −2 0 1

0 −3 1 0

0 2 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0

0 1 0 0

−3 0 −2 0

0 0 0 1

−1 1 0 0

0 −2 0 1

0 −1 1 −1

0 0 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0

0 1 0 0

−3 −1 −2 0

0 1 0 1

−1 1 0 0

0 1 −1 1

0 −2 0 1

0 0 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0

3 1 2 0

0 1 0 0

0 1 0 1

−1 1 0 0

0 1 −1 1

0 0 −2 3

0 0 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0

3 1 2 0

6 3 4 0

0 1 0 1



��
�� �����
#���� #
� ����� �����
���� ��

−1 1 0 0

0 1 −1 1

0 0 1 −1

0 0 −2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0

3 1 2 0

0 1 0 1

6 3 4 0

−1 1 0 0

0 1 −1 1

0 0 1 −1

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0

3 1 2 0

0 1 0 1

6 5 4 2

.

!���2F ����� '�� �������� 
���� 
��'����� ���� ��� ������ �� ������� A A


��'��������%���	 5���
� 
� ����� ���������� ���������� ����� ��'2�� ��

��������� ���2� � ���>������ ����� �� 
��'������

1 −1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 −1

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 −1 0

3 2 2 1

0 1 0 1

6 5 4 2

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 2 1 1

3 2 2 1

6 6 4 3

6 5 4 2

.

!�������

A−1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
2 2 1 1

3 2 2 1

6 6 4 3

6 5 4 2

⎞⎟⎟⎟⎠ .

��

	��	� -�����&��� !�
 ��
$� �������
��

���
����� �	��	�� ,�� ���������
�� ������� �� ��
 	����
 ����
�����

X �� ��
 	����
 Y 	� ����
� �� ���������� ��� ���

 	����
 ���

	��
��
�

����������� �	��	�� 5� ���������� 
� X � Y %��������� ���A ���4

������ � ���'������� �� �2���� �� ���������� *�� X � Y	

������������ �	��	�� $�� T : X −→ Y �� �	


��	

� %��
��

dimX = dimY�

�������
������ !���2F T A ���������� �� 2� Ker(T ) = 0 � <���
� ��'��


�� ������� 
���� 
��������� ?/������ �	�	�@ �2� dim X = dimTY	

!���2F T A ���'������� �0��������� A 
���������	



�	 �� ������������ �����
� � ���
���

���
 �	��	 � 5� ���������� ��������� � ���'������ A �������%���� �

�0������� A ������ �� ����������L ������� A ������ ��������� � ���'��4

����� <���
� �� ����������� �2� ��
��2���� ��� ���	


��	

 �����	
	

��

������������ �	��	#� "��� ��� ��	� V �� ��
 	����
 ����
����� X

�� ��
��	�
�� n� �� 
���� ����� �

������� FV '	� ���� �� -
����
��

.�/�/! � �� �	


��	

  �� X � Rn�

�������
������ H �2���� �2� FV A �� ���������� ���'������L �0���4

�������" �<������ �� *���� �2� '�� �������� 
���� %��� ���� �����������

��
����
����	

���
 �	��	&� !�� �� ������� ������ �����
����
� ����� ���������� ���

����� ������ �� �� ��'���� �����
����� �� ���
�� ���2� �'�� ����� ���4

������� ��� ����� ���������	 1� !����������� �	��	# �� �����
� �'��

����� ���������� ��� �
������ 
������������� �'�� ������ ���������� 
�


��������� n ��� ��������� A ������*� � Cn	 ��

������
��� �	��	�� "�� 	���� ����
����� ����� 	��		� ��
��	�
�� '����

��! 	
�
 �	


���
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��
���
���� 
� ����

���� /�
�!���
$���� �� �������
�� ����� �
���
����� �� �
��

��� X ��� ������ ���������� � V = {v1 , . . . , vn} ��� %��� 
� X 	

������

Rn �

⎛⎜⎝ λ1

			

λn

⎞⎟⎠ 
−→ λ1 v1 + . . . λn vn ∈ X

A ��� ������������ ������� %�'������ � �� ��� ������������ ������� A

FV : X � x 
−→

⎛⎜⎝ λ
(V)
1 (x)
			

λ
(V)
n (x)

⎞⎟⎠ ∈ Rn ,

��� λ(V)
1 (x) , . . . , λ

(V)
n (x) ���� � ���>������ 
� v1 , . . . , vn ����� ������4

�� 
� x <���� ���%�������� ������� 
�'�� �������� 
���� %��� V �

x = λ
(V)
1 (x)v1 + . . . + λ(V)

n (x)vn .

FV ������� vk ��� k4����� �������� 
���� %��� �������� 
� Rn� <���
�

V ����� %��� �������� 
� Rn	 !����B FV �� �E�� ��� �
������������ 
����

������ ���������� X ��� Rn� ���� �2� �
 V ���������
� �� %��� ��������


� Rn	

���
�����  	�	�� &� 
���� FV ����
�
��
 ��� 	
��� � �� ����� 
����

����
������ ��� ��� 
��� ����
�� ��	�����	�� �� 	�� �

������� ��	����


���� ��	� 	������

8������� �� �������	

��



�� 	� ���!������� �� !���

�������  	�	�� ����� E = {e1 , e2 , mbe3} �� %��� ��������

E = E3 =

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎜⎝ 1

0

0

⎞⎟⎠ , . . . ,

⎛⎜⎝ 0

0

1

⎞⎟⎠
⎫⎪⎬⎪⎭


� R3 � V = {v1 ,v2 , mbv3} �� %��� ��'������ v1 = e1 + e2 =

⎛⎜⎝ 1

1

0

⎞⎟⎠�

v2 = e1−e2 =

⎛⎜⎝ 1

−1

0

⎞⎟⎠� v3 = e3 ==

⎛⎜⎝ 0

0

1

⎞⎟⎠	 ��� x =

⎛⎜⎝ x1

x2

x3

⎞⎟⎠� <���
�

xi A �� i−���� ����
����� ?� ����������@ 
� x ����� ��	� ���
����	

/������� �� ���������� yi 
���� ������ ������� x ����� %��� V	
����
������� !�� ����� ���� ��������� �� ������� M ?����� %���

��������M@ 
���� ������������ ������� U �2� ���
� �� %��� ��������

����� %��� V ?����0��
���� U(ei) = (v)i� i = 1, 2, 3@	 6����� A *������ ��

i−���� ������� 
� MU A �� ������� vi� ���A

M =

⎛⎜⎝ 1 1 0

1 −1 0

0 0 1

⎞⎟⎠ .

5� *����� ������� %����� ����0������������ 
� +����� �2� �������� ���

���������� ������ �2� �� ������� ������� M−1� �2� ��
��2���� ��� C =

CV ,E A

C =

⎛⎜⎝
1
2

1
2

0
1
2
−1

2
0

0 0 1

⎞⎟⎠ .

?�� ������ ���� ������ ��������� ��������
� ��� ������������ �� �������

�������

A

⎛⎜⎝ x1

x2

x3

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ y1

y2

y3

⎞⎟⎠
�� �2� A *����� ����2F �� ����� �<������� 
�� ������� A x3 = y3� � <���
� ��

������� �� ������� ������� A %�
����������� ������ �2� ���
�����������@	



	�
� �
��#�
������� �� ���
������ ����� ���!������� �� !�����

�%%���� x =
∑3

i=1 xiei � ��'����� ������� � ������ yi ���� �2�

x =
∑3

j=1 yjvj	 �0����� ������ U−1vi = ei� <���
�

x =

3∑
i=1

xiei =

3∑
i=1

xiU
−1vi =

3∑
i=1

xi

3∑
j=1

Aijvj .

����%���� ��� �0��
��� 
���� 
�� ������
3∑

j=1

yjvj =

3∑
j=1

3∑
i=1

xiAijvj .

!���2F � ������� vj � j = 1, 2, 3 ���� ��� %��� � ���>������ 
���0������

�'��'������ 
����� ������ �'���� � �������� � � 
������ <���
� ��� j =

1, 2, 3

yj =

3∑
i=1

Aij .

10������ �'��'������ �� ��B �������� ���� ���
���� ��'2� ��� �������⎛⎜⎝ y1

y2

y3

⎞⎟⎠ = (x1, x2, x3) A ,


��� ���B �� ������� x ��� A �� *������ 
� �������� ��� ���
����� �
 A

<���
� ������� ���� ������� ��'� �����2F ������� ?���������� �� ���
����

����%%� ����� ������� ��� ��'2�M@	


� <����� �������� ����'��
� �� ���
����� �� ����� �� ��'����� ��'���


� ����*��������� 
� ����
������⎛⎜⎝ y1

y2

y3

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝
1
2
x1 + 1

2
x2

1
2
x1 − 1

2
x2

x3

⎞⎟⎠ .
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���
  	�	�� (
#���

 �� ������� �2� �������� �� ����*��������� 
����

����
����� ��� �����''�� 
� ��� %��� �
 ��0����� A �������	� 
���� ��4

����� 
�� ���%������� 
� %���	 
�*����� ��%%��� �� ������� �2� ����*��4

�� � ������� ei ��� vi ��� MU � ����� ����*��������� 
���� ����
����� 
��

������� ����� <����� ���%������� 
� %��� ���������� ������ �� �������



�� 	� ���!������� �� !���

������� C = M−1
U 	 �� 
��� �2� �� ����
����� �� ����*������ �� �������

������'��
����� �������� �� ������� 
� %���	 ��

,��������
� <����� ������� ����0)������  	�	�� �%%���� ���������

������������  	�	 � ./�
�!���
$���� �� �������
�� ��� �
���6


����� �� ��!�������� �
��
 �
�� �
�����
 
� #�7
���
 �
���0 $�

��������

 �
� ei � ����
�� ����� ��	� ���
���� � �
� vi 'i = 1, . . . , n!

������ �� �������� ��	� �� Rn� � �
� U �� ���	 
�
���
�� ������� ��� ����

���� Uei = vi� ���
�� �� ���	 
�
���
�� ����� �

������� ����
 	��		


����
�� x =
∑n

i=1 xiei =
∑n

i=1 yivi 	
��
 ���	�
 ��
���
���
 �� ��	� �

���� ��

yj =
n∑

i=1

xiAij , ? 	�	�@

�
�� A := M−1
U � �������	� ����� 
������ MU ��� �	���
� �� ���	 
��


���
�� ������� U ����� ��	� ���
�����

���
�����  	�	#� .�
����� �� �
��
���� �
��
 �
�� F 
��
 �
��

V �0 % ���	� ��� 	�
 ��
�
 ����� ���
�� �� ���	 
�
���
�� �� �

��������

�� 
������ C = CV ,E := M−1
U 	� ����
� �� ������� 
� �����''�� ?� 
��

���%������� 
� %���@ ����� ��	� ���
����

En =

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎜⎝ 1

���

0

⎞⎟⎠ , . . . ,

⎛⎜⎝ 0
���

1

⎞⎟⎠
⎫⎪⎬⎪⎭

���� ��	� V� 0		� � ������ �� 
������ ��� �������� �� 	������� ���	 
��


���
�� FV ◦ F −1
E �

Rn F −1
E−→ (X)

FV−→ Rn

1�

�����

 ��� �� �
�
��� k−	�
� �� ���� 
������ �
�	�	�� ���

�
�)������ ����
 	������
 ��	����
 ���� ��	� V ��� k−	�

 ����
�� �����

��	� ���
���� '��� 
����
�� �������� 	� ���� �� 	����		��� -
�� .�/�2!�

��3 �� ��������� ��� ��		��� �� ��� ��	� F ���� ��	� V �� 
������

C = CV ,F ��� �������� �� �
���	�
������ ���	 
�
���
�� �� �

�������

FV ◦ F −1



	�
� �
��#�
������� �� ���
������ ����� ���!������� �� !�����

Rn F −1
F−→ (X)

FV−→ Rn

� ������ �		
����� ���� ���	 
�
���
�� ������� FV ◦ F −1
F

���
  	�	&� H ����
���� �2� CV ,F = CV ,ECE,F � ����2F FV ◦ F −1 =

FV ◦ E −1 ◦ FE ◦ F −1	 6���
� ����� �� ������� 
� �����''�� �� ���������

�� ������� 
� ������� 
� �����''�� 
���� %��� �������� � ���� �������	

��

���
  	�	�� �"��
� 
���� 
������ 
� ��
���
���� 
� ��	���

)����
��
� �0������������ *���� ��� �� �����''�� 
���� %��� ��������

���� %��� V� ���������� ��� �2� �� ������� k4����� 
� CF ,E �������� 
��

���>������ 
���� �������� 
� ek �������� ���� %��� F � ��

ek =

n∑
j=1

cjk fj ,

������ �� ������� k4����� 
� CF ,E A⎛⎜⎜⎜⎜⎝
c1k

c2k

			

cnk

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

<���
�

CF ,E =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
c11 c12 . . . c1n

c21 c22 . . . c2n

			
			

	 	 	
			

cn1 cn2 . . . cnn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . ? 	�	�@

����� ������ ���������� Rn �0A �� ��
� �������� ��� �������� ��

������� 
� �����''�� 
� ��� %��� �
 ��0�����	

���������� ����� �� ������� 
� �����''�� 
� ��� %��� ��%�������

F = {f1 , . . . , fn} 
� Rn ���� %��� ��������

En =

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎜⎝ 1

			

0

⎞⎟⎠ , . . . ,

⎛⎜⎝ 0
			

1

⎞⎟⎠
⎫⎪⎬⎪⎭




�� 	� ���!������� �� !���

� ���������	 !���2F � ���>������ 
���� �������� 
� fk �������� �
 En ����

�� ���������� 
�� ������� fk � �� ������� 
� �����''�� 
� F � En A

CEn,F =

⎛⎜⎝ | |
f1 . . . fn

| |

⎞⎟⎠ .

3�� �������� ��������� ���2� �� ������� 
� �����''�� 
� En � F �

CF ,En = C−1
En,F =

⎛⎜⎝ | |
f1 . . . fn

| |

⎞⎟⎠
−1

.

�� F = {f1 , . . . , fn} � V = {v1 , . . . , vn} ���� 
�� %��� <�������� 
�

Rn � ������ ���������� �� ������� 
� �����''�� 
� F � V <���� �� ���
����


���� ������� 
� �����''�� 
� F � En ��� �� ������� 
� �����''�� 
� En

� V �

CV ,F = CV ,En CEn,F =

⎛⎜⎝ | |
v1 . . . vn

| |

⎞⎟⎠
−1⎛⎜⎝ | |

v1 . . . vn

| |

⎞⎟⎠ .
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���� �
����� �� #�7
�����
$���� ����
�� � �
���
����� ��

�
��

�����������  	�	�� �(������ �		������ �
 ��� ���	)��
������

������� �� ��� 
��� ������ 
� ��	��� ����� X ,Y ����� �������4

��� � T : X −→ Y ��� ������������ �������	 
�
��2���� ��� V =

{v1 , . . . , vn} ��� %��� 
� X � ��� F = {f1 , . . . , fn} ��� %��� 
� Y 	



��������
� X ��� Rn �
 Y ��� Rm ������� FV �
 FF � T 
������

��� ������������ ������� Rn −→ Rm	 !�I ������������� � T : X −→ Y

���������
� ������������ ?��� ����� ������ �� %���@ TF ,V : Rn −→ Rm


������ 
� TF ,V := FF ◦ T ◦ F −1
V �

X
T−−−−−−→ Y

F −1
V

"⏐⏐ ⏐⏐$FF

Rn −−−−−−→
TF,V

Rm



	��� ���
��� �� ��$������������ �����
� � ���!������� �� !���
�


1� ������� AF ,V = AF ,V(T ) ∈ Mmn ��������� � TF ,V �� �2���� ��


������ �		
����� � T ��	����
 ���� ��	� V � F 	 �� X = Y � V = F �

������ <����� �������� ��������� ���� ����*��������� FV ◦T ◦F −1
V � �����

�2������ �� 
������ �		
����� � T ��	����
 ���� ��	� V � �� �� ��
���

������������� ��� AV(T ) 	

���
  	�	�� 1� ������� k4���� 
� AF ,V A

TF ,V
(
�0�������� k4���� 
���� %��� �������� 
� Rn

)
= TF ,V

(
FV(vk)

)
= FF

(
T (vk)

)
,

���A � ���>������ 
���� �������� 
� T (vk) �������� ���� %��� F 
� Y

�����
����� ���� �� ������� �� Rm	 ������� ��� �� 
��������� 
� AF ,V �
�0����'��� 
�

x =

n∑
k=1

λk vk ∈ X

������� T A

T (x) =
m∑

j=1

μk fj ∈ Y ,

��� ⎛⎜⎝ μ1

			

μm

⎞⎟⎠ = AF ,V

⎛⎜⎝ λ1

			

λn

⎞⎟⎠ .

��

�������  	�	�� �� ������� �� ������� 
���0������������ ������� T 
���


�

R2 �
(
x1

x2

)

−→

(
1 1

1 3

)(
x1

x2

)
∈ R2

�������� ���� %���

v1 =

(
1

1

)
, v2 =

(
1

−1

)

� R2	




�� 	� ���!������� �� !���

����
������� ���

e1 =

(
1

0

)
, e2 =

(
0

1

)
�� %��� �������� �� R2	 3��������� �2�

v1 = e1 + e2 � v2 = e1 − e2 , ? 	�	�@


� ���

e1 =
1

2
(v1 + v2) ? 	�	�@

e2 =
1

2
(v1 − v2) ? 	�	�@

?�� ���� �2� ? 	�	�@ A �� ������� 
���0�����	� ����� ���	 
�
���
�� ��

��
��
 �� ��	� ? 	�	�@	 !��������

T (e1) = e1 + e2 = v1 ? 	�	 @

T (e2) = e1 + 3e2 = v1 + 2e2 =
3

2
v1 − v2 . ? 	�	#@

6���
�� �� ��'���� ���� ����  	�	�� ����� %��� E � V �� ������� 
� T �

AV ,E � A (
1 3

2

0 −1

)
.

.� �� 
����
� �2� �� ����� ����� A 
� ������� �� ������� AV = AV ,V

� T ����� %��� V	 � <����� ����� 
�%%���� ��������� � ������� e1 �


e2 ��� ����� ���%�� 
� ? 	�	 @ �� ������� 
���� %��� v1� v2� *����
�

��� 
���� ����*��������� ������� 
�� ���%�� 
� %��� ��������� �� ? 	�	�@	

�� ��������
1

2
T (v1) +

1

2
T (v2) = v1

1

2
T (v1)− 1

2
T (v2) =

3

2
v1 − v2 ,


� ���� ��������
��

T (v1) =
5

4
v1 − 1

2
v2

T (v2) = −1

4
v1 +

1

2
v2 .



	��� ���
��� �� ��$������������ �����
� � ���!������� �� !���
��

!�������

AV =

(
5
4

−1
4

−1
2

1
2

)
.

��

�������  	�	 � �� �����
��� �0������������ ������� T �2� ���
� � ���4

���� 
���� %��� �������� 
� R3� e1� e2� e3� ��������������� ��� �������

v1 := e1 + 2e2� v2 = e1� v3 = e3	 �� ������� �� ������� AV 
� T �����

%��� V = {v1� v2� v3}	
����
������� )��������� �0����'��� ����� T 
�� ������� vi �� ���4

���� ������ 
�� ������� vi�

T (v1) = T (e1) + 2T (e2) = 2e1 + 2e2 = v1 = v2

T (v2) = T (e1) = v1

T (v3) = T (e3) = v3 .

�� ���� �2� ����0������ �����''�� �%%���� �������� � ������� ei �� �������


�� vi� <���
� ���2� �� <����� ���� �%%���� ��������� �� ������� 
��

���%������� 
� %��� �2� ���
� '�� ei ��� vi� i = 1, 2, 3	@ !������� ��

������� �2� ����2���� A

AV =

⎛⎜⎝ 1 1 0

1 0 0

0 0 1

⎞⎟⎠ .

��


� ����� 
���� ������� ������� 
�� ���%������� 
� %��� �� <����� 
��

������ ������ ��������
��� �� *���� '������� 
���� ��������� 
�� ���%��4

�� 
�� ���%������� 
���� ���������������� ���������� 
� �� ���������

������� �� ���%���� 
���� %����

������
  	�	#� $���
 X ,Y 	���� ����
����� �� ��
��	�
�� ��	��������


���� n � m� � T : X −→ Y ��� ���������
�� �������� ��������



�
� V = {v1 , . . . , vn} � V ′ = {v′
1 , . . . , v

′
n} ��� ��	� �� X � �
�

F = {f1 , . . . , fm} � F ′ = {f ′1 , . . . , f ′m} ��� ��	� �� Y �

$���
 CV = CV ′,V �� 
������ ?.�/�4! ��� ��
���
���
 �� ��	� �����

��	� V ���� ��	� V ′� � CF = CF ′,F �� 
������ ?.�/�4! ��� ��
���
���





�	 	� ���!������� �� !���

�� ��	� ����� ��	� F ���� ��	� F ′� %��
��� �
� �� �
����
�� 	�������� �����

"������
�� .�4�/� 	� ��

AF ′,V ′ = C −1
V AF ,VCF .

�������
������ ����� ����������  	�	� �������� �2� �� �������AF ,V
����������� ?����� %��� �������2� 
� Rn � Rm@ �� ����*��������� �������

TF ,V := FF ◦ T ◦ F −1
V 	 !����B� ��� �'�� ������� x �� X�

C −1
V AF ,VCFx =

(
FF ′ ◦ F −1

F
)−1 ◦ (FF ◦ T ◦ F −1

V
) ◦ (FV ◦ F −1

V ′
)
x

= FF ′ ◦ F −1
F ◦ FF ◦ T ◦ F −1

V ◦ FV ◦ F −1
V ′ x

= FF ′ ◦ T ◦ F −1
V ′ x = AF ′,V ′x .

��

���
  	�	&� ,��������
��

AV ′,F ′(T ) = CV ′,V AV ,F(T )CF ,F ′ = C −1
V ,V ′AV ,F(T )CF ,F ′ .


� ������������ ��� ���� 
� A ∈Mmn� ��� %��� F = {e1 , . . . , en} 
�
Rn �
 ��� %��� V = {f1 , . . . , fm} 
� Rm� �� ������� 
���0������������

�������

TA : Rn � x 
−→ Ax ∈ Rm

�������� ���� %��� F �
 V A �'���� �


AV ,F(TA) = C −1
Nm,V ANm,Nn

(
TA

)
CNn,F = C −1

Nm,V ACNn,F

=

⎛⎜⎝ | |
f1 . . . fm
| |

⎞⎟⎠
−1

A

⎛⎜⎝ | |
e1 . . . en

| |

⎞⎟⎠ .

�2����������

T ��������� ⇐⇒ TF ,V ���������,

T ���'������ ⇐⇒ TF ,V ���'������,

� <���
�

T %�'������ ⇐⇒ TF ,V %�'������ ⇐⇒ AF ,V �������%���.

1� ������� 
���� ������������ ������� �
����������� ���� A �� �������

���� �������� � <�������� %���	 1� ������� 
���� ������������ �
������ IX



	��� ���
��� �� ��$������������ �����
� � ���!������� �� !���
��


� ��� ������ ���������� X �������� �
 ��� %��� 
� X A �2��������� ��

������� ����"	 �� ���B V = {v1 , . . . , vn} � F = {f1 , . . . , fn} ���� 
��

%��� 
������ 
� X � ������ �� ������� CF ,V := AF ,V(IX) 
� IX �������� ����

%��� V �
 F ����*���� �� ����
����� 
� �� ������� x ∈ X �������� �
 V
����� ����
����� 
���� ������ x �������� � F � � <���
� A ����������� ��


������ �� ��		����
 
���� %��� V ���� %��� F 
������ ����� ���������

 	�	#	 ��

�������  	�	�� ��� P2 �� ������ ���������� 
� ����� � �������� ?���

���>������ �����@ 
� '��
� �� ��I � 2 � ���A ����� � �������� 
���� *����

a0 + a1 x+ a2 x
2 , a0 , a1 , a2 ∈ R .

�2������� ��	� ���
���� 
� P2 �� %��� 1 , x , x2� � �����
������ �0��4

���������� ������� T : P2 −→ P2 �2� ����'�� �
 �'�� P ∈ P2 �� 
�������


� (x− 1)P (x) 	 ���������� �� ������� ��������� � T �������� ���� %���

�������� 
� P2 	

����
������� !���2F

T (1) = (x− 1)′ = 1 = 1 + 0 x+ 0 x2 �

T (x) = (x2 − x)′ = 2 x− 1 = −1 + 2 x+ 0 x2 �

T (x2) = (x3 − x2)′ = 3 x2 − 2 x = 0− 2 x+ 3 x2 �

�� �������A ��������� � T �������� ���� %��� �������� 
� P2 2� �� �������

⎛⎜⎝ 1

0

0

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝ −1

2

0

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝ 0

−2

3

⎞⎟⎠
� �����B

A =

⎛⎜⎝ 1 −1 0

0 2 −2

0 0 3

⎞⎟⎠ .

�� �����'������ �� 
������� 
�� ��������� (x− 1) (a0 + a1 x+ a2 x
2) A

�'���� �� ��������� b0 + b1 x+ b2 x
2 � ���⎛⎜⎝ b0

b1

b2

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 1 −1 0

0 2 −2

0 0 3

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ a0

a1

a2

⎞⎟⎠ .




�� 	� ���!������� �� !���

1� ������� A A �������%���� �����B T A %�'������ � �����B �
 �'��

Q ∈ P2 ���������
� �� ����� P ∈ P2 ���� �2� Q ��� �� 
������� 
�

(x− 1)P (x) 	 ��


 ��'����� *���� ���� ����� �����

������������  	�	$� $���
 X ,Y , Z 	���� ����
������

T : X −→ Y , S : Y −→ Z ���������
�� ��������

��

V = {v1 , . . . , vn} � F = {f1 , . . . , fm} � G = {g1 , . . . , gp}
��	� �� X , Y , Z � ��	�������
�����

%��
�� �� 
������ �		
����� ���� �

�
	���
�� S ◦T ��	����
 �� V � G �

�� ��
�
��
 AG,F(S)AF ,V(T ) ∈Mnp �

"� �
�	�������� 	� T � ���������� ���
�� �� ��
�
��


AV ,F(T−1)AF ,V(T ) = AV ,V(T−1 ◦ T ) = AV ,V(IX)

� ������ ���� 
������ ������ 1�	���� ��� AV ,F(T−1) = AF ,V(T )−1�

�� ������
����� �� 
������ �� ��		����
 �� ��� ��	� �� X �� ��������

��	� � �������	� ����� 
������ �� ��		����
 ����� 	��
��� ��	� ���� ���
��

�������  	�	�� �����
������ 
� ����� �� ������ ���������� P2 
� �����

� �������� 
� '��
� �� ��I � 2 	 /������� �� ������� 
� �����''���

• 
���� %��� �������� 
� P2 � ���A 1 , x , x2� ���� %��� 1 , x−1 , (x−
1)2�

• 
���� %��� 1 , x− 1 , (x− 1)2 ���� %��� �������� 
� P2 	

���� 
� �2�� �������� �� ������� ��������� ���0������������ ������� T :

P2 −→ P2 � �2� ����'�� �
 �'�� P ∈ P2 �� 
������� 
� (x−1)P (x) �
 A

����� �����
����� <�� ������ �������� ���� %��� 1 , x− 1 , (x− 1)2 	 �2�

����������� ������ *�� �� ������� ������� � <����� ��������� ����0�������

�����
����O

����
������� ���������� ����� �� ������� 
� �����''�� 
���� %���

1 , x− 1 , (x− 1)2 ���� %��� �������� 
� P2 � ����2F

1 = 1 + 0 x+ 0 x2 �

x− 1 = −1 + 1 x+ 0 x2 �



	��� ���
��� �� ��$������������ �����
� � ���!������� �� !���
��

(x− 1)2 = 1− 2 x+ 1 x2 �

���� A

C =

⎛⎜⎝ 1 −1 1

0 1 −2

0 0 1

⎞⎟⎠ .

/������� �� ������� 
� �����''�� ��� ����� ������� ��������
� ��

������� C � ��� ����
� 
� ������������ 
� +�����

1 −1 1

0 1 −2

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

0 1 0

0 0 1

,

1 −1 0

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −1

0 1 2

0 0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

0 1 2

0 0 1

C−1 =

⎛⎜⎝ 1 1 1

0 1 2

0 0 1

⎞⎟⎠ ;

�� ������� ������ ������� �� ��������� ���2� 
������������ ����2F

1 = 1 + 0 (x− 1) + 0 (x− 1)2 �

x = 1 + 1 (x− 1) + 0 (x− 1)2 �

x2 = 1 + 2 (x− 1) + 1 (x− 1)2 �

�� ������� 
� �����''�� 
���� %��� �������� 
� P2 ���� %��� 1 , x−1 , (x−
1)2 A <����� ��� �� �������⎛⎜⎝ 1

0

0

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝ −1

1

0

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝ 1

−2

1

⎞⎟⎠ .

3�� �������� ������� �� ������� 
���� ����*��������� T � ��� ��

������� 
������ �����'� � <����� *���� ����0)������  	�	�� ��� �����4

���
� �� /������  	�	#	 
 
�� ����
� ���� �<���������� ����������� ��

�����
�	 !���2F

T
(
1
)

= (x− 1)′ = 1 �

T
(
x− 1

)
=
(
(x− 1)2

)′
= 2 (x− 1) �

T
(
(x− 1)2

)
=
(
(x− 1)3

)′
= 3 (x− 1)2 �




�� 	� ���!������� �� !���

�� ������� 
� T �������� ���� %��� 1 , x−1 , (x−1)2 A �� ������� 
��'�����⎛⎜⎝ 1 0 0

0 2 0

0 0 3

⎞⎟⎠ .

�%%���� ��������� �� ������� 
� �����''�� C � C−1� � '����� �� /������

 	�	# �� ��������� 
� ����� �� ������� 
� T �������� ���� %��� ��������


� P2 � '�" ��������� ����0������� �����
�����

C

⎛⎜⎝ 1 0 0

0 2 0

0 0 3

⎞⎟⎠C−1 =

⎛⎜⎝ 1 −1 1

0 1 −2

0 0 1

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ 1 0 0

0 2 0

0 0 3

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ 1 1 1

0 1 2

0 0 1

⎞⎟⎠
=

⎛⎜⎝ 1 −1 0

0 2 −2

0 0 3

⎞⎟⎠ . ��

��	� (���� ������#����� �#��
 ��
���
��$$
$����

����������� <��� ���� %���� ������ �� ��'������ �2� ���" ��������

�� ��''��� 
����'��� �� ��'���� ��� �������� �	 ����� X ,Y ����� �����4

����� 
���� ������ 
��������� n � T : X −→ Y ��� ������������ �������� �

V = {v1 , . . . , vn} � F = {f1 , . . . , fn} %��� 
� X � Y � ���������������	

������ �� ������� ��������� � T �������� ���� %��� V � F A ����
�����

���A 2� ����� '�� �������� *���� 
���� 
��'����� �'���� � ����� �� � ����

��

T (vk) A �� �������� ������� λk fk 
� fk , 1 � k � n . ? 	�	�@


� ��� ���� �� 2��

AF ,V =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0
			

			
	 	 	

			

0 0 . . . 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

�� X = Y � V = F � ������ �� ���
������ ? 	�	�@ �� ������ �

T (vk) = λk vk ��� �� ��������� λk ∈ R , 1 � k � n .



	�	� ���
���� ����� ���"������������� 
��

�����������  	�	�� 
� '�������� �� T A ��� ������������ ������� 
� ���

������ ���������� X �� �� ������� �� ������� λ �� �2���� ���
���
�� 
� T

�� ������ 0X 	= x ∈ X ���� �2�

T (x) = λx . ? 	�	�@

/���� � ������� �
� ����� x ∈ X � �2� ��

��*��� ? 	�	�@� �� �2������

���
����
�� 
� T ���������
���� ���0���������� λ �
 �� ����������� �������

U��(T − λ Ix) =
{
x ∈ X ; T (x) = λx

}

� X �� �2���� �����
	����
 
� T ���������
���� � λ 	

�� A A ��� ������� <��
���� 
0��
��� n � ������ '�� ����������� ��4

��������� �
 ��������� 
� TA : Rn � x 
−→ Ax ∈ Rn �� �2������

��������������� ����������� ����������� �
 ��������� 
���� ������� A 	

���� 1�����$� �#��
 ��
���
��$$
$����

���������  	 	�� ��� A �� ������� 3× 3 ��'������

A =

⎛⎜⎝ 1 1 1

1 1 1

1 1 1

⎞⎟⎠ .

��� �� ������� 
������ �����'� � <����� 
���0)������  	�	�� �� �������

���� ���%�� �� ������� 
���0������������ ������� ��
���� 
� A ?�����

%��� ��������@� ���A

R2 �

⎛⎜⎝ x1

x2

x3

⎞⎟⎠ 
−→ A

⎛⎜⎝ x1

x2

x3

⎞⎟⎠ ∈ R3

<���
� �� ����� ���� %���

v1 =

⎛⎜⎝ 1

1

1

⎞⎟⎠ , v2 =

⎛⎜⎝ 1

−1

0

⎞⎟⎠ , v3 =

⎛⎜⎝ 0

−1

1

⎞⎟⎠

� R3	

���������� !���2F





� 	� ���!������� �� !���

T (v1) =

⎛⎜⎝ 3

3

3

⎞⎟⎠ = 3v1 + 0v2 + 0v3 ,

T (v2) = 03 = 0v1 + 0v2 + 0v3 ,

T (v3) = 03 = 0v1 + 0v2 + 0v3 ,

�� ������� 
���
����� A ⎛⎜⎝ 3 0 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎠ .

3��������� �2� �� ������� ���G �������� A 
��'�����	 6���
� �� ���4

%������� 
� %��� 2� 
��'���������� �� ���������������� ���������� 
����

������������ ������� 
���� ���A� �� ����� %��� A ��� %��� 
� �����������	

������ ��''���� 
����'�� ��� �������� �	 ��

���������  	 	�� �� ������� �� ������� 
� �����''�� 
���� %��� ��������


� R3 ���� %��� ⎛⎜⎝ 1

1

1

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝ 1

−1

0

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝ 0

−1

1

⎞⎟⎠
���������� 1� ������� ���2����� A

B =

⎛⎜⎝ 1 1 0

1 −1 −1

1 0 1

⎞⎟⎠
−1

.

1� �����������

1 1 0

1 −1 −1

1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

0 1 0

0 0 1

,

1 1 0

0 −2 −1

0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

−1 1 0

−1 0 1

1 1 0

0 1 −1

0 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

1 0 −1

−1 1 0

,

1 1 0

0 1 −1

0 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

1 0 −1

1 1 −2

1 1 0

0 1 −1

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

1 0 −1

−1/3 −1/3 2/3

,

1 1 0

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

2/3 −1/3 −1/3

−1/3 −1/3 2/3



	�	� ���
���� ����� ���"������������� 




1 0 0

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
1/3 1/3 1/3

2/3 −1/3 −1/3

−1/3 −1/3 2/3

.

������
���� �2�

B =

⎛⎜⎝ 1/3 1/3 1/3

2/3 −1/3 −1/3

−1/3 −1/3 2/3

⎞⎟⎠ .

��

���������  	 	�� �� ������� �0)��������  	 	� ��� ��� �� ������� 
�������

%���G ��������
� �� /������ 
� ���%������� 
� %���  	�	#	

���������� !�� ����� ���� ��������� �� ������� C = CV ,E 
� �����''��

���� %��� �������� E ���� %��� V	 �2��������� C A �� ������� �2� 2�

��� ������� � ������� 
� V�

C =

⎛⎜⎝ 1 1 0

1 −1 −1

1 0 1

⎞⎟⎠ .

10������� B := C−1 = CE,V A ����� ��������� ��� �����
���� )��������

 	 	�� ���� ����

B =

⎛⎜⎝ 1/3 1/3 1/3

2/3 −1/3 −1/3

−1/3 −1/3 2/3

⎞⎟⎠ .

3��� ��� �� /������  	�	#� �� ������� AV ��������� ���� ����*���������

������� T ����� %��� V A

AV = B −1AB ,


���� ���� '�" ����0)��������  	 	�� �%%���� ��
����� ���

A =

⎛⎜⎝ 1 1 1

1 1 1

1 1 1

⎞⎟⎠





� 	� ���!������� �� !���

�� ������� �2� ����������� �0��������� ����� %��� ��������	 ����'��
�

�� ��������������� *�� ������� �� ����� �2�

AV = B −1AB =

⎛⎜⎝ 3 0 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎠ . ? 	 	�@

�� ������� �2� A ��������� ��������� �0�
�����" ? 	 	�@� �� *���� A �<���4

������ � ��������� �2� A = BAVB −1� ��� �
�����" �2� ���2��
� �������

����� ��I �������� ����2F �� ������� AV =

⎛⎜⎝ 3 0 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎠ 2� ����� �

���>������ ����� ������ �� �����	 10���������� ������� ����� �������� ��

�������	

3��������� �2� �� ��
���
���
 �� ��	�� � �� �
���	�
������ 
����

���
�� 
��������� A −→ B −1AB � �� ����
��������
 �� 
������ A ��

��������	 �� ��
� �� �������� � ��� ��'����	 ��

���������  	 	 � �� ����� �� ������� <��
���� A 
0��
��� 3 ���� �2�

�0������������ ������� R3 � x 
−→ Ax ∈ R3 ����*����⎛⎜⎝ 1

1

1

⎞⎟⎠ 
→ 3

⎛⎜⎝ 1

1

1

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝ 0

1

1

⎞⎟⎠ 
→
⎛⎜⎝ 0

1

1

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝ 0

−1

1

⎞⎟⎠ 
→ 1

2

⎛⎜⎝ 0

−1

1

⎞⎟⎠ .

���������� 
�
��2����

v1 :=

⎛⎜⎝ 1

1

1

⎞⎟⎠ , v2 :=

⎛⎜⎝ 0

1

1

⎞⎟⎠ , v3 :=

⎛⎜⎝ 0

−1

1

⎞⎟⎠ .

������ v1 , v2 , v3 A ��� %��� 
� R3 � �0������������ ������� T 
� ���

����� A ����� 
������ ������� �� ��� �������⎛⎜⎝ 3 0 0

0 1 0

0 0 1/2

⎞⎟⎠



	�	� ���
���� ����� ���"������������� 

�

�������� � <����� %���	 !���2F �� ������� 
�� �����''�� 
���� %��� v1 �

v2 � v3 ���� %��� �������� 
� R3 A

C =

⎛⎜⎝ 1 0 0

1 1 −1

1 1 1

⎞⎟⎠ ,

�� ������� 
�� �����''�� 
���� %��� �������� 
� R3 ���� %��� v1 , v2 , v3

���" C−1	 1� �����������

1 0 0

1 1 −1

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

0 1 0

0 0 1

,

1 0 0

0 1 −1

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

−1 1 0

−1 0 1

1 0 0

0 1 −1

0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

−1 1 0

0 −1 1

,

1 0 0

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

−1 1/2 1/2

0 −1/2 1/2

� �����B

C−1 =

⎛⎜⎝ 1 0 0

−1 1/2 1/2

0 −1/2 1/2

⎞⎟⎠ ,

�� ������� ��������� � T �������� ���� %��� �������� 
� R3 � ���A ��

������� A ��� ��� T = TA � A

C

⎛⎜⎝ 3 0 0

0 1 0

0 0 1/2

⎞⎟⎠C−1

=

⎛⎜⎝ 1 0 0

1 1 −1

1 1 1

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ 3 0 0

0 1 0

0 0 1/2

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ 1 0 0

−1 1/2 1/2

0 −1/2 1/2

⎞⎟⎠
=

⎛⎜⎝ 3 0 0

2 3/4 1/4

2 1/4 3/4

⎞⎟⎠ .

��





	 	� ���!������� �� !���

���������  	 	#� �� ������ �� ������� 
���0������������ �������

R2 �
(
x1

x2

)

−→

⎛⎜⎝ 2 1

−1 3

1 0

⎞⎟⎠( x1

x2

)
∈ R3

�������� ���� %���(
1

1

)
,

(
1

−1

)
�

⎛⎜⎝ 1

1

1

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝ 0

1

1

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝ 0

−1

1

⎞⎟⎠ .

����������⎛⎜⎝ 1 0 0

1 1 −1

1 1 1

⎞⎟⎠
−1⎛⎜⎝ 2 1

−1 3

1 0

⎞⎟⎠( 1 1

1 −1

)
=

⎛⎜⎝ 3 1

−3/2 −5/2

−1/2 5/2

⎞⎟⎠ .

��
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�����
������ 
� 
������

�����
������ �� ������� ��������� ���A �� ������� 
� ��
��� n×n� ���
�� ����� n ≥ 1	 �
 �'�� ������� <��
���� �� ��B ��������� �� ������

����� �2� �� <����2� ��
� �� �����
��� ������ ��������" *��
��������	

����������� #	-	&� 
� 
����
������ A ��� *������� �2� ������� �


�'�� ������� A 
� ��
��� n × n �� ������ ������ �2� ��
��2���� ���

det(A)� �2� ��

��*� �� ��'����� ��������"�

• det(I) = 1L

• �� A 2� 
�� ��'2� �'����� ������ det(A) = 0L

• det(A) A ��� *������� ������� ����� ��'2� 
� A	

10������ ��������" ��'����� �2� �� ���������2���� ��� ��'� 
� A

��� ��� ������� λ� ������ ���2� �� 
����������� ����� ������������ ���

λ	 ���� ������ ��
� �� �������� �
 ��� ��'� 
� A �� �������� ����4

�� �� 
����������� 
���� ������� �������� A �� ����� 
� det(A) � 
��


����������� 
���� ������� ��� �� ������� �� ����� 
���� ��'� 
� A	

����� ��������" 
���� 
��������� #	-	&� �� ������� 
��������� �����

��������" 
���� *������� 
������������

������������ #	-	�� 5
�	������

 �� 
������ �������� �� 
����� n×n
� ��  ����
�� �����
������ 	� �� �		�� %��
���

• 	� A �� ��� ���� ������ ���
�� det(A) = 0+

• 	��
�����
 ��� ����� ��������� �� A� ���
�� det(A) ��
��� ��

	���
+

• 	� �� ����� �� A 	
�
 ������
���� ����������� ���
�� det(A) =

0�

�� ��B 
��������� �2� ������ 
������� �
 A ������ �� *������� 
����4

������� �2� ��

��*� �� 
��������� #	-	& � �� ��������" ��
�����	



�





� �� ����
������� �� ���
���

��� ���� 
� ������� 2× 2� �� 
����������� A *����� 
� ����������

det(A) =

∥∥∥∥∥a11 a12

a21 a22

∥∥∥∥∥ = a11a22 − a21a12,


���

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
.

������� #	-	$� �����
������ �� ������� A <��
���� 
� ��
��� 2× 2�(
2 1

−1 0

)
������ �� 
����������� 
� A A�

det(A) =

∥∥∥∥∥ 2 1

−1 0

∥∥∥∥∥ = 2 · 0− (−1) · 1 = 1.

��

������
����� #	-	�� 
� 
����������� A 
������ ���� ��� �� �������

��������� ���A 
� ��
��� n×n� ��� �� ����� ������ n ≥ 1	 �� ������ ���

������� A ��� A <��
����� ���A A 
� ��
��� n×m ��� n 	= m� ������ ��


����������� �
� � ������
	


� 
����������� 
� ��� ������� 
� ��
��� 3× 3

A =

⎛⎜⎝a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞⎟⎠
�� ��B ��������� ��� �� *������ 
� �������

det(A) =

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

− a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33 .

������� #	-	�-� �����
������ �� �������

A =

⎛⎜⎝1 −1 0

2 1 1

1 −2 2

⎞⎟⎠



�� ����
������� �� ���
��� 

�

������ �� 
����������� 
� A A�

det(A) = 2 + (−1) + 0− 0− (−2)− (−4) = 7.

��


� '�������� �� �����
������ ��� ������� <��
���� 
� ��
��� n× n

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

			
			

	 	 	
			

an1 an2 · · · ann

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ?#	-	�@

������ �� ��B ��������� �� 
����������� ���������
��� ���'� ��� ��'� �

��� ������� ��� �� ����
� 
� 1������	 1� 
������������ A ��� ��
������

����0��
��� n 
���� ������� ?<����� 
������������ �� %��� ����0������� 
�

��
������� ������� �) 
�� ������ ������� ?�	�@@	 
� ��������� A �� ��'������

������������ #	-	��� $�� A ��� 
������ �������� �� 
����� n × n

�

� �����  
�
��� ?#	-	�@� $��������
 �� 	��������� �� i��	�
� ����� ��

�����
������ �� A ��

det(A) =

n∑
j=1

(−1)i+jaij det(Aij),

�
�� Aij � �� 
������ �������� �� 
����� (n− 1)× (n− 1) 
������� ��

A ���
�����
 �� i��	�
� ���� � �� j��	�
� �
�
����

����� ������������ #	-	� �%%���� ����� �2� �� �� ��'2� 
���� �������

A ���� ����������� 
����
����� ������ �� 
����������� 
� A A �����	 ;���

���2� �� ���������� ���� �E���� �� ��'������

������������ #	-	��� �� �����
������ det(A) �� ��� 
������ A � ���


	� � 	
�
 	� �� ����� �� A 	
�
 ������
���� �������������





� �� ����
������� �� ���
���

�� ��B 
��������� ���2� �2� ��� ������� A A �������%��� �� � ���� ��

�� 
����������� 
� A A 
������ 
� ����	 
� ��� ����� �0������� 
� A A

A−1 =
1

det(A)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
A11 −A21 · · · (−1)n−1An1

−A12 A22 · · · (−1)nAn2

			
			

	 	 	
			

(−1)n−1A1n (−1)nA2n · · · Ann

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

��� Aij A �� 
����������� 
���� ������� 
� ��
��� (n − 1) × (n − 1)

�������� 
� A ��������
� �� i4����� ��'� � �� j4����� �������	

5�0����� ��������" ���������� 
�� 
����������� A 
��� 
�� ��'������

������
 #	-	�� ?(����@� $���
 A � B 	
�
 ��� 
������ �������� ��


����� n× n� %��
��

det(A ·B) = det(A) · det(B). ?#	-	�@

��������� #	-	� � �����
������ 
�� ������� <��
���� A � B 
� ��
���

2× 2 � 3× 3	 ;�������� �2� ���� �� *������ ?#	-	�@	 ��

����� �� ���������� ;�
���� �������������� �� ���� 
���� �����4

�� 
� ��
��� 2× 2	 1������� �� ������� �� ���� 
� <����� 
� ��
��� 3× 3	

����� A � B ������� 
� ��
��� 2× 2�

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, B =

(
b11 b12

b21 b22

)
.

������ �� ���
���� AB A �� ��'����� ������� 
� ��
��� 2× 2�

AB =

(
a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

)
,

�2� 2� 
�����������

det(AB) =

= (a11b11 + a12b21)(a21b12 + a22b22)− (a21b11 + a22b21)(a11b12 + a12b22)

= a12b21a21b12 + a11b11a22b22 − a21b11a12b22 − a22b21a11b12

= (a11a22 − a21a12)(b11b22 − b21b12) = det(A) · det(B),

�2� A ������� ��B �2� �������� 
���������	 ��



��!
/313 &

���
���� ������� � �����������	

+��� �������� ��
�
�� �#������ ��� ��
�� �� �� Rn

6����� ������� 2� ��������� �����
������� ����� �� 
��������� � ���4

�����" <�� ���������� �������� ������� ��� ��'���� �� ����� ��I '������� �

��'�����	

����������� &	�	�� 
� ��
�
��
 	������ ��������� 
 �������
 
� 
�� ���4

���� x � y �� R2 A �� ���'2���� 
���� ���������� ����'����� 
� y ��

x�

x · y = ‖x‖‖y‖ cos θ


��� ‖ · ‖ 
����� �� ���'2���� 
� �� ������� � θ A �0��'��� *������ 
��

������� x � y	

�� ���� �2� �� ���
���� ������� 
� x � y A �� ������ ������ ���A

������� ��� �������� �� �2� ����'� �� ���������'��	

;������� ������� ��� ����
� ��� ��������� �� ���
���� ������� ��

������� 
���� ����
����� 
�� �������� ����� 
���� ����� �� ���'���������

��� �������� �� ������ 
���0��'��� 
� ���� *������� ��
�%%������� ����

����
� A �����''����� ���2� �� � ����� ����� ���%�� ����''������ ��

��������� ���� ������ 
� ��� %���	

�����
������ ������ 
�� ������� x � y ��� ����� R2� 
������ x =

(x1, x2) � y = (y1, y2)� 
��� x1� x2 � y1� y2 ���� �� ����
����� ��������

���� %��� �������� e1 = (1, 0) � e2 = (0, 1) 
� R2	

����� θ1 � θ2 '�� ��'��� *������ ��������������� 
�� ������� x � y ���

�� ��������� �������� 
���� �������	 ������ �0��'��� *������ 
�� ������� x

� y A

θ = θ2 − θ1.

,����
���� ��  
�
��� �� ������
�� � 	
������
�� 
�� �������

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sin β



�




�� �� �
������ �����
� � �
��"������ 

�2� �� ���������� *�� ���� � ���������� �2� ��� 
��������� �� 2� �2��

cos θ1 =
x1

‖x‖ , sin θ1 =
x2

‖x‖ , cos θ2 =
y1

‖y‖ , sin θ2 =
y2

‖y‖ .

����� 
�� �<������� �����
���� ��'�� �2��

cos θ = cos(θ2 − θ1) = cos θ1 cos θ2 + sin θ1 sin θ2

=
x1y1

‖x‖‖y‖ +
x2y2

‖x‖‖y‖ =
x1y1 + x2y2

‖x‖‖y‖ .

.� ������ �� ���
���� ������� 
� x � y A

x · y = ‖x‖ ‖y‖ cos θ = x1y1 + x2y2. ?&	�	�@

�������
� � ������� x � y ���� ��������

x =

(
x1

x2

)
, y =

(
y1

y2

)
�� ���
���� ������� �� ��B �������� ���2� ���G�

x · y = x1y1 + x2y2 =
(
x1 x2

)(y1

y2

)
= xty.

������
����� &	�	�� 
� ���
���� ������� A ������������ ����%���
�


� ����� � 
�� �������� �� ���
���� ������� ��� ���%���

x · y = y · x,
���� A ���
���� 
���� *������ ?&	�	�@ � 
���� 
��������� ��������� 
���

���0������	

5� ���
���� ������� �������� �� ��B 
������ ���2� �� Rn �����'�4

����� �� ���� R2	

����������� &	�	�� ���� 
�� ������� 
� Rn

x =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

			

xn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , y =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
y1

y2

			

yn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠



���� ����� �����
���� �� C 
�



������� �� ��
�
��
 	������ �������
 
� x � y ����

x · y = xty =
(
x1 x2 . . . xn

)
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

y1

y2

			

yn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn.

������� &	�	 � �����
������ � ��'����� 
�� ������� �� R3�⎛⎜⎝ 2

1

−1

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝1

0

1

⎞⎟⎠
������ �� ���� ���
���� ������� A

2 · 1 + 1 · 0− 1 · 1 = 1.

��

+��� *�
$� �������
�� �# C

1� 
��������� 
� ������ ���������� ��� ����� ��������� C 
�E������


� <����� 
�'�� ����� ���������� �� R� ���������� �	�	�� ���� ����2F ��

����� 
� ������� ����� �� ����� ��� ������� ���������	

����������� &	�	�� ���� ��� ������ ���������� ����� XR� �� ��� �

��

��		������
�� XC A �� ������ ���������� 
� ����� �� ���%�������� �������

� �
�)������ �

���		� 
�� ������� 
� ��� <�������� %��� x1 , . . . ,xn 
�

XR	 H �2���� �2� �� ������ XC ��� 
����
� 
���� ������ 
���� %��� �� XR

����� ��� ����������� � �2� <����� %��� A ���2� ��� %��� �� XC� <���
�

XC 2� �� ������ 
��������� �� C �2� XR 2� �� R ?�������� ����2F ��

����� ��������� C A ��� ������ ���������� 
� 
��������� 
�� ��� ���4

�� 
� ������� R� �'�� ������ ���������� ��������� XC 
� 
��������� n ��

��B ���2� �����
����� ���� ��� ������ ���������� XR �� R � �
 �� ���

���� �� ��� 
��������� �� R A 2n� ��� %��� A x1 , ix1 x2 , ix2 . . . ,xn ixn	

�� ��� ������ ���������� XC �� C A �� ����������������� 
� ��� ������

���������� XR �� R� ������ XR �� �2���� ���  
�
� ����� 
� XC 	




�� �� �
������ �����
� � �
��"������ 

+�	� ∗ 8
 ��&��$���� �����
�� �� �������� ��
�
��


� ��������� 
� <����� ������� ����� ������� �
 �����*��
��� ���4

�0�����
��� ��	 !�� ��� ����� ������� �� �� ��B �������� � <�����

��'��	

)����
���� �� ������� 
� ���
���� ������� ��� �� ��'����� 
���������	

����������� &	�	�� �"��
� ��������� � )��
� *��
��������

(i) ���� ��� ������ ���������� X �� �� ����� K ?�� <����� ��%��

K = R � C� � ������ ����� � ��������������� � ������ ����4

�����@� ��� ������������ φ : X × X −→ K �� 
��� ���  
�
�

��������� �� A ������� �������� �
 ������%� �� �����%���� ���A ��

(a1) φ(x1 + x2,y) = φ(x1,y) + φ(x2,y)

(a2) φ(x,y1 + y2) = φ(x,y1) + φ(x,y2)

(b) φ(λx,y) = φ(x, λy) = λφ(x,y) ��� �'�� ������� λ	

(ii) ��� X ��� ������ ���������� ��� ����� C	 5�� ������������ φ :

X×X −→ C �� 
��� ���  
�
� ���
������ �� A ������� ��������

���� ����� �����%��� �
 ����������� �������� ���� �����
�� ���A

��

(a1) φ(x1 + x2,y) = φ(x1,y) + φ(x2,y)

(a2) φ(x,y1 + y2) = φ(x,y1) + φ(x,y2)

(b1) φ(λx,y) = λφ(x,y) ��� �'�� ������� λ

(b2) φ(x, λy) = λφ(x,y) ��� �'�� ������� λ ?<��� ����

������� λ 
����� �� ��������� �����'��� 
� λ@

����������� &	�	�� �'�

����� 
� ��� )��
� ���������

(i) 5�� *���� %�������� φ ����� ������ ���������� X �� 
��� 	�

���

���� ��

φ(x,y) = φ(y,x)

��� �'�� x� y �� X	

(ii) �� �� ������ X A ���������� �� *���� %�������� φ �� 
��� 	�
�


������ �
�������� � 	�	����������� ��

φ(x,y) = φ(y,x)

��� �'�� x� y �� X	

����������� &	�	�� ����
���� 	��������



���� ∗ �� ��#�������� "���
��� �� �
������ �����
� 
��

(i) 5� ��
�
��
 	������ 	�� ��
�
 ����� �� ��� ������ ����������

����� X A ��� *���� %�������� φ : X × X −→ R 	�

�������

��� ����� 
���� ���������� &	�	� (i)	 �� ������ �� ������ 〈u , v〉
������ 
� φ(u,v)	

(ii) !�I �� '�������� �� ��
�
��
 	������ 	�� ��
�
 �

���		
 ?
����

���2� ��
�
��
 ���
�����
@ �� ��� ������ ���������� ���������

X A ��� *���� %�������� φ : X×X −→ C 	�

������ �
��������

��� ����� 
���� ���������� &	�	� (ii)	

������� &	�	 � 
� ���
���� ������� �����
�� �� Rn� 
������ ����� �������

&	� ��
����� �� *������

x · y =

n∑
i=1

xiyi ?&	�	�@


��� � ������ xi � yi ���� �� ����
����� 
�� ������� x � y ��	����
 ����

��	� ���
���� ?������ �������� �
 ��� <�������� %��� ���������@ A ��

������� 
� ���
���� ������� �����	 �� ���� �2� <����� 
��������� 
����
�


���� ������ 
� %���	

10������� ���������
���� 
� ���
���� ������� ��������� �� Cn A

�0�����'� ���
���� ������� �����
��

x · y =

n∑
i=1

xiyi , ?&	�	�@

�2� 
����
� ���20���� 
���� %��� ������	 ��

������� &	�	#� �������%���� ��
� ���
���� 	�������� ��� Pn ��

������ 
�� �������� 
� '��
� �� ��I n ����0���������� [0, 1] ⊂ R� ��4

���
���� ����� ������� �	�	 �������� �� ���
���� ������� *�� � ��������

p(x) =
∑n

k=0 ak x
k � q(x) =

∑n
k=0 bk x

k ���� �0����'����

〈p, q〉 :=

∫ 1

0

p(x) q(x) dx

?��� �� 
��������� 
� ����'���� �� ��
� �� ��%�� 
� ����� 
� �������

.���������@	 3��������� �2� � ������� 
���� %��� ��������� ���A � ����4

�� ei(x) = xi� ���������

〈ei, ej〉 =

∫ 1

0

xi+j dx =
1

i+ j + 1
.




�	 �� �
������ �����
� � �
��"������ 

��

+��� �
����� ��������� 
#��
���#��� � ���������4�

5�� ����� ������ �� %��� �� 
�� ����� ���������� ��������� 
� 
����4

����� ��������������� n � m� �'�� ������������ ������� *�� � 
�� ����� A

������������� 
� ��� ������� m× n ���� ����� ������� �	#� �� <�����

����� �� ������� ���� � ���>������ ���������	

���
����� &	 	�� &���	��
� ����� 
������ m× n � �
�)������ �

��

��		� � ��
 	����
 ����
����� 	� C ��� 	� ������ �
� MC

mn� ��� ����������

�����
 �� 	�� ����
 � �����
� ���������

 �
 	����
 ����� 
������ �����

�
� MC

mn�

,���������� 
�� �������� � �� ��'��� ��� ��� �� ������� ��� ��4

����� �
 ��� ������������ �������� ��*�������
��� ��� �� ������� 
� ���
��4

�� ��������

������������ &	 	�� .�
����� 
�����
�
 
� #�
 
�����
$���� ���6

�
���0

(i) "��
���

 �
� {e1, . . . , en} �� ��	� ���
���� �� Cn� ��� 
��

�� ���������
�� ������� T : Cn −→ Cn� �� 
������ A = AT

�		
����� � T ����� %��� �������� �� ��� �
�)������

aij = Tei · ej .

(ii) $�� X ��
 	����
 ����
����� �
� ��	� X = {x1, . . . ,xn} � 	�� T :

X −→ Y ��� ���������
�� �������� &� 
������ A = AX ,X (T )

�		
����� � T ����� %��� X �� ��� �
�)������

aij = Txi · xj .

�� <����� ����������� ��'�� ����
����������

������
��� &	 	�� $�� A ∈MR

nn� %��
��� ��� 
��� x � y ∈ Rn�

Ax · y = x ·A�y .

����������� &	 	 � ��%%������� ��� A ∈ MC

mn	 �� �2���� 
������

�������� ?� ������������� �������
@ 
� A �� ������� A∗ ∈ MC
nm 
���



���� ∗ ��
�� � �
������ �����
� ��#����� �������� 
��


� ⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

			
			

	 	 	
			

αm1 αm2 . . . αmn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
∗

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α11 α21 . . . αm1

α12 α22 . . . αm2

			
			

	 	 	
			

α1n α2n . . . αmn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
?
� ������ �� %���� ��
��� �� ��������� �����'���@	 
� ����� ������� A∗ =

A� = A
�
	

���
 &	 	#� !�� �� ������� A∗ ���'��� ��'��� 
� ������� �����'2� �

<����� 
���� ���� �	$	�L �������� �� A A ��� ������� <��
����� *�� �'4

'����� � ���
���� ������� ��������� �0A �� ������ ��'��� �2� �%%����

'�" ���������� ��� ���������� &	 	� *�� ��������� � ���
���� ������� ������

〈Ax,y〉 = 〈x, A∗y〉 , ?&	 	�@

������� ��� �� ���������'�� ����������� �����
���� �� ?&	�	�@ ��� �� ���
��4

�� ������� �����
���

Ax · y = x · A∗y . ?&	 	�@

!�� ��������" %���� ������� ?&	 	�@ ��� � ������� 
���� %��� ��������� ��

��� ����� ������� Aei · ej = αij� ?&	 	�@ A ������������ �� 
��������� 
�

�''����� &	 	 	 ��

����������� &	 	&� �(������ 	�

�����*� � 
������ �����%%�������

5�� ������� A ∈ MR
nn �� 
��� 	�

������ �� A = A�	 !�I �� '��������

��� ������� A ∈ MC

nn �� 
��� ���
�������� �� A = A∗	 �����'�������

�� ��� ������������ ������� ������� 〈Ax,x〉 = 〈x, Ax〉� A �� 
��� ������4

���� �� �'���� �� ��� ������ ���������� ������ �
 �����''����� �� �'����

�� ��� ������ ���������� ���������	

+�)� ∗ "���
 � �������� ��
�
�� ��&���� ��������


� ��������� 
� <����� ������� ����� ������� �
 �����*��
��� ���4

�0�����
��� ��	 !�� ��� ����� ������� �� �� ��B �������� � <�����

��'��	

����������� &	#	�� '-
�
��! 5�� �
�
� �� ��� ������ ���������� X

A ��� *������� N : X −→ [0,+∞) ��� �� ��'����� ��������"�




�� �� �
������ �����
� � �
��"������ 

(i) N(x) = 0 �� � ���� �� x = 0 �

(ii) N(λx) = |λ|N(x) ��� �'�� ������� x � ������� λ �

(iii) ?
�	�%��%������ �����%������@ N(x+y) � N(x)+N(y) ���

����� � ������� x � y 	

���
����� &	#	�� $������

 ��
�� �� �
� ‖x‖ := N(x)‖�
����������� &	#	�� '�������� ��� ��������
���

��! �� 
��� �2� ���

����� ������� �0�������� ��� ��������
���

� ��

‖x + y‖+ ‖x− y‖ = 2‖x‖+ 2‖y‖ . ?&	#	�@

���
 &	#	 � ?0��
� �����
���@ 1� ��������� 
� �� ������� x =

(x1 , x2 . . . , xn) �� Rn� 
��� 
�

‖x‖ =

√√√√ n∑
i=1

|xi|2

A ��� ������ �2� �� ��
��� ��� �
�
� ��������L A 
� <����� ������� 
�

����� �2� �������� �� ���� 
���� 
���'��'������ �����'����� ?�'�� ����


� �� �����'��� 2� ���'2���� ��� ��������� ���� ����� 
�'�� ����� 
��@	

6����� ����� ������� �0�
�����" 
�� ���������'����� ?&	#	�@� �� <����

�<������ �� %�� ���� ��������� 
���� '�������� ���������� �2� �� �����


���� ���'2���� 
���� 
��'����� 
� �� ���������'����� A �'���� �� ���

��������� ?�� �E���� A 
� <����� *���� �2� ����� �� ���� 
���0�
�����"@	

�����'������� �� ���'2���� 
� �� ������� ����� ������ ���������� Cn

��� ����� ��������� A �� ����� 
������ ����������� ���� ����� ��

�����������
� �� ��
��� ��� ����� 
�� ��
��� 
�� ������ ���������	

��

����������� &	#	#� ?���
���� 	������ 
������ ��	������@ �� 
���

�2� �� ���
���� ������� A 	�
�������
 �
	����
 �� 〈x,x〉 � 0	 �� 
���

�2� �� ���
���� ������� A ������
 �
	����
 �� 〈x,x〉 > 0 ��� �'�� �������

x 	= 0 ?� ������������ 〈0, 0〉 = 0@	

������
��� &	#	&� ' "���
 ������
 �
 #� �������� ��
�
�� ��&��6

�� ���������! $� �� ��
�
��
 	������ 	���
 	����
 ����
����� X � ������


�
	����
� ���	���		�
��
√〈x,x〉 � ��� �
�
� 	� X ��� ������� ����������

��� ��������
���

� '6�7�/!�



���� �
��"������ 
��

�������
������ 
� ����I 
���� ���������� &	#	# � &	#	� ����� A ���4


���� ������� *���� �0�
�����" 
�� ���������'������ �2� �� ������� ���4

���
� �� �
�����" ��'������

〈x + y,x + y〉 = 〈x,x〉+ 〈x,y〉+ 〈y,x〉+ 〈y,y〉
〈x− y,x− y〉 = 〈x,x〉 − 〈x,y〉 − 〈y,x〉+ 〈y,y〉 .

���
 &	#	�� ;�
���� �� ��'���� ?���������� &	&	�@ �2� A ���� ���2� ��

���������� ��� ����� �2� ������� �0�
�����" 
�� ���������'����� �
��4

����� �� ���
���� ������� 
������ ��������	 ��

������� &	#	$� ���� ���� 
���� ���� &	#	 � �� ����� �����
�� �� Rn

?��������������� Cn@ A ��
���� 
�� ���������� ���
���� ������� �����
��	

6���
� �� ���
���� ������� �����
�� A 
������ ��������	 ��

������� &	#	�� 
� ���
���� ������� ����� ������ 
�� ��������� �����
��4

�� ����0)������ &	�	#� A 
������ ��������	 ��

����������� &	#	�-� ?���
���� 	������ ��� 
�%������@ �� 
��� �2�

�� ���
���� ������� A �
� �������� �� ��� ������� ������� x �� ���4


������ 〈x,y〉 = 0 ��� �'�� y ������� x = 0� ���A �� ��� ��������

������� ��� ����� ����'����� � ����� � �������	

�� <����� 
��������� ������� ����� �� ���������� ��'������

������
��� &	#	��� 8��� ��
�
��
 	������ ������
 �
	����
 � �
� ���

�������

+�+� �������
���'


� ��������� 
� <����� ������� ����� ������� �
 �����*��
��� ���4

�0�����
��� ��	 !�� ��� ����� ������� �� �� ��B �������� � <�����

��'��	

����
 &	&	�� .���
��$$
$���� �� !���� ������
���0




�� �� �
������ �����
� � �
��"������ 

(i) $�� X ��
 	����
 ����
����� 	�� ��
�
 ����� � φ : X×X −→ R

���  
�
� ��������� 	�

������� %��
�� φ(x,x) = 0 ��� 
���

����
�� x 	� � 	
�
 	� φ(x,y) = 0 ��� 
��� �
���� �� ����
�� x

� y�

(ii) ��3 �� ��������� �
 	��		
 ��	�����
 ���� 	� X � ��
 	����
 ����

�
����� 	�� �

���		� � φ : X×X −→ C ���  
�
� ���
�������

	�

������ �
��������

�������
������ 10������������ ������� A �����	 !�� �0������������


������� �����
������ 
������� �� ���� ����� ?����� (i)@	 !�� �'�� x� y

�� *���� �� ������� v+ = x+y	 !�� �� ��������" 
� ��������� 
���� *����

%�������� ?���������� &	�	� (i)@ �� 2�

0 = φ(v1,v1) = φ(x,x) + φ(x,y) + φ(y,x) + φ(y,y) = 2φ(x,y) .

6����� ����� (i)	

1� 
������������ 
� (ii) ?�� ���� ���������@ A ������	 �� �����
�����

�� ������� v1 
� ����� �
 �� ������� v2 = x + iy	 �� ��� �� ���<���������4

��" 
���� *���� %�������� ?���������� &	�	� (ii)@	 ������ �0��'������ 
�

������ ��������� 
� ����� �� ������� v1� <����� ����� 
"

0 = φ(v1,v1) = φ(x,y) + φ(y,x) = 2 Re (φ(x,y)) ,

�
 ��������� �� ������� v2 
"

0 = φ(v2,v2) = φ(x, iy)+φ(iy,x) = 2 Re (−iφ(x,y)) = 2 Im (φ(x,y)) .

������
���� �2� φ(x,y) = 0	 6����� ����� (ii)	

������
��� &	&	�� � ���
�� ����
���� φ(x,x) �� ���  
�
� ���������


 ���
������ �����
����
 ����
��
���� ��  
�
�� �� ������
����� 
��

�� �
�
� ��� 	
���	 � ���������� ��� ��������
���

� '6�7�/! ���������

����
��
���� �� ��
�
��
 	������ ������
 �
	����
 �� ��� �		� � ���
���

��� 	��	
 ��� 5
�
�����
 6�7�6� ������ ��� ��� �
���	�
������ ������
��

 �� �� �
�
� ��� ��������
 ���������� ��� ��������
���

� �� � ��
�
���

	������ ������� �
	������

�������
������ �� 
�� *���� %�������� � 2��������� φ � ψ ������
���

����� 
��'������ ��������
� �� 1���� &	&	� ���� *���� φ − ψ ��
����

�2� <����� *���� A ���� ����<��	



���� �
��"������ 
��

����������� &	&	�� ?/���%��������@ ��� ������� x � y 
� ��� ������

���������� X �� 
����� ����%����� � � ���������
����� ��

〈x,y〉 = 0.

����������� &	&	 � ?'����	����� ����%������@ ������ �� ���
����

������� �� X� ��� �'�� ������������ E ⊂ X �0�������

E⊥ := {x : 〈x,v〉 = 0 ��� �'�� v ∈ E}
�� �2���� 
��
�
���� 
� E	

������������ &	&	#� ' (���������� �������
�� � �����$���� ��6

�����
���! �� 
��� 	����
 ����
����� X 
����
 �� ��
�
��
 	������ 	�

���

(i) &�
��
�
���� E⊥ �� 
��� 	
��
��	��
� '�
� 	
�
 �� �� 	
��

�
	����
9! E ⊂ X � �� 	
��
	����
 ����
����� �� X� ��� ��
��

�� ������ ����
���

 ����������� ����'����� �� E�

(ii) 0⊥ = X�

(iii) $� �� ��
�
��
 	������ � �
� ��������� ���
�� X⊥ = 0

(iv) �� ��
�
��
 	������ � �
� �������� 	� ��� 
��� ����
�� v �� 	
��

�
	����
 �����
��	�
���� V ��� �		
 ������ � 	������
����

�
������
 �� X� ��
� dimV < dim X� ��3 �� ��������� 	�

V 	= 0 � �� ����	��	� 	
��
	����
 �
� ����
 �� X� ���
�� ��

	�
 
��
�
���� V⊥ � �� 	
��
	����
 ��
���
 �� X�

(v) $� �� ��
�
��
 	������ � ������
 �
	����
� ���
�� ��� 
��� 	
��

�
	����
 V 	� �� V ∩ V⊥ = ∅ �� 
��� x ∈ X 	� ���

�
��

�� 

�
 ����
 �

� x = v + w �
� v ∈ V � w ∈ V⊥�

�� ����
�� v 	� ����
� �� �����$���� �������
�� �� x 	�

V� �� ��� ��	
 ��� 
��� 	
��
	����
 ����
����� V ⊂ X 	� ��

dimV + dim V⊥ = dimX�

�������
������ 1� ����� (i)� (ii) � (iii) ���� ������ �� �������� ��


������������ �� ������� ��� ���������	 !�� ������� (iv)� %���� �����
���

?���������� &	#	�-@ �2� �� ���
���� ������� A ��� 
�'����� �� � ���� ��

������ ������� A ����'����� � ����� �� ������	 !�� ������� (v) ����������

�2�� �� x ∈ V∩V⊥� ������ 〈x,x〉 = 0 � <���
� x = 0 ����2F �� ���
����

������� A 
������ ��������	 ,����� ���� 
� 
��������� �0��������� �����
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���������	 !�� �'�� x ∈ X ��������� x = v+w ���� ����� � 
�������

��
�����
�� �� ��
����
�� 	� V ���� Px = v	 H ���
���� �2� P A ���

������������ �������� P : X −→ X� �0����'��� 
� P A �� ����������� V

� Ker(P ) = V⊥	 3�� �0�
�����" dimV + dimV⊥ = dimX ��� A �����

�2� �� ������� 
���� 
���������� /������ �	�	�	

���
 &	&	&� 1� 
������������ 
���� ����� (v) 
���� !����������� &	&	#�

���A 
���0��������� 
���� ���������� ����'������ <�� A *�������� ����� *��

������� ���� ������� 
� ���������" 
���� �����	 
� ������ ��������� ����

�������� �� 
��������� ������ �� �0��������� A ��I '�������� � ���� ���

��� ������ 
� ����� ���������� � 
��������� ������� ������ 
� ���
����

������� ?'�� 	���� �� :������@	 !�� �� 
������������ ��� ���� '�������

�������� �� ������� �
 �� ��%�� �� <����� ��'������� ���� �
 �������

C�D	 ��

����
 &	&	�� $� � ����
�� x1, . . . ,xk 	
�
 �
� ���� �� � ��� � ���


��
�
���� ��	����
 �� �� ��
�
��
 	������ �
� ��������� ���
�� �		� 	
�


������
���� �������������

�������
������ ����� λi ������� ���� �2�
∑k

i=1 λixi = 0� 
�%%����

�������� �2� λj = 0 ��� �'�� j ��� 1 � j � k	 .� ��� �'�� j �� 2�

0 =
〈 k∑

i=1

λixi,xj

〉
= λj 〈xj,xj〉 .

!���2F �� ���
���� ������� A ��� 
�'������ 〈xj ,xj〉 	= 0 ��� �'�� j � ��

��'�� �2� λj = 0	

���
����� &	&	$� "��
 �� ��
�
��
 	������� �� ��	��
� �� ����
�� 	�

���� �� ������� ����'����� ��	����
 � ���� ��
�
��
 	������ 	� �		� 	
�


� ��� � ��� 
��
�
����� $� ��
���� ����� � ����
�� 	
�
 �� �
�
� 1 ��

	�	��
� 	� ����
� �� �
��	�	��
� 
��
�
�
����

������
 &	&	�� .1������$
 �� �
�� �������
�� �� ��������
���0

(i) $�� X ��
 	����
 ����
����� �
� �� ��
�
��
 	������� ���
�� X

�� ��� ��	� 
��
�
���� ?�������� ��� A 
���� �2� ������ ���

%��� ������������ ����2F � ������� 
� %��� �����%%��� �����
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(ii) $� �� ��
�
��
 	������ � ������
 �
	����
� ���
�� X �� ��� ��	�


��
�
�
����

�������
������

(i) !����
���� ��� ��
������ �� n = dimX ?�� ����
��" 
� <�����

����
� 
����������� ��'�� 
���0������� 
� ��
������� �������

�) 
�� ������ ������� ?�	�@@	 �� n = 1 �� %��� 2���� �� ����

��������� %���� ������ ���'����� �� <�������� ������� ��� �����	

���������� n > 1	 �� ���� 
�� �����%����"�

• � 〈x,x〉 = 0 ��� �'�� x� ������

• ������ �� ������� x1 ���� �2� 〈x1,x1〉 	= 0	

��� ����� ����� �� 1���� 
� �������������� &	&	� �� 
��� �2�

�� ���
���� ������� A �
����������� ����� ���A 〈x,y〉 = 0 ���

�'�� x� y	 
� <����� ���� %����� �'�� %��� A ����'����� ?���

������������ ����2F ����� � ������� 2���� ����� ����M@� � �0�4

�������� ����	

��� �����
� ����� ��
��2���� ��� X1 �� ����������� '������� 
�

x1	 �������� �2� �� ����� 〈x1,x1〉 
� x1 A ��� ������ � <�����

�<������ � 
��� �2� X1 ��� A ��������� ��� ��� ����'����� X⊥
1 	

6���
�� ���2� �� ���� � 
�E������ 
���� !����������� &	&	# (v)�

��� �������� �� dimX1 + dim X⊥
1 = n� ���������� ��������

�2� dimX⊥
1 < n	

3'�� ������� x ∈ X A �� ����� 
� �� ������� �� X1 �
 �� �����

������� ��� ����������� ����'����� X⊥
1 � ��� �%%���� �0������"


���� 
������������� ���� ����� !����������� &	&	# (v)� ����2F

��� ��� ������ ��������
� �2� �� ���
���� ������� ��� 
������

��������� �� �0��������� �G� ����2F

x =

(
x− 〈x,x1〉

〈x1,x1〉x1

)
+
〈x,x1〉
〈x1,x1〉x1 . ?&	&	�@

!���2F dimX⊥
1 < n� ��� ������� 
� ��
������ �������� ��4

������ �2� ������ ��� %��� ����'����� {x2, x3, . . . ,xn} ��

X⊥
1 	 ������ ����� <����� ������� ���� ����'����� � x1� � <���
�
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{x1, x2, x3, . . . ,xn} A ��� %��� ����'����� �� X	 6����� �����

(i)	

(ii) ���2� �� <����� ����� 
���� 
������������� �� �� 
���������

n = 1 �� ��������� A ������ �� ����
� �� ������� ��� ����� �

�� ������� �2�� ����2F �� ���
���� ������� A 
������ ���������

�� ����� 
� <��� ������� A ��������� <���
� �����������
��� ��

������� ��� %��� ����������� ?����������� �
� �� ���� ��������

�� <����� ����@	

�� ������ n > 1 �����
������ �� ����������� X1 
� 
����4

����� 1� '������� 
� �� ������� x1 �2� ���� ����� ��������

�������� 
� ����� 1	 
� ����������� ����'����� X⊥
1 2� 
�4

�������� n − 1 ?!����������� &	&	# (v)@� � <���
�� ��� �����4

�� 
� ��
������� 2� ��� %��� ����������� �2� ��
��2���� ���

{x2, x3, . . . ,xn}	 ������� �����'������ ���� ����� (i) 
���� 
�4

������������ {x1, x2, x3, . . . ,xn} A ��� %��� ����������� ��

X	

���
 &	&	�-� 1� ��������" 
�� /������ &	&	� ?��@ ��� ���� �� �� ���
��4

�� ������� A �������� ��� 
�'�����	 
�*����� ����� ���� �������� �������

�������� ������� 
� ����� ����� ���A ����'����� � �F ������	 �
 �������� ��

���
���� ������� 
���0)������ &	�	� (iii)� 
������ ��������� ���� �������


��'�����

D =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

−1

0
	 	 	

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
�� �����
� ����

x · y = x1y1 − x2y2

� <���
� �� ������� (1,−1, 0, . . . , 0) 2� ����� ������ ���A A ����'�����

� �F ������� �� �� ���
���� ������� A ��� 
�'����� ���� ���������

����0)������ &	�	� (iii)e&	�	� ?��@	 ��
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� <����� ������� �� ���������� 
� *������ ��� 
������������ �������4

���� 
���0��������� 
� %��� ����������� �� ����� ���������� ������ 
� ��

���
���� ������� 
������ �������� ?/������ &	&	� (ii)� %����
��� �����

���������� ����'����� ?!����������� &	&	# (v)@ �
 ��������
� ���������4

����� �0�
�����" ?&	&	�@	

�����
������ ��� %��� {x1, . . . ,xn} 
� ��� ������ ���������� X	

���'����� �� X �� ���
���� ������� 
������ ��������� �� ��
� �2� ��

���
���� ������� 
� �'�� ������� ��� ����� ��� �F ������ ��� ��������

?��� �����@	 ������������ �� ���� ������ A <����� 
�� ���
���� �������

�����
��	

;�'����� ��������� �������������� ��� %��� 
��
�
�
��� {x′
1, . . . ,x

′
n}	


� ����
� �2� ������ ��� ���������� �� �2���� �� �����
�
���� 
�

����%������������� 
� 1��
�'�*
�
� 	

!�� ����� ���� ������� x′
1 = x′

1	 !�� 
������� x′
2 ���� �� ?&	&	�@�

x′
2 = x2 − 〈x2,x1〉

〈x1,x1〉x1 .


� ��� ��
�� ���� ��������� �� ?&	&	�@� �� 2� 〈x′
2,x

′
1〉 = 0 ?���� 
��

����� �� ������� ���2� ����
���������@	 �� ������� �2� x′
2 �� ������� 
�

x2 ��������
�'�� �� ���������� ���'� �� ������������ 
� x′
1�

x′
2 = x2 −

〈
x2,

x1√〈x1,x1〉
〉 x1√〈x1,x1〉

.

1� 
������������ 
���� !����������� &	&	# (v) ������ �2� ������ ���4

�����
� � x2 �� ��� ���������� ����'����� ���'� x1	 �����'�������


������� x′
3 �� ������� �2� ��� ����'����� � x′

1 � x′
2� ��� <����� �� 
���

��������� � x3 �� ��� ���������� ����'����� ����� ������ %�
�����������

'������� 
� x′
1 � x′

2� <���
� 
�%%���� �������'�� �� ��� ���������� ���'�

� ������� �2� �� �����'��� �����������
� x′
1 � x′

2� ���A

x′
3 = x3 − 〈x3,x

′
1〉

〈x′
1,x

′
1〉

x′
1 −

〈x3,x
′
2〉

〈x′
2,x

′
2〉

x′
2 .
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!����
���� ���G ��� i = 2, . . . , n�

x′
i = xi −

i−1∑
j=1

〈xi,x
′
j〉

〈x′
j ,x

′
j〉

x′
j . ?&	�	�@


� ��� ��
� �%%���� 
����������

������������ &	�	�� .�������
��$$
$���� �� ��
�6*�4�����0 &�

 �
����� {x′
1, . . . ,x

′
n} �
	������ ���������
���� �� '6�2�/! � ��� ��	�


��
�
���� �� X�

�� ���� �2�� ��� ������������ �� ����������� ���������� '������� 
�

{x′
1, . . .x

′
i} ������
� ��� �'�� i ��� �� ����������� ���������� '������� 
�

{x1, . . . ,xi}	
������� &	�	�� �����
������ � ��'����� ��� ������� �� R4�

x1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1

−1

1

−1

⎞⎟⎟⎟⎠ , x2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1

0

1

0

⎞⎟⎟⎟⎠ , x3 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1

0

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠
;�'����� ��������� �� �����
������ 
� ����'������������� 
� +���4

��2��
� ��� ������� ��� %��� ����'����� 
�� ����������� 
� R4 '�������


� x1, x2, x3� �������� �� �������� ���
���� ������� �����
��	

����
������� 
����������� �������

x′1 = x1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1

−1

1

−1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

���� �� 
��������

x′2 = x2 − x2 · x′1
x′1 · x′1

x′1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1

0

1

0

⎞⎟⎟⎟⎠− 1

2

⎛⎜⎜⎜⎝
1

−1

1

−1

⎞⎟⎟⎟⎠ =
1

2

⎛⎜⎜⎜⎝
1

1

1

1

⎞⎟⎟⎟⎠
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���� �� 
��������

x′3 = x3−x3 · x′2
x′2 · x′2

x′2−
x3 · x′1
x′1 · x′1

x′1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1

0

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠−1

4

⎛⎜⎜⎜⎝
1

1

1

1

⎞⎟⎟⎟⎠−1

4

⎛⎜⎜⎜⎝
1

−1

1

−1

⎞⎟⎟⎟⎠ =
1

2

⎛⎜⎜⎜⎝
1

0

−1

0

⎞⎟⎟⎟⎠
�%%���� ������� ���G �� ��'����� %��� ����'������

x′1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1

−1

1

−1

⎞⎟⎟⎟⎠ , x′2 =
1

2

⎛⎜⎜⎜⎝
1

1

1

1

⎞⎟⎟⎟⎠ , x′3 =
1

2

⎛⎜⎜⎜⎝
1

0

−1

0

⎞⎟⎟⎟⎠ .

��

������� &	�	�� /������� ��� %��� ����'����� ��� �� ����������� ���4

���� 
� R4 '������� 
�� �������⎛⎜⎜⎜⎝
1

−1

−1

1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎝
1

2

−1

−1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎝
−1

1

1

1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎝
2

1

−2

2

⎞⎟⎟⎟⎠ .

����
������� !�� ����� ���� ��
���� �� � <������ ������� 
��� ����

����������� ��
����
���� � ��� ������
� �� ��������� 
�� ������� ���4

'���� ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x1 + x2 − x3 + 2 x4 = 0

−x1 + 2 x2 + x3 + x4 = 0

−x1 − x2 + x3 − 2 x4 = 0

x1 − x2 + x3 + 2 x4 = 0

��
����� ������������ 
� +���� ?������� �	�@�

1 1 −1 2

−1 2 1 1

−1 −1 1 −2

1 −1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

0

1 1 −1 2

0 3 0 3

0 0 0 0

0 −2 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

0
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1 1 −1 2

0 1 0 1

0 −1 1 0

0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

0

1 1 −1 2

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

0

.

�� ��'�� �2� �� ������� ���'���� 
� ��� ����� ������� ��������� ���

x4 	= 0 � <���
� �� <����� ������� A ���%�������� ������� 
�� ����� ���	 ��

�����'����� �� ����������� ������� X 
� R4 '������� 
�� <������ �������


��� A '�" '������� 
�� ����� ���	

!�� ��
��� �� � ����� ��� ������� ���� ����������� ��
����
���� � ���


�%%���� ������� �� ��������� 
�� ������� ���'����⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x1 + x2 − x3 = 0

−x1 + 2 x2 + x3 = 0

−x1 − x2 + x3 = 0

x1 − x2 + x3 = 0

,

���A �� ��������� 
�� ������� �����
���� ��� x4 = 0	 .� � ������� 
� ���

����� �� �������� �2�� �� x4 = 0� ������ ���2� x1 = x2 = x3 = 0	 !����B

� ��� �������

a1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1

−1

−1

1

⎞⎟⎟⎟⎠ , a2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1

2

−1

−1

⎞⎟⎟⎟⎠ , a3 =

⎛⎜⎜⎜⎝
−1

1

1

1

⎞⎟⎟⎟⎠
���� ����������� ��
����
���� � <���
� ������������� ��� %��� 
� X 	

!�� �������� ��� %��� ����'����� b1 , b2 , b3 
� X � ����'��������4

��� � ������� a1 , a2 , a3 �

b1 = a1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1

−1

−1

1

⎞⎟⎟⎟⎠ .



���� �
���������� �� �
��"������������� �� "
��%��&���� 
��

!�� b2 �������� ����
��� <�������� �������� ��� ���� 
�

a2 − a2 · b1

|b1|2 b1 =

=

⎛⎜⎜⎜⎝
1

2

−1

−1

⎞⎟⎟⎟⎠−

⎛⎜⎜⎜⎝
1

2

−1

−1

⎞⎟⎟⎟⎠ ·
⎛⎜⎜⎜⎝

1

−1

−1

1

⎞⎟⎟⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⎛⎜⎜⎜⎝
1

−1

−1

1

⎞⎟⎟⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

⎛⎜⎜⎜⎝
1

−1

−1

1

⎞⎟⎟⎟⎠ =
1

4

⎛⎜⎜⎜⎝
5

7

−5

−3

⎞⎟⎟⎟⎠

� �� �������� ���'�����

b2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
5

7

−5

−3

⎞⎟⎟⎟⎠ .


����� ��� b3 ���'����� �� �������� ��� ���� 
�

a3 − a3 · b1

|b1|2 b1 − a3 · b2

|b2|2 b2 =

=

⎛⎜⎜⎜⎝
−1

1

1

1

⎞⎟⎟⎟⎠− −2

4

⎛⎜⎜⎜⎝
1

−1

−1

1

⎞⎟⎟⎟⎠− −6

108

⎛⎜⎜⎜⎝
5

7

−5

−3

⎞⎟⎟⎟⎠ =
2

9

⎛⎜⎜⎜⎝
−1

4

1

6

⎞⎟⎟⎟⎠
�
 A �������� ���'�����

b3 =

⎛⎜⎜⎜⎝
−1

4

1

6

⎞⎟⎟⎟⎠ .

������
���� �2� � ��� �������

b1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1

−1

−1

1

⎞⎟⎟⎟⎠ , b2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
5

7

−5

−3

⎞⎟⎟⎟⎠ , b3 =

⎛⎜⎜⎜⎝
−1

4

1

6

⎞⎟⎟⎟⎠
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������������� ��� %��� ����'����� 
� X 	 ��

+�2� �
����� �������
�� � �
����� #���
���

����
 &	$	�� .�������
$���� �� ����� � �� 
������0 $��

 x �

y ��� ����
�� �� ��
 	����
 ����
����� �

���		
 XC� �� A ��� ������

����
�� ������� �� XC �� 	;� %��
�� 〈Ax, Ax〉 = 〈x,x〉 ��� 
��� ����
��

x 	� � 	
�
 	� 〈Ax, Ay〉 = 〈x,y〉 ��� 
��� �
���� �� ����
�� x� y�

�������
������ ���������� �� *���� 2���������

φ(x,y) = 〈Ax, Ay〉 − 〈x,y〉.
10��������� ��'�� ����
��������� ��������
� � <����� *���� 2����4

����� �� 1���� &	&	�	

����������� &	$	�� �(������ ����%����� � 
������ ���������� 5��

������� <��
���� A ∈ MR

n n �� 
��� 
��
�
���� �� �������� �� �����


�� ������� ?�2� �%%���� ���2� �2������ ���'2����@� ���A �� ‖Ax‖ =

〈Ax, Ax〉 = 〈x,x〉 = x ��� �'�� ������� x	 �����'������� ��� �������

<��
���� A ∈MC

n n �� 
��� �������� �� �������� �� ����� �� Cn	

������
��� &	$	�� �� ��
�
��
 ����� ��� �
�
��� �� 
������ ��������

'��	�������
����� 
��
�
����! � ��� 
������ �������� '��	�������
�����


��
�
����!�

�������
������ 3'�� ������� 
������� ��� ������������ �������� �


�� ���
���� ��'2� ��� ������� ���������
� ���� ������������ 
���� ��4

���������� ?���������� �	&	�@	 �� 
�� ������������ ���������� �� ������

���2� �� ���
���� �� ��������	

���
 &	$	 � �� A A ��� ������� ����'����� � ��������� ������� '����� ��

1���� &	&	�� ��� �'�� ������ 
� ������� x� y �� Rn � Cn ���������������

�� 2� Ax · Ay = x · y	 
� ������������ �����
��
� �2� �� 
�� ������� ��

Rn *������ �� ��'��� θ ������ x · y = ‖x‖‖y‖ cos θ� �
 ��������
� �2�

‖Ax‖ = ‖x‖ ��� �� ���������� &	$	�� ������
���� �2� �0������ 
� ���

������� ����'����� A �� Rn �������� '�� ��'��� *�� � �������	 ��



���� ���
��� �
��"����� � ���
��� �����
�� 
��

������� &	$	#� �(������ 
� ����������� 1� ���� &	$	 ������ �2� ��

������� ����'����� ���������
��� �'�� ��������� 
� ��������� �� Rn� ����

<����� �2� ������� ��� %��� ����������� �� ��0����� %��� ������������

<���
� �� ���� ������� ���� ������� �����������	 �
 �������� �� R2� ��

���� ������� ���� � ������� 
�� ���� (cos θ, sin θ)� �� �2������� θ �0��'���


� ��������� ?�� ��
� ��I �� '������� �� ���������� /������ &	$	�@	 
�

������������ �� ��I '������� ������� ����� ����'����� � 
��������� 2 A(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)

�2� ���
� �� ������� e1 =

(
1

0

)
��

(
cos θ

− sin θ

)
� � <���
� A ���

��������� 
� ��� ��'��� θ �� 	��	
 ����
����
	 ��

������
��� &	$	&� (i) ,�� 
������ A ∈ MR
n � 
��
�
���� 	� �

	
�
 	� A−1 = A�

(ii) ,�� 
������ A ∈MC
n � �������� 	� � 	
�
 	� A−1 = A∗

�������
������ (���� ������� �� ��������" (ii)� ����2F ���� �������

�� (i)	

!�� �� �����
���� ���� &	$	 � A A �������� �� � ���� ��� ��� �'�� x� y

�� Cn� �� 2� x·A∗Ay = Ax·Ay = x·y	 6���
� x·(A∗A−I)y = 0	 !���2F

�� ���
���� ������� A ��� 
�'������ <����� �<������ � 
��� �2� A∗A = I�

���A A∗ = A−1	 �� ���� �2�� � ��� ������ <����0������ ���������� �<������

� 
��� �2� AA∗ = I	@

������
 &	$	�� &� 	������� �
�����
�� 	
�
 ������������

(i) ��� 
������ A ∈MC
n � ��������+

(ii) �� �
�
��� �� A 	
�
 ����
�� 
��
�
�
��� ��	����
 �� ��
�
��


	������ �������
 �� Cn�

(iii) �� ����� �� A 	
�
 ����
�� 
��
�
�
��� ��	����
 �� ��
�
��
 	������

�������
 �� Cn�

(iv) A∗ � ���������

(v) A 
���� ��� ��	� 
��
�
�
��� �� ��� ��	� 
��
�
�
��� '��	����

�
 �� ��
�
��
 	������ �������
!�
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����� ��� 
������ ����� � 
��
�
���� 	� � 	
�
 	� �� 	�� �
�
���

	
�
 
��
�
�
��� ��	����
 �� ��
�
��
 	������ �� Rn� � 	� � 	
�
 	� �


	
�
 �� 	�� ������ � 	� � 	
�
 	� �
 � A�� � 	� � 	
�
 	� 
���� ��� ��	�


��
�
�
��� �� Rn �� ��� ��	� 
��
�
�
��� �� Rn�

�������
������ ��� A ∈ MC
n ��������	 
�
��2���� ���� ������

��� {ei} � ������� 
���� %��� �������� �� Cn	 5���������� �� ��'�����

��������� �%������� �� ���%��� δij � 
���� 	�
�
�
 �� <�=���#��� ���� 1 ��

i = j � 0 ����������	 ��'�� 
���� ���� &	$	 �2�

Aei ·Aej = ei · ej = δij . ?&	$	�@

!������� �� ������� 
� A� ���A � ������� Aei� ���� ��� *���'��� �������4

����� � <���
� (i) ������� (ii)	 ;��������� �� �� ������� ���� ������������

���A �� ���� ?&	$	�@� ������� �������
� x =
∑n

i=1 xiei� ��������� ��� ���4

�����" �2� Ax · Ax =
∑n

i,j=1 xixjδij =
∑n

i=1 |xi|2 = ‖x‖2� � <���
� A A

��������	 !������� (ii) ������� (i)	

3��� �� A A ��������� '����� � (ii) ���� A �������%���� <���
� �� A ���2�

A∗� ����2F detA∗ = detA� = detA� = detA	 !����B �'�� �������

y ∈ Cn �� ��B �������� ?�� ��
� �����@ ���� y = A∗x ��� <����2�

������� x	 !�������� ��� 
��������� 
� �''����� ?���������� &	 	 @�

A∗x ·A∗x = y · y = Ay · Ay = A∗−1y · A∗−1y = x · x
<���
� A∗ A �������� � (i) ������� (iv)	 !���2F A∗∗ = A� ���2� (iv)

������� (i)	 ������� �� %��� � (ii)� �� *���� �2� A∗ ��� �������� �<������

�
 �������� �2� �� ��� ������� *������ ��� *���'��� ����������� 
�

�������� �� <����� ������� ���� �� ��������� �����'��� 
���� ��'2� 
� A

?���������� &	 	 @� � <���
� �� ��'2� 
�A ���� ��� *���'��� ������������

� (iv) �<������ � (iii)	 
����� �� *���� �2� �� ������� 
� A ����� ��

������� ����������� �2��������� �<������ � 
��� �2� A ���
� �� %���

�������� �� ��� %��� �����������	 !������� �� ������� �2� ���
� ���

%��� ����������� ����� %��� �������� A �0������� A−1 
� ��� �������

��������� �� ��� ��� ������� �������� �� 2� A−1 = A∗� � A∗ A ������

�������� '����� ���� ����� (iv) 
�� �������	 �� <����� ��'�� �2� ���

������� �2� ���
� ��� %��� ����������� F �� ��� %��� �����������

V A �� ���
���� 
� 
�� ������� �������� ?<����� �2� ���
� F ����� %���

�������� � <����� �2� ���
� �� %��� �������� �� V@	 !�� �� ����������



���� ∗ ���
��� ��������� �� �� �
������ �����
� 
	


&	$	� <����� ���
���� A ������ ��� ������� ��������	 6����� ����� ��

����� (v)	

+��� ∗ �
����� 
�����
�
 
� #� �������� ��
�
��

10)������ &	�	 ���������� �2�� <���
� �� ���
���� ������� A ��������

�� ������� 
� ����
������ ���� ���
��������� 
����
� 
���� ������ 
����

%���	 �2������� ��� <����� 
����
����	

������������ &	�	�� .�
����� 
�����
�
 
� #�
 !���
 ������
��

� 4������
�
�0 0	�	�� ��� �
���	�
������ ������
��  �� ��  
�
� ���

������� 
 ���
������ φ 	� Rn '��	�������
���� Cn! � �� 
������ M n×n�

��� ������� �� ���
�� 	�������� �� 
������ M �� 
������ ����  
�
� φM

������� ��

φM(x,y) = x ·My


����
�  �����
 �	
 ��� ��
�
��
 ����� ��� �
�
����

φM(x,y) = x�My . ?&	�	�@

�� ����� ���
��� �� Rn

φM(x,y) =
n∑

i,j=1

mijxiyj

'�
�� � ��
��� xi � yi 	
�
 �� �

������� ����� ��	� ���
����! � ��3 ��

�������� �� Cn

φM(x,y) =
n∑

i,j=1

mijxiyj .

��
�����

• φM � �� ��
�
��
 	������ ����� 	� � 	
�
 	� M � ����������

'��� 	��	
 ����� "������
�� 6�.�6� M = M�+

• φM � �� ��
�
��
 	������ �

���		
 '
����
 ��
�
��
 ���
��

����
! 	� � 	
�
 	� M � �����''����� '��� 	��	
 ����� "������
��

6�.�6� M = M∗ := M
�
+

• 	� φM � �� ��
�
��
 	������� ���
�� �		
 � �
� �������� 	� 	

	
�
 	� detM 	= 0+
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• 	� φM � �� ��
�
��
 	������� ���
�� �		
 � ������
 �
	����
 	�

	
�
 	� M � 
������ ��������� ��� 	��	
 ���
∑n

i,j=1mijxixj � 0

��� 
��� n−��� �� ��
��� �

���		� {x1, . . . , xn}�
�������
������ ���� ��� ������� M � 
��������� n� A �2���� �2�

φM A ��� *���� %�������� �� �� ��� �� ���
���� ������� ����� �� Rn� �

2��������� �� ��� �� ���
���� ������� ��������� �� Cn� ��� ����� 
��4

�0)������ &	�	 	 ;��������� 
��� ��� *���� %�������� ?���������������

2���������@ φ� �����
������ �� ������� M � ��� ���>������ ����

mij = φ(ei, ej)


��� � ������� ei ���� � ������� 
���� %��� ��������	 +����� ���� %���������"

�� 2�

φ(x,y) =
n∑

i,j=1

mijxiyj


��� � ������ xi � yi ���� �� ����
����� ����� %��� ��������	 �� ��'��

�2� M A �� ������� ��������� ���� *���� φ� ���A �2� φ = φM � � <���
�

�� ���������
���� A %��������	

����� �������� ��������"� �� ����� 
�� ���� �����'����� ����� 
����

*������ 
���� !����������� &	 	�	 !������� �� ����� ��� �� ���
����

������� �����	 1� *���� %�������� φM 
" ���'� �
 �� ���
���� �������


�'����� �� � ���� �� ������ �� ������� y 	= 0 ���� �2� φM(x,y) =

x ·My = 0 ��� �'�� x	 
� ������������ My ·My = 0	 .� �� ���
����

������� �����
�� A 
������ �������� ?���� &	#	$@� <���
� My = 0 � M

��� A ���������	 ;��������� �� Ker(M) 	= 0� ��� y �� ������� ��� �����

�� Ker(M)� ������ φM(x,y) = x ·My = 0 ��� �'�� x �
 �� ���
����

������� φM A 
�'�����	 
����� 
��� �2� φM A �� ���
���� ������� 
������

�������� �<������ � 
��� �2�
∑n

i,j=1mijxiyj = φM(x,x � 0 ��� �'�� x	

������� &	�	�� ����
���� 	������ �		������ � 
������ 
��%�������

(i) 
� ���
���� ������� �����
�� A ��������� ���� ������� �
�����"�

x · y = x · Iy	
(ii) 5� ���
���� ������� φD ��������� �
 ��� ������� 
��'�����D A


������ �������� �� � ���� �� ����� � ������� 
��'����� {di, i =

1, . . . , n} 
���� ������� ���� ��������	 
�*���� �� ���� ���
����



���� ∗ ���
��� ��������� �� �� �
������ �����
� 
	�

������� �� �����
� ���� φD(x,x) =
∑n

i=1 di|xi|2	 !����B� �� � di

���� ����� ��������� ������ φD(x,x) =
∑n

i=1 di|xi|2 � 0� ������

�� ������ �� ������� ��'������ 
������ d1� ������ φD(e1, e1) =

d1 < 0	

(iii) 5� ���
���� ������� φD ��������� �
 ��� ������� 
��'�����

D �2� ������
� 
�� ������� 
��'����� 
� ��'�� �������� 
�4

����� d1 < 0 < d2 ��� A <���
� 
������ ��������� �
 ��

����������� �0����������� N(x) = φD(x,x) ��� A ��� �����

����2F �������� ������� ��� ����� ��� N(x) = 0	 �
 ����4

���� �����
������ � ������� x = (x1, x2, 0, 0, . . . , 0) ��� �����

�� ���������� ����� 
��� �� �����
�� ��� <����� ������� �� 2�

φD(x,x) = d1|x1|2 − d2|x2|2� �
 �� �����
� ���%�� �� �������

��� ��������� x1 � x2 ��� �����	 ���������� <������ �� ���
����

x ���� �2� φD(x,y) = 0 ��� �'�� ������� y� �������� ����4


��� �� ����� 
� y �� i−���� ������� A ��� 
�'����� � ���� �2�

<������� 
�� ������� 
��'����� ��� �����	 
�*����� �� ��������� ��

������� ��� ����� ������� 
���� %��� ��������� ei� �
 ��������4

�� dixi = φD(x, ei) = 0� 
� ��� xi = 0 ����� �2� di 	= 0	 .�

������ ����� �� ���������� xi 
� x ���� ������ �� �2� ������

���

�0������� x 	= 0	

(iv) �� ������ �� ������� 
��'����� D 2� �� ������� 
��'����� ���4

��� 
������ d1 = 0� ������ φD A 
�'������ ����2F φD(e1,y) =

d1|y1|2 = 0 ��� �'�� ������� y	
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 6�?�4� �����
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 � �������� �� *���� 
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�������� ���� �����
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� �� ���� ��
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���
���� �������� �
 ������� �� ���
���� ������� �����
�� ����� %���

��������� � ��� �� ���%�� %���	

������������ &	�	 � .�������� ��
�
�� � �
���� �� �
���0

(i) $�� M �� 
������ �		
����� �� �� ��
�
��
 	������ �� ��� ����

��	� F ��� 	��	
 ����� ��
�
	���
�� 6�?�/� � 	�� F ′ ��� ��
��

��	�� $�� C = CF ,F ′ �� 
������ �� ��		����
 ����� ��	� F ′ ����

��	� F � �

� ����� -
����
�� .�/�7� %��
�� �� 
������ �		
�����

�� ��
�
��
 	������ ����� ��	� F ′ � C�MC�

(ii) $� �� ��	� F � F ′ 	
�
 ��	� 
��
�
�
���� ���
�� �� 
������

�		
����� �� ��
�
��
 	������ ����� ��
�� ��	� F ′ � �� 
������

C −1MC�

(iii) &� ��	� ���
���� � 
��
�
���� ��� �� ��
�
��
 	������ 	� � 	
�


	� �� 
������ �		
����� �� ��
�
��
 	������ ����� ��	� ���
��

��� � ����
����+ ����
��
����� ��� ��	� � 
��
�
���� ��� ��

��
�
��
 	������ 	� � 	
�
 	� �� 
������ �� �		
 �		
����� ��

������ ��	� � ��� 
������ ����
�����

(iv) 8��� ��
�
��
 	������ � ���������� �  
�
� ����
���� ���
���

�� ��
���
���
 �� ��	�� 0	�	�� ������ ��� 
������ �����������

5 ���� ��� C�MC � ��� 
������ ����
�����

(v) $� �� ��
�
��
 	������ � ������
 �
	����
� �� 
������ �� ��
����


���
 �� ��	� ��� �������� �� ����
���������
�� � �������� ���

��	
 �

���		
� � 
��
�
���� ��� ��	
 ����� '�

� ������� ����

�� "������
�� 6�@�4!� "��� �� 
������ M �		
����� �� ��
�
��


	������� �	�	�� ������ ��� 
������ �������� '
� 
��
�
����! 5

���� ��� C�MC = C −1MC � ��� 
������ ����
�����

�������
������ �%%���� ����� ?&	�	�@ �2� �� ��'��� *�� �� ���
����

������� �� ������� M A �� ��'������ 〈x,y〉 = x�My	 !�� �� %���������"

?��������" (i) − (a1) � (i) − (a2) 
���� ���������� &	�	�� � �����'2�

��� ���� 2���������@� �� ���
���� ������� A ������������ �
���������


�� ���>������ 
� ������� mij = fj
�Mfi ?����� %��� F@	 �0����� ������

�%%���� ��������� ����� ����  	�	� �2�� �� A = CF ′,F � ������A−1fi = f ′i
��� �'�� i = 1, . . . , nL ����2F A−1 = CF ,F ′ := C <����� �<������ � 
���

C −1fi = f ′i� ���A Cf ′i = fi	 ������ ����� %��� F ′ �� ���
���� ������� A

��������� ���� ������� m′
ij := f ′j

�Mf ′i � ���A ���� ������� M ′ = C�MC	



���� ∗ ���
��� ��������� �� �� �
������ �����
� 
	�

6����� ����� (i)	

!�� ������� (ii)� ���������� �2�� �� �� 
�� %��� ���� ������������

������ �� ������� C 
� ���%������� 
� %��� A ��� ������� �������� ?��

��� ���� ������ ����'�����@ ��� �� /������ &	$	�	 !������� C� = C −1�

� �� ����� (ii) ��'�� 
���� ����� (i)	

1� %��� �������� A ����'����� �������� �� ���
���� ������� ���������

�� ���� �
 ��� ������� M �� � ���� �� mij = 〈ei, ej〉 = 0 ��� i 	= j� ���A

�� � ���� �� �� ������� M A 
��'�����	 

������ ��'��������� ���� ��

<�����<�� ����� %���	 6����� ����� (iii)	

!������� ��� �� ����� (iv)	 ��� M �� ������� ��������� �� ���
����

������� �� ��� 
��� %���	 �������� �2� M A ���������� ��� ���� ������

� ��I �� '������� �����''����� ��� ���� ���������	 
� ������%� � �����

��� �� ����� (iii) 
� <����� ������� � M A 
��'����� �� � ���� �� ��

%��� A ����'����� �������� �� ���
���� �������	 �0����� ������ '����� ��

/������ &	&	�� ��� %��� ����'����� ������	 6���
�� �� <����� %���� M

�� ��
��� � *���� 
��'������ �
 �� ���
���� ������� 
������ �������� ��

*���� 
��'�����	


� ��''��� 
����'���� ���������� 
������� �2� �� ������ ����������

�� Rn � �2� �� ������� ����� �����	 ��� C �� ������� �2� ���������� ��

���%������� 
� %���� �� ��
��2���� ��� ei � ������� 
���� %��� ��������

� ��� fi <����� 
���� %��� ����'������ �%%���� Cei = fi	 �����
������

�� ����� ���
���� �������

〈x,y〉′ := 〈Cx, Cy〉 = (Cx)�MCy = x�C�MCx .

6����� ����� ���
���� ������� A <����� �������� ������
� ���� �����

%���� � ���A <����� ������� ����� ����� (i) 
���� 
������������� �� ��� ��4

����� ��������� A C�MC	 3��������� �2� �� %��� �������� A ����'�����

�������� � <����� ����� ���
���� ��������

〈ei, ej〉′ = 〈fi, fj〉 = 0 �� i 	= j

����2F �� %��� 
�� ������� fi A ����'����� �������� �� ���
���� �������

���'�����	 6���
� �� ������� ��������� �� ����� ���
���� �������� ���A

C�MC� A 
��'����� '����� ���� ����� �(iii)	

��� ���� 
��� ������ ��������� Cn �0��'������ A �����'�	 6����� �����

(iv)	




	� �� �
������ �����
� � �
��"������ 

1� ����� (v) �<������ � 
��������� �2� ��� �'�� ������� A ��4

���''����� ?���������������� ����������@ ������ ��� ������� U ��������

?���������������� ����'�����@ ���� �2� U�AU = U −1AU A 
��'�����	

6����� ��������� ����" 
��������� �� ��'���� ��� ���������� �	#	 	
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� <����� �������� ����������� �� ��''���� ���*��
��" �� ������� 
�

����
���������
�� ��������� ����� �������  	� �
 ���%����� ����0)���4

�����  	 	�	

,��� /��
����
��$$
$���� � ��
���
��$$
$����

����� X ,Y 
�� ����� ���������� � T : X −→ Y ��� ������������

�������	 ����� ���2� V = {v1 , . . . , vn} � V ′ = {v′
1 , . . . , v

′
n} 
��

%��� 
� X � ������ F = {f1 , . . . , fm} � F ′ = {f ′1 , . . . , f ′m} ���� 
��

%��� 
� Y 	 
� /������  	�	# ������� �� ������� 
� T �������� �
 V ′ �

F ′ �� ������� 
���� ������� 
� T �������� �
 V �
 F � �� ������� 
�

���%������� 
� %��� ��� ��
� ��'������

AF ′,V ′(T ) = CF ′,F AF ,V(T )CV ,V ′ = C −1
F ,F ′ AF ,V(T )CV ,V ′ .


� ������������ ��� ���� 
� A ∈Mmn� ��� %��� V = {v1 , . . . , vn} 
�
Rn �
 ��� %��� F = {f1 , . . . , fm} 
� Rm� �� ������� 
���0������������

�������

TA : Rn � x 
−→ Ax ∈ Rm

�������� ���� %��� V �
 F A �'���� �


AF ,V(TA) = C −1
Nm,F ANm,Nn

(
TA

)
CNn,V = C −1

Nm,F ACNn,V

=

⎛⎜⎝ | |
f1 . . . fm

| |

⎞⎟⎠
−1

A

⎛⎜⎝ | |
v1 . . . vn

| |

⎞⎟⎠ .

!�������� �� �������� ������� 
���� %��� V �
 F ���� �2� AF ,V(TA) �%%��

��� *���� ������������ ��� �������

• �����%����� ?	�����
��@� ���A ��� ����� '�� �������� ����� ��


��'����� �'���� � ����� �


	�




	� �� ��������
�� ���������
� � ���"��������!���� 

• 
��%������ ���A ��� ����� '�� �������� *���� 
���� 
��'�����

�'���� � �����

������ A �� ������� ������� ��� ������� 
� <����� ���� �����������

��
����� �� *������

A =

⎛⎜⎝ | |
f1 . . . fm
| |

⎞⎟⎠AF ,V(TA)

⎛⎜⎝ | |
v1 . . . vn

| |

⎞⎟⎠
−1

. ?�	�	�@

!�������������� ������������ A �� ���� �� ��� n = m � V = F 	 ������

�� ������� �� ?�	�	�@ A <��
���� A 
0��
��� n �

A =

⎛⎜⎝ | |
v1 . . . vn

| |

⎞⎟⎠AV ,V(TA)

⎛⎜⎝ | |
v1 . . . vn

| |

⎞⎟⎠
−1

. ?�	�	�@

�� AV ,V(TA) A �����'������ 
������ �2� A A ����� ������
���������� ���4

��� �� AV ,V(TA) A 
��'������ 
������ �2� A A ����� ����
��������� ?��

������ ���������'�� A ����� �����
���� ����� �������  	�@	 ��� ��'��4

�� �����'���� �0���������� �� ���%���� 
� ������� ���� 
��'����������

��� ������� <��
����	 5� ������� A ����� '�" ���������� ����0)��������

 	 	�	

,��� �#���
���� 
#��������� � ��
���
��$$
$����

����� X ,Y ����� ���������� 
���� ������ 
��������� n � T : X −→ Y

��� ������������ �������� �
 V = {v1 , . . . , vn} � F = {f1 , . . . , fn} %���

� X � Y � ���������������	 ������ �� ������� ��������� � T �������� �


V � F A 
��'����� �� � ���� ��

T (vk) A �� �������� ������� λk fk 
� fk , 1 � k � n , ?�	�	�@

�
 �� ��� ���� �%%�����

AF ,V =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0
			

			
	 	 	

			

0 0 . . . 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

�� X = Y � V = F � ������ �� ���
������ ?�	�	�@ �� ������ �

T (vk) = λk vk ��� �� ��������� λk ∈ R , 1 � k � n .
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����������� �	�	�� �����������. ����������� �
 ����	������ �� T

A ��� ������������ ������� 
� ��� ������ ���������� X �� �� ������� ��

������� λ �� �2���� ���
���
�� 
� T �� ������ 0X 	= x ∈ X ���� �2�

T (x) = λx . ?�	�	�@

/���� � ������� ��� ����� x ∈ X �2� ��

��*��� ?�	�	�@ �� �2������

���
����
�� 
� T ���������
���� ���0���������� λ �
 �� ����������� �������

U��(T − λ IX) =
{
x ∈ X ; T (x) = λx

}

� X �� �2���� �����
	����
 
� T ���������
���� � λ 	 1� 
��������� 
�

��0���������� U��(T −λ IX) �� �2���� �� 

���������� ��

������ 
� λ 	

���
 �	�	�� 3��������� �2� �� �������� 
� �� ����������� ��� �� �������

��� ����� A ������ �� ����������� ���������
���� ���� ������ �����������

T (x) = λx =⇒ T (αx) = λ
(
α x
)
.

��

��� <����� 
��������� �������� 
��� �2� �� ������� 
� ��� �����4

������� ������� T : X −→ X �������� �
 ��� %��� V = {v1 , . . . , vn}

� X A 
��'����� �� � ���� �� ����� � ������� vk 
���� %��� ���� �����������


� T 	


� �������� ��������� 
������� �� ��������" �������� �2� �����������

���������
���� �
 ���������� 
������ ���� ����������� ��
����
�����

������
 �	�	�� .-���������$
 ����
�� ����� 
#����������0 $���


X ��
 	����
 ����
����� � T : X −→ X ��� ���������
�� �������� $�

λ1 , . . . , λk 	
�
 ���
���
�� 
������ �� T �

xj � �� ���
����
�� �� T �
���	�
������ � λj , 1 � j � k �

���
�� � ����
�� x1 , . . . , xk 	
�
 ������
���� �������������

�������
������ ?8����������	@




�� �� ��������
�� ���������
� � ���"��������!���� 

��%%���� ��������� �0������������

λ1 , . . . , λk ���������� 
������ 
� T

0X 	= xj ∈ U��(T − λj IX) , 1 � j � k
k∑

j=1

αj xj = 0X

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ =⇒ α1 = . . . = αk = 0 .

?Ik@

10������������ ?I1@ A �2����	

���������� �
���� �2� �0������������ ?Ik@ ��� ��� ������ ���� � ���

k � 2 �� ��I ������� ������ �������� ��� �� <���� ���� ��� ����	 ������

��������

���������� 
������ λ1 , . . . , λk 
� T �

����������� x1 ∈ U��(T − λ1 IX) , . . . , xk ∈ U��(T − λk IX)�

������� α1 , . . . , αk ��� ����� �����

���� �2�
k∑

j=1

αj xj = 0X � <���
� ���2�
k∑

j=1

αj λj xj = T
( k∑

j=1

αj xj

)
= 0X .

������
k−1∑
j=1

αj (λk − λj)xj = λk

k∑
j=1

αj xj −
k∑

j=1

αj λj xj = 0X .

!�� �� ��
� �� ��� A ����� ������ k � � k−1 ����������� x1 , . . . , xk−1 ����

����������� ��
����
����� �����B 
�%%���� ����� αj (λk − λj︸ ︷︷ ︸
	= 0

) = 0 � �

���G αj = 0 ��� �'�� 1 � j � k−1 	 .� ������ �0�'��'������
k∑

j=1

αj xj =

0X 
������ αk xk = 0X � ��������
 ���2� αk = 0 � �� ������
������ ���

�0������� �2� ��� ����� � ������� α1 , . . . , αk ����� �����	 ��
+����� � <����� /������ �	�	�� �� λ1 , . . . , λk ���� ���������� 
�4

����� 
� ��� ������������ ������� T : X −→ X �� ��� �'�� 1 � j � k �

v
(j)
1 , . . . , v

(j)
dj

A ��� %��� 
���0���������� U��(T − λj IX) � ������

v
(1)
1 , . . . , v

(1)
d1︸ ︷︷ ︸

d1

, . . . , v
(k)
1 , . . . , v

(k)
dk︸ ︷︷ ︸

dk

A �� ������� ����������� ��
����
���� � �������� A ��� %��� 
�� ���4

�������� ������� 
� X '������� 
� ����� '�� ����������� 
� T 	



���� ��������
�� ���������
� � ���"������������� 
�



�*����� ��
d1∑

p=1

α(1)
p v(1)

p︸ ︷︷ ︸
=:x1

+ . . . +

dk∑
p=1

α(k)
p v(k)

p︸ ︷︷ ︸
=:xk

= 0X � ������ ��� �� ���4

���� ����0��
����
���� ������� 
�'�� ����������� x1 = . . . = xk =

0X 	 �������� ��� �'�� 1 � j � k � v
(j)
1 , . . . , v

(j)
dj

���� �����������

��
����
����� ������� �2� α
(j)
1 = . . . = α

(j)
dj

= 0 	

�%%���� ���G 
��������� �� ��������� ��'������

������������ �	�	 � 0	�	�� ��� ��	� �� X �
�	�	����� �� 	
�� ���
����

�
�� �� ��� ���������
�� ������� T : X −→ X � 
		�� ��� ��	� ��	����

�
 � ����� �� 
������ �� T � ����
����� 	� � 	
�
 	� �� 	


� �����



���������� ��

������� �� ����� ��� ���
���
�� �� T � ������ ���� ���


��	�
�� �� X � �� ������
����� 	� T �� ����� ���
���
�� 
������ ������

� �� ��
��	�
�� �� X � ���
�� 
������

 ��� ���� ��	� 	��������
 ���


��� ���
���
�� �� �
���	�
������ ���
����
���

�� A A ��� ������� <��
���� 
0��
��� n � ������ '�� ����������� ��4

��������� �
 ��������� 
� TA : Rn � x 
−→ Ax ∈ Rn �� �2������

��������������� ����������� ����������� �
 ��������� 
���� ������� A 	

!�� 
��'���������� A 
�%%���� ������� ��� %��� 
� Rn ����������� 
�

���� ����������� 
� A 	 6����� A �����%��� �� � ���� �� �� ����� 
����

�����������" '��������2� 
� ����� '�� ���������� 
� A A �'���� � n 	

���
 �	�	#� ������
�
���� ��� �� 
��%��������������� ��� ��6


���
��$$
�� ��� ������� <��
���� A 
� ��
��� n � 
�%%���� �����

��������� ����� '�� ���������� 
� A � ���A

• ����� � λ ∈ R ��� � <���� �� ������� ���'���� (A−λ In)x = 0n

2� ������ ��� ��������� ��� �����	

�� λ1 , . . . , λk ���� ����� '�� ���������� 
������ 
� A � ������ ��� �'��

1 � j � k 
�%%���� ������� ��� %��� ��� �� �������� ����������� ���A

• ��� %��� v
(j)
1 , . . . , v

(j)
dj

��� �� ������ ���������� 
� ����� ��

��������� 
�� ������� ���'���� (A− λ In)x = 0n 	

�� d1 + . . . + dk = n � ������ A A 
��'��������%����




�� �� ��������
�� ���������
� � ���"��������!���� 

v
(1)
1 , . . . , v

(1)
d1︸ ︷︷ ︸

d1

, . . . , v
(k)
1 , . . . , v

(k)
dk︸ ︷︷ ︸

dk

A ��� %��� 
� Rn ����������� 
� ���� ����������� 
� A � �� *������ ?�	�	�@


� 
��'������������� 
�������

A =

⎛⎜⎝ | |
v

(1)
1 . . . v

(1)
d1

| |︸ ︷︷ ︸
d1

. . .

| |
v

(k)
1 . . . v

(k)
dk

| |︸ ︷︷ ︸
dk

⎞⎟⎠ ·
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 . . . 0
			

	 	 	
			

0 . . . λ1

0

	 	 	

0

λk . . . 0
			

	 	 	
			

0 . . . λk

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
·

⎛⎜⎝ | |
v

(1)
1 . . . v

(1)
d1

| |
. . .

| |
v

(k)
1 . . . v

(k)
dk

| |

⎞⎟⎠
−1

.

��


� ����� ��I 
�>���� A ������� ����� '�� ���������� 
� A 	 6����� �� *�

������
� � ������ 
� λ ��� � <���� A − λI ��� A �������%���	 ����� 
��

������ ��� <���� 
����������� �� ���
��� 
���0�������%����" 
������� ��

������� ����'������ ��
����� �� ����
� 
� ������������ 
� +����� � ���

��� �� ������� 
�� 
�����������	

������� �	�	&� ���'����������� �� �������

A =

(
2 −1

−1 2

)
, B =

(
0 1

0 0

)
.



���� ��������
�� ���������
� � ���"������������� 
��

����
������� +�� ���������� 
� A ���� � ������ ����� λ ��� <���� ��

������� ���'����(
2− λ −1

−1 2− λ

)(
x1

x2

)
=

(
0

0

)
,

���A {
(2− λ) x1 − x2 = 0

−x1 +(2− λ) x2 = 0
,

������� ��� ��������� ��� %�����	 ,��������� <����� ������� 
�����4

�� ����
� �� ����
� 
� ������������ 
� +����� 
�� �������

2− λ −1

−1 2− λ

∣∣∣∣∣ 0

0
,

−1 2− λ

2− λ −1

∣∣∣∣∣ 0

0

−1 2− λ

0 (2− λ)2 − 1

∣∣∣∣∣ 0

0

������� �2� �� ������� 2� ��������� ��� %����� �� � ���� �� (2−λ)2−1 = 0 �

���A 2− λ = ±1 , λ = 2∓ 1 	 !������� '�� ���������� 
� A ���� λ1 = 1

� λ2 = 3 	

� <����� ����� �������� '�" �2� A A 
��'��������%���� A ��� �������

2× 2 �2� 2� 
�� ���������� 
�������	

/������� �� ����������� ���������
���� � λ1 = 1 � �� �������

−1 1

0 0

∣∣∣∣∣ 0

0

2� �� ��������� ��� %����� x1 = 1 , x2 = 1 	 !�� �������� �� �����������

���������
���� ���2� � λ2 = 3 �

−1 −1

0 0

∣∣∣∣∣ 0

0

2� �� ��������� ��� %����� x1 = 1 , x2 = −1 	 !����B '�� �����������(
1

1

)
(��� λ1 = 1) ,

(
1

−1

)
(��� λ1 = 3)

������������� ��� %��� 
� R2 �
 ��� 
��'������������� 
� A A

A =

(
1 1

1 −1

)(
1 0

0 3

)(
1 1

1 −1

)−1




�	 �� ��������
�� ���������
� � ���"��������!���� 

=

(
1 1

1 −1

)(
1 0

0 3

)(
1/2 1/2

1/2 −1/2

)
. !�� �������

'�� ���������� 
� A �%%���� ��������� ��� <���� λ �� ������� A−λI ��� A

�������%���	 6����� �����''�� �� ������ ����'��� �� �� ����� ���� ��� ���4

�� '�� ����������� ������������� �������
� �2� det(A− λI) = 0 ?����

����� ��� �������� #@	 1� *������� 
���� �����%��� λ 
��� 
� det(A− λI)

�� �2���� �� �
���

�
 ���������	���
 
���� ������� A� �
 A �� ���������


���� ������ '��
� 
���� 
��������� 
� A� ��� ���� �������� 
� '��
� 2�

<���
� �������%��� ��� ��
�����	 1� ��� ��
��� ���� ����� '�� ����������	

?6���
� n > 2 ��� ������ �� ����� ������� �� ��
��� 
���0�<�������� �

<���
� �� ����
� 
�� 
����������� ����� ���� ��������� ���� �� �� ��������

� ������� ��� ��������� 
������ �%%������� ��
���@	

��� ���� �������� �� ��������

P (λ) =

∣∣∣∣∣ 2− λ −1

−1 2− λ

∣∣∣∣∣ = (2− λ)2 − 1 = λ2 − 4 λ+ 3

�� ��� ��
��� ���� ������� � 
�� ���������� λ = 1 � λ = 3 �����
����4

����� �������	


� ������� �����'� �� �����
� ��� �� ������� B	 �� ����� �2� �� ����

���������� 
� B A 0 � �2� �0���������� 
� B ���������
���� � <�����

���������� �������� 
�� �������� ������� 
�� �������

(
1

0

)
	 !����B ���

������ ��� %��� 
� R2 ����������� 
� ���� ����������� 
� B � ����� B ���

A 
��'��������%���	 ��

��������� �	�	�� �� 
��'�������� �� �������

A =

⎛⎜⎝ −1 1 0

4 0 4

0 1 1

⎞⎟⎠ .

���������� ���������� ���2� <����� ����� '�� ���������� 
�������

�� ������� 
������� ��� �� ����
� 
� ������������ 
� +����� � ��� ��

������� ��I ����
� ������� �� ��
��� 
�� �
���

�
 ���������	���
 ��4

���
���� ��� �����
���� )������ �	�	&	



���� ��������
�� ���������
� � ���"������������� 
��

+�� ���������� 
� A ���� '�� ������� λ ��� <���� �� ������� ���'����⎛⎜⎝ −1− λ 1 0

4 −λ 4

0 1 1− λ

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ x1

x2

x3

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 0

0

0

⎞⎟⎠ ,

���A ⎧⎪⎨⎪⎩
(−1− λ) x1 + x2 = 0

4 x1 −λ x2 + 4 x3 = 0

x2 +(1− λ) x3 = 0

,

������� ��������� ��� ����	 ������2���� �� ����
� 
� ������������ 
�

+�����

−1− λ 1 0

4 −λ 4

0 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

1 −λ
4

1

0 1 1− λ

−1− λ 1 0

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

1 −λ
4

1

0 1 1− λ

0 1− λ
4
− λ2

4
1 + λ

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

1 −λ
4

1

0 1 1− λ

0 0 9 λ
4
− λ3

4

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

������ �2� �� ������� 2� ��������� ��� ���� �� � ���� �� 9 λ
4
− λ3

4
= 0 	

!����B '�� ���������� 
� A ���� λ1 = 0 , λ2 = 3 , λ3 = −3 	

������� ������� ��I ����������� <����� ��� ���������� �� ��������

��������� �� ��
��� 
�� ��������� ��������������∣∣∣∣∣∣∣
−1− λ 1 0

4 −λ 4

0 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣ ,
�2�� 
��� ����� ��������������� �� ����� ������ �� �������� 
� 9λ −
λ3	 �� ���� �2� <����� �������� ������� ��� �������� ���� 
� 
���������

������� ?n = 3@� A ��%������	 
� �E����� �� 
����������� ?� ��'��� �� ���

��������@ �� ������� ��I *��������� ������� �� �� ���'�� �0������������


� +����M �� ������� ��*���� �2� �� 
����������� ��� ���%�� ����� ��

���������� 
� ��'� 
�� ����
� 
� +���� ������ ��� �� ���������������

��� �������� ?−1 <���
� �� ����%���� 
�� ��'2� �
�������� � α <���
�

�� ���������� ��� ��'� ��� �� �������� α@� <���
�� '�" �� <����� ������� �


��������� �������� 3� �� ��
� ��I �'����� 
� ��������� �� 
�����������

A 
� ����'��� �0������������ 
� '���� ���� �%%���� *���� ����� � ���




�� �� ��������
�� ���������
� � ���"��������!���� 

��������� �� 
����������� 
���0������ ��
������� <����� �� ��� �� �������

A 
�������� �����'������ � <���
� 2� ��� 
����������� �� ���
���� 
��

������� 
��'�����	

�%%���� ������� � ��� ���������� 
� A	 !���2F A A ��� ������� 3 × 3

�
 2� ��� ���������� 
�������� ���� A 
��'��������%���	 !�� ������� ���


��'������������� 
� A � �������� �� ����������� �
 �'�� �����������

• ����������� ���������
���� � λ1 = 0 �

−1 1 0

4 0 4

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

−1 1 0

0 4 4

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

−1 1 0

0 1 1

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

x =

⎛⎜⎝ 1

1

−1

⎞⎟⎠ .

• ����������� ���������
���� � λ2 = 3 �

−4 1 0

4 −3 4

0 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

−4 1 0

0 −2 4

0 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

−4 1 0

0 1 −2

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

y =

⎛⎜⎝ 1

4

2

⎞⎟⎠ .

• ����������� ���������
���� � λ3 = −3 �

2 1 0

4 3 4

0 1 4

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

2 1 0

0 1 4

0 1 4

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

2 1 0

0 1 4

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

z =

⎛⎜⎝ 2

−4

1

⎞⎟⎠ .



���� ����
��
� ���
���� ����� ���"������������� ��� ����� R
��

�%%���� ���G �������� �� 
��'�������������⎛⎜⎝ −1 1 0

4 0 4

0 1 1

⎞⎟⎠ =

=

⎛⎜⎝ 1 1 2

1 4 −4

−1 2 1

⎞⎟⎠ ·
⎛⎜⎝ 0 0 0

0 3 0

0 0 −3

⎞⎟⎠ ·
⎛⎜⎝ 1 1 2

1 4 −4

−1 2 1

⎞⎟⎠
−1

.

��

,�	� 9�������� ������$� �#��
 ��
���
��$$
$���� �#� �
��� R

��������� �	�	�� �� 
��� �� �� �������(
7 6

6 2

)
A 
��'��������%��� � �� � �� �� A �� ����� ��� ��� 
��'�������������	

���������� 
� ��������� �������������� 
���� ������� A

P (λ) =

∣∣∣∣∣ 7− λ 6

6 2− λ

∣∣∣∣∣ = (7− λ) (2− λ)− 36 = λ2 − 9 λ− 22

� ��������
� �0�<������� P (λ) = 0 ��������� '�� ���������� λ1 = 11 �

λ2 = −2 	 !���2F λ1 	= λ2 � �� ������� A 
��'��������%���	

• ����������� ���������
���� � λ1 = 11 �

−4 6

6 −9

∣∣∣∣∣ 0

0
,

−2 3

2 −3

∣∣∣∣∣ 0

0
,

−2 3

0 0

∣∣∣∣∣ 0

0
,

x =

(
3

2

)
.

• ����������� ���������
���� � λ2 = −2 �

9 6

6 4

∣∣∣∣∣ 0

0
,

3 2

3 2

∣∣∣∣∣ 0

0
,

3 2

0 0

∣∣∣∣∣ 0

0
,

y =

(
−2

3

)
.




�� �� ��������
�� ���������
� � ���"��������!���� 

�� ������� �� 
��'�������������(
7 6

6 2

)
=

(
3 −2

2 3

)
·
(

11 0

0 −2

)
·
(

3 −2

2 3

)−1

=

(
3 −2

2 3

)
·
(

11 0

0 −2

)
·
(

3
13

2
13

− 2
13

3
13

)
. ��

��������� �	�	�� �� 
������ �� 
��'������������� 
���� �������⎛⎜⎝ −1 1 3

0 1 0

3 1 −1

⎞⎟⎠ .

���������� 
� ��������� �������������� 
���� ������� A∣∣∣∣∣∣∣
−1− λ 1 3

0 1− λ 0

3 1 −1− λ

∣∣∣∣∣∣∣ ,
�2� �� ������� ����
� �������� �������� ���� �����
� ��'��

(1− λ)

∣∣∣∣∣ −1− λ 3

3 −1− λ

∣∣∣∣∣ = (1− λ) (λ2 + 2 λ− 8) .

,�������� ��� ���������� 
������� 1 , −4 , 2 � <���
� �� ������� A 
��'����4

����%���	 +�� ����������� ���������
���� ���0���������� λ ���� �� ���������

��� ����� 
�� ������� ���'����⎛⎜⎝ −1− λ 1 3

0 1− λ 0

3 1 −1− λ

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ x1

x2

x3

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 0

0

0

⎞⎟⎠
�� �������⎛⎜⎝ 1

−1

1

⎞⎟⎠ ��� 1 ,

⎛⎜⎝ 1

0

−1

⎞⎟⎠ ��� − 4 ,

⎛⎜⎝ 1

0

1

⎞⎟⎠ ��� 2 .

�� 2� <���
� �� ��'����� 
��'������������� 
���� ��������



���� ����
��
� ���
���� ����� ���"������������� ��� ����� R
��⎛⎜⎝ −1 1 3

0 1 0

3 1 −1

⎞⎟⎠ =

=

⎛⎜⎝ 1 1 1

−1 0 0

1 −1 1

⎞⎟⎠ ·
⎛⎜⎝ 1 0 0

0 −4 0

0 0 2

⎞⎟⎠ ·
⎛⎜⎝ 1 1 1

−1 0 0

1 −1 1

⎞⎟⎠
−1

=

=

⎛⎜⎝ 1 1 1

−1 0 0

1 −1 1

⎞⎟⎠ ·
⎛⎜⎝ 1 0 0

0 −4 0

0 0 2

⎞⎟⎠ ·
⎛⎜⎝ 0 −1 0

1/2 0 − 1/2

1/2 1 1/2

⎞⎟⎠ .

��

��������� �	�	�� �� 
������ �� 
��'������������� 
���� �������⎛⎜⎝ 5 −7 8

−7 5 8

8 8 −10

⎞⎟⎠ .

���������� 
� ��������� �������������� 
���� ������� A

P (λ) =

∣∣∣∣∣∣∣
5− λ −7 8

−7 5− λ 8

8 8 −10− λ

∣∣∣∣∣∣∣ ,
�2� �� ������� ��������
� �� �����
� ��'� ���� ����� �
 ��������
� �2�




�� �� ��������
�� ���������
� � ���"��������!���� 


��� <����� ���������� �� ����� ��'� 
������ 
�����%��� ��� 12− λ �

P (λ) =

∣∣∣∣∣∣∣
12− λ λ− 12 0

−7 5− λ 8

8 8 −10− λ

∣∣∣∣∣∣∣ =

= (12− λ)

∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 0

−7 5− λ 8

8 8 −10− λ

∣∣∣∣∣∣∣ =

= (12− λ)

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

−7 −2− λ 8

8 16 −10− λ

∣∣∣∣∣∣∣ =

= (12− λ)

∣∣∣∣∣ −2− λ 8

16 −10− λ

∣∣∣∣∣ =

= (12− λ) (λ2 + 12 λ− 108) .

�� �����'��� <���
� '�� ���������� λ1 = 12 �

λ2 , 3 = −6±√36 + 108 = −6± 12 , ���A λ2 = 6 , λ3 = −18 ,

• ����������� ���������
���� � λ1 = 12 �

−7 −7 8

−7 −7 8

8 8 −22

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

−7 −7 8

0 0 0

0 0 −90

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

x =

⎛⎜⎝ 1

−1

0

⎞⎟⎠ .

• ����������� ���������
���� � λ2 = 6 �

−1 −7 8

−7 −1 8

8 8 −16

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

−1 −7 8

−7 −1 8

1 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

−1 −7 8

0 48 −48

0 −6 6

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

−1 −7 8

0 1 −1

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,



���� ����
��
� ���
���� ����� ���"������������� ��� ����� R
�


y =

⎛⎜⎝ 1

1

1

⎞⎟⎠ .

• ����������� ���������
���� � λ3 = −18 �

23 −7 8

−7 23 8

8 8 8

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

1 1 1

23 −7 8

−7 23 8

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

1 1 1

0 −30 −15

0 30 15

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

1 1 1

0 2 1

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

z =

⎛⎜⎝ 1

1

−2

⎞⎟⎠ .

�� ������� �� 
��'�������������⎛⎜⎝ 5 −7 8

−7 5 8

8 8 −10

⎞⎟⎠ =

=

⎛⎜⎝ 1 1 1

−1 1 1

0 1 −2

⎞⎟⎠ ·
⎛⎜⎝ 12 0 0

0 6 0

0 0 −18

⎞⎟⎠ ·
⎛⎜⎝ 1 1 1

−1 1 1

0 1 −2

⎞⎟⎠
−1

=

=

⎛⎜⎝ 1 1 1

−1 1 1

0 1 −2

⎞⎟⎠ ·
⎛⎜⎝ 12 0 0

0 6 0

0 0 −18

⎞⎟⎠ ·
⎛⎜⎝ 1/2 −1/2 0

1/3 1/3 1/3

1/6 1/6 −1/3

⎞⎟⎠ .

��

��������� �	�	 � �� 
������ �� 
��'������������� 
���� �������⎛⎜⎝ 16 −12 0

−12 9 0

0 0 25

⎞⎟⎠ .




�� �� ��������
�� ���������
� � ���"��������!���� 

���������� ���������� �� ������� A ���������� � �����B ����������


��'��������%���� ���� 
����������� �� �� �������� �������


� ��������� �������������� 
���� ������� A

P (λ) =

∣∣∣∣∣∣∣
16− λ −12 0

−12 9− λ 0

0 0 25− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = (25− λ)

∣∣∣∣∣ 16− λ −12

−12 9− λ

∣∣∣∣∣ =
= (25− λ)

(
(16− λ) (9− λ)− 144

)
= −λ (λ− 25)2 ,

�����B '�� ���������� 
���� ������� ���� λ1 = 0 � λ2 = 25 	

• ����������� ���������
���� � λ1 = 0 �

16 −12 0

−12 9 0

0 0 25

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

4 −3 0

−4 3 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

4 −3 0

0 0 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

x =

⎛⎜⎝ 3

4

0

⎞⎟⎠ .

• ����������� ���������
���� � λ2 = 25 � 
�� �������

−9 −12 0

−12 −16 0

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

−3 −4 0

−3 −4 0

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

,

3 4 0

0 0 0

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0

������� �2� �� *���� '������� 
� <����� ����������� A⎛⎜⎝ −4
3
x2

x2

x3

⎞⎟⎠ =
1

3
x2

⎛⎜⎝ −4

3

0

⎞⎟⎠+ x3

⎛⎜⎝ 0

0

1

⎞⎟⎠ ,

�����B �%%���� 
�� ����������� ����������� ��
����
���� ���4

������
���� � λ2 = 25 �

y =

⎛⎜⎝ −4

3

0

⎞⎟⎠ , z =

⎛⎜⎝ 0

0

1

⎞⎟⎠ .



���� ����
��
� ���
���� ����� ���"������������� ��� ����� R
��

�� ������� �� 
��'��������������⎛⎜⎝ 16 −12 0

−12 9 0

0 0 25

⎞⎟⎠

=

⎛⎜⎝ 3 −4 0

4 3 0

0 0 1

⎞⎟⎠ ·
⎛⎜⎝ 0 0 0

0 25 0

0 0 25

⎞⎟⎠ ·
⎛⎜⎝ 3 −4 0

4 3 0

0 0 1

⎞⎟⎠
−1

=

=

⎛⎜⎝ 3 −4 0

4 3 0

0 0 1

⎞⎟⎠ ·
⎛⎜⎝ 0 0 0

0 25 0

0 0 25

⎞⎟⎠ ·
⎛⎜⎝ 3/25 4/25 0

−4/25 3/25 0

0 0 1

⎞⎟⎠ .

��

��������� �	�	#� �� 
������ �� 
��'��������%����" 
���� �������⎛⎜⎝ 3 1 2

−2 0 −2

−1 0 −1

⎞⎟⎠ .

���������� 
� ��������� �������������� 
���� ������� A

P (λ) =

∣∣∣∣∣∣∣
3− λ 1 2

−2 −λ −2

−1 0 −1− λ

∣∣∣∣∣∣∣ ,
�2� �� ������� ������
� �� �����
� ��'� ���� ����� �
 ��������
� �2�


��� <����� ���������� �� ����� ��'� 
������ 
�����%��� ��� 1− λ �

P (λ) =

∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 1− λ 0

−2 −λ −2

−1 0 −1− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0

−2 −λ −2

−1 0 −1− λ

∣∣∣∣∣∣∣ =

= (1− λ)

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

−2 2− λ −2

−1 1 −1− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)

∣∣∣∣∣ 2− λ −2

1 −1− λ

∣∣∣∣∣ =
= (1− λ) (λ2 − λ) = −λ (λ− 1)2 .




�	 �� ��������
�� ���������
� � ���"��������!���� 

!������� �� ������� '�� ���������� λ1 = 0 , λ2 = 1 	

,�������
� �� ������� ���'����⎛⎜⎝ 3− λ 1 2

−2 −λ −2

−1 0 −1− λ

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ x1

x2

x3

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 0

0

0

⎞⎟⎠
��� λ = 0 � �� ������� ���� ��������� � �������� ������� 
�� �������⎛⎜⎝ −1

1

1

⎞⎟⎠ ,

������ ��������
��� ��� λ = 1 � �� ������� � �������� ������� 
�� �������⎛⎜⎝ −2

2

1

⎞⎟⎠ .

�� �����'����� �� ����������� ������� 
� R3 '������� 
� ����� '�� ��4

��������� 
���� ������� A �� ����������� '������� 
�� 
�� ������� 
� ���

����� � �������� ��� A �'���� � R3 	 ������
���� �2� �� ������� ���

A 
��'��������%���	 ��

��������� �	�	&� �� ������� '�� ���������� 
���� �������⎛⎜⎜⎜⎝
5 −2 0 1

−2 5 1 0

0 1 5 −2

1 0 −2 5

⎞⎟⎟⎟⎠ .

���������� 
� ��������� �������������� 
���� ������� A

P (λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5− λ −2 0 1

−2 5− λ 1 0

0 1 5− λ −2

1 0 −2 5− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

�2� �� �������� � ��������� ������
� �� �����
�� ����� � <����� ��'�

���� ����� �
 ��������
� �2� 
��� <����� ���������� �� ����� ��'�


������ 
�����%��� ��� 4− λ �



���� ����
��
� ���
���� ����� ���"������������� ��� ����� R
��

P (λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4− λ 4− λ 4− λ 4− λ

−2 5− λ 1 0

0 1 5− λ −2

1 0 −2 5− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (4− λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

−2 5− λ 1 0

0 1 5− λ −2

1 0 −2 5− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (4− λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

0 7− λ 3 2

0 1 5− λ −2

0 −1 −3 4− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (4− λ)

∣∣∣∣∣∣∣
7− λ 3 2

1 5− λ −2

−1 −3 4− λ

∣∣∣∣∣∣∣ .
3�� �� ������''��� ���� ����� ������� �� �����
� � �� ����� � �� �������

�2� 
��� <����� ���������� �� ����� ������� 
������ 
�����%��� ���

2− λ �

P (λ) = (4− λ)

∣∣∣∣∣∣∣
2− λ 3 2

−2 + λ 5− λ −2

−2 + λ −3 4− λ

∣∣∣∣∣∣∣ =
= (4− λ) (2− λ)

∣∣∣∣∣∣∣
1 3 2

−1 5− λ −2

−1 −3 4− λ

∣∣∣∣∣∣∣ =
= (4− λ) (2− λ)

∣∣∣∣∣∣∣
1 3 2

0 8− λ 0

0 0 6− λ

∣∣∣∣∣∣∣ =
= (4− λ) (2− λ) (8− λ) (6− λ) .

,�������� '�� ���������� λ1 = 2 , λ2 = 4 , λ3 = 6 , λ4 = 8 	 ��




�� �� ��������
�� ���������
� � ���"��������!���� 

��������� �	�	�� �����
������ �� �������

A =

⎛⎜⎝ 2 6 −9

−1 −5 9

0 p 8

⎞⎟⎠ ,


��� p A �� ��������� �����	

(i) �� ������� �� ��������� �������������� 
� A 	

(ii) !�� �2� ������ 
� p ����� '�� ���������� 
� A ���� �����O

(iii) !�� �2� ������ 
� p ����� '�� ���������� 
� A ���� ����� � 
�������O

(iv) !�� �2� ������ 
� p �� ������� A A 
��'��������%���O

����������

(i) 
� ��������� �������������� 
� A A∣∣∣∣∣∣∣
2− λ 6 −9

−1 −5− λ 9

0 p 8− λ

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

1− λ 1− λ 0

−1 −5− λ 9

0 p 8− λ

∣∣∣∣∣∣∣
= (1− λ)

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0

−1 −5− λ 9

0 p 8− λ

∣∣∣∣∣∣∣
= (1− λ)

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0

0 −4− λ 9

0 p 8− λ

∣∣∣∣∣∣∣
= (1− λ) (λ2 − 4 λ− 32− 9 p) .

(ii) +�� ���������� 
� A ���� λ1 = 1 � λ2,3 = 2± 3
√

4 + p � <���
�

���� ����� ����� �� � �������� �� p � −4 	

(iii) ,������

λ2 = λ3 ��� p = −4

�

λ1 = λ3 ��� p = −4 +
1

9
= −35

9
,

�����B A ������� ����� ����� '�� ���������� ����� � 
������� ����4

������� ��� −35
9
	= p > −4 	

(iv) ��������
� ����� '�� ����������� �������������� ��� ���� p = −4

?���������� 1 � 2@ � p = −35
9
?���������� 1 � 2@� �� ����� �2� ����

��� '������� R3 �� ������� 
� <����� ����	 �����
� ��� �2�



���� ����
��
� ���
���� ����� ���"������������� ��� ����� R
��

A A 
��'��������%��� <���
� ����� '�� ���������� ���� ����� �


�������� ������� �2� A A 
��'��������%��� ����������� �� <�����

����� ���A <���
� −35
9
	= p > −4 	

��

��������� �	�	$� !�� �2� ������ ����� a �� �������⎛⎜⎝ 1 1 0

0 2 a

0 0 2

⎞⎟⎠
A 
��'��������%���O ��� ���� �� ��� �� A �� ����� ��� 
��'�������������


���� �������	

���������� 
� ��������� �������������� 
���� ������� �� ������� *����4

������ ����2F A �� 
����������� 
� ��� ������� �����'������ � <���
� A

�� ���
���� 
�� ������� 
��'������∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 0

0 2− λ a

0 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = (1− λ) (2− λ)2 .

�%%���� <���
� '�� ���������� λ1 = 1 , λ2 = 2 . 3�� ���������� '��

�����������	

/������� �� ������ 
� A− λI ��� λ1 = 1 �⎛⎜⎝ 0 1 0

0 1 a

0 0 1

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ x1

x2

x3

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 0

0

0

⎞⎟⎠ =⇒ x1 ��%�������� x2 = x3 = 0 ,

<���
� '�� ����������� ���������
���� � λ1 = 1 ���� � �������� ��� �����


�

x =

⎛⎜⎝ 1

0

0

⎞⎟⎠ .

�� ������� �2� x1 A ��%������� ����2F �� ������� (A−I)x = 0 ��� ������

�� x1 ������ ���
������� ����2F �� ������� 
�� ���>������� A− I� 2� ��

����� �
�
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!�� λ2 = 2 �⎛⎜⎝ −1 1 0

0 0 a

0 0 0

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ x1

x2

x3

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 0

0

0

⎞⎟⎠ =⇒ x1 − x2 = 0 , ax3 = 0 ,

<���
� ��� �� ����� ���������� �� �����

x3 =

⎧⎨⎩ 0 , �� a 	= 0

��%�������� �� a = 0
.

�� ������� �2�� ���2� <��� x3 A ��
���������� <���
� a = 0 ����2F ��

����� �
�
��� A ������ ��� ����2F �� ��� �� ����� ����	 
� *���� �2� ��

����� ��'� ��� ���� ��'����� ������������� �2� �� ����� ��'� ��� ������

������ ���
������ � ������� �����%���� ��� ���� ���� �����	

!�������� ��� ���� 
� a 	= 0 '�� ����������� ���������
���� � λ2 = 2 ����

� �������� ��� ����� 
�

y =

⎛⎜⎝ 1

1

0

⎞⎟⎠ ,

������ ��� ���� a = 0 �������� ������� 
�� ����������� �����������

��
����
�����

y =

⎛⎜⎝ 1

1

0

⎞⎟⎠ , z =

⎛⎜⎝ 1

1

1

⎞⎟⎠ .

�� �����'������ ��� a 	= 0 '�� ����������� 
���� ������� 
��� '��4

����� �� ����������� 
� 
��������� 2 
� R3 � <���
� �� ������� ��� A


��'��������%���	 !�� a = 0 �� ������� ������ �� 
��'�������������⎛⎜⎝ 1 1 0

0 2 0

0 0 2

⎞⎟⎠ =

=

⎛⎜⎝ 1 1 1

0 1 1

0 0 1

⎞⎟⎠ ·
⎛⎜⎝ 1 0 0

0 2 0

0 0 2

⎞⎟⎠ ·
⎛⎜⎝ 1 1 1

0 1 1

0 0 1

⎞⎟⎠
−1

=

=

⎛⎜⎝ 1 1 1

0 1 1

0 0 1

⎞⎟⎠ ·
⎛⎜⎝ 1 0 0

0 2 0

0 0 2

⎞⎟⎠ ·
⎛⎜⎝ 1 −1 0

0 1 −1

0 0 1

⎞⎟⎠ . ��
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���� )�������� �	�	$ �� 
��'����4

����%����" �� ���
� <���
� a 	= 0� ���� �����'����� 
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���� �2� ��� ������� ��� ���>������ �'���� ����� 
��'������ 
������ λ�

� ���� �� 
� ����� ?� �� 
� �����@ ��� ��B ������ 
��'��������%���� ����2F

�� �� *���� �� *���� 
��'����� ����%%� λI� �� �� ������� �
�����" ������

�� ������ �� <�����<�� %���� ����2F ���
� �'�� ������� 
� �'�� %��� ��

�F ������� � �� ������ ���� ���������� ����
� �� �������� 
���0�
�����N�	

5�� ���������� �����'� �� 2� �� ��� ������� 2� �� %����� �����'�����

?
������ ���������@ ��� ���>������ �'���� ����� 
��'����� � <����2�

������ ��� ����� �� 
� �����	 1� ����� ��� %����� 
���� ��
������ �

*���� �����'����� 
� <����� ���� ? 
�
� ���
���� �� A
����@ ��������

��� 
��������� �2� ����� �� ������� �� ������� ��
���� � <����� *����	

6����� *���� ����" �����*��
��� � 
��������� ����� ������� �	� �����

*���� �������� 
� 7��
��	 ��

��������� �	�	�-� !�� �2� ������ ����� a �� �������⎛⎜⎝ a 0 0

0 1 a

0 0 −a

⎞⎟⎠
A 
��'��������%���O �� ������� '�� ����������� 
���� �������	

���������� 1� ������� A �����'������ � <���
� '�� ���������� ���� �

������� 
��'������∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 0

0 2− λ a

0 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = (1− λ) (2− λ)2 .

�%%���� <���
� '�� ���������� λ1 = 1 , λ2 = a , λ3 = −a . !�� a 	=
0 � ��� ���������� ���� 
������ � <���
� �� ������� A 
��'��������%���	
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����� ��� a = 0,−1 � 1 
�� 
�� ��� ���������� ���� �'����	 !�� a = 0

��� �0A 
�%%�� ����� 
��'��������%����" ����2F �� ������� A 
��'�����	

����0������� �����
���� �� �����'���� �2� �� ������� A 
��'��������%���

��� a = 1� ����2F �� %����� 
�� 
�� ���>������ 
��'����� �'���� ��� 2�

�� ������ ��� ����� ����� �� 
��'�����	 
����� <����� �����
� ���

a = −1� � <���
� �� ���� ���� �� ��������� ���������� ����� ����� *����

�������� 
� 7��
�� �����
� �� 
��'��������%����"	 3�� ���������� '��

�����������	

!���2F �� ������� A 
��'����� ��� a = 0� 
0��� �� ��� ��������� a 	= 0	

/������� �� ������ 
� A− λI ��� λ = 1 �⎛⎜⎝ a− 1 0 0

0 0 a

0 0 −(1 + a)

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ x1

x2

x3

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 0

0

0

⎞⎟⎠

=⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
�� a = 1, x1 , x2 ��%������� x3 = 0

�� a = −1, x2 ��%�������� x1 = x3 = 0

�� a 	= 1,−1, x2 ��%�������� x1 = x3 = 0

.

6���
� ��� a = 1 �0���������� λ = 1 2� �����������" 2 �
 �� ���

���������� 2� 
��������� 2 ?A '������� 
�

e1 =

⎛⎜⎝ 1

0

0

⎞⎟⎠ � e2 =

⎛⎜⎝ 0

1

0

⎞⎟⎠ .

�''���'��
� � <����� 
�� ����������� �0����������� �������� ���0�����

���������� λ = −a = −1� �2� ������� ������ e2 − e3� �� ������� ���

%��� 
� ������������ � <���
� �� 
��'��������%����"	 
����� ��� a = −1

�� 2� ������ ���������� 1 ��� �����������" 2� �� �0���������� A ����

���
������������ '������� 
� ⎛⎜⎝ 0

1

0

⎞⎟⎠
� <���
� �� ���
� �� 
��'��������%����"	 
� ������� �����'�� �� �����

�2�� ��� a 	= 1,−1 '�� ����������� ����� e2 ��� λ = 1� e1 ��� λ = a�

ae2+(1−a)e3 ��� λ = −a ?�� ������� A �������� � ��������� ��� ���������@	
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3��������� ��� ����� <����� ������ 
� a � ��� ����������� ������� ����

��� %��� � �� ������� A 
��'��������%���	 ��

��������� �	�	��� !�� �2� ������ ����� a �� �������⎛⎜⎝ a a− 1 0

0 a2 a

0 0 1

⎞⎟⎠
A 
��'��������%���O ��� ���� �� ��� �� A �� ����� ��� 
��'�������������


���� �������	 ��

��������� �	�	��� !�� �2� ������ ����� a �� �������⎛⎜⎜⎜⎝
1 a 0 0

a 1 0 0

0 0 2a− 1 a

0 0 0 a2

⎞⎟⎟⎟⎠
A 
��'��������%���O ��� ���� �� ��� �� A �� ����� ��� 
��'�������������
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���� �� 
�� %����2� 2 × 2 � <���
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����������� �� ������ ����

���
����	 
� ����� %����� ����� �
 ���������� �2� ���� ��������� 
���0�4

<������� (λ−a)2−1 = 0� � ���A λ = a±1	 
� �����
� %����� A �����'�����

� � ���� ���������� ���� � ���>������ 
��'����� 2a − 1 � a2	 �� �������

�2� <����� 
�� ���������� ���� �'���� ���� a2 − 2a + 1 = (a − 1)2 = 0�

���A ���� �� a = 1	 6���
� <����� 
�� ���������� ���� �'���� �� ���4
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� %����� ��� A 
��'��������%���� � ����� 
�� ���>������ a ����� ��


��'������ �2� ��� A ����� �� <����� a = 1	 (���'�� ���B ��������� �2�

�0���������� 1 ����� ���2� 
���0����� %������ � <���
� 2� �����������" 3�

����������� �����%%� ����� ��� � 
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��� �2� �� 2� 
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 �	�	��� �� ��� ������� A 
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�2�� ��� ����� �2� ��� i = 1, . . . , k �������� ������� Ai 
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��������� ni
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∑k

i=1 ni = n �
 � ���>������ 
� A ���� ����� �� 
� *���� 
� k %����2�

<��
���� 
��'����� 
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 �'���� ���� ������������
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Ai� ������ '�� ���������� 
� Ai ���� �2��������� ���2� ����������� 
� A

?��� �� 
��'������" 
�� %����2� � �� ���������
���� *�������������� 
��


������������ �
 �'�� ����������� x 
� Ai �� Cni ��
��� �� �����������

x 
� A �� Cn ��� ��
� ��'������

x =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0Cn1

0Cn2

			

0C
ni−1

x
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0C
nk

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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H �2���� �2� ����������� ����������� 
� %����2� 
������ ���� ����'������

���G ���� ����������� ��
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���� ����� %��� 
� ��� ��������� ��I �
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0 1 0 0

0 0 1 + a a

0 0 0 a2
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A �����'�����	 H ����� �2� '�� ���������� ���� 1 , 1 , 1 + a , a � � �0����4
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���� ����

�����%%� ������ 
������ *�� � 
�� '������ �� A ����� ��'�������� ���4

����� �2� �� ��� ��� ����������� ���� ���%��� ��� ����� ?� ��� �������


���0�'��'������ �� �� ���� ��
�� A ���'�@	

����� <����� �������� ��� ������� �� 
�����%������ 
0��" 
���� ����4

������� %���� ������� �� 
�����%������ 
0��" 
���� *������ ?� 
�� ����2��

�� �� *������ ���� ��I ��������� 
� �����
����� ����2F �� ��������"
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� �� �������� A ����� ��I 
��������%��� 
���� ��� ��������"@	 ������
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������� �� ���%���� ���� ��'��	

���������� �2� �� 
����� ������� 
���� ���� ��� n ����	 
�
��2����

���

• x(k)
i �� ������ 
� *������ 
� ��" i ���� �2� ���� ���� ���0����

k ?��� 1 � k � n@L

• fi �� ����������� 
� *������ 
� ��" i ���� �2� �����'��� ����

�� ���� 
��� ?��� 0 � i � n@L

• bi �� ������ ��
�� 
� �������� *������ '������� 
� ��� *��4

���� 
� ��" i ?��� 0 � i � n@	

6����� 
��� �� ������'��� ����������������	 
 ���>������ bi ����

����� ��� � ������ 
� i ����� 
���0��" �����%������ �� <���� ���B A ����

�� �0����" 
� ����� A �� ����� �����
������L �� ������ �0����" 
� ����� A

������ ��
����
���������� �
 ������� �� ����� �����<�� ����� ������

������� ��''���'��� �� ��%���" �� 
�� ����� ����� �� *������ 2����

�������� �����	 !�� ������� ������ 
� i �� *�������" 
� ������ 
��������� �

<���
� � bi 
�������� �������� � ���G ���� ������������ '�� fi� �� <�����

*���� ����� �������� ���������� A ������������	

1� ����� *������ ?���A 
� ��" ���� ����@ ���0���� k + 1 ���� '�������

*�� �0���� k � �0���� k + 1 �� ����������� �� ���� bi 
� ��
�� 
� �����

*���� 
0��" �� ���� ���0���� k� ��������

x
(k+1)
0 =

n∑
i=0

bix
(k)
i .


����� �� ������ 
� *������ 
� ��" i > 0 ���� ���0���� k + 1 A <�����


���� *������ �2� ���0���� k ������� ��" i−1 ������������ ��� �� *������


� ������������� fi�

x
(k+1)
i = fi−1x

(k)
i−1 .

�������
� �� 
�����%������ 
0��" ���� �� �������

x(k) =
(
x

(k)
0 , x

(k)
1 , . . . , x

(k)
n

)
�

��������� <���
� �� ������� �������

x(k+1) = Ax(k) ,
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��� �� ������� A 
���� 
������� 
���� ����������� A

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
b0 b1 b2 · · · bn−1 bn

f0 0 0 · · · 0 0

0 f1 0 · · · 0 0
			

			
			

			
			

0 0 0 · · · fn−1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

������ ������
� �� 
�����%������ 
0��" �2� �����'��� ���%��� ���0��4

������� 
�� ����� k� ���A ���� �2�

x(k) = x(k+1) = Ax(k) ,

� <���
� ������ ������
� �����0����� �2� '�� ����������� 
���� �������

A ��� ���������� 1	 �
 �������� �� ��� ������ ���� �� ������� 
��

����� 
������ ��%��� ���0������ ���� 
� ���� ��� <���� ��
������� �'��

*������ 2� 6 ��������� � �� ������������� A �� #-W *�� �� ������� �
 ��

����� ���� �
 �� �-W *�� �� ����� �
 �� �����
� ����� �� ������� 
����


������� 
���� ����������� A

A =

⎛⎜⎝ 0 0 6
1
2

0 0

0 1
3

0

⎞⎟⎠ ,

� ?� ���� 
� ��������@ �� ����� �� ���� ����������� ��� ���������� 1�

�� ������� (6, 3, 1)	 6���
�� �����������
�� �� ������� �� 
�����%������

���%��� 
� ��" 
���� ������������ &-W ����� *����� *�� ���� �
 �� �����

�-W ����� *����� *�� ��� � 
�� ����� �-W ����� *����� ����� � 
�� ����	

�� ���� �2� �� <����� ���� �0���������� 
� ���������� 1 2� 
���������

1� � <���
� �0A ��0����� 
�����%������ 
� ��" ���%��� ��� ������ �� ��

����� ���� �����%%��� ��������� 
�� � ���2� ���� ������ ������� �� ��

������� A ��� 2� ���������� �����	

,�,��� *������ ���
����� 5� ��������� ������� �'���� �� ��� ������

���������� �����
��� �0���'���� �� �� '������� �������
� '�� ����� �����	

8������ ��� %���� �� ��� ������ �� ���������� ���� �0������ 
���� �������

��������� ��� �������� ��� �0���������� 
� ���
���� ��'2� ��� �������	
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����������� �	�	�� �� �2���� 
����� 
�� ����� x ∈ Rn ����� �0������


���� ������� A ∈Mnn �� ����������� 
� ����� {Anx , n ∈ N}	
����� ����������� � ���
���� �0��
������ ���������� 
���� ��%���	

3��������� �0���'��� ������
� ��� �� ��� ������ ��%���� ����2F �� �����

���� 
� �'�� ��������� �������	 ���� ����
� ���� ��%��� 
�'�� ����� �����

��� '���
� ������ 
� nO � �����
� 
�� 
��� �������� � 
���� ������ 
��4

�0���������� �0��%��� ��B ���
��� � ����� ������������ ��������������� �

������� � 
������� �������� 
���0���'���L �����'2� ���������� �� 2����

��� ����� ���������� ��� ����� ���������	

!�� ���
���� �0��
������ ���������� ��
����
��������� 
�� *���� �2� �

����� 
���0��%��� ����� ������� �2� 
�������� ������� ������ '���
�� ��

������������� ��������������� ���� ���� ������
�� �	���
����� ���A �� ����

������ ������������ Anx/‖Anx‖	
������� �	�	�� ��	�
�� 
� ������ �� R2��

(i) 10��%��� 
� x ����� �� ������� 
� ���������

Aθ =

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
A ��������� ����� ������*������ 
� ��''�� ‖x‖	 
� �E����� �0��%���

�� ������ �����
�������� 
��� N ����� �� θ A 
�� ���� 2π
N

���

N ������� �
 ���������� A 
���� ����<�� ����� ������*�������

��� ����� �2� ��� �'�� ����� 
���� ������*������ �0A �� �����


���0��%��� ��%������������ ������	

(ii) ��

B =

(
a 0

0 b

)
��� a > 1 > b > 0� ������ �0��%��� 
� x = (x1 , x2) A

{(anx1 , b
nx2) , n = 1 , 2 , . . .} 	

�� �
 ������� x A ��� ����� <��
������ ���A x1� x2 > 0� ������

�0��%��� ������ ��� ����� <��
������ �� �� ����� ����������

anx1 ���
� � +∞� ������ �� �����
� ���
� � ����	 1� 
��������

������ ���
��� �� ������� e1 = (1, 0)� ����2F an ���
� �
 ��4

����� ������ bn ���
� � ����� � <���
� an√
a2n+b2n ���
� � ����




�	 �� ��������
�� ���������
� � ���"��������!���� 

������ an√
a2n+b2n ���
� � ����	 �� ������� �2� e1 A �� �����������

���������
���� �� ��I '���
� 
�� 
�� ����������� �0����������

a	

(iii) ��

C =

(
a 0

0 b

)
��� a > b > 1� ������ ������%� �� ���������� 
� Cnx 
����4

'���� �� �� ����� 
����'� ��I ����
������ 
���� �����
�� �


���2� �� <����� ���� �� 
�������� ���������� 
�� ����� 
���0��%�4

�� ���
� �
 e1� ���A ���0����������� ���������
���� �� �������

����������	

(iv) ��

D =

(
a 0

0 b

)
��� 0 < b < a < 1� ������ ������%� �� ���������� 
� Dnx ���4
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 ���2� �� <����� ���� �� 
�������� ���������� 
�� �����


���0��%��� ���
� �
 e1� ���A ���0����������� ���������
���� ��

������� ����������	

(v) ��

E =

(
a 0

0 1

)
��� a > 1� ������ �� ����� ���������� 
� Enx 
����'� � ��

�����
� ������ ��������� ���2� �� <����� ���� �� 
�������� ��4

�������� 
�� ����� 
���0��%��� ���
� �
 e1� ���A ���0�����������

���������
���� �� ������� ����������	

(vi) ��

F =

(
1 0

0 b

)
��� b < 1� ������ �� ����� ���������� 
� Enx ������ ��������

� �� �����
� ���
� � ����� ���2� �� <����� ���� �� 
��������

���������� 
�� ����� 
���0��%��� ���
� �
 e1� ���A ���0�����������

���������
���� �� ������� ����������	
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(vi) 
����� �� ��'�� ������ �����
���� �� ���%�� %���� ��� �� ���4

%������� 
� %��� �2� ���
� '�� ����������� e1� e2 �� 
�� �����

�������� ��������������� v1� v2� ������ �� ���%������� 
� %���

����*���� �� ������� 
�� ����� �����
���� �� ������� �2� ���

���� ��I 
��'������ � �2� 2���� ��� ����������� v1� v2� ������4

��������� ��� ���������� a � b	 1� ��%��� ���%���� �� �������

�����
�%���� ������
� ��� ��� ��� ����� <��
������ %���G ���

������� ��'����� 
��������� 
�� ������� v1� v2L � ����� 
���0��%�4

��� ���������
���������� �� ���������� �� 
��������� ����������4

������ ���� 
�������� 
�� ����*������ 
� e1� � ���A v1� �2� A �0��4

��������� 
���� ������� ����*������ ���������
���� �� �������

����������	

(vii) /���� '�� ������ <�� ����� ���%���� ����� 
�E������ ����������

�� � ������� 
��'����� a � b ��� ���� ��I �������� ?�� ������ ��4

������ ��� ���%�� �����@ � ��� ��I ����� ?����
��
� �� ��
���


�� ������ ��������� �� ������� �'�� ������ 
�� ����� �����
��4

��@	 �0A ���B ��� 
�E������ �������	 �����
������ �� ���� 
� 
��

���������� a = b = 1	 �� �� ������� A 
��'��������%��� ��� ��4

���� ������ A �� ������� �
�����" �
 �'�� ��%��� A �� ����� ?�

���������@	 !��B� �� �� ������� ��� A 
��'��������%��� ��� ������

��B ������� ��� ���������	 ��� ���� �� ������� ��� � ���>������

����� �� 
��'��������%��� ��� ���������� ������ ���� A ��� ��4

����� 
� ��������� ���� Aθ ����� ����� (i) 
� <����� )�������

� ����� 
���� ��%��� '����� 
����� ������*������ � �� 
��������

������� ����� ����������� �
 ��� 
�������� ������	 
����� �� ��

������� ��� A 
��'��������%��� ������� ��� ���������� ������

A ��
���%���� ��� �� ��������� ���%������� 
� %���� �
 ���

������� �����'������ ���A 
�� ����

G =

(
1 1

0 1

)
?�� ��
� �� ������� �	� ����� *���� �������� 
� 7��
��@	 
� ���

���� �0����� ����������� A (1, 0) ?����
����� �������� � <���4

�� %��� 
��� �� ������� �� �����'��������@ � �0��%��� 
� x =

(x1 , x2)� �������� � <����� ����� %���� �������� 
�� �����




�� �� ��������
�� ���������
� � ���"��������!���� 

Gnx = (x1 + nx2, x2) , n = 1 , 2 , . . .

?�� ������2� ��� ���������@	 6���
�� �� x ��� '���� ��� �����

����� ���A �� x2 	= 0� ������ � ����� 
���0��%��� �� ����������

�� 
�������� � (1, 0)� ���A ���0����� �����������	 ��� ���� ����4

������ x2 = 0� �0��%��� '���� ��� ����� ���� � <���
� A '����*����

�2� �� �������� �� 
�������� �� ������� 
� ���� ���� ?�� 
��������

��� ���%�� 
� �� ����� 
���0��%��� �� ����������@	
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(i) ����� V� W ���������� ���������� 
� ��� ������ ���������� X	

������� �2� X A 	


� ������� 
� V � W� � ��������� X =

V ⊕W� ��

?�@ V ∩W = ∅
?%@ V ∪W '����� X ���� ������ ����������� �� ����� �������

X = V + W A �� ������ 
���� ���%�������� ������� 
�

������� �� V � W� ���������������	

(ii) !�I �� '�������� 
��� 
�� ����� ���������� V� W ����� ����4

�� ������ �� ��� ��������������� ���������� 
� ��� ������

������ ����������� �� ���������� ��� ������ ���������� Y 	

�


� ������� �� V � W� ��� <���� V� W �� �����'��� ����

����������� ��� ��
� ��'������ Y A �0������� ���
���� �����4

����� V×W� �� ����� 
� 
�� ������ A 
������ 
� (v1,w1)+

(v2,w2) = (v1 +v2,w1 +w2)� �
 �� ���
���� ��� ������� A 
���


� λ(v,w) = (λv, λw)	 H ���
���� �2� V� W �� �����'���

�� X ���� ���������� ����������� �2� �� ���%�������� �������


�� ���� ������� '������� X � X2� �� ���� ������������ ����

���������� 
� X �������� ���� 
�� ����������� %����� {0}
���
 $	-	#� H �2���� �2� '�� ���������� 
� V ?���������������� W@

�� X 
������ 
� v 
→ (v, 0) ?���������������� w 
→ (0,w)@ ���� ���4

������	 )��� �� �2������ �� ������
�� ���
����� 
�� *������ ����� �����


������	 ;��������� '�� ���������� 
� Y � V ?���������������� W@


��� 
� (v,w) 
→ v ?���������������� (v,w) 
→ w ���� ���'������ ���

*������� �� �2������ �� ��
����
�� ���
������ � �� ��
����� ��� P1 � P2�

���������������		 ��


��




�� �� ����� ��
���� �� ����� �����
����

������������ $	-	&� "��� ��� ��	� V ����
 	����
 ����
����� V �� ���

��	� W �� W� �� �
�
 ���
�� V ∪W � ��� ��	� �� V ⊕W�

�������
������ V ∪W '����� �� ������ ���������� Y = V + W ��

%��� ���� ��������" (ii) 
���� ���������� $	-	 	 !�� ������� �2� V ∪W A

��� %���� ���������� �2� ��� ����� ��� ���%�������� ������� 
� <�����

�������� 
������
∑n1

i=1 λivi +
∑n2

j=1 μjwj = 0	 ������ �� 
�� �������4

��� �� <����� ���%�������� ������� 
����� ������ ������������� ������

����2F �� ��� *���� ���G �� �������
∑n1

i=1 λivi ∈ V ������
���%%� ���

�� ������� −∑n2

j=1 μjwj ∈ W� �������������� ���� ���
������ (i) 
��4

�� ���������� $	-	 	 .� ����2F V � W ���� %��� 
�� ���������� �����

����������� ����� � ���>������ λi � μj 
����� ������ �����	 6����� �����

�0��
����
���� �������	

���
 $	-	�� �%%���� '�" ���������� 
�� ������ 
� ����� 
������	

(i) 10��������� 
���� !����������� &	&	# (v) �<������ ��

������������ $	-	$� $� X � ��
 	����
 ����
����� 
����
 ��

�� ��
�
��
 	������ ������
 �
	����
� ���
�� ��� 
��� 	
��
	����


V 	� ��

X = V ⊕V⊥ . ?$	-	�@

���� �� ������� ����
��������� ����
��
� �� 
������������	

(ii) 1� ���� �	�	�� �������� �� *���� �2�� �� �� ������ ���������� X ��


�������� ���� X =
⊕k

i=1 Vi� ��� dim Vi = ni �
∑k

i=1 ni =

n� �
 A A �� ��������� ������� �� X �2� �������� � %����2�� ���A

���� �2� AVi ⊂ Vi ��� �'�� i� ������ �� ��� %��� �������� 
��

��� �������� ���������� �
 ��� 
�� ���������� Vi �� �������


� A �� 
�������� � %����2�� �
 �'�� %����� ���������
� ��

��<��
�� ��� ����� 
���� ������� PiAPi� 
��� Pi A �0���������


� ���������� ����'����� �� Vi� �� ��� ������� A 
��'����� ���

���������� 1 ��� ������� 
���� %��� �������� ������������ � Vi

� ���� �������	

��
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����� ���
����  ��������� ������� � 
�����	

����� 8
 ���#�#
���
�$
 �� (
#�4=6*�4>
��$

������������ �-	�	�� $� V � ��
 	����
 ����
����� 
����
 �� �� ��
�
��

�
 	������ � v, w ∈ V ���
��

|(v, w)| � ‖v‖2‖w‖2

�������
������ 3��������� 
������� �2� �� 
���'��'������ A ����

�� �'�� ������ V 
� 
��������� �	 6����� ��'�� 
���� ���������� &	�	��

(v, w) = ‖v‖‖w‖ cos(θ) 
��� θ A �0��'��� *������ 
�� ������� v � wL

������� �� ������� 
� ����
����� ����� %��� ��������� 
���� ��'�����

�'��'�������

�� v = v1e1 + v2e2 � w = w1e1 + w2e2� ������

|(v, w)|2 = |v1w1 + v2w2|2
= |v1w1|2 + |v2w2|2 + 2 Re(v1w1 − v2w2)

������

‖v‖2‖w‖2 = (|v1|2 + |v2|2)(|w1|2 + |w2|2)
= |v1w1|2 + |v2w2|2 + |v1|2|w2|2 + |w1|2|v2|2.


�*���� 
� <�� ��'�� �2� �� 
���'��'������ 
���0��������� �<������ � 
���

�2� ∀v1, v2, w1, w2

2 Re(v1w1 − v2w2) � |v1|2|w2|2 + |w1|2|v2|2

���A ∀a, b ∈ C

2 Re(ab) � |a|2 + |b|2.


�





�� 
�� ����� ��
����� #��������� �����
� � ������ 

6����� A ���� ����2F

|a|2 + |b|2 − 2 Re(ab) = |a− b|2 � 0.

6����� 
������� �� !����������� �� �� 
��������� 
� V A �'���� � �	 .�

�� V A ��%�������� ��� ����� ������ v, w ������2���� �� 
���'��'������

������ ������� ���� ������ %�
����������� '������� 
� v � w	 ��

����� ����
���� ����
�� � !#�$���
�� ����
�� �# ��
$� ����
��


� <����� ������� 
�������� ��� 	����
 �
�
��
 ��� ������ �����4

����� ������ 
� ��� ������ ��� ����� 
���� ���������� &	#	�	 
� �����

� ��������� ���������� �2� �� ������ ���������� ��� � 
��������� ���4

��� �� ��� �������� 
�� ��������� ���� ��� ��������� ������� �
������ ��

����� ������� � 
��������� �������� ��� <����� ������������ �����

��� ����� �2� �� 
��������� A �����	 !�� �� ���� '�������� �� �������� ��

��%�� ������������ �
 ������� C�D	

����������� �-	�	�� �� V,W ���� ����� ������� � T : V → W A ��

��������� �������� ������ �� �2���� ����� 
� T �� ������

‖T‖ = inf {C > 0 : ‖Tv‖W � C‖v‖V ∀v ∈ V }
������
��� �-	�	�� "��� ��� 
�����
�� ������� A : V →W � B : U →
V � ��������

 �
� AB : U → W ��
�����
�� �

�
	�
 A ◦B� %��
��

‖AB‖ � ‖A‖‖B‖ .
�������
������ 	 ��'�� ����
��������� 
���� ������������"� '�����

���� <���� ��� �'�� ������� u ∈ U �� 2�

‖(AB)u‖W = ‖A(Bu)‖W � ‖A‖‖Bu‖V � ‖A‖‖B‖‖u‖U


� ��� �0���������	

������������ �-	�	�� $� V �� ��
��	�
�� ������ W = V � T �

����
����� ���
��

‖T‖ = max {|λ| : λ autovalore diT} .
$� ������ T � ����
������������ ��
� 	� �	�	�� ��� ��	� �� v1, . . . , vn ��

V ���� ��� T 
���� 
��� ����
�� vi �� �� 	�
 
������
 λivi� ���
��




���� ���
���
� � #��������� �����
� 
��

��
�����
�� C �� ��
���
���
 �� ��	� ��� 
���� �� ��	� ���
���� �����

��	� ��� vi ����
������� T � ��� 	��	
 ��� C −1TC � ����
����� �

‖T‖ � ‖C‖‖C −1‖max {|λ| : λ autovalore diT} .
�������
������ 	 ���������� �2� T ��� 
��'����� ?����� %��� �����4

���@� ���A �2� '�� ����������� ����� e1, . . . en@� � �2� '�� ���������� �����

��
����� �� ��
� �2� |λ1| � |λ2| � . . . � |λn|	 ������

Tv = T (

n∑
i=1

viei) =

n∑
i=1

λiviei,

� <���
�

‖Tv‖2 =
n∑

i=1

|λi|2|vi|2 � |λ1|2
n∑

i=1

|vi|2 = |λ1|2‖v‖2.

!����B ‖T‖ � |λ1|	 �0����� ������ Te1 = λ1e1� � <���
� ‖T‖ � |λ1|	 ��
��'�� �2�

‖T‖ = |λ1| = max {|λ| : λ autovalore diT} .
6����� ����� �� ����� ����� 
���0���������	 1� �����
� ����� ��'��

����
��������� 
���� ����� � 
�� ���������� �-	�	�	

����������� �-	�	 � 5� *��������� ������� F �� ��� ������ ����������

������� V ?��� ����� ���������@ A �� ��������� ������� F : V → C	


� %��� ���� ���������� �-	�	�� �� ����� 
� F A 
��� 
��

‖F‖ = inf {C > 0 : |Fv| � C‖v‖ ∀v ∈ V } .
3�� ���
���� � *��������� ������� �� ��� ������ ���������� � 
����4

����� ����� ?��������� � 
������������ �� ������� �����
��� � ����� ���4

���� � 
��������� �������� �������� �������� ���� ������ �� �������� ��

��%�� 
� ����� ��'�� ����� 
� Y��%���� �
 ������� C�D@	

������
 �-	�	#� �2����
� 
� ������	��������� 
� ���	��� $�

H � ��
 	����
 �
�
��
 � ��
��	�
�� ������ �  ����
���� ������� 	� H

 
�
��
 ��
 	����
 ����
����� �	


� 
 � H� � ���	


��	

 ���	����

�� �
�
�� �� ������
����� ��� 
��� u ∈ H ��  ����
���� ������� Fu ������


��

Fu(v) = (v, u)H ∀v ∈ H




�	 
�� ����� ��
����� #��������� �����
� � ������ 

������� ‖Fu‖ = ‖u‖ � B������	� 
���  ����
���� 	� H � ��� ���
 Fu ���

������� u ∈ H� � ���	�
 u � ����
�

���
����� �-	�	&� &
 	����
 ���  ����
���� ������� 	� ��
 	����
 �
��


��
 V 	� ����
� �� ����� �� V � 	� ������ �
� V ′�

�������
������ )0 ����� �2� H ′ A ��� ������ ����������	 ��� u ∈ H �

Fu(v) = (v, u)	 ������ Fu A �� *��������� ������� � ��� �� 
���'��'������


� ����294��2:���� ?!����������� �-	�	�@ �� 2�

|Fu(v)| = |(v, u)| � ‖v‖‖u‖.
6���
�� ��� �� !����������� �-	�	�� ‖Fu‖ � ‖u‖	 .� Fu(u) = (u, u) =

‖u‖2� � �����B

‖Fu‖ = inf {C > 0 : |Fu(v)| � C‖v‖ ∀v ∈ H} � ‖u‖.
6���
� ‖Fu‖ = ‖u‖	

;��������� ��������� �2� ∀F ∈ H ′ ������ u ∈ H ���� �2� F = Fu	

�� F = 0� ������ <����� A ���� ��� u = 0	 ���������� ���

M = KerF = {v ∈ H : F (v) = 0} .
3��������� �2� M A �� ����������� ���������� 
� H � ����2F F A �������	

!���2F F 	= 0 �� 2� M 	= H 	 !����B �������� ������� v0 ∈ H ��� v0 /∈
M 	 .� ������ ������ w ∈ H � w ⊥M � %���� ����
��� w = v0 − PM(v0)�


��� PM A �� ���������� ����'����� �� M 
������ ����� !�����������

&	&	# (v)	 ,�������
�� ��������� �� ������� w0 ���� �2� w0 ⊥ M �

F (w0) = 1	

!�� �'�� h ∈ H � �����
� α = F (h)� ���������� �2�

F (h− αw0) = F (h)− αF (w0) = α− α = 0.

6���
� h− αw0 ∈M � � �����B

0 = (h− αw0, w0) = (h, w0)− α‖w0‖2 = (h, w0)− F (h)‖w0‖2.

!������ u = w0

‖w0‖2 � ������ �� ��'�� �2�� ∀h ∈ H � F (h) = (h, u)	 6���
�

F = Fu	

6����� ������� u A ������ ����2F �� F = Fu = Fu′ � ������

(h, u) = (h, u′) ∀h ∈ H,
� <���
� u− u′ ⊥ H 	 .� ������ u = u′	 ��




���� ∗ ����� �� ����� ��
���� � �� ����������� �
��"�����
��

���
 �-	�	�� 
� /������ 
� ���������������� 
� ,���� �-	�	# ���������

�2� �'�� ������ ���������� 
� 
��������� ����� V � A ������*� �� ���


����	 �� ������� �2�� �� ei = (0, 0, . . . , 1, 0, . . . , 0) ��� � �� ����� i A ��

������� 
���� %��� ��������� ������ �� *��������� ������� ��������� A

Fei
(v) = (v, ei) = vi,

���A �� ��� ������ A �� i−����� ����
����� 
�� ������� � ��� Fei
�� �������	

6���
� � *��������� �2� ��''��� �� ���'��� ����
����� *������ ��� %���

�� V ′ �2� �2�������� %��� �������� 
� V ′ ?��� ����� ������ ��� %���

�������� �� V @	 ��

��������� �-	�	$� ��� H ��� ������ ������� � ��� F ∈ H ′ �� *��4

������� ������� �������� �� H 	 ���������� �2� �� K = KerF = {x :

F (x) = 0}� ������ dim Ker⊥ = 1	

$�
���
���
� y ∈ Ker⊥ ⇔ (y, x) = 0 �� F (x) = 0	 �� y1, y2 ���� 
��

������� ����������� ��
����
���� �� Ker⊥� ������

(y1 − y2, x) = 0 ∀x ∈ K ⇒ y1 − y2 ∈ Ker⊥.
���'����� y1 � y2 �� ��
� ���� �2� F (y1) = F (y2) = 1 ?��B A ������

�����%��� 
���
��
� yi ��� F (yi), i = 1, 2@	

������

F (y1 − y2) = F (y1)− F (y2) = 1− 1 = 0⇒ y1 − y2 ∈ Ker⊥ .

.� Ker⊥ ∩Ker{= 0} ����2F �� ���
���� ������� A ��� 
�'����� ?����������

&	#	�-@ � <���
� y1 − y2 = 0� ���A y1 = y2	 ��

���
 �-	�	�� 10��������� ��B ������ ������� ���2� ���������
� �� /����4

�� 
� ���������������� 
� ,���� �-	�	#	 ��

���	� ∗ %#
�� �� ����� ������� � �� ����������� �������
��

����������� �-	�	�� 3'�� ���
���� ������� �� ��� ������ X ��
��� ��

���
���� ������� ��� ��� 
���� X′ ��� ��
� ��'�����	 ��� φ �0��������4

�� 
� X � X′ ���������� ����� ���� �-	�	�� ��� ���������" ���������

x′ ������ 
� φ(x)	 ������

〈x′, y′〉 := 〈x, y〉 .




�� 
�� ����� ��
����� #��������� �����
� � ������ 

����������� �-	�	�� �#

��	���� 
�� 
���� 
� �� 	����	�����

��� 
���� 
���� 	������� 
����'���� �� X′ �� 
���� V′ 
�� �����������
V� ��� �'�� x ∈ X� v′ ∈ V′ �������

〈v′,x〉 := 〈v′, PVx〉

��� PV A �� ���������� �������� 
� X �� V �����
���� ����� ����������

$	-	 (ii) � ����� ���� $	-	#	 
� ����� ������� �0���������� �2� ������


�����
� A v′ 
→ v′ ◦ PV� �� �
� ���	
 �� �
����
�� �
�������

 ��

�������� �
� v′ ���

����� �� v′ �� X′ 	
��
 ���	�� �

��	�
��	

���
 �-	�	�� �∗ #����	� 
�	��� � 	���	��� 
�����

��	���� 
� ��

	����	����� � ���������� ��� ��	����������

,����������
�� ���������� �2� �0���������� ψ : V′ −→ X′ �����
����
����� ���������� �-	�	� A 
��� 
�

ψ(v′) = v′ ◦ PV


��� PV(x) = v �� x �� 
�������� ���� x = v + w ��� v ∈ V�

w ∈ V⊥	
3�� ���������� �� ������� �������� 
� ψ	 ��� P �

V �� ��
����
�� ���

��	�����
�� 
� X′ �� V′� 
������ 
�

P �
Vx′ = x′ |V . ?�-	�	�@

�����'������ � ������ ��������� �� 
������������� ����'����� x =

vx + wx ��� vx ∈ V� wx ∈ V⊥	 ������ P �
Vψ(v′) = P �

V ◦ v′ ◦ PV A ��

*��������� �� V �2� ��

��*�

P �
V(ψ(v′))(vx) = v′(PVx) |V = v′(vx) .

!�������

P �
V(ψ(v′))(vx) = v′(vx)

���A P �
V ◦ ψ A �0������������ �
�����"	


������� P �
V *������� ���2�� ����0����� ����� �����%���� �� �������


����� 
���0���������� ψ	 
�*����� ��� x′ ∈ X′ � ��� z′ = z′x′ �� ���

��
����
�� 	� V� ���A �� *��������� �� X �2� ������
� ��� x′ �� V �




���� ∗ ����� �� ����� ��
���� � �� ����������� �
��"�����
��

���� ���� �� V⊥	 ������ ψ(P �
Vx′) A �� *��������� �� X′ ���� �2�� ��� �'��

������� y ∈ X�

ψ(P �
Vx′)(y) = ψ (x′ |V ) (y) = z′(y) .

6���
�� �� x′ ������
� ��� �� ������� ���������� �� V� ���A �� A ����� ��

V⊥� ������ �� x′ �0������������ P �
V A �0������� 
����� 
� ψL �� '�������

������ P �
V ������
� ��� �0������� 
����� 
� ψ ���� ��
��� �0����'���


���� ���������� P �
V� ���A ��
��� �� ����������� 
�� *��������� ������� ��

X′ �2� �� ��������� �� V ?�� ����� ������� ����� ����������� � V	

��

������������ �-	�	 � $�� X = V ⊕W� %��
�� X′ = V′ ⊕W′�

�������
������ ���2� �� <����� 
������������ �����
������ ��

*��������� ������� v′ ∈ V′ ���� ������ �
 �� *��������� �� X� ��'���
�

�� ���������'�� ?���������� �� �2����@ 
���� ���������� �-	�	�	

��%%���� ������� �2� V′ + W′ = X′� � �2� �'�� *��������� �� X′ ��

�������� �� �� ����� ��
� ���� ����� 
� �� ������� �� V′ �
 ���

�� W′	 !�� <����� %���� �����
��� �2� �'�� �������� x′ ∈ X′ A ��
����

�� ��
� ����� 
� �� ������� x ∈ X ������� �0���������� �����
�����

���� ���� �-	�	�	 �0����� ������ �'�� x ∈ X �� 
�������� �� 

�


����
 ���� x = v + w ��� <����2� v ∈ V� w ∈W� ��� �� ����������

$	-	 (ii) �
 �� *���� �2� V � W ���� ���������� 
��'����� 
� X	 !����B ��

*��������� x′ �� X ��
���� 
� x ������� �0���������� 
���� ���� �-	�	�

�� ������ ���� x′ = v′ + w′� � �� ����������� A �����	

3�� �����
������ �� 
���� 
� ����������� ����'�����	

������������ �-	�	#� $� V � �� 	
��
	����
 ����
����� �� ��
 	����


X 
����
 �� ��
�
��
 	������� ���
��
(
V⊥)′ = (V′)⊥�

�������
������ 5���������� �� ���
���� ������� ��
���� ��� 
����

�����
���� ����� ���������� �-	�	�� ��� �� ������ �%��� 
� ���������

����'��� ����� ���������� �-	�	��

(V′)⊥ = {x′ ∈ X′ : 〈x′,v′〉 = 0 ∀ v′ ∈ V}
= {x′ ∈ X′ : 〈x,v〉 = 0 ∀ v ∈ V} =

(
V⊥)′ .




�� 
�� ����� ��
����� #��������� �����
� � ������ 

����0�
�����" ?$	-	�@ � 
���� �����
���� !����������� ��'��

������
��� �-	�	&� ��� 
��� 	
��
	����
 V ⊂ X� 	� �� X′ = V′ ⊕
(V′)⊥�

���
 �-	�	�� !�� ��� *������ �������� ��� ��������� �2�� 
��� �� ���
��4

�� ������� �� X� �0���������� 
� ��� ������ ���������� ��� ��� 
���� �2�

���� ��
��� ��� ����� 
���� ���������� �-	�	� ���
� �� �����������

����'����� 
� �� ����������� V ��

{x′ : ker(x′) ⊃ V} = {x′ : x′(v) = 0∀v ∈ V} .

�*����

V⊥ = {x : 〈x,v〉 = 0 ∀ v ∈ V} = {x′ : x′(v) = 0 ∀ v ∈ V}
?�0������ �
�����" ��'�� 
���� *���� 
���0���������� ����� ����������

�-	�	�@	 ��
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������� � ���
����� �����
�� �
 ��������� ��� �����

����� 87�?#
$���� ����
 ����
 ��� ��
��

�� ���� 
�� ��
� 
� �������� �0�<������� 
� ��� ������

• 0�����
�� ����
������� �� ����� �2� ����� ��� �� ����� p �
 2�

�� 
�������� 
�� ������� v 2� �<�������

r(t) = p + tv

��� t ∈ R	

• 0�����
�� �����	����� �����
������ 
�� ����� 
������� p =

(p1, p2) � q = (q1, q2) ��� ������������� ���������� ���A ���� �2�

p1 	= q1	 1� ����� �2� ����� ��� <����� 
�� ����� 2� ���
����

m = q2−p2

q1−p1
� � <���
� � ���� ����� (x1, x2)� ��� ��������������"�

��

��*��� �0�<������� x2 − p2 = m(x1 − p1)� ���A

x2 = p2 −m(x1 − p1) . ?��	�	�@

�� � 
�� ����� ���� ��������� �������������� ������ �� ����%�� ��

����� 
� ������� �
 ��
����� � �� ������� �0�<�������

x1 = p1 −m(x2 − p2) , ?��	�	�@


��� ��� �� 
����������� A ��������������� ��� �����	

�� ���� �2� �0�<������� ���������� A 
�� ����

ax1 + bx2 = d ?��	�	�@


��� a� b � d ���� �������� �����	 6����� *����������� 2� �� �����''��

�2� ��� �������� 
������������ � <���
� ��� �� �� 
��� ���%���� �� ��

����� A ���������	

���
 ��	�	�� �� ������� 
���� ����� �� )��
� ���
����� �� ��4

����� �2�� �� ������� n = (a, b) � x = (x1, x2)� �0�<������� ?��	�	�@ ��

������ n · x = d	 �� d = 0� ������ �� ����� A <����� ������
������� � n

��




��� 

� "�����
�� �������� �� ��������� ��� �����

�2� ����� ��� �0���'��� ?����2F �� d = 0 �0���'��� ��

��*� �0�<�������@	

�� ������ d 	= 0� ������ �� ����� A ���������� 
�� ����� �� ��� ����������

����� 
�������� 
� n ���� d n
‖n‖ ?�� �� 
������� ��� ���������@� ����� A ��

��������� � <����� �����
���� � 
������� |d|
‖n‖ �� 
�������� n ?<���
� �


������� |d|
‖n‖ 
���0���'���@	


� ������������ �� �� ���������� �� ������� n� �� ���>������ �� ����


� 
����� 
���0�<������� 
���� ����� ����������� �� 
������� 
���0���'���L

�0�<������� ���G ������������ �� �2���� ������
�� �
�
����

n

‖n‖ · x =
d

‖n‖ .


� *���� ������������ ��� �<������� ������� �� �����
� <����� �� ��� ��

������� 
���������� A ������������ �
 �� ����� 
� �������� ?��� t = 0@ A

�� ������� ������
������� ���� ������

r(t) = p− Pv(p) + t
v

‖v‖ = p− p · v
‖v‖2

v + t
v

‖v‖

��� t ∈ R � Pv(p) = p·v

‖v‖2 v A �� ���������� 
�� ������� p ���'� v	 1�


������� 
���� ����� 
���0���'��� A �� ���������� 
� �� ��� ����� <���������

�
 ������� p� ������
����������� � v� � <���
� A

‖p− p · v
‖v‖2

v‖ .

��

������� ��	�	�� ����������� ����%����� 
� �� ����� 	� ��� ����

���� ���������� �� ���������� ����'����� p 
�� ����� x ����� ����� R


� �<������� ax + by = d	 �������� 
���� ���� ��	�	� �2� �� �������

n = 1√
a2+b2

(a , b) A �� ������� ������� � R	 !������� ������ ������� p

�� 
�� ��
� �<���������	


� ����� �������� ��� �����
����� �� ����� ������� 
� x �� 
��������

n� ���A 
� �<������� ����������� r(t) = p + tn� � ������� �� ����� 
�

������������ ��� R� <����� ��'����� ������� �2� �� ����� r(t) ��

���

�0�<������� ax+ by = d� ������� �� ������ t0 
� t ?�������� � ��'����� �

�����
� 
�� ����� 
�� ������� �������@ ��� ��� <����� �����
� � ��������

p = r(t0)	


� �����
� ��
� �������� ����� ��������� x �������� �
 ��� %���

����������� �� ��� ��� 
�� ������� ��� ��������� � R	 !�� ���������"





�
� �$�'������� ����� 
���� ��� ����� ���

��������������� � ���>������ 
���0�<������� 
���� ����� ax + by = d

�� ������� 
� ��������� ���� ax + by = d′� 
��� ��� a2 + b2 = 1 �

d′ = d/
√
a2 + b2	 /�������� ����� �� ���� �� ��� R ����� ��� �0���'����

���A ��� d = d′ = 0	 ������ �� ������� ������� � R A n1 = (a , b)	 5�

������� ������
������� � n1� � <���
� '������� ���'� R� A n2 = (−b , a)	
�� ?&	&	�@ �%%���� �� 
������������� ����'����� x = x·n1 n1+x·n2 n2	

������ p := x−x·n1 n1 A �� ���������� ����'����� �������� ��*���� p '����

�� R �
 A ���� �2� x− p A ������������� � n1 � <���
� ������
�������

� R	

��� ���� '������� �� ��� d′ 	= 0 �� �����
������ �����
���� �� 
" ��

���������� p′ 
� x ��� �� R �� ����� ��� ��������� R′ �2� ����� ���

�0���'���	 3�� �� ���������� p �� R �� ������� �������
��� ������
���4

�������� � R′ 
� ��� 
������� |d′|�
p = p′ + d′n1

?��� �����
� ���%�� �%%���� ����� �� ����� ������ 
���� 
�E������

����2F� �� �
 ������� a� b > 0 ������ �� ����� R A � 
����� 
� R′ ��
d′ > 0 ?���A d > 0@ � � �������� ����������� <���
� ��� ��������� 
� R

� R′ %���'�� �������� ����� 
�������� 
� n1 �� d′ > 0 � �� ��������� ��

d′ < 0	


� ������������ �� ��� ����� 2� �<������� n·x = d ?� <���
� �<�������

������� n · x/‖n‖ = d/‖n‖@� �� 
������� 
� �� ����� p 
���� ����� A∣∣∣∣n · p− d

‖n‖
∣∣∣∣ . ?��	�	 @


�*����� ��� <����� ��������� ������ <����� A �� 
�E������ *�� �� 
�������


���0���'��� 
���� ����� 
��� � 
���� ��� ��������� �2� ����� ��� p	

��

������� ��	�	�� �3�	� � ������� 
� �� �����%�����

���� � ��� ������� xi� ��� i = 1, 2, 3� �����
������ �� %��� 
�� ���4

��'��� 
��� 
�� ��'����� �2� ������ x1 � x2	 !�� ��������� �0�������


�� ������� x3 %���� ��������� �� �����
������ 
�� �����
���� )������

��	�	�	 1� %��� '���� ����� ����� 
� �<������� �����������

r(t) = x1 + t(x2 − x1)



��	 

� "�����
�� �������� �� ��������� ��� �����

��� t ∈ R� � ?�� �%%���� ������ x1 = (x′ , y′) � x2 = (x′′ , y′′) ���

��������� �������������� ���A x′ 	= x′′@ �0�<������� ���������� ?��	�	�@

y − y′ = m(x− x′)

��� ���>������ ��'�����

m =
y′′ − y′

x′′ − x′

?�� � 
�� ����� ���� ��������� ������������� �� 
��� ����%���� �� �����


���� ����
����� x � y �� <����� �'��'������� ���� *������ �� ?��	�	�@@	


� �������� 
� <����� *����������� ������2���� �� ���������
����

����
� 
���0)������ �����
���� ��� ������� �� ���
� 
���0�������	

��

������� ��	�	 � �� ������� 
���� ��	������� 
� 
�� ������� +�����

� ?��	�	 @� 
��� 
�� ����� n1 ·x = d1 � n2 ·x = d2� �� ���� 
�� %���������

2���� �<������� ∣∣∣∣n1 · x− d1

‖n1‖
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣n2 · x− d2

‖n2‖
∣∣∣∣ ?��	�	#@

� ���A
n1 · x− d1

‖n1‖ =
n2 · x− d2

‖n2‖
�

n1 · x− d1

‖n1‖ = −n2 · x− d2

‖n2‖ .

��

��������� ��	�	#� �������� �� �<������� 
���� %��������� 
���� ��'�����

������ 
� ������

2x+ 3y = 1

3x+ 2y = 1 .

��





��� ���
���� �� "�����
�� ��������� ��� ����� ���

����� (���4� ��� ��
��


� ����2�� 
� ������ c � ��''�� r > 0 A �0������� 
�� ����� x � 
�������


� c �'���� � r� <���
� �� ��� �<������� A

‖x− c‖ = r

���A

(x1 − c1)
2 + (x2 − c2)

2 = r2 . ?��	�	�@

10�<������� A <��
������� ��� �������� � <���
� ����� 
�� 
������ 
��4

�0��'�%�� �������� �� ���������� ��� 
� <����� 
���� '��������� ��������

�� ���
���� %��������� <��	

���������
� � <��
���� ����������

x2 + y2 + 2c1x+ 2c2y + c21 + c22 − r2 = 0 .

;��������� �����
������ ��I '������� �0�<������� <��
������

x2 + y2 + a1x+ a2y + b = 0 .

������� �����
�

ci =
ai

2
?��	�	�@

r2 = c21 + c22 − b ,

<����� �<������� <��
������ �� �����
��� � ?��	�	�@ �� b � c21 + c22 ?���

���� �� �%%�� �0�'��'������ �� ����2�� �������� 
� �� ���� �����@� �


������ ��� 2� ��������� ����� �� b > c21 + c22	

10�<������� ����������� 
�� ����2�� A

x = c1 + r cos t ?��	�	�@

y = c1 + r sin t


��� 0 � t < 2π	

���	� 1�����$� �� ��������
 
�
�����
 ��� ��
��


� ���� ����� 
� <����� ������� ������� �� ��'����� ���������� ������

%����� ��� ������ �������� ���� ����������



��� 

� "�����
�� �������� �� ��������� ��� �����

���
 ��	�	�� ���� 
�� ������� a � b� �� ����
 
���
 
�� ��'�����


� ���� ������� A �� ���� ��
�� ���������� c = a + b	 �����'�������

��� ��������� �� ��

���� ��'����� �� N ������ �� �����
����� � �����

�������
� c1, . . . , cN−1 
������ 
� ci = a+ i
N

(b−a ?��� i = 0 �� �������

a � ��� i = N �� ������� b� ��� � ������ �������
� 
� i �� �����'��� �

������� ci@	 ��

���	��� 3�����

��������� ��	�	�� ��		� 
� �� 	�%
����. ������ ����� � ��
�	�

����� 
� 
�� ����� 
����� /������ �0�<������� 
���� ����� �<��
��4

����� 
�� ����� (1, 2) � (2, 4)	

��

��������� 1� ����� A <����� �2� ����� ��� �� ����� ��
�� 
�� ��'4

����� ������� 
� (1, 2) � (2, 4) � ��� ������� 
���������� ������
�������

� <����� ��'�����	 ��

��������� ��	�	�� /������ a � c ���� �2� �� �<������� �������

ax+ y + 2 = 0

4x+ 2y + c = 0

�%%���� �� ������ ���������	 6��� A �� ��'������� '��������� 
���� ���������O

����
������� (���� ����
��� a = 2 � c = 4 � �� 
�� �<������� 
�4

������� �������� �0��� 
���0������ <���
� ������
����	 1� �<������� ���4

���������� ����� ��� ������ ��� �� ������ a = 2 � c = 4 �� 
�� �����

������
���	 ��

��������� ��	�	 � /������ a � c ���� �2� �� ������� �������

ax+ y + 2 = 0

4x+ 2y + c = 0

��� �������%���� � ����'��� �� ��'������� '��������� 
���� ���������	

����
������� �� �� ����
� a = 2 � c 	= 4 � �� ����� ������� 
���� 
��

�<������� 
�������� �������� �0��� 
���0������ �� � ���>������ ��������

��� ���������� �� ������ ������������ <���
� �� ������� A �������%���	

+��������������� �� 
�� �<������� ������������� 
�� ����� ���������





��� ���
���� �� "�����
�� ��������� ��� ����� ���

�� ��� ������
����� �2� <���
� ��� �� ������������ �� ��������� 
�� ���4

���� ���� ������� �� ������������ 
���� 
�� ������ <���
� �� <����� ����

��� ��������	 ��

��������� ��	�	#� ��� r �� ����� 
� �<������� 3x+ y = 1	 /�������

(i) �0�<������� 
���� ����� ���������� 
� r �������� ���0���� 
���� xL

(ii) �0�<������� 
���� ����� ���������� 
� r �������� ���0���� 
���� yL

(iii) �0�<������� 
���� ����� ���������� 
� r �������� ���0���'���	

����
�������

(i) 10�<������� 
���� ����� ���������� �������� ���0���� x 
��� ��4

������� ���%���
� x �� −x ����0�<������� 
� r� <���
� A −3x+

y = 1	

5� ��
� ��I 
������ ?�� ��I ���'�@ 
� �����
��� A A ��

��'�����	 !�� ����� ���� �� ������ r �� *���� �����������	 5�

��� ������� ������� A (3, 1)� <���
� �� ��� ������� 
���������� A

(1,−3)� � r ����� ��� (0, 1)� <���
� �0�<������� A r(t) = (0, 1)+

t(1,−3)	 � <����� ����� ��� �������� �0�<������� �����������


���� ����� ��=���� %���� ���%���� �� ��'�� 
���� ����������

x 
�� �������	 ����0�<������� ����������� �� ������ *���������

<����� ����������	

5� ����� ��
� A 
� 
���������� 
�� ����� ��� ��� ����� r�

�
 ������� �� ������������ ��� '�� ���� (0, 1) � (1
3
, 0)� ��%������

<����� �������� ���0���� x �� (0,−1) � (1
3
, 0) � ������� �0�<�������


���� ����� ��� <����� ����� 
�� �����	

(ii) ,�'�����
� ���� ����� �� ����� �0�<������� 3x− y = 1	

(iii) −3x− y = −1� ���A 3x+ y = −1� �� ���� �2� <����� A �������

�� ����� ��������� ���� �����
���� �2� ����� ���� ������ 
�������


���0���'��� �� 
���0����� ����	

��

��������� ��	�	&� /������ 
�� ����� ������
������� �2� ������� ��� ��

����� (2, 3) � 
���������� ����0���� x �� ��'�����

(i) 
� ���'2���� 4L



��� 

� "�����
�� �������� �� ��������� ��� �����

(ii) 
� ���'2���� ������	

/������ �� 
������� ������ 
� �� ����� (x0, y0) 
���0���� x ��� ��

<���� �������� 
�� ����� ����'����� �2� ������� ��� (x0, y0) � ��������

����0���� x �� ��'����� 
� ���'2���� 4	

����
������� 1� ����� �2� ������� ��� (2, 3) 2���� �<������� ax +

by = 2a + 3b� ��� a� b ������	 !�� �������� 
� ���� ������ �� *���'��� 
�

����� �
 ���� ����'����� �� ������� � ������� 
� �� ������� ����'�����

�� ��� ������� ������� (a, b)� �� �<������� 
� <����� ����� ����'�����

���� bx − ay = d� ��� d ∈ R	 8�� <������ <����� �2� ����� ��� (2, 3) A

bx− ay = 2b− 3a	 1� ������������ 
���� 
�� ����� ����'����� ��� �0����

x �� �����'��� �����
� y = 0 ����� ���� �<�������� � ���� x1 = 2a+3b
a

� x2 = 2b−3a
b

?�� a ������ b ���� ���� ��� 
���� 
�� ����� A ���������

���0���� x � <���
� ��� �0A ������������� �������� <���
� �������� �2�

������%� � 
����������� ����� ��� �����@	 !������� �� ���'2���� 
��

��'����� ��'����� 
���� 
�� ����� ����0���� x A

|x2 − x1| =
∣∣∣∣2b− 3a

b
− 2a+ 3b

a

∣∣∣∣ = 3
a2 + b2

|ab| . ?��	�	�@

8������ �� ������ 
� a� <����� ��'����� 2� ���'2���� 4 ��� �� ������ 
�

b �2� ������� �0�<������� 3(a2 + b2)− 4ab = 0� �� <���� 2� 
�� ���������

����� ����2F �� 
������������ 16a2 − 12a2 A ��������� <����� ������� ��

����� (i) 
���0���������	 !�� �� ����� (ii)� ���������� �2� �� ���'2����

������ 
�� ��'����� �� ������ ����
��
� �� ������ �������� �
 a � b


�� ���� 
� 
����� 
� ?��	�	�@	 3��� a2 + b2 = (a − b)2 + 2ab� � <���
�

�� ���� 
� 
����� 
� ?��	�	�@ �� �������� ���� 2 + (a−b)2

|ab| � ���
���������

<����� ����������� 2� ������ ��� b = a	


����� �� 
�� ����� ����'����� �2� ������� ��� (x, y) �� ��������

���� ������ ax+ by = ax0 + by0 � bx− ay = bx0 − ay0	 1� ���'2����


�� ��'����� �������� ����0���� x 
� <����� 
�� ����� �� ������ ���� ��

?��	�	�@� � ���� ∣∣∣∣bx0 − ay0

b
− ax0 + by0

a

∣∣∣∣ = |y0|a
2 + b2

|ab|
�
 �� ������ 
� <����� 
������� �� ����� �������
� �2� �0�<�������

<��
������ |y0|(a2+b2) = 4|ab|� ��� �� 
��� a� �%%�� ��� ���� ���������

�� b	 6����� �<������ �
 ������� �2� �� 
������������ ��� �����	 !�������





��� ���
���� �� "�����
�� ��������� ��� ����� ���

�������� y0 > 0 ?�� ���� 
�� ��������� ���������2�� ��� ��� y0 > 0 �

�0����� 
��� 
� −y0	 1������� � ������� �� �������	 ��

��������� ��	�	�� /������ �� ����� �2� ����� ��� �� ����� (1, 1) �


�������� ��� � �������� x� y �������� �� �����'��� 
� ���� ������	

����
������� 10�<������� 
���� ����� ���������� �� ����� (1, 1) A ax+

by = a + b� ��� a� b �������� �����	 1� ������������ ��� '�� ���� ����

��������������� x = a+b
a

� y = a+b
b

?�������� �������� �'� a � b �����

��� ������ ����2F ���������� �� ����� A ��������� �
 ��� 
�'�� ����� �

<���
� ��� 
�������� ��� ���� �� �����'���@	 6���
� �0���� 
�� �����'���

A (a+b)2

2|ab| 	 ���� 
��������� ���� ��� 
�� �����
���� )�������� ��	�	&� ��

������ �� 2� <���
� a = b� ���A ��� �� ����� x+ y = 2	 ��

��������� ��	�	$� /������ � ����� 
���� ����� y = 2x �2� ���� �


������� 3 
�� ����� (1, 1)	

����
������� ��� x �0������� 
�� ����� �������L ������ �� ���
������


� ����������� ���� ����� ������ �2� �� ����� �%%�� ����
����� (2x, x)	

1� ���
������ 
� ������ � 
������� 3 
� (1, 1) �<������ � ���2��
��� ��

���
������ (2x−1)2+(x−1)2 = 9	 ���������
� �� ����� ���%�� �����4

��� ��� �<������� <��
������ ��� 
�� ��������� ������ �2� ��
���
����

� 
�� ����� �������	

6����� �����
������ �<������ � ������� � ������� �0�<������� ?�������@


���� ����� ��� �0�<������� ?<��
������@ 
���� �*��� 
� ��''�� 3 � ������

(1, 1)	 ��

���	��� /��
������

��������� ��	�	�� �2����%��� � ���������� /������ � �����'��� �<����4

���� �2� 2���� 
�� ������� ��� ����� (1, 2) � (2, 4)	

��

��������� 
� ����� ������� 
��� �������� ����0���� 
�� ��'�����

������� 
� (1, 2) � (2, 4)	 5�� ����� ������� �0�<������� 
� <����� �����

?���� ��� �����
���� )�������� ��	�	�@� %���� 
���������� � ����� �� 
�

���� � 
������� 
�� 
������� (1, 2) �'���� ���� ���'2���� 
�� ��

����

��'����� ?���A
√

5@	 �� ���� 
�� ���� ������ � <���
� 
�� ��������� 
��

�������� ���%����	 ��



�
� 

� "�����
�� �������� �� ��������� ��� �����

��������� ��	�	�-� �.�
���� 
� �� �����'���	@ ���� �� �����'��� 
�

������� (0, 0)� (−1, 3) � (4, 4) ������� �� ��� ��
����� ���A � ��'����� �2�

���'���'��� ������� ������� ��� ����� ��
�� 
�� ���� �������	 .�������

�2� �� ��� ��
���� �� ���������� �� �� ������ 
���������
� ���� �����	

��

��������� ��	�	��� �3�	������� 
� �� �����%����� ,�����
��� ����


����
� 
���0��������� �����
���� ��� �� %��������� �����2F ��� �� ��
�4

���	

��

��������� 5��������� �� �<������� ?��	�	#@	 ��

��������� ��	�	��� �������� 
� �� �����'���	@ ���� �� �����'��� 
� ���4

���� (0, 0)� (−1, 3) � (4, 4) ������� �� ��� �������� ���A � ��'����� 
� ����4

��� ������� �2� ���������� ������
����������� �� ���� �������	 .�������

�2� �� ��� ������� �� ���������� �� �� ������ 
���������
� ���� �����	

��

��������� !�� �'�� �������� �� ������ �0�<������� 
���� ����� �2�

�������� �� ���� �������� 
�� ���� ax + by + c = 0	 
� ������� �������

� <����� ����� A (a, b)L �� ������� ������
������� � <����� A (b − a)	

!�����0 �� *���'��� 
� ����� ������
������� �� ���� ������� A 
��� 
�

bx − ay + d = 0 �� ������� 
� d �� R	 /������ �� ������ 
� d ��� ��� 
�

��� <����� ����� ����� ��� �� ������� 
���	 ��

���	�	� �
�
�������
����

��������� ��	�	��� ����������%��

��� ������ 
�
� 
���� 
��%�

����� 
� �� ���������%��

���

(i) .������� �2� �� 
�� 
��'����� 
� �� ���������'����� �� �����4

����� ��� ���� ����� ��
��� � ��I �� '������� �2� �� <��
��4

������ A �� ���������'����� �� � ���� �� �� 
��'����� 2���� ��

������ ����� ��
��	

(ii) .������� �2� �� <��
�������� 
� ������� (0, 0)� (−1, 3)� (4, 4) �

(3,−1) ��� A �� ���������'�����	

(iii) .������� �2� �2� �� � ������� (0, 0) � (4, 4) ���� ������� ������� 
�

�� ���������'������ '�� ����� 
�� ������� 
����� ������ (t, 4−t)





��� ���
���� �� "�����
�� ��������� ��� ����� �



� (4−t, t) ��� <����2� t ∈ R ?��� ���� t = 2 �� ���������'�����


�'����� �� �� ��'�����@	

����
������� !������� ��� ����
� 
� '�������� ���������� ���A *����4


� ��� 
���� ����
������ <����� ����%�� ��������� �2� �� '�������� ��4

���
�� ��'�� 
���� ��������" 
�� �����'��� ������ ��
���
���� 
� ��������


��'�����	 ����� ���
��� 
� '��������" ���������� �2� �� ����� �������

v0 
� �� ���������'����� ��� �0���'��� �
 �� ����� ���� '������ ����0����

x� �� ������� v1 �
������� ���0���'��� 2� ����
����� �2� ��
��2���� ���

(x, 0)	 ��� v2 = (x + h, y) �� ������� ����������	 ������ �� ����� ��
��


���� 
��'����� 
� v0 � v2 A c =
(

x+h
2
, y

2

)
	 
� <����� ������� 2� �� ������

��
����� y 
�� ������ ����� �2� �� ���������'����� 2� �� ���� �������

����0���� xL �� ��� ������� A �'���� ���� 
�E������ *�� �� ������� 
� v2

� v1� ����2F �� ���� ������� 
� <����� 
�� ������� 
��� ������ ���������

� <����� 
���0���'��� � v3	 6���
� v3 = (h, y)� �
 �� ����� ��
�� 
����


��'����� 
� v1 � v3 A A ������ c =
(

x+h
2
, y

2

)
	

;��������� �� �� ����� ��� �� <��
�������� ��� ����� ������� ����0���'���

�
 �� ����� ���� ����0���� x� �2������� �� �����
� ������� v1 = (x, 0)� ��

����� v2 = (x+ h, y) � ��� c =
(

x+h
2
, y

2

)
�� ����� ��
�� 
���� 
��'�����


� v0 � v2	 �� <����� ����� A ���2� �� ����� ��
�� 
���0����� 
��'������

������ �� <����� ������� v3 
��� ��

��*��� �0�
�����" v3 = v1+2(c−v1) =

2c− v1 = (h, y)� � <���
� �� <��
�������� A �� ���������'�����	

1� ����� 
�� ��������" ���� 
������ �����'������ 
���� �����	

��

��������� ��	�	� � 
 ����� (1, 5) � (4, 2) ���� 
�� ������� �
������� 
�

�� ���������'�����L �� ����� 
� �������� 
���� 
��'����� A (3, 2)	 /������

'�� ����� 
�� �������	 ��

��������� ��	�	�#� �# ���������%��

� ��� 
��%����� ������
��

������ 	��� � ��
���� .������� �2� �� ���������'����� A �� ���4

%� �� � ���� �� �� 
��'����� �� ����������� �
 ��'��� ����� ?�� �������4

����� �� ������'��� A �� <��
���� �� � ���� �� ���� ���� ���
������ 
�

����'������"@	



�
� 

� "�����
�� �������� �� ��������� ��� �����

����
������� 6����� ��������� �� ��B 
��������� ���'��������� ���

�� '�������� �����
��	 5� ����� A �2����	 
�*����� �� �� ���������'�����

A �� ���%�� �'�� ��� ������� ����������� *������ �� �����'��� ���������


��� �� ����� ���� A ��� 
��'������ � �� ��
���� �������� � ���� ���� '����

����0����� 
��'�����	 !�� ��������� <����� ��
���� A ���2� ��0��������

���A �������� �� %��� ?�0����� 
��'�����@ �
 �� ��'��� �����	 !�������

<���
� �� ���������	 �2������� � �������� ����� �� ��
��� ������������

v0� v1� v2� v3 	 ��� c �� ����� ��
�� 
���� 
�� 
��'����� ?A �� ������

����� ��� ������%� ����2F ������ �����
����
� �� ���������'�����@	

�� �� 
��'����� �� ���������� �
 ��'��� ������ ������2���� �� ������� 
�

!���'��� 
������� �� �����'��� v0� c� v3 �
 ��������� �2� �� ���'2����


�� ���� 
� v0 � v3 A�� ��
��� <��
���� 
���� ����� 
�� <��
���� 
����

���'2���� 
���� 
�� ����
��'�����	 1� ������ ��'��������� ���� ��� '��

����� ��� ����� �� �� ���'2���� 
���� ����
��'����� ���� �� ������ �� �����

� <������ � ����� � <���
� � <������ ���� ���� �'����	

����'���� �� �����
� ����� 
���0��������� ��� ����
� 
� '��������

���������	 ����� ���
��� 
� '��������" ���������� �2� �� ����� �������

v0 ��� �0���'��� �
 �� ����� ���� '������ ����0���� x	 ���� ����0)��������

��	�	��� ��������� '�� ����� ��� ������� ���� v1 = (x, 0)� v2 = (x+ h, y)

� v3 = (h, y)	 
� ����� ��
�� 
���� 
��'����� 
� v0 � v2 A c =
(

x+h
2
, y

2

)
	

!������� �� ��'����� 
� v0 � c A 
��� 
�� ������� (x+h
2
, y

2
)� ������ ��

��'����� 
� c � v3 A 
��� 
�� ������� (h, y)− (x+h
2
, y

2
) = (h−x

2
, y

2
)	 3���

��������
� �� ������� 
� !���'��� ���� ������ �������� �2� �� <��
����


���� ���'2���� 
�� ���� 
� v0 � v3 A

h2 + y2 =
[
(x+ h)2/4 + y2/4

]
+
[
(x− h)2/4 + y2/4

]
?��	�	�@

=
1

4

[
(x− h)2 + (x+ h)2 + 2y2

]
. ?��	�	�@

����'��
� � <��
���� �� <����� ��������� ��������� ���0�
�����" h2+y2 =

x2� ���A
√
h2 + y2 = |x|	 6���
� �� ���� 
� v0 � v3 A ���'� <����� ��

���� 
� v0 � v1� � �����B �� ���������'����� 2� 
�� ���� �
������� 
����

������ ���'2����� ������� ��� ��������
���� ���� ����� � <������ 
����

������ ���'2����� �
 �� ���������'����� A �� ���%�	
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�

6����� 
������������ ��������� A ��I *����� �� �� ������� �2� �� ���4

������'����� ��� �� ������'��� � �� ���� 
��������� �2� �0����'������"


���� 
��'����� �� *���� �
 ������ �� <��
����� �� <����� ���� h = 0 �

�0�
�����" ?��	�	�@ 
" |x| = |y|� <���
� �� ���������'����� 2� ����� � ����

�'����	 ��

��������� ��	�	�&� ����%*���� 
� ���� � 
��%����� 
� �� ������

����%��

��� .������� �2� �� ����� 
�� <��
���� 
���� ���'2����


�� ���� 
� �� ���������'����� A �'���� ���� ����� 
�� <��
���� 
����

���'2���� 
���� 
��'�����	

����
������� ���� ��� �����
���� )�������� ��	�	�#� ����������

�2� �� ����� ������� ��� �0���'��� �
 �� ����� ���� ��� ����0���� x� ���

������� ����� �� (x, 0)	 �2������� 
� ����� (x + h, y) �� ����
�����


�� �����
� �������	 �%%���� ����� �2� �� ����� ��
�� 
���� 
��'�����


���0���'��� �� ������� ������� A c =
(

x+h
2
, y

2

)
� �
 �� <����� ������� A

(h, y)	

3��� �� <��
���� 
���� 
��'����� 
�� ����� �� ����� ������� ���� (x +

h)2 + y2� � <����� 
���� 
��'����� 
�� �����
� �� <����� ������� ����

(x − h)2 + y2� <���
� �� ����� 
�� <��
���� 
���� 
��'����� A 2x2 +

2h2 + 2y2	 1� ����� 
�� <��
���� 
�� <������ ���� A �� 
����� 
����

����� 
�� <��
���� 
� 
�� ���� �
�������� � <���
� ���� 2(x2 +h2 + y2)�

<���
� �� ����� 
�� <��
���� 
���� 
��'����� ������
� ��� <����� 
��

����	 ��

��������� ��	�	��� .������� �2�� �� �� 
��'����� 
� �� ���������'���4

�� 2���� �� ������ ���'2����� �� ���������'����� A �� ������'���	

����
������� ���� ����0)�������� ��	�	�#� ���������� �2� �� �����

������� ��� �0���'��� �
 �� ����� ���� ��� ����0���� x� ��� ������� ����� ��

(x, 0)� �����
� ������� �� (x + h, y)� ���� �� <����0)��������� ��'�� �2�

�� <����� ������� A (h, y)	 ��%%���� �������� �2� h = 0	

���� ����� ����0)�������� ��	�	�&� �� ���'2���� 
���� 
��'����� 
�� ���4

�� �� ����� ������� ���� (x+h)2+y2� � <����� 
���� 
��'����� 
�� �����
�

�� <����� ������� ���� (x − h)2 + y2	 !����B �� 
�� 
��'����� 2���� ��



�
	 

� "�����
�� �������� �� ��������� ��� �����

������ ���'2���� �� � ���� �� (x+h)2 = (x−h)2� ������ xh = 0	 !���2F

x A �� ���'2���� 
�� ����� ����� �� 2� x 	= 0� � <���
� h = 0	 ��

���	��� (���4��

��������� ��	�	�$� /������ �0�<������� 
�� ����2�� �2� ����� ��� �

����� (1, 2)� (0, 0) � (3, 3)	

��

��������� �� �����
����� 
�� 
���� ����� �<��
������� 
� ���4

��� 
� <����� ������ ���� ��� �����
���� )�������� ��	�	�	 
���������
�

<����� 
�� ����� �������� �� ������ 
�� ����2��L ������ �� ��''�� A �'����

���� 
������� *�� <����� ������ �
 ��� <�������� 
�� �������	

!���������� �� ����
� ����������� '�������������� ���� ���'�����

�� �2� �������� ���2��
� ���� �����''�	 
�
���
����� �� ������ (x, y)


���� �*��� �������
� �2� ��� �<��
������� 
�� ��� ����� ����'����	 ���

���� ��������� <����� ��'����� ������� �� ���
������

(x− 1)2 + (y − 2)2 = x2 + y2 = (x− 3)2 + (y − 3)2


���� <���� � ������� <��
������ �� ���������� 
��� �2� �� ���������� �

<��
����� � <����� �2� ����� A �� ������� �������

−2x− 4y + 2 = 0 = −6x− 6y + 18

���A

x+ 2y = 1

x+ y = 3 .


� ������ 
�� ����2�� A �� ��������� 
� <����� ������� �������� 
��� 
�

x = 5� y = −2	 +�������������� <����� ��������� ����������� �� �����


� ������������ 
���� 
�� ����� x+2y = 1 � x+ y = 3	 H *����� ���������

�2� �� ����� 
� <����� 
�� ����� A ������� <����� �<��
������� 
�� �����

(1, 2) � (0, 0)� � �� �����
� A �<��
������� 
� (0, 0) � (1, 2)	 !����B <�����

�����
� ����
� �� �E���� �<������ � <����� �����
����	 ��

��������� ��	�	��� �2����%��� � ���������� /������ '�� ����� 
�� ���4

���� 
�� �����'��� �<�������� ��� �� ������� �� (1, 1) � ���� ������� �����

����� 
� �<������� x+ 3y = 1	





��� ���
���� �� "�����
�� ��������� ��� ����� �
�

��

��������� 
� ��
� ��I �������� A 
� ��������� �� ���
� p 
����

���������� ����'����� 
�� ����� (1, 1) ����� ������ � ��� ������� � 
��

����� 
���� ����� �� ��� 
������� 
� p A �� ���" 
�� ��'����� 
����

���������� ?�2� A �0������� 
�� �����'���@	 5� ����� ��
� �������� �����

�������� �0�<������� 
���� ������*������ ��� ������ (1, 1) � ��''�� r > 0

��%�������� ��������� �� ������������ 
� <����� ������*������ ��� �� �����


���� � ������� r ���� �2� �� ���'2���� 
���� ���
� 
� ���� 
����������

��� ������� r	 ��

��������� ��	�	�-� �2����%��� ��	������ �� �� ����*���� 
 �����

v1 = (2, 0) � v2 = (−2, 4) '�������� ��� ����2�� 
� ������ c = (0, 2)

� ��''�� � ?��*���� ������%� ���� � 
������� � 
� c@	 /������ �� �����

v = (x, y) �� <����� ����2�� ���� �2� �� �����'��� ���G *������ �%%��

���� �������� � �������� �2� A �������� �������� �� ����� �������	

����
������� ����0�<������� ����������� 
�� ����2��?��	�	�@ ����4

����� v = (2 cos t, 2 + 2 sin t)	 ���������� �� ���������� ����'�����


� <����� ����� ��� ��'����� 
� v2 � v1	 
� ������� 
���������� 
�

<����� ��'����� A v1 − v2 = (4,−4)	 
 ������� ����������� ���� ±n =

±( 1
sqrt2

, 1
sqrt2

)	 6���
� �� ���������� ����'����� ������� A

h = v− (v · n)n = v −
√

2(cos t+ sin t+ 1)n

= (cos t− sin t− 1,− cos(t) + sin t) + 1) .

!����B �0������� 
�� �����'��� �������� �� ������� v A �� ��'����� h−v =

−(cos t + sin t + 1)� �� ��� ���'2���� A
√

2|1 + cos t + sin t|	 
����� ��

���'2���� 
���� %��� A ‖v1−v2‖ = ‖(4,−4)‖ = 4
√

2	 !������� �0���� 
��

�����'��� A ������������� �� ��
��� 
� 1+ cos t+sin t� �2� 2� �������

<���
� cos t + sin t 2� ������� � ������	 .� cos t + sin t = 1
2
sin(2t)

2� ������� � ������ �� t = π
4
� t = 3π

4
� ��������������� ?� ���G ���

��� �����
����"@	 �� ��������� �� ���� 
�� 
�� �����'��� ���G �������� � ��

�9���� �� ��I '���
� 
���� 
�� ?A <����� 
�� �����'��� �� ��� ������� v

��� 
���0����� ���� 
� v1 � v2 �������� �� 
������� ��������� � <����� 
��

�������@	

�� ������2� �2� �� �����'��� ���G �������� A ��������	 ��



�
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� "�����
�� �������� �� ��������� ��� �����

��������� ��	�	��� �� 
������� �2� �� �����'��� 
� ���� ������� ��������

�� �� ����2�� A �<��������	

����
������� �� ������ ��%������������ 
�� 
�� ��� �������� �� �����4


���� )�������� ��	�	�- ������ �2� �� �����'��� A �������� �������� ��

����� �������	 ��

��������� ��	�	��� /������ �� ���'���� �� ����2�� x2+y2−2x+2y−1 =

0 �2� �� ���������� ��� ����� (4, 4)	

��

��������� �������� �0�<������� 
���� '������� ����� �2� �����

��� (4, 4) � ������� �� ������������ ��� �� ����2�� ?������
� � ������� ��


�� �<�������@	 
 ����� 
� ������������ ���� �� ��������� 
���0�<�������

<��
������ ���G ��������	 � �����
� 
�� *���� �2� �� 
������������ 
�

<����� �<������� ��� ��������� ����� � ��'����� �� �����'��� 
��� ��� �

������� ���������	 1� ����� ���'���� ���� <����� �2� ���������
��� �


��� ���� ���������� �� �� ������� ����������� 
��	

5� ����
� ����������� ?�� 
� *���� �<���������@ �������� ����� ��������

�� *���� ������������ '����� � ?��	�	�@� � ����� 
�� ����2��� �2� ��� ����

��������� �� %��� � ?��	�	�@� A rt = (1 + cos t, 1 + sin t)� �
 �� �������


�� ������ 
�� ����2�� �� ����� '������� �� 
� ���� ?�2� ���
���������

A (cos t, sin t)� � ������� � ������ 
�� ��������� t ��� ��� <����� �������

��� ������
������� �� ������� 
�� ����� (4, 4) �� ����� 
�� ����2�� rt�

���A �� ������� (−3 + cos t,−3 + sin t)	 ��

��������� ��	�	��� /������ �0�<������� 
���� *���'��� 
� ����2� ���4

'���� ��������������� ���� ����� x = y � x = −y	
����
������� 
 ����2� 2���� ������ ����� %��������� 
���� 
�� ������ �2�

�� '������� �� �������� 
� ?��	�	#@ �
 �� <����� ���� ���� ���
���������

x = 0 � y = 0	 6���
� � ������ ���� �������������� 
� (t, 0) � (0, s)�

��� t� s ∈ R	 1� 
������� 
� (t, 0) 
���� ����� x = ±y A |t|/sqrt2�
���� �� ��
� ��%��� 
�� ������� 
� !���'��� ?�� �� ����� ��� *������ ��

%��������� ���������%%� ��������� �� ���
� 
���� ���������� ����'����� ��


� ���� 
�� ����� (t, 0)@	 6���
� �0�<������� 
� <����� *���'��� 
� ����2�

A (x − t)2 + y2 = t2/2� �� ������� 
�� ��������� t ∈ R	 �����'�������





��� ���
���� �� "�����
�� ��������� ��� ����� �
�

��� � ����2� ���'���� ���� 
�� %��������� � �������� ����0���� y �� �����

�0�<������� x2 + (y − s)2 = s2/2	 ��

��������� ��	�	� � �������� �0�<������� 
�� ����2�� ���'���� ���� �����

x = y ��� ����� t = (1, 1) �
 ���2� ���� ����� x = 0	

����
������� 
 ����2� ���'���� ���� ����� x = y ��� ����� (1, 1) 2����

������ ����� ������
������� 
� <����� ����� �2� ����� ��� (1, 1)� � <���
�

����� ����� y = −x+2� ������� �� *���� ������������ r(t) = (t, 2−t)	 1�
���������� ����'����� 
�� ����� 
���� ����� r ����� ����� x = y A �� �����

(1, 1)	 1� 
������� 
� (t, 2−t) 
���� ����� x = y A �� 
������� 
� (t, 2−t)

� (1, 1)� ���A

√
(t− 1)2 + (1− t)2 =

√
2|t−1|	 
����� �� 
������� 
����

����� x = 0 ���
��������� A |t| ?�� �� ���� ���� ���
���� ���������%%�

��������� �� ���������� ����'�����@	 6���
� �� ������ 
�� ����2�� �������

�0�<������� |t| = √
2|t− 1|� ���A t2 = 2(t− 1)2� ������ t2 − 4t+ 2 = 0�

�
 �� ��''�� A |t|	 �� ���� 
�� ��������� ��� �'�� t 	= 0� ��� A 
��� 
�

����2� ���'���� � x = 0 �� ����� ��� y ��������� �0����� ��� y ��'�����

?�� ������%� � ���� �� ����2�� �� ����� ��� ��������� x � 0@	 ��

��������� ��	�	�#� �������� �0�<������� 
�� ����2�� ���������������

���'���� ���� ����� x = 0� y = 0 � x+ y = 2	

��

��������� 
� ������ A �� ����� 
� �������� 
���� %��������� 
���� ���

�����	 
� <����� ���� �� %��������� 
���� ����� 
�� ���� �� ����� x = ±y	

 ����� 
���� ����� x = y ���� �������������� 
� (t, t) ��� t ∈ R� ��

���� 
������� 
*���� ����� x = 0 � y = 0 A |t|	 1� ���������� ����'�����


� �������� 
� <����� ����� ����� ����� x+ y = 2 �� ������� �������
���

���'� �� ������� ����'����� � <����� ������ �2� A n = ( 1√
2
, 1√

2
)� ��� �


���������� �� ����� x+y = 2� � <���
� A �� ����� (1, 1)	 6���
� �� 
�������


� (t, t) 
���� ����� x + y = 1 A
√

(1− t)2 + (1− t)2 =
√

2|t − 1|� � ��

���
������ 
� ���'���� ���������� 
������ �0�<������� |t| = √
2|t− 1|�

������ t2 − 4t+ 2 = 0	


������ �� �� ������ A ����� ����� x = −y� ������ A 
�� ���� (s,−s) ���
s ∈ R	 1� ����� x = −y A ��������� ���� ����� x+y = 2� �
 ������������

� 
������� � 
� ����	 6���
� �� <����� ���� �� ������ ��

��*� �0�<�������

|s| = 2	



�
� 

� "�����
�� �������� �� ��������� ��� �����

�� ���� �2�� '����� �� ������ ��������� �� ������� <������ ���������� ��

����2�� ���'���� ��� �������� 
�� ��� ������� ���������� 
��������� 
����

��� ������ �
 ��� ��� ������� �������� 
� ���� ����2����	 ��

��������� ��	�	�&� �������� �0�<������� 
���� ����� ���'���� ����0���'4

��� �� ����2�� ��� ������ �� (2, 2) � �������� ��� �0���'���	

����
������� 1� ����� ���'���� A <����� ������
������� �� ��''���

���A �� ��'����� 
�� ������ (1, 12) �� ����� 
� ���'���� (0, 0)	 6�����

��''�� '���� ���'� �� ����� y = x� <���
� �� ���'���� A �� ��� ������
�4

������ y = −x	 ��

��������� ��	�	��� �������� �0�<������� 
���� ���'���� ����0���'��� ��

����2�� (x− 1)2 + (y − 2)2 = 5	

����
������� 
� ��''�� 
�� ������ (1, 2) ���0���'��� A r = −(1, 2)	 1�

����� ���'���� A ����'����� �� ��''�� � ����� ��� �0���'���� <���
� �� ���

������� ������� A r � �0�<������� A 2x− y = 0	 ��

��������� ��	�	�$� �������� �0�<������� 
�� ����2�� �������� ��� �0�4

��'��� � ���'���� ���� ����� x+ 3y = 4 ��� ����� (1, 1)	

��

��������� 
� ������ 
�� ����2�� �� ����� ����� ����� ������
���4

���� � x+3y = 4 ��� ����� (1, 1)� ���A ����� ����� 3y−x = 2	 
� <��
����


���� 
������� 
�� ����� 
� <����� ����� 
� (1, 1) A (x− 1)2 + (y − 1)2L

�� *���� �2� �� ����2�� ����� ���2� ��� �0���'��� �<������ � ���2��
���

�2� ���� 
������� ��� �'���� � <����� 
���0���'���� ���A �2� �� �%%��

(x − 1)2 + (y − 1)2 = x2 + y2	 
� ������ 
�� ����2�� ������� <���
�

<����� �<������� <��
������ � �0�<������� ������� 3y − x = 2	 ��

��������� ��	�	��� �������� �0�<������� 
�� ����2�� �������� ��� ��

����� (3, 4) � ���'���� ���� ����� x+ 2y = 1 � 3x− y = 2	

��

��������� 
� ������ 
�� ����2�� A �<��
������� 
���� 
�� ����� �


�� �����	 6���
� �� �� ����� ��������
� �� ���������� ����'����� 
� ��

'������� ����� (x, y) ����� 
�� ������ ������
��� �� ���������� 
�������

�
 �'��'����
��� *�� ���� �
 ���� 
������� 
� (3, 4)� ���A ���� ��
���

<��
���� 
� (x− 3)2 + (y − 4)2	 ��





��� ���
���� �� "�����
�� ��������� ��� ����� �
�

��������� ��	�	�-� ���������� �2� � 
�� ����2� x2+y2−2ax−2by+c =

0 � x2 + y2 − 2a′x− 2b′y + c′ = 0 �� ����������� ������
����������� ��

� ���� �� 2aa′ + 2bb′ = c+ c′	

��

��������� 
 
�� ����2� �� ���������� ������
����������� �� �

���� �� �� �����'��� *������ 
�� 
�� ������ � 
�� ����� 
� ������������

A ������'���	 ����� r� r′ � ��''� � d �� 
������� *�� � 
�� ������� ��� ��

������� 
� !���'���� <����� �<������ ���� ���
������ r2 + r′2 = d2	 ��

�������� 
� ?��	�	�@ � ������ 
�� ��''� � 
�� ������� � <���
� �� 
�������

d	 ��
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����������� ���� �����'2�

� <����� 
��� ��� ����� ��� �������� ��� ��� ���2� <���
� �� �����������

A �������2F �
������ ������ ��� ������� ��� ����������� �� ����������


� ����� ��� �������� ��������	

����� 87�?#
$���� ��� ��
�� �� R3

• &�������
�� �����	���� 
� �� ����� �� ��� 
��������� ����� A

ax1 + bx2 + cx3 = d ?��	�	�@


��� a� b� c � d ���� �������� �����	

�� ������� n = (a, b, c) � x = (x1, x2, x3)� �0�<������� 
��

����� �� ������

n · x = d . ?��	�	�@


� <����� *���� �0�<������� ���� ���2� �� <�������� 
����������

���A ��� ��������� 
� ��
��������� � �� Rn	 �� d = 0� ������ ��

����� ����� ��� �0���'���� �
 �� ������� n A ������
������� ��

����� 
�� �����	 �� ������ d 	= 0 ������ �� ����� A *������ 
��

������� �� ��� ���������� ����� 
�������� 
� n ���� d n
‖n‖ � ���A A ��

����� ��������� � <����� �����
���� � 
������� d
‖n‖ �� 
��������

n	


� ������������ �� ��� ����� u� q � r ��� ���� ���������� ���A

��� �������� ��� 
���0������ ������ ���������
� �� ���� �����4

����� ����0�<������� ax1 + bx2 + cx3 = d ��������� �� �������

������� 
� ��� �<������� ����� ����'���� a� b� c � d	 6����� ���4

���� 2� �� '��
� 
� ����������� �����
� �� ������� ��� ���

����'���� �� ��I 
�� ������ 
� �<�������� �� ��� �'�� ������ 
�

d 2� ��0����� ���������	 6���
�� � 
��
 �� 
�������� �0A ��0�4

���� ���������� �2� �� 
" �0�<������� ���������� 
�� �����	 Z)

��




��� 
�� "�����
�� �������� �� ��������� �� R3


�� ����� ����� �2�� ��� �'�� �������� α ��� ������ �� �<�������

ax1 + bx2 + cx3 = d � αax1 + αbx2 + αcx3 = αd 
���������

�� ������ ����� ?�� ���� ���2� �2� � 
�� ������� ������� ����

�������� ��� 
���0�����@	

• &�������
�� �
�
��� 
�� ����� �� ������� �����������
� �� ���4

���� ������
������� �� ?��	�	�@� n·x/‖n‖ = d/‖n‖	 1� 
�������

���0���'��� A <���
� d/‖n‖	

• &�������
�� ����
������ 
�� ����� �� ��� 
��������� �2� ���4

����� �� 
�� ����� �������� ��� �� ����� u � 
������ ���'� �

������� ��������������� v � w A

p(s, t) = u + sv + tw


��� s� t ���� 
�� ��������� �����	 
� ������������ �� ��� �����

u� q � r ��� ���� ���������� ������ q − u � r − u ��� ����

�������� ��� 
���0������ � �0�<������� �����������

p(s, t) = u + s(q− u) + t(r − u)


�������� �� ������ �0����� ����� �2� �������� � ��� �����	

������� ��	�	�� �#� ����� ��	������ 
� �� 	�%
����. ���- � ��
�	�

����� 
� 
�� ������� ����� a � b 
�� ������� 
�������� � m = 1
2
(a+b)

�� ���� ����� ��
��� ���� ����� ���� ��	�	�	 
� ����� �<��
������� 
�

a � b A <����� �2� ��'��� ������
����������� � ���" �� ��'����� �2�

�� ���'���'�� ���A A ����'����� � b − a � ����� ��� m	 6���
� <�����

����� 2� ��� ������� ������� �� ������� n = b− a� �� ��� �<������� A

x · n = m · n =
1

2
(a + b) · (b− a) =

1

2
(‖a‖2 + ‖b‖2) .

��

��������� ��	�	�� �������� �0�<������� ?���������� � �����������@ 
��

����� �2� ����� ��� � ����� (0, 1, 2)� (3,−1, 1)� (1, 1, 3)	 ��

��������� ��	�	�� �������� �0�<������� 
�� ����� %�������� 
�� ��'���4

�� 
� (1, 0, 0) � (0, 0, 1)	 ��




���� �$�'������� ����� 
���� �� R3 ���

��������� ��	�	 � 
� <���� ����� �� ����� 2x + y + 3z = 4 ��'���� '��

���� ����
�����O

��

��������� !�� ������� �0������������ ��� �0���� x %���� �����

y = z = 0 ����0�<������� 
�� ������ �
 �����'������ ��� �� ������������

��� '�� ����� 
�� ����	 ��

����� 87�?#
$���� ����
 ����
 �� R3

���2� <��� ���� ������ �%%���� 
�� ��
� 
� �������� �0�<�������


� ��� ������

• 0�����
�� ����
������� <����� ��
� A �
������ � <����� �����

�� 
�� 
���������	 1� ����� �2� ����� ��� �� ����� p �
 2� ��


�������� 
�� ������� v 2� �<�������

r(t) = p + tv

��� t ∈ R	

3��������� �2�� �� �� ����� ����� ��� 
�� ����� p � q� ������

�� ��� �<������� ����������� A

r(t) = p + t(q− p)

��� t ∈ R	

• 0�����
�� �����	����� �� ���� �2� �0�����'� ���
�����������


���0�<������� ���������� ?��	�	�@ 
���� ����� �� R2 
����%%�

������

ax1 + bx2 + cx3 = d


��� a� b� c � d ���� �������� ������ �� <����� ��� A �0�<�������


� ��� ����� �� R3� %���[ 
� �� ������ ���� ����� ����� ��

?��	�	�@	 !�� 
���������� �0�<������� ���������� 
� ��� �����

%���� ��������� �2�� �� ��� 
���������� �'�� ����� �� ��B �����4

������� ���� �0������������ 
� 
�� ����� ?��� ���������� � ���

������������ 
����������@� � <���
� ������ 
� ��0�<�������

���� ?��	�	�@ �%%���� �� ������� 
� 
�� �<��������

a1x1 + b1x2 + c1x3 = d1

a2x1 + b2x2 + c2x3 = d2 .



��	 
�� "�����
�� �������� �� ��������� �� R3

6���
� �0�<������� 
���� ����� A �� ������� 
� 
�� �<�������

�������� ���A ��� �<������� �����������

(
a1 b1 c1
a2 b2 c2

)⎛⎜⎝ x1

x2

x3

⎞⎟⎠ =

(
d1

d2

)
. ?��	�	�@


 ������� (a1, b1, c1) � (a2, b2, c2) ���� ������
������� �� 
��

����� ����������� � ����2F ���� ����� ��� ���� ��������� � 
��

������� 
���������� �� ����� ?� ���� 
� ��������@ ����� �������

������
������� �
 ������%�� �2� <���
� A �� ������� 
� 
��������


���� �����	

������� ��	�	�� ��� ����� �����	������ 
� 
�� ������� 3'�� ���4

��� 
� ����� ��� ��������� 
������� ��� �
 ��� ���� ����� 
� �����4

�������	 �� �� �<������� 
�� 
�� ����� ���� a1x + b1y + c1z = d1 �

a2x + b2y + c2z = d1 ������ ���� ���� ��������� ����������� <���
� �

���� ������� ������� (a1 , b1 , c1) � (a2 , b2 , c2) ���� �������� ��� 
��4

�0�����	 
� ��� ���� �� ������� 
���� 
�� �<������� 
�� ����� A �0�<�������

���������� 
���� �����	

!�� �������� �0�<������� ����������� 
���� ����� ������� ������� ��

��� ������� 
����������	 ���� ��������� ��I ������ <����� ������� v A�

� ���� 
� ��������� <����� �2� �������� ��� ����� ����'����� � ��� �����


�� ������� ���� � ������� ������
������� �� 
�� ������ <���
� �� �������


�� �����
������ 
� ����'������������� 
� +���4��2��
� ?������� &	�@�

� �<�������������� �� ��I ����������� ��������
� �� ���
���� �����4

����� 
�� 
�� ������� ?������� @@ @	 � <����� ����� ��� ������� �0�4

<������� ����������� 
���� ����� %���� ������� �� <�������� ��� �����

p� �0�<������� 
���� ����� A r(t) = p+ tv	 !�� ������� p ������� �������

������ ��� ��������� 
�� ������� ?��	�	�@� � <���
�� �
 �������� �������

�� ����
� 
� ������������ 
� +���� ?������� �	�@	

H ������������ �� ���� �� ��� � 
�� ����� ���� ����'���� ������� 
��

����� 
� ����� �2� �� ��������'���	 �%%���� ����� ���� 
����������

�� �<������� 
�� 
�� ������ � <���
� �� ������� 
���������� v 
���� �����	


� ���� ��I ����
� �� <����� �������� A <����� �� ��� �� 
�� ����� 
�

����� �� ������'��� ��� �� ������� ������ <����� ����� p ����������




���� �$�'������� ����� 
���� �� R3 ���

�
 ������%� � ����� � �0�<������� ����������� 
���� ����� A r(t) = p+tv	

��

��������� ��	�	�� �#� )�	��� 
� ����� �*� ������%��� ��� �����

�		�%������

(i) ��� r ��� ����� �������� �� *���� ������������ r(t) = p + tv	

���� �� �������� �� �<������� 
�� ����� π �2� �� ������'���O

(ii) 3�� ���������� r �� *���� ����������� ���� ������������ 
�


�� ������ π0 : {(x1, x2, x3) : a0x1 + b0x2 + c0x3 = d0} �

π1 : {(x1, x2, x3) : a1x1 + b1x2 + c1x3 = d1}	 ���� �� ������

��� �� *����� 
� ����� �2� �������� <����� �����O

����
������� 1� ����� ����� A *������ � ����� �2� ������'��� �� �����

���� <����� �2� ������'��� �� ����� 
���� ������ �
 ������� p� �
 2��4

�� ������� ������� n ������
������� �� ������� 
���������� 
���� ������

����� v	 �������
� n = (n1, n2, n3)� p = (p1, p2, p3) � x = (x1, x2, x3)

�������� �0�<������� 〈n,x〉 = 〈n,p〉� ������
n1x1 + n2x2 + n3x3 = n1p1 + n2p2 + n3p3 . ?��	�	�@

!�� �� �����
� ������ %���� ����
��� � ������� ������� �� 
�� ������ 
���4

��� n0 = (a0, b0, c0) � n1 = (a1, b1, c1)� � �����
����� � ����� ��� �������

������� 
��� 
� ��� ���%�������� ������� 
� n0 � n1� ��*���� � �������

������� 
�� ����� ������������ �� *����� 
� ����� �2� ������'��� r '��4

����� �� ����� ������
������� � r � <���
� ���� ���%�������� ������� 
�


�� <�������� ��
����
���� 
� ����	 ������� ��� λ = (λ0, λ1) � �����
���4

��� �� ������� ������� nλ = λ0n0 + λ1n1	 !������ dλ = λ0d0 + λ1d1

� x = (x1, x2, x3)	 ������ �� ����� �2� ����� ��� r �
 2� nλ ���� ���4

���� ������� A <����� ��� �<������� 〈nλ,x〉 = dλ	 
�*���� <����� ��4

��� �������� �� ����� 
���� ����2F �� ������� 
���� 
�� �<������� ���4

���� 〈nλ,x〉 = dλ � 〈n1,x〉 = d1 A �<��������� �� ������� ���'�����

〈n0,x〉 = d0� 〈n1,x〉 = d1� ����2F n0 � n1 ����� ����������� ��
����4


���� ?���� �� ��
� ��%��� ��������
� �� �����
� �<������� 
���� ���4

��@	

��



��� 
�� "�����
�� �������� �� ��������� �� R3

��������� ��	�	�� �#� ����� �*� �������� ��� ����� �		�%���� �


- ������
������� �
 �������� ����� 
����� ���� 
�� ����� �� *����

������������ r(t) = p+ tv � s(t) = q+ tu� �������� �2� ������ �� �����

�2� �������� r �
 A ������
������� � s �� � ���� �� � ������� 
����������

v � u ���� ����'�����	

����
������� ����� ���
��� 
� '��������" �������� ��������� � ����


� ��� ������������ �2� �� ����� r ����� ��� �0���'���� ����� p = o� ��*����

�� ����������� ��� ���%�� �� ������� 
���������� 
���� �����	 )����������

��� �� ������ ������ �������� �������� �2� ���2� s ����� ��� �0���'����

%���� ����������� s ��� �� ��� ��������� �2� ����� ��� �0���'��� �
 �����4

���� �2� �� �� ����� A ������
������� � <����� ����� ��������� A ���2�

������
������� ���� ����� ���'�����	 3�� �� 
�� ����� �� ���������� ���4

�0���'���	 �� � ���� ������� 
���������� v � u ���� ����'������ ������ ��

����� ��� �0���'��� ��� ������� ������� u �������� �� ������� v � <���
�

�� ����� r(t) = tv	 ;��������� �'�� ����� �2� �������� v � <���
� �� �����

r(t) = tv 
��� ����� ������� ������� ����'����� � v	 5� ���� ����� A

������
������� � s(t) = tu �� � ���� �� �� ��� ������� ������� A ��������


� u� � �������� v 
��� ������ ����'����� � u	 ��

��������� ��	�	 � 
 ������� v = (1, 0, 0) � u = (0, 1, 1) ���� ����'�����	

/������ �0�<������� 
�� ����� π �2� �������� �� ����� r(t) = (0, 1, 0)+tv

�
 A ������
������� ���� ����� s(t) = (0, 0, 1) + tu	

����
������� 
� %��� �� �����
���� )�������� ��	�	�� �� ������� ���4

���� � π A u	 
����� π 
��� ��������� r� ������ 
��� ��������� �� �����

p ?����2F π 2� ��� ������� ������� �� ������� ����'����� � v� � <���
�

�������� v� <����0������ ���������� �<������ � 
��� �2� π �������� �����

�� ����� r� �� %��� ���� ����� (i) 
���0)�������� ��	�	�@	 !������� �������4

��� �� ����� ��������� �� π �
 �� ������� ������� 
� π� ��� �0�<�������

���������� 
� π �� ����� ���� �� ?��	�	�@	 ��

���	� �����$���� � ����
�$� !�
 ��
��

������� ��	�	�� ����������� ����%����� 
� �� ����� 	� �� ���

����� 
� ���%���� 
���� ���������� ����'����� 
� �� ����� x ∈ R3 ��




���� �
�������� � �������� #
� ����� ���

�� ����� π �� ������� �� ������� �����'� �� ���� %�
����������� ��������

����0)������ ��	�	�	 �� ���� <���
� 
�� ��
��

• ���
��� ��������
�� ����
������ ����� ����� ���������
����� ���

ax1 + bx2 + cx3 = d �0�<������� 
�� ����� π	 ������ �� �������

������� �� ����� A n = (a , b , c)� � �0�<������� �����������


���� ����� �2� ����� ��� x �
 A ������
������� � π A r(t) =

x+tn	 
������
� �2� r(t) ��

��� �0�<������� ax1+bx2+cx3 =

d �� ����� �� ������ t0 
�� ��������� t ��� ��� r(t) '���� �� π�

<���
� �� ���
� p := r(t0) 
���� ���������� ����'����� 
� x ���

����� π	

• ���
��� �� ���

�
	���
�� 
��
�
���� �� *��
�$��
���� ����

������ �� �����
��� �� ������� ������� n = (a , b , c)� �
 ��� ��

�� ���������� ?��� ���������" ���������� �2� ��� '�" 
� �����

1@	 ���������� 
������� �2� �� ����� ����� ��� �0���'���� ���A

�2� �� �%%�� d = 0	 ������ <����� ����� A �� ����������� %�
�4

����������� �� ���� �� ���������� ��� %��� ����������� v1� v2

������� �� �����
������ 
� +���4��2��
�	 1� ����� v1� v2� n

A ��� %��� ����������� �� R3	 3�� �� ���������� ����'����� p


� x �� π �� ������� 
� ?&	&	�@� ��������
� �� ���������� ���'�

π�

p = x− x · v1v1 − x · v2v2 .

�� ������� �2� ��� �0A %���'�� 
� ����
��� ��� %��� �����������

�� π� <�����<�� %��� �� %���� ���B �� ���������� 
� x ���'�

<����� ������� 
� %��� �� �������� �� ������� ��I �����������

���� ����0�'��'������ ?@@@	

3�� ������� �� ���� '������� �� ��� �� ����� π ��� �����

��� �0���'���� ���A d 	= 0� π ����� � 
������� |d| 
���0���'���	

� <����� ���� �� �����
������ �����
���� �� 
" �� ����������

p′ 
� x ��� �� π �� ��� ����� π′ �
 ���� ��������� �2� �����

��� �0���'���	 3�� �� ���������� p �� π �� ������� �������
���

������
����������� � π′ 
� ��� 
������� |d|�
p = p′ + dn
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?��� �����
� ���%�� �%%���� ����� �� ����� ������ 
����


�E������ ����2F� �� �
 ������� a� b� c > 0 ������ �� ����� π A

�������� ����� �0������� �������� �������� � π′ �� d > 0 � �����

<����� ��'����� ?���A ��� ����� � ��� �� ����
����� ��'�����@

����������	 6���
� ��� ��������� 
� π � π′ %���'�� ��������

����� 
�������� 
� n �� d > 0 � �� ��������� �� d < 0	


� ������������ �� �� ����� 2� �<������� n·x = d ?� <���
� �<�������

������� n · x/‖n‖ = d/‖n‖@� �� 
������� 
� �� ����� p 
�� ����� A∣∣∣∣n · p− d

‖n‖
∣∣∣∣ . ?��	�	�@


�*����� ��� <����� ��������� ������ <����� A �� 
�E������ *�� �� 
�������


���0���'��� 
�� ����� 
��� � 
�� ��� ��������� �2� ����� ��� p	


� ������������ �0�<������� 
�� ����� ��� ������� ������� n �2�

�������� �� 
��� ����� p A

n · x = n · p . ?��	�	�@

��

��������� ��	�	�� /������ �� 
������� *�� �� ����� (1, 1, 1) �
 �� �����

x+ 3y − z = 2	 ��

��������� ��	�	�� /������ �� 
������� *�� � 
�� ����� ��������� ��'������

x+ 3y − 2z = 1

x+ 3y − 2z = 4 .

��

������� ��	�	 � ����������� ����%����� 
� �� ����� 	� ���

����� �� R3�� ���2� <����� ���%���� �� ��B ��������� �� 
�� ��
�

�<���������	

• ���
��� ��������
�� ����
������ ����� ����� ���������
�����

• ���
��� �� ���

�
	���
�� 
��
�
���� �� *��
�$��
����

��




��	� �#�
� ���

��������� ��	�	#� /������ �� 
������� 
�� ����� (1, 2, 3) 
���� �����

������������ 
�� 
�� ����� 2x+ y − z = 0 � x− 2y + z = 1	 ��

������� ��	�	&� �� ������� 
�� ����� ��	������ 
� 
�� ����� 
�����

+����� � ?��	�	�@� 
��� 
�� ����� n1 · x = d1 � n2 · x = d2� � ���� 
��

����� %�������� 2���� �<�������∣∣∣∣n1 · x− d1

‖n1‖
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣n2 · x− d2

‖n2‖
∣∣∣∣

� ���A
n1 · x− d1

‖n1‖ =
n2 · x− d2

‖n2‖
�

n1 · x− d1

‖n1‖ = −n2 · x− d2

‖n2‖ .

��

����� *!���


� ��
� 
� 
��������� �*��� ���
����������� ������� �<������� <��
�����2�

A �
������ � <����� '�" ���������� ��� � ����2� ��� ����� ?������� ��	�@	

1� ��������� �� <����� ��%����� ��I '�������	

1� �*��� 
� ������ c � ��''�� r > 0 A �0������� 
�� ����� x � 
�������


� c �'���� � r� <���
� �0�<������� 
���� �*��� A

‖x− c‖ = r

���A
3∑

i=1

(xi − ci)
2 = r2 . ?��	 	�@

���������
� � <��
���� ����0�<������� 
���� �*��� ?��	 	�@ ������4

����
3∑

i=1

x2
i + 2

3∑
i=1

cixi +
3∑

i=1

c2i − r2 = 0 .

;��������� �����
������ ��I '������� �0�<������� <��
������
3∑

i=1

x2
i +

3∑
i=1

aixi + b = 0 .
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�� "�����
�� �������� �� ��������� �� R3

������� �����
� ci = ai

2
� r2 =

∑3
i=1 c

2
i−b� <����� �<������� <��
������

�� �����
��� � ?��	 	�@ �� b �
∑3

i=1 c
2
i ?��� ���� �� �%%�� �0�'��'������

�� �*��� �������� 
� �� ���� �����@� �
 ������ ��� 2� ��������� ����� ��

b >
∑3

i=1 c
2
i 	

�� ������ 
� �<������� 
�� ����
∑3

i=1 (xi − ci)
2 = r2 ���'����� ���

���>������ �������� bi � �����
������ �0�<�������∑3
i=1 bix

2
i + 2

∑3
i=1 cixi +

∑3
i=1 c

2
i − r2 = 0 �

�������� ��������� <����� �<������� ���� �����
���� ������� �� ���%�4

������ 
� ����� �� ������� ����	 6���
� �� ��������� 
� <����� �<�������

���� ������� ��� '�� ���� ���������� ��������� �'�� ���� ����
�����	 /������

��� ��������� �� ���������� �� ���� '������� 
� ������� ��� '�� ���� ����4

������ 
������� �� ����� ������������ ?�� ���������� ����������� 
� ���

����� ����'������ ���2� �� ��� �� ���������� ����0���'���@	

���)� 1�����$� �� ��������
 
�
�����
 �� R3

��������� ��	#	�� ����� p = (0, 0, 1) � q = (2, 2, 3)	 !�� <���� ������


���� �������� ����� a � d �� ����� �2� ����� ��� p � q A ��������� �� �����

ax+ y + z + d = 0O

����
������� (���� ������� �2� �� ������� ������� �� ����� ��� ��4

��'����� �� ������� 
� 
�������� 
���� ������ �2� A (2, 2, 2)	 6���
� �0�4

<������� 
�� ����� A �� �������� 
� 2x+ 2y+ 2z+ d = 0 ?�� �������� d

��� ����� 
����������� ����2F �� ���
������ ��� ����� ��'���
� ���� ��

��� ������� �������� ��� �� 
������� 
���0���'���� ���%���
� d �� �����

�� ����*���� �� �� ����� ����� ��������� �� �����	@ !������� �� ��������

A a = 1� d ��%�������	


� ������������ �� ��� ����� ��I ������� ��� ���������� �� C�B ��������

�0�<������� 
���� ����� � �������� � ������� ��� <����� 
�� ������ ���

������� �2� ��� �� ����� ���������	 ��

��������� ��	#	�� �������� �0�<������� 
�� ����� ��������� ���0���� z

�2� ��������� �0���� x ��� ����� (2, 0, 0) � �0���� y �� (0, 1, 0)	

����
������� 
� ����� A ��������� ���0���� z �� � ���� �� �� ��� �������

������� A ������
������� � e3 = (0, 0, 1)� � <���
� 
�� ���� (a, b, 0)	




���� ���
���� �� "�����
�� ��������� �� R3 ��


!������� �0�<������� 
�� ����� A 
���� *���� ax + by + d = 0	 10�����4

������� ��� �0L���� x 
��� <���
� ������ �� �� ����� (x, 0, 0) �2� ��

��*�

ax+d = 0� ����2F �� ���2��
� �2� <����� ������������ ��� �� (2, 0, 0) 
�%4

%���� ����� 2a + d = 0	 ��� �� ������ ��'��������� ��� �0������������

��� �0���� y �� ������� b + d = 0	 �� <����� 
�� �<������� ���������

2a = b = −d� <���
� �� ����� 2� �<������� ax+2ay− 2a = 0	 !���2F ��

����� ��� ���%�� �� 
���
���� ����� � ���>������ 
���0�<������� ��� ��

������ ��������� �������� �������� ��� �� ����� �0�<������� x+2y−2 = 0	

��

��������� ��	#	�� ������ �*� ������%��� ��� ����� �		�%������

�������� �0�<������� 
�� ����� �2� ������'��� �� ����� x = 2t, y = t, z =

t+ 1� 
��� t A ��� �����%��� �����	

����
������� 
� ������� 
���������� 
���� ����� A d = (2, 1, 1, )	 


����� �2� ������'��� �� ����� 2���� ������� ������� ����'����� � d�

<���
� ���� <����� 
�� ���� ax+ by+ cz+ d = 0 
��� (a, b, c) ⊥ (2, 1, 1)

?���A 2a+ b+ c = 0@ �2� ������'��� �� ����� 
���� ������ �
 �������

�� ����� (0, 0, 1) ?�������� �����
� t = 0 ����0�<������� �����������


���� �����@	 ����0������ ���
������ ��'�� c + d = 0� ���A d = −c	
!������� � ����� ���2����� ��

��*��� �0�<������� ax + by + cz − c = 0

��� �� ���
������ 2a+ b+ c = 0� ��� *���'��� � 
�� ��������� 
� �����	

��

��������� ��	#	 � ������ �*� ������%��� ��� ����� 
��� ��
�

�����	������ 
� 
�� ����� �		����� �������� �0�<������� 
�� ����� �2�

������'��� �� ����� ������������ 
�� ����� x+y+z = 0 � x+2y+3z−1 =

0	

����
������� 8������� �� ����� ����0������������ 
�� 
�� ������ ���A

����� ������ 
������ p = (−1, 1, 0) ?�������� ���'����
� z = 0 �����

�<������� 
�� 
�� ������ � ������
��� � �������@	

��� ������� ������� �0�<������� ����������� 
���� ������ �� ��� �������


���������� d A ������
������� �� ������� ������� 
�� 
�� ����� ����'�����

���A �� ������� n1 = (1, 1, 1) � n2 = (1, 2, 3)	 3��� ���� ��� �����
����

)�������� ��	#	�� � ����� �2� ������'��� �� ����� 2���� ������� �������
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n ����'����� � d� � <���
� ������������ �� ����� '������� 
� n1 � n2

?����2F �� R3 <����� ����� A �� ����������� ����'����� 
� d� 
� �

�

	� ��	
�������� �
 	��		
 �	������
 �� RnC @	 !������� n = sn1 + tn2 =

(s + t, s + 2t, s + 3t) ��� <����2� s� t ∈ R	 6���
� � ����� ������� ����

�� *���'��� � 
�� ��������� 
� �<�������

n · (x, y, z) = (s+ t)x+ (s + 2t)y + (s+ 3t)z = n · p = t .

!����
� s+ t = u ����������� �� *���'��� � 
�� ��������� 
� �<�������

��� ��'����� ��
� ��''������� ��I ���������

ux+ (u+ t)y + (u+ 2t)z − t = 0 .

��

��������� ��	#	#� ������ �*� �������� �� ����� �		�%���� �


��� ����� 
��� ��
� �����	������ 
� 
�� ����� �		����� ��������

�0�<������� 
�� ����� �2� �������� �� ����� p = (1, 1,−2) � �� �����

������������ 
�� ����� σ 
� �<������� x + y + z = 0 � τ 
� �<�������

x+2y+3z−1 = 0	 �� ������� �� ������ ���%���� ��� ���� �� ���� ������


� p� �� ����
� �� ����� q = (−1, 1, 0)	

����
������� ��� �����
���� )�������� ��	#	 �������� �2� � �����

�2� ������� ��� �� ����� 
��� ��������� �0�<�������

ux+ (u+ t)y + (u+ 2t)z − t = 0


��� u � t ���� 
�� ��������� �����	 8�� <����� ������ <���
�� <����� �2�

����� ���2� ��� �� ����� (1, 1,−2) ��

��*� u+(u+t)−2(u+2t)−t= 0�

���A −5t = 0� ����� t = 0	 10�<������� A ux + uy + uz = 0� ����2F ��

����� ������ ��������� �� ���������� � ���>������ 
���0�<�������� ����

�� ��B ���������� ���� z + y + z = 0	

�� ���� �2� �� ����� p ���������� '�" �� ����� σ� � <���
� �� �����

������� A ������� σ	 
������ ���� '�" ��������� ��� �����
���� )��������

��	#	 � �� ����� q = (−1, 1, 0) ���������� �
 ������%� � ����� σ � τ �

� <���
� ���� ����� 
��� 
���� ���� ������������	 !����B ������� �2� *��

� ���� ����� �2� ������'��� ���� ����� �� �� ����'� ��� �2� ����� ���

q ��� �������� ������� ������������ ����� �� *����	 )
 ��*����� �� ��

������ �� ��'��������� �����
����� �������
� ��� �2� u � t ����� ����




���� ���
���� �� "�����
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�2� �0�<������� ux + (u + t)y + (u + 2t)z − t = 0 ��� ��

��*���� 
��

����� (x, y, z) = (−1, 1, 0)� ��������� �0�
�����" 0 = 0 ������ �2� ���

�<������� �� u � t	 ��

��������� ��	#	&� /������ �0�<������� 
�� ����� �2� ����� ��� �� �����


� �<������� ����������� r(t) = (1+ t, 2t, t−1) �
 A ��������� ���� �����

s(t) = (2 + t, t, 3t+ 2)	

����
������� 
� ������� 
���������� 
���� ����� r A d1 = (1, 2, 1)L <���4

�� 
� s A d2 = (1, 1, 3)	 !���2F �� ����� ������� A ��������� �
 ������%�

�� ������ �� ��� ������� ������� n A ����'����� ��� � d1 ��� � d2� ����

�� ��B �������� 
�� ���
���� ���������� 
� d1 � d2 ?������� @@@� ������


����������� �������
� �2� n = (a, b, c) ������2� n · d1 = a− c = 0 �

n · d2 = a+ b+ 3c = 0	 
� ������� ������� 
� <����� 
�� �<������� �����

����'���� a� b � c 2� ��� ��������� (a,−4a, a)� ��������
� ��������� ���

������� ������� n = (1,−4, 1)	

���'����� �� ����� p ����� ����� r� �
 ������� p = (1, 0,−1)� � �����4

���� �� ����� '������� (x, y, z) ���� x	 ������ �0�<������� ?��	�	�@ 
��

����� A n · x = n · p� ����� x− 4y + z = 0	 ��

��������� ��	#	�� /������ �0�<������� 
�� ����� �2� ����� ��� �� �����


� �<������� ����������� r(t) = (1 + t, 2t, t− 1) �
 A ������
������� ��

����� x+ y + 2z − 1 = 0

����
������� ���� ��� �����
���� )�������� ��	#	&� ��������� �2�

�� ������� ������� n := (a, b, c) 
�� ����� ������� ��� ����'����� ��

������� 
���������� d = (1, 2, 1) 
���� ������ � �2� ����� ��� �� ���

������ 
������ p = (1, 0,−1)	 
������� ��� ���2��
���� �2� n ��� ���2�

����'����� �� ������� ������� 
�� ����� x + y + 2z − 1 = 0� ���A �

(1, 1, 2)	 1� ���
������ ������� 
��������� n ���� �� ��������� ?� ����


� ��������@ 
�� ������� a + 2b + c = 0� a + b + 2c = 0� ���A a = c�

b = −c	 6���
� �� ������� ������� �� ����� ������� A n = (1,−1, 1)� �

�0�<������� ?��	�	�@ 
� <����� ����� 
������ x− y + z = 0	 ��

��������� ��	#	$� /������ �0�<������� 
���� ����� r �2� ��������� ��

����� r1(t) = (1, t, 2t)� r2(t) = (1, 2t, t) � ����� ��� �� ����� p = (1, 1, 1)	
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��

��������� 
� ��
� ��I ����
� A 
� ������� �0�<������� 
�� �����

�2� ����� ��� �� ����� r1 �
 �� ����� p� � 
� ���� �������� �� ����� q 
�

������������ 
� <����� ����� ��� �� ����� r2	 3�� �� ����� r 
���
����� A

<����� �2� ����� ��� � ����� p � q	

����� ��I ��
����<������� �� ��B �������� �0�<������� 
���� ����� �2�

����� ��� �� '������� ����� (1, t, 2t) 
� r1 �
 �� '������� ����� = (1, 2s, s)


� r2(t) ?%���� ����� �� ������� 
���������� dts = (1, t, 2t) − (1, 2s, s)@�

�
 ������� �2� ����� ���2� ��� p = ((1, 1, 1)	 ��

��������� ��	#	�� /������ �0�<������� 
���� ����� r �2� ��������� ��

����� r1(t) = (1, t, 2t)� r2(t) = (1, 2t, t) �
 A ��������� ���� ����� r3(t) =

(t,−t, 0)	

��

��������� 
� *���� �2� r � r3 ����� ��������� �<������ � 
��� �2�

2���� �� ������ ������� 
����������� ���A d = (1,−1, 0) ?� �<�������4

������� �� ��� ��������@	 ���'����� �� ����� p = r1(t0) ����� �����

r1� � �����
������ �� ����� v 
� �<������� ����������� v(s) = p + sd	

!�� ����� � ������ 
� t0 ��� ��� <����� ����� s ��������� r2� ���� 
" ���

��������� 
�� ���%���� ��������	 !�� ������� <���
� <����� ����
� ��

�����
� �� ������� �����'� �� �����
���� )�������� ��	#	$� �� 
��������

�0�<������� 
�� ����� �2� �������� r1 � s � �� ��
� �� <����� ����� 2�

������������ ��� r2	 ��

��������� ��	#	�-� /������ �0�<������� 
���� ����� ������� 
���0���'���

�2� ��������� �� ����� r(t) = (1, t, 2t) �
 A ��������� �� ����� 2x+ z = 0	

��

��������� 1� ���
������ 
� ������������ �� ����� �<������ �

���2��
��� �2� �� ������� 
���������� d 
���� ����� ������� ��� ����'�4

���� �� ������� ������� 
�� ����� n = (2, 0, 1)	 6���
� �%%���� ��

����������� %�
����������� 
� ���� ������� ?�0����'����� 
� n@� �2� ���4

������
��� �
 �� ����� 
� ����� ������� 
���0���'���� �� ����� 
���
�����

A <����� *�� <����� �2� ��������� r� ���A <����� �� ��� ������� d A 
������

����� �� ����� 
� ������������ 
� <����� ����� ��� r2 ?���A A �� ��������


� ���� �����@	 ��

��������� ��	#	��� /������ �0�<������� 
���� ����� �������� ��� (1, 3, 2)

� ������
������� �� ����� 2x− y + z − 2 = 0	




���� ���
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����
������� 
� ������� 
���������� 
���� ����� 
��� ������ ����'�����

�� ������ <���
� �������� 
�� ��� ������� ������� (2,−1, 1)	 !�������

�� ����� 2� �<������� ����������� r(t) = (1, 3, 2) + t(2,−1, 1) = (1 +

2t, 3− t, 2 + t)	 ��

��������� ��	#	��� /������ �0�<������� 
���� ����� �������� ��� (1, 3, 2)

� ������
������� �� ����� 2x− y + z − 2 = 0	

��

��������� �� �� ������� �� �����
���� )�������� ��	#	�� �����4

���
� �2� ������� ������� A <����� �������� ��� (1, 3, 2) � ��������� ����

����� 
� ������������ 
�� 
�� ����� ?)������ ��	�	�@	 ��

��������� ��	#	��� /������ �0�<������� 
���� ����� ������� 
���0���'���

�2� ��������� ������
����������� �� ����� r(t) = (1 + t, 2t,−t)	
��

��������� 1� ����� ������� 2� ������� 
���������� ������
���4

���� � <����� 
� r� ���A � (1, 2,−1)	 6����� ������� 
���������� '��������

<���
� ��� ����� ����'����� � (1, 2,−1)	 8�� <������ <����� 
��
�����

A <����� �2� ����� ����� �0������������ 
���� ����� r ��� <����� ������

����������� ���� ����0)�������� ��	#	��	 ��

��������� ��	#	� � /������ �� 
������� ������ *�� �� ����� r(t) =

(0, 0, t) � q(u) = (u, u+ 1, u+ 2)	

����
������� 
� ��'����� �2� �������� �� ����� '������� 
���� �����

����� �
 �� ����� 
���� �����
� 2� ���'2���� ������ �� � ���� ��

A ������
������� �
 ������%� �� �����	 ������ ����
���� �� ����� ��

����� ����� � �����
������ �� ����� �
 ���� ����'����� �2� ����� ���

�� ��� ����� '������� r(t)	 6����� ����� A ����'����� �� ��� �������


���������� (0, 0, 1)� � <���
� �� ��� �<������� ?��	�	�@ A x = (0, 0, 1) ·
r(t)� ���A z = t	 
�������2���� ���� ����� ��� �� ����� q � ��������

�� ����� 
� ������������ q(u) = (u, u + 1, u + 2) ��� u + 2 = t� ���A

�� ����� q(t − 2) = (t − 2, t − 1, t)	 
� ��'����� �2� ������ r(t) ���

q(t − 2) A 
������ ���� s(t) := q(t − 2) − r(t) = (t − 2, t − 1, 0)	 3��

%���� ������� �2� <����� ������� ��� ����'����� � q� ���A �� ��� �������


���������� d = (1, 1, 1)	 .� s(t) ·d = 2t− 3� 
� ��� �� ������ t = 3
2
	 1�


������� ������ ���2����� <���
� A ‖s(3
2
)‖ = 1√

2
	 ��
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��������� ��	#	�#� /������ �0�<������� 
���� �*��� ��� ������ �� c =

(1, 2, 3) � ���'���� �� ����� x+ y + 2z − 1 = 0	

��

��������� 
� ��''�� 
�� ������ 
���� �*��� �� ����� 
� ���'����


��� ������ ����'����� �� ������ <���
� 
������ ���� �� ��� ������� ���4

���� n = (1, 1, 2)	 !����B <����� ��''�� '���� ���'� �� ����� r(t) = c+tn	


���������
� �� ����� r ��� �� ����� ���'���� �������� ��� �� ����� 
�

���'���� t� � �� ����� ‖t − c‖� ����� �� ��� 
������� 
�� ������ c� A ��

��''�� 
���� �*���	 ��

��������� ��	#	�&� /������ �0�<������� 
���� �*��� ���'���� ����0���'4

��� �� ����� σ 
� �<������� x+ y + z = 0 � ���'���� ���2� �� ����� τ


� �<������� x+ y + 2z − 1 = 0	

��

��������� 
� ������ 
���� �*��� 
��� '������ ����� ����� r �������


���0���'��� � ������
������� � σ� ���A 
������ ���� �� ��� ������� ���4

���� p = (1, 1, 1)	 ������������� p �
 ��������� �� ������� �������

n =
(

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
	 6���
� �%%���� �0�<������� ����������� r(t) = tn	

!���2F n 2� ����� 1� �� 
������� 
� r(t) 
���0���'��� A |t|	 ����������

������� ���� ����0)������ ��	�	�� �� ���������� ����'����� p(t) 
�� ���4

�� r(t) ��� ����� τ 	 1� �*��� A ���'���� � τ �� � ���� �� �� 
�������


�� ��� ������ �� ����� 
� ���'���� �� τ A �� ������ 
� <����� 
�� ���4

��� �� ����� 
� ���'���� �� σ ?����� �0���'���@	 !�������� ��� �������

�� ������ 
���� �*���� %���� ������� �2� �� ������ ��� �� ����� r(t) ����

�2� ‖r(t) − p(t)‖ = ‖r(t)‖ = |t|	 ���� 
� �2�� �� ��''�� 
���� �*��� A

‖r(t)‖ = |t|	 ��

���+� 3
��� ��A���� � ��!�
���

;���� �����
��� �� �������� +���2��� ���2��
��� 
� ��������� ��'4

'� ?���A ����� ����������2�@ ����� ������ � *���� ��=������ �� �������

��������� �� ���������	 
� ���%����� �������� �� ������� 
�� ������� 
�4

��������� p 
�� ��''��� �� ��
��� �� ��'�����	 ���� �� ������� p �
 ��

����� π �2� ����� ��� �0���'��� ��� ������� ������� n� ���� �� 
��������

�� ������� v ��=���� ��������� 
� p �������� � nO !�� ��'���� 
� �������4

��" 
� ���'���������� � �������" 
� ���������� 
�� ��
���� ��������




���� 
�""� 
�#����� � 
�#
���� ���

������� �� �������� ���� �� ������� 
� ���
���� ������� ?����� 
� ���
��4

�� 
� ����
������ ����
� 
� ���������@ ������ �2� ������� �����������

���'���������2�	

1� ���������� 
�� ������� p ��� ������� ������� n ���� cos θn� 
���

θ A �0��'��� 
� ����
���� 
�� ��''�� ��� ����� π	 !����B �� ����������


� p ����'����� � n ���� s = p− cos θn	 �� ������� �2� <����� ������� s

A <����� �2� ������� �0�
�����" p + s = cos θn = (p · n)mbn� ���A �����


� p �� ���
� 
���� ��� ���������� ���'� n	

N 

L R cosθ N 

θ  θ  

S = cosθ N - L S 

	�
��
 �� ������� �
�����

H <���
� �2���� �2� �� 2�

v = p + 2s = 2 cos θn− p = 2(p · n)n− p .

/������� � ��''� 
� ����� �����2F ��=������� ����� ��������� 
� �� ��4

�������� �� �� ��*���'��� 
�����	 ������������ �0����������� 
�� �������
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���� ��''� 
� ����� 
���� ��*�������� �2� ��������� �2� �� ��''��

����
���� ����� 
������ �� ������� 
� ��

��*��� �� ��'����� ���������

*�� �0��'��� θi �2� ���� *���� ��� �� ������� ���� ��������� ?��� ������

���� �� ����� π � �0�����'� ��'��� θt *������ 
�� ��''�� ��*������ ���A

��������� �� �����
� ����������

ηi sin θi = ηt sin θt ,


��� ηi � ηi ���� � ���������� ��
��� 
� ��*������� 
�� 
�� ���������� 
������

���� �� �������� ��� �� �������" 
���� ���� ��� ����� � ��� ���������� ����

������� ��� �� ���'2���� 
0��
� 
���� ����	 
� ����� 2� <���
� ��
��� 
�

��*������� 1L � ��������� 2���� ��
��� 
� ��*������� ��I �������	
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���������� �� ������� 
���������� t 
�� ��''�� ��*�����	 !�� �����

����� 
����������� �� ������� m ������
������� �� ������� ������� n

�2� '���� ��� ����� '������� 
� n � 
�� ������� 
���� 
�������� 
� ����
��4

�� i� � ����� ����� �� ���� ������� 
� i �������� � n	 1� ���������� 
� i ���4

'� n ���� cos θi n	 !����B �� ������� cos θi n− i A 
������ ��������������

�� ����� π� � <���
� A ������
������� � n	 !���2F n � i 2���� ����� 1

?���� �������M@ � cos θin A ����'����� � n � <���
� ���2� � cos θi n� ���

�� ������� 
� !���'��� �� ����� 
� cos θi n− i ����
√

1− cos2 θi = sin θi

?�� ���� A �������� ����2F �0��'��� θi A �������� *�� 0 � π/2	 6���
��

�����������
�� �������� �� ������� m = (cos θi n− i)/ sin θi 	

θ
i

N cos θ  - Ii

N cos θ 
i

I

N 

SS 

	�
��
 �� ����� ����������� ��� ����
� 
��
�����

3��� ��� �� ��''� 
� ������ �� ������� 
�� ��''�� ��������� A

t = sin θtm− cos θtn =
sin θt

sin θi

(cos θi n− i)− cos θtn .

�0����� ������ ������ ��� �� ��''� 
� ������ �� 2� sin θt/ sin θi = ηi/ηt	

6���
�� �����
� ητ = ηi/ηt � ���������

t = (ητ cos θi − cos θt)n− ητ i .
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	�
��
  � �� ������� �
������

�0����� ����� cos θi = n · i� �

cos θt =
√

1− sin2 θt =
√

1− η2
τ sin2 θi

=
√

1− η2
τ (1− cos2 θi) =

√
1− η2

τ (1− (n · i)2) .

�%%���� ���G �������� t ���������� �� ������� 
� ���
���� ��������
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t =
(
ητn · i−

√
1− η2

τ (1− (n · i)2)
)

n− ητ i .
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����������� ��	�	�� �'�����  ���������� ��� X ��� ������ �����4

����� ?� 
��������� �����@ � V �� ��� �����������	 
� ����������� V

��
��� ��� ��������� 
� �<��������� �� X� ��� ����� 
���� ����������

�	�	#� �� ������ �������� ��� �������������� x ∈ X A

x + V = {x + v : v ∈ V} .

� <�������� 
� X �������� � <����� ��������� 
� �<��������� �� �2����

�� 	����
 ��
������ X/V	

���
 ��	�	�� H ����
���� ��������� �2�� �� X = V⊕W� ������ �� 2�

�0���������� X/V � W	 ��

����������� ��	�	�� �0��
� � ���
���� 	������ ����� 	�����  ����������

��� X ��� ������ ������� ?� 
��������� �����@� � <���
� ������ 
�

�� ���
���� ������� 
������ �������� ��
���� 
���� ����� ?����������

&	#	&@� � V �� ����������� 
� X	 1� ����� �� X �������� ��� �����

����� ������ <�������� X/V ��� ��
� ��'������

‖x̃‖ = ‖x + V‖ = min{‖x + v‖ : v ∈ V} . ?��	�	�@

+����� �� ���������� &	&	�� <����� ����� <�������� A ������������ ��4

������� ���0����� ���
���� ������� ����� ������ <�������� 
� ��� ���� A

��
����� ��������������� 
������ ��������	 6���
� �� ���
���� �������

�� X �������� �� ?�����@ ���
���� ������� �� X/V	

������� ��	�	 � �� �����
��� �� ������ Rn ��� �������� ���
���� �������

�����
�� ?&	�	�@	 ��� n = m+ k� ��� m� k > 0� � <���
� Rn = Rm⊕Rk	


� <�������� Rn/Rk A ������*� � Rm	 1� ����� <�������� ��
���� ��

�	
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Rm 
���� ����� �����
�� 
� Rn A 
��� 
�

‖x̃‖Rm = min{‖x + v‖Rn : v ∈ Rk} = ‖PRmx‖Rn ,


��� PRm A �� ���������� �������� ��� ����� �

��
� 
���� ����� 
�4

����� ?���� $	-	#@� � <���
� PRmx = ( x1 , x2 , . . . , xm , 0 , 0, . . . , o)	


� ����� ������� �� ����� ��
���� ��� <�������� Rm 
���� ����� ��4

���
�� ����� ������ Rn A ������������ �� ����� �����
�� 
� Rm	 

������

��'������ ���� �� Cn	

!���2F �� ����� �����
�� A <����� ��
���� 
�� ���
���� ������� �����
��

?���� &	#	$@� �� *���� �2� �� ����� �����
�� 
� Rn ���������� ����� ������

<�������� Rm ������
� ��� �� ����� �����
�� 
�� <�������� �<������ �


��� �2� �� ���
���� ������� �����
�� ���������� ��� <�������� ������
�

��� �� ���
���� ������� �����
�� �� Rm	 ��

����
 ��	�	#� ��� 
��� 	
��
	����
 V �� X� �� ����� ����
 	����


��
������ X/V �
�	�	�� ���  ����
���� �� X′ ��� 	
�
 �
	����� 	����

���		� �������� �� V �� X (��
� ��� ����
 �
 	��		
 ���
�� 	�� ������	���

����� �� ���	���� ���		� x + V)�

�������
������ ��� x′ ∈ X′ ���� �2� x′ �� ������� �� V � �����

x′(y + v) = x′(y) ��� �'�� v ∈ V	 ������ x′ ��
��� �� *���������

������� ����� ������ <�������� X/V� �2� ��
��2���� ��� P̃V(x′) ?������
��� P̃V x′ <���
� ��� �0A �
��� � ���*������@� 
������ 
���� ��'���

���������

P̃V(x′)(y + V) = x′(y)

��� �'�� y ∈ X	 6����� *��������� A %�� 
������ ����� ������ <��������

����2F ��� ������� � ������ �2� ������ ��� 
����
��� 
���� ������ 
��

�������������� 
���� ������ �������� 
�� <��������� ���2� �� �� 
���������

�2� �%%���� ������� *� ��*�������� �� �������������� y	

;��������� �'�� *��������� ������� f ��� <�������� X/V ��
��� ��

*��������� ������� f̃ �� X �������� ����� ������ �������� 
� V �����
� ��

��'��� �������� ���������� 
���� �����
�����

f(y) = f(y + V) .
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P̃V : {x′ ∈ X′; x′ �� ������� �� V} −→ (X/V)′

�����
���� ����� 
������������ 
�� �����
���� 1���� ��	�	# A �� ���4

������� � ������� P̃Vf̃ = f 	 ��

����
 ��	�	�� ,�  ����
���� ������� x′ ∈ X′ � �
	����� 	���� ���		�

�������� ��� 	
��
	����
 V ⊂ X

• 	� � 	
�����
 	� �	�	�� ��  ����
���� ������� f ∈ (X/V)′ ����

��� x′ = P̃ −1
V f +

• 	� � 	
�����
 	� P �
Vf = f |V = 0V′

�������
������ 1� ����� ����� A �2����	 !�� �� �����
� %���� �����4

���� �2�� '����� ���� ��������"� �� *��������� ������� x′ A �������� �����

������ �������� 
� V �� � ���� �� ������ �� ������ 0 ����� ������ ��������

0 + V = V� ���A �� �� ������� �� V� <���
� �� � ���� �� A ��� ������


���� ���������� 
� ����������� P �
V	

�� ���� ������ �2� �� ����������������� 
�� *��������� �2� �
�����
�
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�� ����������� A �� ��'������ ���� �� ������
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���� ��������"�

∗ ��������� ��	�	$� ��� *��������� ������� x′
1� x

′
2 �� X ������
��� �����

������ �������� 
�� ����������� V ⊂ X

• �� � ���� �� x′
1 − x′

2 ���� ���� �� V�

• �� � ���� �� x′
1 − x′

2 ∈ kerP �
V ?
��� P �

V A �� ���������� ���

����������� �����
���� �� ?�-	�	�@ 
���� ���� �-	�	�@�

• �� � ���� �� x′
1 � x′

2 ���� �<��������� �����
� �� ��������� 
�

�<��������� 
��� 
�� *��� �� <�������� ��� kerP �
V�

• �� � ���� �� x′
1 � x′

2 ��������'��� ���� ������ ������ �������� ��

X/ kerP �
V	
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kerP �
V = {x′ ∈ X′ : x′ |V = 0} = {x′ : x′(v) = 0 ∀ v ∈ V} = V⊥ .


� ��'���� �� 1���� ��	�	#� ��	�	� � ��	�	� ��� ������
���� �2��
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��� 	
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	����
 V �� X� �� ����� ����
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�����
����� �� �� ������ ��%������� 
� �����%���� �� A ��������� %�4

���� �� ��� �����%���	 !�� ���������" 
� ��������� �� *��������� ���

���� 
� 
�� �����%��� x � y� �� �� ����������� ���� �� '�������	

�����
������ �� ������ ���������� Pn[x, y] 
�� �������� 
� '��
� ��

��I n �� 
�� �����%���� � ��� �������� ����∑
i+j�n

aijx
iyj

��� aij ����� ?� ��I �� '������� ���������@	 3��������� �2� �'�� ����4

����� �� �������� �� ������� ����������� ���'�����∑
i+j�n

aijx
iyj =

n∑
k=0

∑
i+j=k

aijx
iyj =

n∑
k=0

k∑
i=0

c
(
ik)x

iyk−i .

������ �� ������ <�������� Qn[x, y] := Pn[x, y]/Pn−1[x, y] A ������*� ����
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� '��
� n �
n∑

k=0

∑
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aijx
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�%%���� ����� ����� ���������� ��	�	� ����� � ������� 
� ��� ������
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� �<��������� '������� 
�@ �� ����������� X	 !�I �� '��4

������ �������� �����
����� ��������� 
� �<��������� ∼ �� ������������

X 
� ��� ������ ����������� �2� ��� ���������� ��������������� �� ��4
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� ����� � 
� ��������������� ��� �������	 
� ���

����� 
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� ���'2���� 1 � �� ��� σ ���'����� �0��������� {x :
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�E������ ������ 
�

�<��������� ��� 
����������� �2� �
��������� 
�E������ 
�������� �����
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�0�������� � �� �������������� ���������� ��� ��� �*��� � 
���������

n−1 ?��� ���� 
� R3� ��� �� ����2��� �� ����2�� 
� ��''��� �
 �������� 1

��� ����� 
� %��� σ = {x : xn = 0}	 
������ ����� �*��� ������'������ �A

�� ����� ����� ��� ����� 
� %��� σ� � <���
� �� ���������� ������'�����

��� ������ �� 
�������� ����� �0������� ��� ����� 
� ���'����	 ��

� 
�E������ 
���0������� �����
����� ����� ����������� �
 �<���4

������ �2� �������� �� 
�������� ���0�������	 �2������� ��'��� <�����

��������� ����
��
� �
 ������� �� �����	 �����
������ �� ����� ��� ��4

���� � 
��2������� 
�� 
� ���� �<��������� �� ���� ���������� ��������

������� �2� �� ������ 
� �<��������� ��
���
���� �� ������
�� ����������
	

6����� ��'����� ������� �� 
�������� 
�� ������� x = (x1, x2) ���� ��

���
���� 
���� ����� *������ 
� ����� � �������� 
� x	 6����� ���
����

A 
��� 
�� �������� x1

x2
?�2� ��B ������ �������� �� �2� ����
� <���
� ��

����� A �0���� x1 = 0@	

����������� ��	�	�� �'����� ������������ ;�'����� �''���'��� ��

����� 
� R2 �� ��������� ������� 
� ����� ����������
� � *���� 
�������


��� ������
�� ���0�������� �������������� 
�� ����� 
� �� ����2��� ����

����'��� ����� ���� ��	�	�	 � <����� ����� ����
���� �� ����� ���

�������� 
���0��%����� '��������� ���
����������� �����
���� �� <�����

���� ��� �� ���������� ������'������ ��� �� ����� 
� %��� σ = {x : x0 =




���� �� ������ �
�������� �	�

0} �
 �� ��� �������� τ = {x : x0 = 1}	 
����
������ �� R3 \ {0} ���

��������� 
� �<��������� �2� �
������2� � ����� 
� τ ��� � ����� 
� ���

������ ���������� %�
����������� R2� �
 � ����� 
�� ����2�� �������� ?�


� �� <�������� ��''�� ��� �����@ ��� ������ �0���'��� �� σ ��� � �����

���0������� 
� R2	

6����� ��������� 
� �<��������� A �����0����� �2� �0�<��������� ��� 
�4

��������� ��� ����� '�" �����
���� ���0������ 
� <����� �������� 
�� �����

�� R3 
������ 
���0���'���� 
������ (x0, x1, x2) � (x′0, x
′
1, x

′
2) ���� �<���4

������ �� ������ ��� ������� λ 	= 0 ���� �2�

(x′0, x
′
1, x

′
2) = (λx0, λx1, λx2) .


� ������������ �� x0 	= 0� ���A �� �� ������� ��� �� ����� ��� ����� 
� %���

σ� ������ �'�� ������ 
� �<��������� 2� �� �������������� ��� ����� τ � �


��� ����� 
��� 
�� ����� (1, x1

x0
, x2

x0
)L ������ ��� �� ������ 
� �<��������� 
�

�� ����� 
�� ����� 
� %���� ���A 
�� ���� v = (0, x1, x2)� �� ��B ���'�����

�� �������������� 
��� 
�� ����� 
�� ����2�� �������� �� σ ��� �� ������


�������� 
� v� ���A 
�� ������� v/‖v‖	
1� ������ <�������� 
� R3 \{0} �������� � <����� ��������� 
� �<���4

������� ���A �0������� 
� ����� �� ������ 
� �<��������� �� ��
��� ��� P2	

���� '�" ���������� ��� ����������� ��� ������ ����������� �
 ��*����

�0���������� 
� ����� ��� ����� �� <��������� ����2F 
����
� 
����

������ 
�� ��������������� � <���
� ��� A %�� 
������ ����� ������ 
�

�<���������	

!�I �������������

������� ��	�	�� 1� ������ 
� �<��������� ��� 
���������� 
�� �������

s(x0, x1, x2)+t(x
′
0, x

′
1, x

′
2) 
����
� 
���� ������ 
�'�� ������� s � t� � ����

�2� (x0, x1, x2) � (x′0, x
′
1, x

′
2) ����� �������� ��� ����� �0��� 
���0�����	


�*����� %���� ��������� �2� ��� s = 0 �� ������ 
� �<��������� A <�����


� (x′0, x
′
1, x

′
2)� ������ ��� t = 0 A <����� 
� (x0, x1, x2)	 ��


� ��� ��
� �� ������ ���������� P2 ������������ � ����� �� �����

�
 ���0������� '����� � ��� ����
����� (x0, x1, x2)� 
���� �

������� 


�

����� ����2F �� ���� �� �<������� 
���� ������ �2� �� R2 ���� 
�� ����

a1x1 + a2x2 + a0 = 0� 
�������� ?'����� ���0�<��������� ��� 
����������



�	� 
�� ∗ ����� '��������� ����� �
��������

��� �����@ �<������� ���'����� 
�� ���� a0x0 +a1x1 +a2x2 = 0	 
 �����

���0�������� ���� �%%���� ������ ���� '�������������� �� ���������4


���� %�������� ��� <����� 
�� ����2�� �������� ��� ����� x0 = 0� ��

?������ '����� ���0�<��������� ��� 
���������� ��� �����@ ���� ���2� ��

���������
���� ��� � ����� (x0, x1, x2) �2� ��������� �0�<������� x0 = 0�

�� <���� A �0�<������� 
� �� ����� �� ��� 
��������� ?�� ����� x0 = 0�

�������@� ������ 
� ��� ����� �� 
�� 
���������	

�����'������ �� ������ �� ���� 
���� '�������� ���������� �� n + 1


��������� ����� ?Pn(R)@� � ���2�� ��I �� '�������� ��������� ?Pn(C)@	

!�� ����
��" ����0��� 
�'�� ��
���� 
0��� �� ������ ����������� �����4

������� �� ����
����� �
 ��
��2����� � ����� �� ����� ��� (x1 , x2 , . . . , xn−1 , 1)

� <����� ���0������� ��� (x1 , x2 , . . . , xn−1 , 0)	 6���
� �0��������� 
��

����� �� ����� �� Pn−1 ��� 2� �<������� xn = 1 � <����� 
�� �����

���0������� xn = 0	

�	�	� (∗) Pn ���� ����
���&�
$���� �� Rn


� Rn+1 
�� ����� ���� ������ � ���� 
�� 
������� ε > 0 �� �� �����4


� '���� �� ��� ����� ?������@ 
� ��''�� ε �������� ��� �����	 �������

�2� <����� ����� '������� �� ������'�� 
� Rn+1� ���A 
���� ���'� ����

�������� ������� 
� ������'���� 
� �����������	 1� ������� ���������4


���� �� Pn 
��� ������ %����� �� ������� ������ ���������� 
� ������ 
�

�<��������� ��� 
���������� ��� ����� ?��������� ������� 
���0���'���@	

�
 �'�� ����� ������ B �� Rn+1 ��������� �� �����
 CB �� Pn ���

��
� ��'������ CB A �0������� 
���� ����� �� Rn+1 ������� 
���0���'4

��� ?����� �0���'��� ������@ �2� ����������� B� <���
� �� ���� �������


���0���'���	 �������� 
�� ��

���� ���� �� Rn+1 ��������� �0���������

(x1 , x2 , . . . , xn , 1) 
�� ����� �� ����� 
� Pn �� ��� �������	 !���2F ����4

���� 
� <����� ������� A �������� � ������������ � ����� �*����2� 
���0������4

���� A ���
���� �2� �� ������� 
� ������'���� ���G ��
���� ��� �������4

����� 
�� ����� �� ����� 
� Pn ������
� ��� <����� ������ 
� Rn	 
������

����0��������� (x1 , x2 , . . . , xn , 0)� � ���� n+ 14
����������� 
� ��� ��4

��� 2���� ��� ������������ ������ ���� ?� 
��������� n@	 6���
�� ���

������������ 
�� ����� ���0�������� �� ������� 
� ������'���� ��'���
�

�� 
�������� ���0�������� ��� ����������� 
� ������ ������'� �
 ��� ������




��	� �
��#�
������� �
�������� �	�


��� �� � ���� ��� ������ ��� �������� ������ �� ������� ��� ���������4

������ � �������������� 
���� ������ 
���� ����������� 2���� 
�������� �2�

������'��� � <����� 
���� ������ ������ ?�� ������'���� <���
� �������

����� �*��� ��������@	

�����
������ ������ ��� ����������� 
� ����� �� ����� �� Pn� ���A

����� 
���0��������� xn+1 = 1	 
� <����� ��������� �� ������� 
� ���4

���'���� 
� Pn� ���� �%%���� ������ A <����� ������	 ������� �� <�����

����� *������ ��� ����������� �2� ���
� ���0�������� ���� �� �����������


���0���'���� � <���
� �� ����� ������� 
���0���'��� �2� �� ������'��� 
�4

������� ��� ��� ��I �����������	 !���2F �� ������'�� 
� Pn A 
��� 
� ����

���� 
�������� ������ ��� ����������� 
� ����� �� ����� ���
� �
 ��

����� ���0������� ����������� <���
�� 
��� �� <�����<�� ���� ������

��2� 2� ��� ���� �� ����� ����������� ���������
���� � <��� ����� ���0��4

������ �� ����� �2� ���� 
��������� '��������� 
� �� 
��� ��
��� �� ����


����� ���� ����	 H *����� ��������� �2� <����� ������� 
� ������'����

�<������ � 
��� �2� �� 
�������� 
�� ����� �� ����� ���
��� � <����� 
��

����� ������ ���0������� ?����� �������� ������� 
� ������'���� 
����

�*��� �������� 
��� 
�� ������� �� Rn+1@	

��� �� 
��������� � '�� ��'������ ���������� ����0�����
��� ?����4

���� ��@� ������� ��	�� �� ��
� �2� �'�� ����������� 
� ����� 
� Pn ��4

����� ��� ���������������� ������'����	 �� �� ����������� 
� ����� �� Pn

A ��� ����������� 
� ����� �� ����� �2�� ����� ����0��������� xn+1 = 1� A

����������� ������ ���� ������� ��� ���������������� �2� ������'� �
 ��

����� ���0������� ����� ������� 
� ������'���� 
� Pn ?� ���A ��� �����

�2� ������'��� �� 
��������@	 �
�����
� 
� ����� �� ���������'�� 
����

������� ��	� 
���0�����
���� 
������ �2� �� ������ ���������� Pn A ���

�

����������
�� 
� Rn	

�	��� /�
�!���
$���� ����������

�%%���� '�" �����
���� �� '����� ������� GLn(R)� ���A 
���� ��4

����� ����� �������%��� � 
��������� n	 ?��������� �	�	�@	 3�� ��'�����

�����
����� �� *���� ���������� 
�'�� ��������� ������� ����� ������ ����4

������ Pn−1	 !�� <����� ����� ������� ��� ������ �������'���� 
� ������4

�������� ����� ������ 
� �<���������� <����� ��'��� ���� ����������������



��� 
�� ∗ ����� '��������� ����� �
��������

������'����� �����
���� ����� �����
���� ������� ��	�� ��� � ���������4

����� 
���� ������ �� ����� ���'����� (x1 , x2 , . . . , xn−1 , 1)� ������ ���

�� ������ ���0������� (x1 , x2 , . . . , xn−1 , 0)	

���� ����� ����� ������� ��	�� ��� �� ������ �� Pn−1 ������ n ��4

��
����� 


������ 
������ ������������ ���� � ���� 
� 
�����������

���������
��� ���B 
�� *���� �2� �� Pn−1 %������ n− 1 ��������� ���

�
��������� �� ������	 
�*���� �0������� 
���� ������ �� ����� A ������*� �

Rn−1� � �
 ���� �� 
����� �''���'��� <����� ���0�������� �2� *������

��� ������*������ �� Rn−1� � �� �� ���*������ �� ���������� �0���������

x0 = 0	 6����� ���������� �� ������������ ��� ���� n− 2 ��������� ?�


������� n − 2 �����%��� ���������� x1, . . . , xn−2� ������� �� �� �� �����

���� ��� ������*������� n − 2 ��'��� 
� )�����@	 !�� ������� ��%�'��4

�" ������������ �� <����� ������� 
�������� �� ������� 
� ����
����� ��

������� x ∈ Rn ��� ⎛⎜⎝ x1

			

xn

⎞⎟⎠
� �� ��� ������ 
� �<��������� ��� 
����������� ���A �0�������� 
� Pn−1


� ��� x A ��������������� ��� ⎡⎢⎣ x1

			

xn

⎤⎥⎦ .
1� ������� �� GLn(R) �'������ ��� �������� ������ �2� ����� ������ 
�

�<���������	 !��B� ��� ��������"� �� 
�� ������� x � y ���� �������� ���


���0������ x = λy� �'�� ������� M �� GLn(R) ������� Mx = λMy	

6���
�M �������� �� ������ 
� �<���������� � �����B �0������ 
� GLn(R)

�� Rn ��
��� ��� ������ %�� 
������ 
� GLn(R) ����� ������ ����������

Pn−1	 !��B �0������ 
� ������� 
������ ��B ������ �
������� ��� ��� 
��

*���� �2� �� ������ 
�� �������������� 
� ��� ������ A 
���������� ����

� ���� 
� ��������� ��� �'�� λ 	= 0 ����� �0������ 
� M ������
� ���

<����� 
� λM 	 !�������� ����� ���� ��������� ����� ������ �����������M

� λM �� �
���������	 6����� ����� � 
������ ������������� �� '�����


� ��������� ������� �2� �'������ ����� ������ ���������� �� ������� 
�

�<��������� ����� 
����������� ���� ��'��	
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����������� ��	 	�� �1����� ������� ������������ 
� '����� �������

���������� PGLn(R) A �� '����� � ��� �������� ���� �� ������ 
� �<���4

������ 
� GLn(R) ����� �� ��������� 
� �<��������� �2� �
������� 
��

������� M1 � M2 �� ������ λ ∈ R� λ 	= 0 ���� �2� M1 = λM2	

1� ���������� 
� ���
���� � 
� ������� �� GLn(R) ?���
���� ��'2� ���

�������@ ���������� �� ������ 
� �<���������� ����2F �� ���
���� 
� �����4

��� 
� 
�� ������� A �� �������� 
���� ������� ���
����� � <���
� �� ����4

������ 
� '����� �� GLn(R) ��
����� ���������� �����'2� %�� 
������

�� PGLn(R)	

����������� ��	 	�� �4�������� 	���� 
���������� 
���� 	�����


���� 
������ ������� �����'������ ���� ���������� ��	 	�� �����
�4

����� �� ������ ���������� Mn(R) 
���� ������� n × n � ���>������ ��4

���� �:
 �� ��� <�������� PMn(R) ��
��� �0�<��������� ��� 
����������

��������� ���A ��
��� �� ������������ {λI}� ��� λ > 0 � I �� �������

�
�����"	

���
����� ��	 	�� �� ����
��� � �����
  ���
 ��� Pn� ��������

 ���



�
 	������� ��� ���
���� �� PGLn(R) � PMn(R) � ������� ����� 
��

����� �� GLn(R) � PMn(R) ��� �� ������	�����
� �����
���
 �� PGLn(R)


 PMn(R) �		
����
 ���� 
������⎛⎜⎝ m11 · · · m1n

� � �

mn1 · · · mnn

⎞⎟⎠
	� 	����� �
� �� �������	� �������⎛⎜⎝ m11 · · · m1n

� � �

mn1 · · · mnn

⎞⎟⎠
������� ��	 	 � !�� ����������� �� ���������� �������'���� �� <�����

������� �� ������ ���������� �� ���� 
���� ������ ���������� ���
����4

������� P4� ��� ����
����� ���'���� x� y� z� w ?<����� A �� ���� 
�

��������� ����� ������������ 
���� '�������� ���������� ���� ��������

+���2���� �2� ��
���� �� ��'���� ����� ������� � 	�	 �����
������

��� ������ ��� �� �������������� �� ������ ���A 
�� ���� (x, y, z, 1)	 ���



��� 
�� ∗ ����� '��������� ����� �
��������

M ∈ PM4(R)� �
 ��
��2���� ��� ������� ��������� �� ����
����� 
��

�������������� 
���� ������ �� ��� M ���
� (x, y, z, 1)	 1� ���������

<���
� 
�������⎡⎢⎢⎢⎣
X

Y

Z

W

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎛⎜⎝ m11 · · · m1n

	 	 	

mn1 · · · mnn

⎞⎟⎠
⎡⎢⎢⎢⎣
x

y

z

1

⎤⎥⎥⎥⎦ . ?��	 	�@

�� ������� �2� M ∈ PM4(R) ��B ���
��� ��� ������ �� ������ ����

[x, y, z, 1] ��� �� ��0����� ������ �� ������ ��� �� ��� ������ ���0�������� 
��

���� [x, y, z, 0]	 �
 �������� �� ������� �
�����" ���
� �������� ������

�� �F ������� ������ �� ?������ 
� �<��������� 
���@ ������� 
� ����������

��� ����� ���0�������� ⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

	 	 	

0 · · · 1 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
���
� [x, y, z, 1] �� [x, y, z, 0]� �
 ������ �� λ 	= 0�⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0
	 	 	

0 · · · 1 0

0 0 λ 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ?��	 	�@

���
� [x, y, z, 0] �� [x, y, z, λz]� �2�� ������ ��� z 	= 0� A ��� ������ ��

�����	 ��
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∗ ���� ��
������ �#��

����� ���� ������ �� Rn ������� �� ��
�!���
$���� ����
�� ��

Rn+1

10������� 
���� ����*��������� ������� 
� R �� �F A �0������� 
�� *��4

������� ������� �� R� � <���
�� ��� �� /������ �-	�	#� A ��� ������ �����4

����� ������*� � R� �'�� a ∈ R ���������
� ���� ����*��������� �������

�� R 
��� 
���� 
���������� x 
→ ax ?��� �������� a A ��*���� �� ��I

'������� ������� 1× 1@	

�����
������ �� *���'��� ?���� �� �����
� ��� ����� 
���� �����
���

�	�@ 
��� 
� ����� �� ������������ 
� <����� ����*��������� ������� ?��


����������@ � �� ���	����
�� 
� R� ���A �� ������������ ?��� ������� ���4

�2F ��� ���������� �0���'���M@ 
� R �� �F 
������ 
� x 
→ x + b� 
���

b ∈ R	 H *����� ��������� ������ �2� �������� �2� <����� A �� '���4

�� ��� �����������	 )��� ��� �������� <���
� 
� ������� 1 × 1� ���B

��� ��������� �2� � ���� �������� ������� ������ ������������� ����

������� 2× 2� ���A 
� ������������ ������� �� R2	


�*�����

����
 � 	�	�� �

�����

 �� ����� ����� �

� ��� ����� ����
 	����


����
��	�
���� R2� �� �	�
��
 �

� �� ����� {x2 = 1}� ��������� �����		�

����� �	��		� �� 
������� 1� %��
�� �	�	�� ��� ���������
�� ������� �� R2

�� 	; ��� ���	���� ���	�� ������ � 	� �� �		� ���	�� ���	����
�� ��
������

'��
� �� ����
 (0, 1) � ��������
 ��� ���������� �� ��  ���
�� a�

�������
������ !�� ����� ���� �������� <���� ��������� ������� ��

R2 ���������� �� ����� {x2 = 1}	 ��������� <����� ���
������ ���� ���

���
������ ����� ������� A 
� �� ���� ��������� ����� %��� ��������	 1�

���



��	 
	� ∗ �
��#�
������� �##���

���
������ A �2� ��� �'�� s ∈ R ������ t ∈ R ���� �2�

A

(
s

1

)
=

(
t

1

)
.


� ������������ �� �� ���'��� s = 0� �� ��
� �2� A ���
� �� �����
�

������� 
���� %��� �������� �� �� ������� ��� ��
����� 1� � <���
� ��

�����
� ������� 
�A A 
�� ���� (b, 1) ��� <����2� b ∈ R	 �0����� ������ ��


�E������ *�� 
�� ������� ����� ����� {x2 = 1} A �� ������� �������������

� e1 = (1, 0)� � <���
� <����� ������� ����� ���
��� �� �� ��������

(a, 0) 
� e1	 !������� �� ����� ������� 
���� ������� A A 
�� ���� (a, 0)

��� <����2� a ∈ R	 ,��������
� �� 2��

A =

(
a b

0 1

)
.

3��������� �2� <����� ������� ���
� (s, 1) �� (as+b, 1)� � <���
� ������

�0���'��� 
���� ����� {x2 = 1} 
� ��� <������" b� � 
����� '�� ���������� 
�

<����� ����� 
� �� *������ a	


� ��� 
��������� �� ���%���� ���������
���� A <����� 
� <���� �����4

���� ������� �'������ ���������
� �� ����� x3 = 1 � �������
��� �0���'���


� �� ������� 
����
����� (v1, v2, 0)	 )���������� �� ������ ��'������


� ����� ����� ��� ���� ����������� ��'�����	

������������ � 	�	�� &� ���	 
�
���
�� ������� �� R3 �� R3 ��� ��	�

����
 ���������� �� ����
 {x3 = 1} � ���	���
 �� ����
 (0, 0, 1) ?�0���'���


�� ����� �>��@ ��� ����
 (v1, v2, 1) 	
�
 �����	�
���� ������ �� ���

�	���		�
�� 
��������� '����� ��	� ���
����! � ������
���� � ��
����� ���

���


A =

⎛⎜⎝ a b v1

c d v2

0 0 1

⎞⎟⎠
�
� a� b� c� d ∈ R�

3�� ����������� <����� �����
�������� ��� Rn	

����������� � 	�	�� �2��	)��
������ �,���� 5�� ����*���������


� Rn �� �F �2� �� ������� ��������
� ��� ����������� ��� ��� ����*��4

������� ������� �� �2���� ��� ���	 
�
���
�� �)��	




	�
� �
��#�
������� �##��� ���

������������ � 	�	 � $� �����������

 Rn �
� ����������
 �� ������
��

xn+1 = 1 �� Rn+1� �� ���	 
�
���
�� �)�� �� Rn �
���	�
��
�
 ����

���	 
�
���
�� ������� �� Rn+1 �� ��� 
������ '����� ��	� ���
����! ��

 
�
� ������
���� � ��
���� ��� ���


An+1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
a11 . . . a1n v1

� � �

an1 . . . ann vn

0 . . . 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
�
�� �� ����
�� (v1 , v2 , . . . , vn) � �� ����
 �� ��� ����� ���	���� ��
������

�� Rn�

5�� ����*��������� �>�� T A �
��������� 
� 
��� ���
� �0���'���

� 
��� ���
� � ������� 
� ��� %���	 ���������� �2� ���
� �0���'��� ��

�� v �
 �� ������� ej 
���� %��� �������� �� uj � ��� j = 1, . . . , n	 ������

T A �
��������� ���2� 
�� ������� v ����'��� 
���0���'��� � 
�� ����
��

��������� � v 
��� 
� vj = ej − v	 !�I �������������

����������� � 	�	#� �'����� �,��. ������� ��������� � ���	)���


������ �,���� 1� ������ �>�� ����� X � 
��������� n A �� ������ Rn

��� ��� ������ 
� ���'��� o 
� ��� ��������� �� ����
������ ���A A �� ���4

��� o× Rn ⊂ R2nL �� ������� o ∈ Rn �� �2���� �� ����� 
� ������������


�� �������	 
� '������� �������� (o,v) 
� X �� �2���� ������� �����4

���� �� ����� o	 !�� ������� ��%�'���" *�� ������� � ������� ����������


��������� �� ������� ��������� (o,v) ��� −→ov	
������
��� � 	�	&� ,�� ���	 
�
���
�� �)�� T 	� X 	�
	�� ��
����

��� �� ��� ��
�� 
������ o′� �� � ����
�� ��������� � o �� ����
�� ���������

� o′+ �		� � ����
��
���� �����
����� ����� ��
�� 
������ o′ '��� �	�

���
� �� ���	����
�� ��� � 	���� ��������� ����
������ �������� o! � �����

�

����� ��� ����
�� �� ��� ��	� ��������� � o� ��� 	
�
 ����
�� ���������

� o′�

���
 � 	�	�� (
#���

 ����2A ��� ����*��������� �>�� ������ �0���'4

���� ���� ���
� ������� ��������� ���0���'��� �� ������� ��������� �������

?�� ����������� �����
� 
��� 
���� ���������� 
� �����������@	 !����B



��� 
	� ∗ �
��#�
������� �##���

��� A ��I ���� �2� �� ������� �2� �� ����������� 2� ��� ������� �0��4

��'��� 
�� ������� �������� 
� %��� ��������� ���0���'��� ?����  	�	�@�

%���'�� ��������� ����2A ����� ��������� ���� ����� ���'���	 1� *����

�2� �� ������� ������ ����� ���������� ��� �������� ���������	

��

������
��� � 	�	$� (i) &� ���	����
�� �� Rn ��� 
���� ��
����

��� �� v '� ������ ��� 	�
	�� ��� �		� �

������� �� �		� � ���	��

���������� 
		�� 
���� � ����
�� ei ����� ��	� ���
���� �� ei+v!

�� ��� 
������

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0 v1

� � �

0 0 . . . 1 vn

0 0 . . . 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
8		�����

 ���� �����
 �
�	������

 �
 	����
 �)�� �

�

�

��	
 �� Rn+1� ��i−	�

 ����
�� ����� ��	� ���
���� �������

ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, 1) �
� �� ���

 1 ���� �

�
�����

i−	�
�� � �� 
������ A 
���� ���	�
 ����
�� �� wi :== ei +

v = (v1, v2, . . . , vi−1, vi + 1, vi+1, . . . , vn, 1)� &� �
�
��� i�	�
�

����� 
������ � ������ �� ����
�� ei = wi − v�

(ii) ��3 �� ��������� �� ���	 
�
���
�� �)�� ��� 
���� ��
������

�� o′ ≡ v �� �� ����
�� ej ����� ��	� ���
���� �� wj� ��
� ��

����
�� ��������
 −→oej ��� ����
�� ��������
 −−→vwj = wj − v '���

j = 1, . . . , n) �

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
w11 − v1 w21 − v1 . . . wn1 − v1 v1

� � �

w1n − vn w2n − vn . . . wnn − vn vn

0 0 . . . 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
�
�� �����

 �
	�
 wij = (wi)j� �� j−	�
� �

�
����� ���

����
�� wi� $� �
�� ��� �� �
�
��� ����� 	
��

������ n × n

�� ���
 � 	���	��� �� A 	
�
 ���� ����� �

������� ��� ����
��

��������� −−→vwj �

����� ��� ����
�� ���
���� �� ��	� '��� 	�




	�
� �
��#�
������� �##��� ���

�
		
�
 ���	��� ��������� ����
������! ej = −→oej � &� �
�
���

i�	�
� ����� 
������ � ������ �� ����
�� wi − v�

�������
������ 1� ��� ������� A ����
����� %���� ��������� ��

����*��������� �>�� �� ������� �������� 
� %��� ei	

���� ����� ����  	�	� ��� �%%�����

������
��� � 	�	�� .(
���� �� ��!�������� 
B���0 $�� {−→oej , j =

1, . . . , n} ��� ��	� �� ����
�� ��������� � o� � {−−→vwj , j = 1, . . . , n} ���

��	� �� ����
�� ��������� � v ≡ o′� ��������

 �
� xi �� �

�
����� ��

�� ����
�� −→ox ��������
 �� o ����� ���
� ��	�� � �
� x′i �� �

�
�����

��� ����
�� ��������
 � v ��� 	� 
������ ����
 	��		
 ����
 	������� x�

��
� �� ����
�� ��������
 −→vx� �� ����� ���
��� 	��

−→ox =
n∑

i=1

xi
−→oei

�
−→
o′x =

n∑
i=1

x′i
−−→
o′wi

%��
�� �� ��
�� �

������� �)�� (x′1 , . . . , x
′
n) 	
�
 ���

����� �����

�

������� (x1 , . . . , xn) 	
��
 �� 
������ ������� �� ������ ��� 5
�
��

����
 /.�/�@� ��
� 	� ��⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
x1

x2

���

xn

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
w11 − v1 w21 − v1 . . . wn1 − v1 v1

� � �

w1n − vn w2n − vn . . . wnn − vn vn

0 0 . . . 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
x′1
x′2
���

x′n
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

&� 
������ �����	� ��� �������� �� ���	 
�
���
�� �� �

������� 	� �����


� �� ������� 
�� ���%������� 
� ��*�������� �>���

���
 � 	�	�-� !���2F �� ����*��������� ������� ���
��� ���������'���4

�� �� ���������'������ � �������������
� �� �������������
�� �� ������ A

���� ��� �'�� ����*��������� �>��� �� <����� ���� 
�E������ 
� ���

����*��������� ������� ��� ��� �����������	 �
 �������� ��� ����*��4

������� 
�� ����� �2� ���
� �� <��
���� Q 
� ������� (0, 0)� (1, 0)�



��� 
	� ∗ �
��#�
������� �##���

(0, 1)� (1, 1) ��� <��
�������� 
� ������� (1, 3)� (2, 2)� (−1,−1)� (3, 2) ���

A �>��� ����2F �� <��
�������� ��� A �� ���������'�����	

;��������� 
��� �� ���������'�����P2 ��� ����� � �� �������������
�

P3 �� R3� ������ ������ ��� ����*��������� ������� �2� ���
� �� ��%�

�������� 
�� ���������� ������ ?��������������� R2 � R3@ �� �� ������4
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�������� �� ���4
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�� ������� 
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� �� �����������

�� ������ ����� ��������� ������������ �� ����� ��������� 
���� ����2�4
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� �������� � <���
� A ���������� �� �������� +���2���	 
� �E�����

����%%� �������� �
��������� �0���� �������� ��� �0���� x� �0���� 
� ��4

���������� ��� �0���� y� � ���� ����� ���� ?
� ����������@ �0���� z	 
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�����"� A ���
������ �� �������� +���2��� ���'����� ���� ���� y <�����

��������� �
 ������ ��������� �0���� z A ��� �� ���*��
��" ?��� ��� ��4

��������� 
� <����� ������ �������������� ������'���� 
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� ��� ��'���� �� ������� �&	 @	 6���
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���� �� ������� 
���� %��� �������� �2� ����� �������� ��� �����

������� 
� ������������ A �� ����� ������� �������� e3	 ���������� ���
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���������� �� ��������� ���2������ <����� A �� ������� ������� 3 × 3
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���� �� R3� ��� 
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 �� R3� �� ���	 
�
���
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������� �� R3 ��� 
���� e3 �� �� ���	
�� w �� e1 �� �� ����
�� ���

����� 	�� ����� 
� %��� {x3 = 0} �� ��� 
������ �� 
������ 
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�
�
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A =

⎛⎜⎝ a b w1

c d w2

0 e w3
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B =

⎛⎜⎝ −w2 −w1w3 w1

w1 −w2w3 w2

0 w2
1 + w2

2 w3
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A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
− w2√

w2
1 + w2

2

− w1w3√
w2

1 + w2
2

w1

w1√
w2

1 + w2
2

− w2w3√
w2

1 + w2
2

w2

0
√
w2

1 + w2
2 w3
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 e1 �����
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��� �� �� ������� ��� ����� ���������� �����	 1� �����
� ��'��


�� *���� �2� �� ������� 
�� ���� (a , b , 0) ����'����� � (w1 , w2 , w3)

A �������� 
� (−w2 , w1 , 0)� � �2� <����� 
�� ������� ������
�������
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� ��������� �� ���� ����� ������� ������
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 ������%�� �2� A (−w1w3 , −w2w3 , w
2
1 +w2

2) ?�� ��
� �� ������� O ���
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���� ����������@	 ��
�� �� %��� u� v� w ��� 1���� � 	�	� A ������������ �� �������

����'����� �2� �� ������� �� ������� ��I �2��������� �� ������� 
� ��'���

�����2F 
� ����
�����	 � <����� ����� �����
������ '�� ��'��� 
� )�����

���� ��'��	

����������� � 	�	�� ���%��� 
� �������� 3'�� ������� x ∈ R3 
�

����� ρ > 0 �� ������� �� ������� 
�'�� ��'��� φ 
� ������
��� � θ 
� ���4
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x = ρ cos θ sinϕ

y = ρ sin θ sinϕ

z = ρ cosϕ ,

��� 0 � θ < 2π� 0 � ϕ � π	

x

y

z

(x, y, z)

θ

φ
ρ cos φ

ρ sin φ

ρ
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 �� ����
�� w �� ���
��� ����� ���
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� w =

(cos θ sinϕ , sin θ sinϕ , cosϕ)� %��
�� �� 
������ 
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�
�
��� A ��� &�
�


� /.�4�/ �������

A =

⎛⎜⎝ − sin θ cos θ cosϕ cos θ sinϕ

cos θ sin θ cosϕ sin θ sinϕ

0 − sinϕ cosϕ
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�
 π ���
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������ 
� ������� u 
��� '������ ��� ����� {z = 0}� <���4

� �� ���
������ 
� ����'������" ��� w = (cos θ sinϕ , sin θ sinϕ , cosϕ)

�<������ � ���2��
��� �2� u ��� ������������� � (− sin θ sinϕ , cos θ sinϕ , 0)	

3��������� �2� �� ����� 
� <����0������ ������� A
√

sin2 ϕ = | sinϕ|�
� sinϕ � 0 ����2F 0 � ϕ � π	 �� ��'�� �2� u = ±(− sin θ , cos θ , 0)	
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� ���
���� ������� ��4

���
��� �� *���� �2� �� ������� u 
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� ���� 
� θ � ��� 
� ϕ A �����	
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� �� ϕ
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 A ������
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����� 
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(cos θ , sin θ , 0)	 6���
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u = ±(− sin θ , cos θ , 0) . ?� 	�	�@
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� <����� ������ �� ����� ������� v 
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��������

�� �������� ���� ������ ��������
� �� ���
���� ������� w×u	 
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A

v = ±(cos θ cosϕ , sin θ cosϕ , − sinϕ) .
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'������ ����� ������ ����� ��������� �� ��� '���� w� � <���
� ������ 
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���� v = (cos θ sinϕ′ , sin θ sinϕ′ , cosϕ′) ��� <����2� ��'��� ϕ′ ∈ [0, π]	

.� ������� v A ���2� ������
������� � w� �2� 2� ��� ������������

ϕ �������� �� ����� �<���������� �� ��� ������������ �������� �� �����

�<��������� 
��� ������ ϕ′ = ϕ± π
2
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�� ��������
 �� ����
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�
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A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
− w2√

w2
1 + w2

2

− v1 − w1w3√
w2

1 + w2
2

− v2 w1 − v3 v1

w1√
w2

1 + w2
2

− v1 − w2w3√
w2

1 + w2
2

− v2 w2 − v3 v2

−v1

√
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2 − v2 w3 − v3 v3

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

$� ���	�� 
������ ����� �	���		� �� ���
��� �� ���
�� �� 0����
� �

�

��� 5
�
�����
 /.�4�E� �		� �������

A =

⎛⎜⎜⎜⎝
sin θ − v1 cos θ cosϕ− v2 cos θ sinϕ− v3 v1

cos θ − v1 sinθ cosϕ− v2 sin θ sinϕ− v3 v2

−v1 − sinϕ− v2 cosϕ− v3 v3

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠ .
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����� 2� �� ���� 
� ���������� �2������� n �� ������� 
� ���� ���� ?A
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R ����� �� �� '������� ������� r ���������
� r �� ��� ����������

������� r� �
 ��� ����������� r⊥� ������

r� = 〈r,n〉n
r⊥ = r− 〈r,n〉n

?<�� � ��� ����� 
�� �������� ������ �� ��������� 〈r,n〉n ������ �2� r·nn

��� ������ 
� ��''�%����"@	 10��������� R ������ ��������� �� ����������

������� r��

Rr� = r� ,

� ����� �� ���������� ����������� r⊥ ��� ����� ����'����� � n	 )�����4
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��<�� Rr⊥ ����� %��� 
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� r⊥ � 
� ��

������� �� <����� ����� �
 ���� ����'����� � ����� �� ���
���� �������

v = n× r = n× r⊥ .
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3��������� �2� ‖v‖ = ‖r‖ = ‖Rr⊥‖	 !�������� �� 
�������� ��� θ

�0��'��� 
� ���������� �%%����

Rr = cos θ r⊥ + sin θ v .

!�������

Rr = Rr� +Rr⊥ = r� + cos θ r⊥ + sin θ v

= 〈r,n〉n + cos θ (r− 〈r,n〉n) + sin θ v

= cos θ r + (1− cos θ)〈r,n〉n + sin θ n× r . ?�#	�	�@
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��� �� ����� eiθ 
�� ����2�� �������� ���������	 1� ���������������" 
��4
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 ��� ������

�

�������
 � 
��������� ��� ��� ����� R� <���
� �%%���� %���'�� 
�

��� ����" ����'������� �2� �2������� i� j � k	 H ��������� �����
�����




���� '����
����� ���

<����� ����" ����'������ ���� ��� �������� �� 
�������� ��� i� j� k� �


�������� �� ������� 
���0���� ����� ��� 1	 ?���2� �� <�� �� ���
����

������� ��� ����� �����'���� �� ��������������� '��������� ����� *�����4

���� 
�� ������� <����� <������ ������� ���� ������� ����'����� �� R4	@

���� ��� ���� 
�� ������ ���������� ��� 
������� �������� �����������

���� x+iy+jz+kw� ������� �� *���� ����������� x+yi+zj+wk	 !��B

��������� ��������� *�� �'��� ����� ������ H �������� ���������� � 
�4

�������� <������� � ������ ����������� �� <����� ������� �2� ����������

�� ����������� ���
����������� ����'������ ?�
 �������� ��������������

�� <����� ������� �� ������� 
� ��������� �� R3@	 H ����������� ���4

��
����� <����� ������������ ���
����������� ���� ����'�� 
�� %����� ���

��� ��� �2� ����������� �� ���������� ������� 
� ��� ����*���������

�>�� � 
���������  	 !�� <����� ���*������ ����
����� � <������ ���4

���� ����0��
��� i� j� k� 1� <���
� ���������� ix + jy + kz + w ������

xi + yj + zk + w	 3��������� ������ ��� 
������ ��� ���������� 
�

����� ��� �� ��������" ������������ <���
� �� <����� ����������� �0��4


��� A ������������� �� <���
� �����
������ ������ 
� ������� ��'�����

�2� �� <����� ����
����� ��� <����� ����� ?�2� �
������� � �������� 
� 1@	

�)�	� :#
��������

����������� �#	�	�� �4������������ 5� <���������� q A ��� ������4

����� 
�� ����

q = (qv, qw) = (qx, qy, qz, qw) = iqx + jqy + kqz + qw , ?�#	�	�@


��� qx� qy� qz � qw ���� ������ ������ qv ∈ R3 �
 � ���%��� i� j� k

��

��*��� �� ��������" ��'������

i2 = j2 = k2 = −1 ?�#	�	�@

jk = −kj = i

ki = −ik = j

ij = −ji = k ,

)<��������������� �� ������ H 
�� <���������� ��B ������ 
������ ����

�� ������ 
���� ���%�������� ������� 
� <������ ������� i� j� k� 1 ������


���� ��%���� 
� ��������������� ?�#	�	�@	



��� 
�� ∗ '����
����� � ���
��� �� 
��������


� ������� qv = (qx, qy, qz) A �2������ ����� ����'������ 
�� <�����4

����� q� ������ qw A 
���� ����� �����	

�� �����
���� ��� ��������" �0���������� 
� ����� 
���� ���'��� ���4

�������� �� ������ 
�� <���������� 
������ ��� ������ ���������� � 
�4

��������  ��� ����� R� �2� 
�������� ��� H	 )����
��
� ���2� ��

��������������� �� ������� �2� �������� �� ��������" ����������� � 
��4

���%����� �������� ���� ������ ������� �� ������ H 
� ��� ����������


� ���������������	


� %��� � <����� 
���������� �0���������� 
� ��������������� ��� 
��

<���������� q � r ��

��*� �� ��%���� �������������� �2� ����������� ��

?�#	�	�@	 ����� ��%���� �� ��
� �2� �� ��������������� ��� <���������� ���

'�
� 
���� ��������" �����������	

�)�	��� ��������' � ��&��$�����

"������
���

• (��������������� �������
� ��� × �� ���
���� ���������� ��

R3 � ��� · �� ���
���� ������� �����
��� �%%����

qr = (iqx + jqy + kqz + qw)(irx + jry + krz + rw)

= i(qyrz − qzry + rwqx + qwrx)

+ j(qzrx − qxrz + rwqy + qwry)

+ k(qxry − qyrx + rwqz + qwrz)

+ qwrw − qxrx − qyry − qzrz

= (qv × rv + rwqv + qwrv, qwrw − qv · rv) . ?�#	�	�@

�������� ��� �� ����� ��� <����������� �� �����'���� �� �����

� �0�������� �
�����"	

• '�

� �

q + r = (qv, qw) + (rv, rw) = (qv + rv, qw + rw) . ?�#	�	 @

• 5����%����

q∗ = (qv, qw)∗ = (−qv, qw) . ?�#	�	#@




���� '����
����� ���

• 0��
� �

‖q‖2 = qq∗ = q∗q = qv · qv + q2
w

= q2
x + q2

y + q2
z + q2

w . ?�#	�	&@

�� ������� �2� <����� 
��������� *������� �� ����� ��� <�����4

������ �� <���� �������� ������
� ��� �� ����� ����� ������ ��4

���
�� R4 � ��� � <���������� ���� ������� ���� ������ �����4

�����	

• ���
���� �
������ ���� 
����������������

i = (0, 1) ?�#	�	�@

!�� �'�� �������� 
� ����� ��� ����� ������ �� �����������4

�� �������� ������� �������� ���0���������� 
� ����������������

������ �� ����������

• ����������

q−1 =
1

n(q)
q∗ ?�#	�	$@

����� *������ �����
���� ��� �� ��������� ������� �� �����4

���������� ��� ��� �������� �2� A 
������ ��� ��
� ����� ��'������

• (�������������� ��� 	�������

sq = (0, s)(qv, qw) = (sqv, sqw)

qs = (qv, qw)(0, s) = (sqv, sqw) . ?�#	�	�@

;�
���� <���
� �2� �� ��������������� ��� ������� A �������4

����� <���
��

sq = qs = (sqv, sqw) .

��
������� ����� �����
���� 
��������� ��'���� �� ��������" �2� ���

�����2����	

• ��������� 
�� �����%����

(q∗)∗ = q

(q + r)∗ = q∗ + r∗

(qr)∗ = r∗q∗ . ?�#	�	�-@



��� 
�� ∗ '����
����� � ���
��� �� 
��������

• ��������� 
���� ���
� �

‖q∗‖ = ‖q‖ ?�#	�	���@

‖qr‖ = ‖q‖ ‖r‖ . ?�#	�	��%@

• ��������� 
���� 
���������������

C ������
���'

p(sq + tr) = spq + tpr

(sp + tq)r = spr + tqr . ?�#	�	��@

C ������
�����'

p(qr) = (pq)r . ?�#	�	��@

• 4���������� �������

�����
������ �� <���������� q = (qv, qw) �������
� ����� ����

�2� ‖q‖ = 1	 +����� � ?�#	�	&@ �� <���������� A �������� �� �

���� �� ��B ������ ������� ����

q = (uq sinω, cosω) ?�#	�	� @


��� uq A �� ������� �� R3� ‖uq‖2 = 1	


�*����� �� q A 
�� ���� �� ?�#	�	� @�

‖q‖2 = ‖(uq sinω, cosω)‖2 = (uq · uq) sin2 ω + cos2 ω

= sin2 ω + cos2 ω = 1 ,

� ���������� �� uq A ��������� ������ ?�#	�	� @ ��'�� 
���0������

����������� �� ?�#	�	��@ ��� �� �����	

�)��� 3��
$���� �� R3 � ����#�
$���� �� ?#
��������

!���2F �� ��������������� 
� <���������� A ��� ������������ �0����4

������ 
� �����'�������

Ωqp = qpq−1 ,

A ��� %�����	 
������� '����� ���� ���������������" 
���� ����� ?�#	�	��%@�

�� q A �� <���������� �������� �0��������� ������� Ωq �������� �� ���4

��� � <���
� A �� ��������� ����'����� ����� ������ 
�� <���������� H

������� ���� ������ ���������� ����� � 
���������  	 �� ���� �2�� �� q




��	� 
�������� � '����
����� ���

A �� <���������� ��������� q−1 ������
� ��� �� �����'��� q �� %��� �

?�#	�	$@� � <���
� Ωq = qpq∗	

������
 �#	 	�� .(���#�
$���� �� ?#
�������� � ���
$���� ��

R3�0 $�� p �� ����
 �� ��
 	����
 �����
��	�
���� ���	��
 �

� ���

���		� �� ����������� ��� ��������
�� �� R4 ������ ���� 	�� �

�������




����� (px, py, pz, pw)� �����������

 p �
� �� ��������
��

p = ((px, py, pz), pw) = (pv, pw) .

$�� q �� ��������
�� �
� ����
� %��
���

(i) &�
�����
�� �� �
�������
�� Ωqp = qpq−1 ���	 
�
� p =

(pv, pw) �� �� ��������
�� p′ = (p′
v, pw) = (p′x, p

′
y, p

′
z, pw)� ����

��� ‖pv‖ = ‖p′
v‖� � ������� ��	�����
 �� 	
��
	����
 �����
���

	�
���� ��� ��������
�� �

������� ���� pv, 0)� � �� 
�����
��

�������
 '
		�� �� �
����
��!�

(ii) >���	��	� 
������
 ������ �����	
 �� ���
� �� q �F����� �� 	��		�

���	 
�
���
��� � ������ �� �
����
�� �� ����� �����
��	�
�����

��	�� �

� �
�������
�� ��	����
 �� �� 
��
����
 ��������
���

� �

�������� �
� �� ������	������
�� �� ���� ����� �

� ���		�

�� ����������� �� ����
�� �� R4� 
		�� �
� ������� ����� 	�����

��� ������	������� ����� ���		� �� ������������

(iii) $� �� ��������
�� q � �������
 � �

� �� '/7�E�/.! �
 	������



q = (uq sinω, cosω)� ���
�� Ωq� ��	�����
 �� 	
��
	����
 ������


��	�
���� ��� ��������
�� �

������� ���� � � ��
�����
�� ��

�
����
�� ����
����� �� ���
�
 2ω ���
��
 �����		� uq� >�� ��

�
����
�� 	� ������� ����
����� �����
 ��	�� �� �� 
		�����
��


�������
 �

� �� ����
�� uq ��� ������ ���	
 ��
�������

�������
������ 3��������� ��������� �2� �� ����� (ii) A %������

�� <����� �0������� 
� sq A q−1s−1� � �� ��������������� ��� �������

'�
� 
���� ��������" �����������	 !����B (sq)p(sq)−1 = sqpq−1s−1 =

qpq−1ss−1 = qpq−1	 !������� <���
� �������� q ���� �� <�����4

����� �������� ����� ���
��� 
� '��������"	 !�� �� <���������� ��������

q� q−1 = q∗L �������� <���
� �������� qpq−1 ���� qpq∗	



��� 
�� ∗ '����
����� � ���
��� �� 
��������

����������� �� ����� (i)	 1� ����� ����� 
� �� <�������� <�����������

Req� ��B ������ �������� ����
� �� *������ 2 Req = q + q∗	 �����
4
������ 2 Re(qpq∗) = qpq∗ + (qpq∗)∗ = qpq∗ + qp∗q∗	 ;���� �2� ��

��������������� ��� <���������� A %��������� �������� �������� �0������

���%�� ���� q(p + q∗)q∗ = 2qRepq∗ = 2 Rep	 6���
� q �����4

'� p = (pv, pw) �� Ωqp = p′ = (p′
v, pw)� ���������
� �� ����� �����


� p	 
������ �0���������� 
� ��������������� �������� �� ����� ����2F

�� ����� A �������������� ?�� ��
� ?�#	�	��%@@ � q A ��������� <���
�

‖p‖ = ‖p′‖	 
����� ����2F pw ����� ����������� ‖pv‖ = ‖p′
v‖	

!�� ������ 
���������� (iii)	 �%%���� ����� �2� �� ��B ���'�����

q = (qv, qw) <���������� �������
	 ��� p �� <���������� �

�������


���
	 ����0������ �
�����" 
���� ��'��� 
� ��������������� ?�#	�	�@ ��

������� *��������� �2�

Ωqp = ((q2
w − qv · qv)pv + 2(qv · pv)qv + 2qw(qv × pv), 0) ,

� ����2F q = uq sinω, cosω) �%%����

Ωqp = ((cos2 θ − sin2 θ)pv + 2 sin2 θ(pv · uq)uq + 2 cos θ sin θ uq × pv), 0

= (cos 2θpv + (1− cos 2θ)(pv · uq)uq + sin 2θ uq × pv, 0) .

��

������� �#	 	�� ���������� �� <���������� �������� ��������� ���� ��4

������� 
���������� 
� �� ��'��� ω �� ����� ���������� �������� ���0����

x� � y� � z	

����� ����� (iii) 
�� /������ �#	 	� �� ����� �2�� ��� ������� �������

�������� 
� %��� e1, e2, e3� �� <���������� A qi = (sinω ei, cosω)	

�)����� (������$���� �� ���
$���� � �������� �� ?#
���6

������ ;�
���� ���� �� ������������ 
� ��������� �� ������� �� ���
��4

�� 
� <����������	 �����
������ 
�� <���������� �������� q1 � q2� �
 ��

������� p ∈ R3 ����*������ �� �� <���������� ��
����� �� ��� ��4

��
����� ���'����� p = (px, py, pz, pw)	 
� %��� �� /������ �#	 	��

�0����������

q2(q1pq∗
1)q

∗
2

��������� �� ����������� ���
����������� 
�� <���������� ��������� ��4

���'����� ������
� �� ������������ 
���� ��������� ��������� � q1 �





��	� 
�������� � '����
����� ��


� q2� �� <����� ��
���	 !����
� q = q2q1 �� *������ �����
���� ��B

������ ������� ����

qpq∗ .

,��������
��

������
��� �#	 	�� &� 
���� Ω � �� 




��	

 ��� �����
 

����

��������
 H �� �����
 ����� 
������ 
��
�
���� ����� 	� R4�

�)����� �
����� �� ���
$���� �� ������� �� ?#
��������� 3��

�������� �� *���� ���������� 
���0��������� Ωq �� R4 ∼ H 
��� 
����

�����'������ ��� �� <���������� q	 ,���������� ��� ��''���� '��������"�

�� ���� 
� �� <���������� q ��� ��������������� ��������	

!���2F �� ��������������� *�� <���������� A %��������� �������� ���������

<����� ���������� ��� <���������� ?������� ���� ������� �� R4@ �������

������� � 
���������  � �������
��� ����� ��������������� ����� ���������

qp� � �� ��������������� ����� 
������ pq∗	
��������� Lqp �� ��������������� ����� ��������� p 
→ qp� ��� q =

(qx, qy, qz, qw) = (qv, qw)	 ��'�� ����
��������� 
���� ��'��� 
� �����4

���������� ?�#	�	�@ �2� �� ������� ��������� ���0��������� ������� Lq

A

Lq =

⎛⎜⎜⎜⎝
qw −qz qy qx

qz qw −qx qy
−qy qx qw qz

−qx −qy −qx qw

⎞⎟⎟⎟⎠
��������� ��� �� ��������������� ����� 
������ p 
→ pq∗ ���� Rq∗p� 
���

�0��������� Rq∗ ����� ��������� '����� ���� ��'��� 
� ����������������

����

Rq∗ =

⎛⎜⎜⎜⎝
qw −qz qy −qx
qz qw −qx −qy
−qy qx qw −qz
qx qy qx qw

⎞⎟⎟⎟⎠



��� 
�� ∗ '����
����� � ���
��� �� 
��������

3�� �� ������� ���������� �� ��
���� ������ �2� �� ������� Mq ����4

����� ���0��������� 
� �����'������ Ωq A

Mq = LqRq∗

=

⎛⎜⎜⎜⎝
q2
w + q2

x − q2
y − q2

z 2(qxqy − qwqz) 2(qxqz + qwqy) 0

2(qxqy + qwqz) q2
w − q2

x + q2
y − q2

z 2(qyqz − qwqx) 0

2(qxqz − qwqy) 2(qyqz + qwqx) q2
w − q2

x − q2
y + q2

z 0

0 0 0 q2
w + q2

x + q2
y + q2

z

⎞⎟⎟⎟⎠ .

����������
� ���������

Mq =

⎛⎜⎜⎜⎝
‖q‖2 − 2(q2

y + q2
z) 2(qxqy − qwqz) 2(qxqz + qwqy) 0

2(qxqy + qwqz) ‖q‖2 − 2(q2
x + q2

z) 2(qyqz − qwqx) 0

2(qxqz − qwqy) 2(qyqz + qwqx) ‖q‖2 − 2(q2
x + q2

y) 0

0 0 0 ‖q‖2

⎞⎟⎟⎟⎠
��� ���� �� <���������� q ��� �������� �� 2� ��� ��������� ���������������

Mq =

⎛⎜⎜⎜⎝
1− 2(q2

y + q2
z) 2(qxqy − qwqz) 2(qxqz + qwqy) 0

2(qxqy + qwqz) 1− s(q2
x + q2

z) 2(qyqz − qwqx) 0

2(qxqz − qwqy) 2(qyqz + qwqx) 1− 2(q2
x + q2

y) 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠
?�#	 	�@
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�� �������
� �		� �� ��  
�
� �	���		� �� '/7�.�/!�
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��� 
������ �� �
����
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�
 	�������

��  
�
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������ �)�� � ��
��	�
�� ������
�

Mq =

⎛⎜⎜⎜⎝
m00 m01 m02 0

m10 m11 m12 0

m20 m21 m22 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
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����� �� ��������
�� �������
 q = (qx, qy, qz qw) ���
 ��

qw = ±1

2

√
m00 +m11 +m22 + 1 = ±1

2

√
tr (Mq)

qx =
m21 −m12

4qw

qy =
m02 −m20

4qw

qz =
m10 −m01

4qw
. ?�#	 	�@

�������
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���0�4
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���� �������	

6����� ��'����� ��������� �� ����� ����� 
���0���������� ����� ��������

�� <���������� 
���0����������� ?�#	 	�@	 �� <����� ����������� �� ��
�

��%��� �2� �� ������� ?����� �� ����� 
�� ���>������ 
��'�����@ 
��4

�� ������� A 4(1 − q2
x − q2

y − q2
z)	 !���2F q A �� <���������� ���������

q2
x + q2

y + q2
z + q2

w = 1 � <���
�

tr (Mq) = 4q2
w .
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� ��� ��'��

�� �����
� �
�����" �� ?�#	 	�	 1� �������� 
�� �
�����" �� ������� ����

������ ��
�	 ��
)�������� �� ������� 
� ��������� �� ������� 
� <���������� A ���

�������� ����������" 
� ��
���� �� ���� 
� ������� �� �������� +���24

���� 
��� �� ��������� ��������'��� �� ���%���� 
���� ��������� 
���0�����4
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�� ������� ������� ��������������� 
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� ������������

�� 2��
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�� ������� �2� �� ��������������� 
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A ������� ����� ����
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� ������%�� �0��������������� �� 2��
:���

�������� 
� ���'����� �� ������� �����������	 !������� ��B ������ �����

����'��� � ��'����� ��������	
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���� ����������

���������� � *���� 
� ����� ��������� �����'��� ���������� � �� ����������
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���������� 
���� ������ 
� �� ����� 
� ���������� � 
���� 
��������


� ����������	 �� ���� 
�������� A ������
������� �� ����� 
� ����������

�� 
��� �2� �� ���������� A 
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�
���� ?� 
��
������@� ���������� 
����

���	 
� '������� �� ����� 
� ���������� ��� �������� �0���'���� � <���
�

�� ���������� ����������2� ��� ������ �0���'��� � �������� ��� ���� ��4

�������� �������	 ;�
���� �2� �� ���������� �������� �� ����������� ���

������� ����������� �� ����� ��� ������� �>��	 1� ���������� �������� A

<����� ��I ��
������������� ���������� �� �������� +���2���� � �� ���
�4

��� ��� ����� ?�� ���� ��������������� �������� ����� ������� �&	�� ��

���� '������� ����� ������� �&	 � �&	# ,������� ���� ���������� ����������

�������� ���������������� ����� ������� �&	&� �� ���������� ����'�����

A ���������� ���� ������� �&	�� �� ��
� 
� ����� *������ ��� ��������

�������� 
���� *���� ���������� 
���� ���������� �������� �
 ����'������

����� ������� �&	�	 ����%%� �����%��� �����
��� <����� ����������� ���4

����� ���2� ���� ����� ���������� ���������� �� �������� <����� ��
����

������� �� �������	

��� ��������� �� ������� 
���� ����*��������� ����������2� 
�%%�4
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�� �� ������� �2� �� �������� +���2��� 2� ���
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������ ����� ���������� <����� 
� *�� �'��� �� ������� ��� ������� ���
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�����	 1� ��'���� ������� 
� ��B A �2� � ������
�


���� �������� +���2��� *����� ���������� ��� 
� ����������� %���G
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�%%� ����� �2� �� �����4

������� 
�� 
�� ��� 
��� �0����� �� 
�%%� �������� BAp = B(Ap) ������

�2� ABp	 !�� ���������� �0��
��� ��� ��� � 
�� ���%��� �� �����
���

����� ������ <����� ���
���� ���*������� �������� �0������ 
� 
������ ��

��
� �2� �� ������������ 
��������� pAB = (pA)B	 !�� ������ *��4
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� �� ����� �0)������ ��	 	 � ���������� ���������� �

������ 
� ���������� �2� ���2� <���
� � �������������� 
���� ������ ��

Pn �� ����'��� 
�� ���� (x1 , x2 , . . . , xn−1 , 1)� �� *���� 
���� �������

�� PGLn(R) ��������� �
 ��� ����*��������� ����������� ��� 2� ���4

������������ �0������ ��'� (0 , . . . , 0 , 1)� ���� ������ ������� ��� ��

������� 
���� ����*��������� �>�� ?!����������� � 	�	 @	 
�*���� <�����

����%%� �� *���� '����� ��� �0������ ��� ����� �� ����� �� �� ����*��4

������� ���
���� �0��������� {xn = 1} �� �F� ���� ������� �������

��� �� ����*��������� �>�� 
� Rn−1 <���
� �����
����� ���� ����*��4

������� ������� �� Rn−1 �2� �������� ���������� ���� ���������� �� ��B

��� ������� ��� �� ����*��������� ����������� ��� �� <���� �0������ ���

������� ��� A ������� 
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���0)������ ��	 	 � �
 ����������� �� ?��	 	�@�

�2� ������
���� �� ����� ����� �������� �������	

���� A ��������
��� �� �������� +���2���� �2������� x � y ��

����
����� ����������� � ���������� � z �� ���*��
��"� ��������� �� ��4


� 
� ��������� 
���0���'��� ����� �0�����������	 
� ����� 
� ������� A

��������� �'�� ���� x � y � <���
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��������� z = d ?<�� ������ ��������
� �2� �0����������� ��� �� �����

������������� ����� �0���'���� ���A ��� ����� x4y� �� '������ �� ������4

�� +���2���� �0����������� A ���� �� 
� ����� 
���0���� z� ��� ����� �2�

�� ��� ��������� 2� z �������� '���
�� y ��� ����� '���
� � ���������

� x = 0@	 �� ������� �2� ��� ������ ���2��
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� �2� �� ����� p �%%��
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���� ���������� ����%%� ��%������ �������� ���� �����
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�� �������� A �������� �2������ <����� ���� 
�� ������� x � y�

���������������	
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��������� �� ����� q ����� ���
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p = (xp, yp, d) =
( x

z/d
,
y

z/d
,
z

z/d

)
≡
( x

z/d
,
y

z/d
, d
)
.
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� z = d

⎡⎢⎢⎢⎣
X

Y

Z

W

⎤⎥⎥⎥⎦ = M
(c)
d

⎡⎢⎢⎢⎣
x

y

z

1

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1/d 0

⎞⎟⎟⎟⎠
⎡⎢⎢⎢⎣
x

y

z

1

⎤⎥⎥⎥⎦ . ?�&	�	�@
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d
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W = z/d	 !����B ���� �������������� 
���� ������ ����'���

[X, Y, Z,W ]

�������� ���'����� �� �������� �������������� ������'�����(X
W
,
Y

W
,
Z

W
, 1
)
�

�2� ���������
� �� R3 �� ����� (xp, yp, zp) =
( x

z/d
,
y

z/d
, d
)
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���������� ��� ����� 
� ������� �� R3 � ����
����� %�
����������� 
��

�������� ��������� �� ����� 
� ������� �� {z = 0}@	 
� ��� ��
�� <���
�
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*������� �������� �� 
������� d@� �� ����� 
� ������� ��� �� ������� �

�������� ��I �'��������� ���*������� � ��������� 
���� ����*���������

�����������@	

1� ������ ��'������ 
� ��������������" �
������ ����� ��� ����� ����

��'����� �<��������
xp

d
=

x

z + d
yp

d
=

y

z + d
?�&	�	�@

zp = 0 . ?�&	�	�@


� ��� �� ������

xp =
x

1 + z
d

yp =
y

1 + z
d

zp = 0 .

(x,y,z)

(x  ,y  ,d)p    p    

- d    z   

x  

	�
��
 �� ���
�	
��� ����� ��������
�� ��������" �
��� �
 �
�����


� z = 0
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!������� ��� �� J�������K M (c)
d 
���� ����*��������� ����������� A ��

������ 
� �<���������� ���A �0�������� �� PM4(R)� 
��� 
�

M
(c)
d =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1/d 1

⎞⎟⎟⎟⎠ . ?�&	�	 @

!���2F '�� �������� 
� PM4(R) ���� ������ 
� �<��������� ��� 
�4

���������� �������� ���'����� �� ����� �������������� 
���� ������ �������


������
� <����� ������ ������� �� ��
� 
� ��������� �� 
�����������	

���G �� ������� �� ��'����� *���� 
���� ������� 
���� ����*���������

������������

M
(c)
d =

⎛⎜⎜⎜⎝
d 0 0 0

0 d 0 0

0 0 0 0

0 0 1 d

⎞⎟⎟⎟⎠ . ?�&	�	#@

�� ���� �2� <����� *���� ���������
� ��� ��
� ��I �������� ���� �<�������

?�&	�	�@ 
���� ����*���������	

��������� �&	�	�� �����
������ �� ����������� �������� ��� ������ 
�

���������� �%����� ����0���� z �� ����� z = −d � ����� 
� ����������

{z = 0}� �� <���� ����� ���� ������� 
� ���������� ����������� ?�&	�	 @	

��� S ��� ��������� ����*����� 
� ��''�� � ��� ���������� {x � 0} ���

������ ��� ����� (0, 0, 2)� � C �� �����
�� 
� ��''�� 1
2
������ ��� ����

�������� �� ����� {y = 0, z = 2}	 ��� J = S ∩ C	 ��������� �0����'���

����������� 
� J ��� ����� 
� ����������	

����
������� ��������� 
����������� J 	 10�<������� 
� S A x2 +

y2 + (z− 2)2 = 1, x � 0	 10�<������� 
� C A y2 + (z− 2)2 = 1
4
	 6���
� �

����� 
� J ���� ����� � ���� <����� �2� ��

��*��� �� ��'����� �<�������

� 
���<��������

x � 0

x2 + y2 + (z − 2)2 = 1

y2 + (z − 2)2 =
1

4
.




��
� �
��������� ����
���� �
�������� ������
� ���

�� �� ������

x2 =
3

4

x � 0

y2 + (z − 2)2 =
1

4

����� x =
√

3/2� y2 + (z − 2)2 = 1
4
	 �� ������� ����������� 
� ���

������*������ ��� ����� x =
√

3/2� �2� ��������������� ��� ��
�

��'������

x =
√

3/2 ?�&	�	&@

y =
1

2
cos t ?�&	�	�@

z = 1 +
sin t

2
?�&	�	$@


��� �0��'��� t ����� *�� - � 2π	 ��������� � ����� 
� J �� ������� 
�

����
����� ���'���� (x, y, z, w) ��� <����� ����
����� w = 1 ?������


�� �������������� ������'����� ��� ����� �� �����@� �
 ������2���� ��

������� 
� ���������� ����������� ?�&	�	 @	 �����'������ � ?�&	�	�@� 
�

?�&	�	 @ � �&	�	& �� �������⎡⎢⎢⎢⎣
X

Y

Z

W

⎤⎥⎥⎥⎦ = M
(c)
d

⎡⎢⎢⎢⎣
x

y

z

1

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1/d 1

⎞⎟⎟⎟⎠
⎡⎢⎢⎢⎣

√
3/2

1
2
cos t

1 + 1
2
sin t

1

⎤⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎣
√

3/2
1
2
cos t

0

1 +
1+ 1

2
sin t

d

⎤⎥⎥⎥⎦ . ?�&	�	�@

3�� ���������� �� ����
����� ���'���� ��� <����� ���������� � ��

����� ���������� (X, Y, Z,W ) ���G ���������� 
���
��
� ��� �� ������ 
�

W � �� ������� ���G �� ����� �������������� 
���� ������ 
� �<���������
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������� �
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���������� [X, Y, Z,W ]� � ������������ �� ����� (x, y, z, 1) 
���

x =
d

d+ 1 + 1
2
sin t

√
3

2

y =
d cos t

2(d+ 1 + 1
2
sin t

)

z = 0 .

6���
� �� ����� ����'��� 
� J ��� ����� 
� ���������� {z = 0}� ������


���� ����
����� x � y� 2� �� ��'����� �<��������

x =

√
3d

2d+ 2 + sin t

y =
d cos t

2d+ 2 + sin t
.

�� ������� �2�� �� *������� ���
��� d � −∞ ?����� �� �������� ��4

�� ���������� ����'����� ��� ����� {z = 0}� �� �������� ���� ������4

��� x =
√

3/2� y = 1
2
cos t� �� ������� 
� t <����� ����� ����'��� ��

����� ��� ��'����� x =
√

3/2� −1/2 � y � 1/2� �2� A �����������

�� ���������� ����'����� 
���0������������ *�� �*��� � �����
��� ����2F ��4

�� A ��� ������*������ ����� ������ ���
����������� �2� '���� ��� �����

x =
√

3/2� 2� ���������� y 
�� ������ �'���� � - � ��''�� �\�	

��

���
 �&	�	�� .�#��� �� !#�
 ����
 �����$���� ��
��
���0 H ��4

���������� ��������� �2�� �� <����� ���� ����������� 
���� ����������

����������� ��������� �2� �� �2���� �� ��
����
�� 	�������� �� �����


� ������� A ����'����� ���� 
�������� 
���0����������� ���0���'���	 ���4

��
������ �� *����� 
� ����� ������
������� �� ����� 
� �������� �����

���������� ����
��
 ����� *���� ������ ����������� �� ������ 
�� *��4

��� 
���� ����� ��������� ���0���� �	 �2������� r0 = (x0, y0, 0) �� �����

�� ��� ��� ���� ����� r ��������� �� ����� {z = 0}� ������ �� �<�������

����������� 
� r A r(t) = r0 + te3	 !������ r(t) = (x(t), y(t), z(t)) �

��������� � ����� 
���� ����� r ���� � �������������� �������� 
���� ����

������ 
� �<��������� ����������� ������ �� ����
����� ���'����� R(t) =

(x(t), y(t), z(t), 1)L �����'������� ��������� S ��� �� ���������
����

���������� <��
��
����������� 
� �'�� ����� ����� s	
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6���
� ������2���� �� ����*��������� ������� �� ?�&	�	#@� �� ����� R

����� ����*������ ����� ����� S = TR 
� �<������� ����������2�

S(t) = M
(c)
d R(t) =

⎛⎜⎜⎜⎝
d 0 0 0

0 d 0 0

0 0 0 0

0 0 1 d

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

a

b

t

1

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
da

db

0

t+ d

⎞⎟⎟⎟⎠ .

,����
������ �� ��������� ���� �������� ����������� ������'����� 
����

������ 
� �<��������� ����������� ����� ��� � �������������� �������� 
�

������ ����
����� �� �������������
� ��� �� 
�������� ��� t + d	 ��

�������

S(t) =

(
a

t+ d
,

b

t+ d
, 0, 1

)
. ?�&	�	�-@

1� ����� ����'��� ���
����������� s� �2� �� ������� �����
����
� ��

����� ��� ���������� 
��� <����� ���������������� A

s(t) =

(
a

t+ d
,

b

t+ d
, 0

)
. ?�&	�	��@

3��������� �2� ���� '����� ���� 
��� ������� ��� ����� {z = 0} ?��

����� 
� �������@� � <���
� t → ∞ ���
� ���0���'���� <���� �2� ����� a

� b	 
� ����� ������� �� *����� 
� ����� ��������� ������
������� �� �����


� ������� ����� ����*������ ��� *����� 
���� ��������� ��
���� ��� �����

{z = 0}	 10���'��� A <���
� �� ����
 ��  ��� ����������� 
� <����� *�����


� �����	

3��������� �2� �0���'��� A ����������� �� ����� �������� ������
� ��

������ 
� ���������� �� ������� 
���������� 
�� *����� 
� ����� ������������

��� �� 
������� d *�� �� ������ 
� ���������� �
 �� ����� 
� �������	 �� ����4

���� ������ �� ������ 
� ���������� 
������ 
���0���'���� �� ��B ��������

�� ������ ������� 
���� ����*��������� ������������ �2� ����'����� ��


����'��� ����� �������� ������� �&	 	 � ������� 
� ����� ������
�����

�� ����� � '�������������� <����� ��������� ����� ������� �&	#	 ��

������� �&	�	�� ./�
�!���
$���� ����������
 ��
��
�� ��� �#��

#���
����0 �����
������ �� ��%� Q � ��� ������� ���� {±e1+±e2+±e3	
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H ��������� �2������ �������� <����� ��%�� ����2F 2� ���� �� �� ���4

����� ������ 
���
��� ��� 
�� ���� ��� �� ������� ��'������ � <���4


� �����
���� ��� <����� ������� �2� ����� � 
�����������	 �����
�4

����� �� ������ 
� �<��������� ���������� 
�� ������� ei� �������
� �


������� � ���� �������������� ����
��
 ���� ±E1
± = (±1, 0, 0, 1)�

E2
± = (0,±1, 0, 1)� E3

± = (0, 0,±1, 1)	 ������2���� �'�� Ei �� �������

M
(c)
d �� ?�&	�	#@ � ��������� Vi

± = M
(c)
d Ei

±	 �� ������� Vi
± = dmbEi

±

��� i = 1 � 2� �V3
± = (0, 0, 0, d± 1)	

,������������
� ��� ��������� �� �������������� ���������� ����
��


��� � ���� <����� ����������� � �����
����
� ���� �� ����� ��� ���4

������� 
�� ��������� ��� ��������� � ������� ���
����������� ����*������

vi� � �������
� M ��� �� ����*��������� ����������� ���
����������� ��

��� ��
� �������� 
� M (c)
d � �� ������� ��%��� �2� �� 2�

T (1, 1, 1) =
(1, 1, 0)

d+ 1

T (1, 1,−1) =
(1, 1, 0)

d− 1

T (1,−1, 1) =
(1,−1, 0)

d+ 1

T (1,−1,−1) =
(1,−1, 0)

d− 1

T (−1, 1, 1) =
(−1, 1, 0)

d+ 1

T (−1, 1,−1) =
(−1, 1, 0)

d− 1

T (−1,−1, 1) =
(−1,−1, 0)

d+ 1

T (−1,−1,−1) =
(−1,−1, 0)

d− 1
.

�����
������ ������ � <������ ������� ��������� ����� 
���0�����������

?������ � ����� (±1,±1,−1)� ��� 
�������2���� �2� �0����������� A ��

(0, 0,−d)� ����0���� z �������
@	 �%%���� ������ ����� �2� ���� ���'���

��������� 
� �� *������ 1/(d − 1)� ������ � <������ ������� ����������


� �� *������ ��I '���
�� 1/(d+ 1)	 6����� A �� ������������ �������4

����	 6�� �%%���� �������� d > 1	 �� 0 < d < 1 ������ d − 1 < 0
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��"
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�
 � ������� ��������� ���� �� �����" ���� ������ 
���0������������ � ���4

'��� <���
� ����%���� 
� ��'��� ����� ��%������� ���� �����
� �� ��''�

�2� ������� ��� ��� ����� <���
� �� ����� � �0����������� ���� �� ����

������� 
���0�%������� ?������ 
� ����������@	 �� ��� d = 1� ������ � ���4

���� ��������� ���� �� ���� 
���0������������ � �� ���������� �����������

��� A 
������ �� 
� ���� ?�� ��������� 
� ���� �� ������ 
� ����������

��� ������� ��� �� ����� 
� ������� {z = 0}� ������� ����� ��� �����

{z = −1}	 3��������� ���� A *���� �� ���������� 
� ��� ����� �2� ��4

�������� �� ����� 
� �������� �������
����
� �� ����� ����'��� s 
�� *�����

����'����� �� ����� 
� �������� r(t) = (a, b, t)� �2� A ����� ��������� ��

?�&	�	��@� s(t) =
(

a
t+d

, b
t+d

, 0
)
	 8������� ������� �� ��������� t �� ��
�

�2� �� ����� r(t) ����� 
�� ���������� ��������� ���0����������� ����� ���

������ 
� ����������� (0, 0,−d) � <����� ����������� ����� 
� t > −d �

t < −d	 6���
� t 
������� ����� −d �� ����� s(t) �� ����� ��� �����


� ������� ��
�������� *���� 
���0���'��� ?����� �� ����� 
� *�'�@ �����

�0�������� ��I ������������� ����� �� ����� ���0������� 
� <����� �����

�� ��� ����
����� ���������� ���� (a, b, 0)	 6���
� t 
������ ��*������

� −d � �������� � 
���������� �� ����� s(t) ����� 
���� ����� �����4

��� ����� ������ ����� ��
���� �� ����� ��������� �������� � �� ��������


���0������� �� ����� 
� *�'�	 6���
� ��� ����� �2� ���������� �� �����


� ������� 2� ����'��� �2� �� ���0������� ��� �� �����	 6����� *����

���� ��� 
��������� ����������� ����� 
�������� �� ����� �
 ����'�����

�0����'��� ����������� 
�� ��%� �������� <���
� �0����������� �� �����


����� �� ��%�M !�� <���� ������� �� �������� +���2���� �� ������ 
�

������������ ����� �0������������ �� ����� ������ 
� �� ���� 
�� ����� 
�

������� � �� ����� ��������� 
���0����� ����	 ��

�+��� �����$���� ����������
 �������
�� .� ������
&�
0

1� ���������� ����'����� ?
���� ���2� ����'�����@ A �� ����*���������

����������� �����
���� ����� !����������� &	&	# (v)� ��� �� 
�E������

�2� ��� ����������� ��� ����� 
� �������� �2� �����%%� ������ �� �����

�2� ��� �������� �0���'���� <���
� ��� �� ����������� ���������� �� ��

��� �������� ?�
 �� ��� ���� �0���'��� ��� ��B ������ ���������� 
����



��� 
�� ∗ �
��#�
������� �
��������&�

����������� �2� �������� ��� A ��� ������������ �������@	 !��B �����4

����� �� ������ 
� �������������� 
�� ����� 
� ������� *���� ���� ��� 
����

�����
���� ������� �&	 � � <���
� �� ����� 
� ������� ����� ��� �0���'����

A �� ����� {z = 0}� <���
� �� �����������	 1� ���������� ����'����� ��4

�0���� z A <���
� �� ����*��������� �2� ���
� �� ����� p = (x, y, z) ���

����� 
� ���� ����� �������� �����
� �'���� � ���� �� ���������� z�

���A (x, y, 0)	 
� ����
����� ���'���� ������ �����
�

x0 = x

y0 = y

z0 = 0

w0 = w

(x,y,z)

z   

x  

(x,y,0)

	�
��
  � ���
�	
��� ����� ��������
�� ���������� ��� �
��� z = 0

!������� �� J�������K ����������� ��� A

M (o) =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠ . ?�&	�	�@




���� ��$����� ���
��� ��
 �
��������� ����
��� � �
��"��������

���
 �&	�	�� �� ������� �2� �� ������� M (o) �� ������� *����
� ���
���

d �
 ������� ����0����������� ��� M (c)
d 	 
� �E���� <����� *���� A ����4

����� ����2A � ��''� ����������� �� <����� ���� 
� ����������� ���� �����

��������� ���0���� 
� ���������� ?��� ������ ���� �0���� z� � <���
� ���

������'��� ����� �� ������ 
� ���������� ?����� 
� *�'�@ �� ������ %��4

�G ����� �� ����� 
� *�'� ���0������� ?�� 
�������� ���������� 
���0���� z�

���A� �� ����
����� ���'����� [0, 0, 1, 0]@	 6����� �<������ � 
��� �2� ��


������� d *�� �� ������ 
� ���������� � �0���'��� ���
� �
 �������	

��

�+�	� 9�7#���
 �
����� ��� ����������
 �����
�� � �������
��

����� 
�� ����*��������� ����������2� ����� ����� ������� �����
�����

�� ������� 
���� ����������� ��������M (c)
d A <����� �2� �� ������� <���
�

�� ������ 
� ���������� A � 
������� d <∞ 
�� ����� 
� �������� ������

�� ������� 
���� ���������� ����'����� Mo �� ������� <���
� �� ������


� ���������� A ���0�������	 H �����%��� �������� <����� 
�� ���� �����

��'����� *����������� ��I '������� 
� ��� ����*��������� �����������

��� �� ����� ����� 
� *�'� ?�� ����� � ���0�������@	

��� p = (x, y, z) �� ����� '������� 
� ����*������ �����������4

������ ��� c �� ������ 
� ����������� �%����� �� �� ����� ��%������� 
����

������� � ������2���� �� ����� 
� ������� �� ��������� z = zp ?<����� A

�� ���������� �%�����L� 
���� �������� +���2���� ����� <���� �� ����� 
�

������� A ����'����� ���0���� z@	 �����
������ �� ����� bp = (0, 0, zp)


��� <����� ����� ��������� �0���� z� � ��� q = ‖c − bp‖ � d �� �������

d = 1
q
(c − bp)	 ���� ������ 
�������� ��� pp = (xp, yp, zp) �� �����

��� ����� 
� ������� �������� ���������
� ���������������� ?��� ������

�� c@ �� '������� ����� x = (x, y, z)	 ������ pp ���������� ���� ����� 
�

�<������� �����������

r(t) = (x′(t), y′(t), z′(t)) = c + t(x− c) ?�&	�	�@

��� <����2� 0 � t � 1	
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(x , y , z)                                                                                    

(x   , y  ,  z  )p     p    

z    

x   

(0, 0, z  ) 
p    

 b = 
p     

(d   ,  d   ,  d  )x y z
q c=  b + 

p     

p    

	�
��
 !� �� ���
�	
��� ��������
��" ���� �������� �
 ����� �


���� �� 
�
��

5���
� �� *���� �2� c = bp + qd ��������� 
� ?�&	�	�@ �2� � ����� 
��

��'����� ����������� ���������

x′(t) = qdx + (x− qdz)t

y′(t) = qdx + (x− qdz)t

z′(t) = zp + qdz + (z − (zp + qdz)) t

3�� ��������� pp �����
� z′ = zp ����0������ �'��'������	 
� ��� ��
�

�� ������� �� ������ ����������� 
� t�

t =
zp − (zp + qdz)

z − (zp + qdz)
,




��	� #�
�� ���
������ "���
��� ����� �
��������� ����
�����


�2� ���������� ����� �'��'������ �����
���� 
"

xp =
x− z dx

dz
+ zp

dx

dz

1 + zp−z
qdz

yp =
y − z dy

dz
+ zp

dy

dz

1 + zp−z
qdz

zp = zp

1 + zp−z
qdz

1 + zp−z
qdz

=
−z zp

qdz
+ zp(1+qdz)

qdz

1 + zp−z
qdz

.

6����� �'��'������ �<�����'��� ���� *���� ��'����� 
���� ����*���������

����������� M ∈ PM4(R)�⎡⎢⎢⎢⎣
xp

yp

zp

1

⎤⎥⎥⎥⎦ = M

⎡⎢⎢⎢⎣
x

y

z

1

⎤⎥⎥⎥⎦ ,
���

M =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 −dx

dz
zp

dx

dz

0 1 −dy

dz
zp

dy

dz

0 0 − zp

qdz
zp +

z2
p

qdz

0 0 − 1
qdz

1 + zp

qdz

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

�� ������� �2�� ���'����
� d = (0, 0,−1)� ���������

• M = M
(c)
d ��� zp = d � q = d ?������� �&	 @�

• M = M
(c)
d ��� zp = 0 � q = d ?������� �&	 @�

• M = M (o) ��� zp = 0 � q =∞ ?������� �&	�@�	

�+��� ;���
 �
�����
�� �����
�� ����
 ����������
 �����
��

����� �����
���� ������� �&	� �%%���� ����� �� *���� 
���� �������

����������� <���
� �� ������ 
� ����������� A ��%������� ��� ���� 
�

��������
��� �� �������� +���2���� �� ����� 
� ������� A ����'�����

���0���� z	 ���2� �� <����� A �� ��������
���� �� ��� ���������� �����

<���� �0����������� �� ������ ��B ������ ���������� �������� ���2� ��

����� 
� ������� �� ��� 
� ��
��� ����� ������������ 
���� �����	 �� �����

�
 ������� �
 �� ��
��'���� ��� <���� �0����������� ?����� �� ������ 
�



��� 
�� ∗ �
��#�
������� �
��������&�

����������@ �� ����� �� �� ��%������� � ���2� �� �� ������������ 
���

���������� ��� ������ �
 2� %���'�� 
� '���
��� � �������� � � 
�����

��� ��
��� �� �� ���� ������� ������ ���������� �� ������ � ���� ����

�������� � 
����� '�������� ��� ����� 
� ������� � ����� ��� ����
����

���������� � <���
� ?)������ �&	�	�@ ��� ���� ����%��� ?���� ���
���

���0������� 
���� ����������@ ������ ���� ������������ 
�������	 H ����

�� �0����������� '���
���� ��� �� ��
� 
���0���2��� ��� ��
��� %��� 
���

'������ �� ������ �� ��� ������ ����� �� ����� 
� �������	 
� <����� �������


�������� �� *���� '������� 
���� ����*��������� ����������� ��������

����� <���� ���2� �� ����� 
� ������� A ������ ��%������������	

���������� ��� �� ���� ����������� �2� ����� �� ������ �����
����

��������� ?��'��� �� ���*����� ��� �� ����������� ����'�����@ 
� �����4

���� �� ������ 
� ����������� �� (0, 0,−d)� �
 ������ �� ��������� ����0�4

��'���� �� ������� ���� ��� 
������ ��������� �
 �� ����� ��%��������

<����� ������ ����� ��� �������� ������''�� �
 ���� ���
� ��I ��������

�E������� �� ��'���� �� �����������	

������������ �&	 	�� .����������
 �����
�� ��� ������ ����7�6

������ � ��
�� �� �����$���� 
�����
����0 &� ���	 
�
���
�� ��
	����

���� �
� �����
 �����
������ � ����
 �� ��	���� P � ��	����� d0 �����
�

������ � �
� ���	
�� �
�
��� n = (nx, ny, nz) � �	���		�� �� �

�������

��
������� '
����
 


�����!� ����� 
������

M0 =

⎛⎜⎜⎜⎝
d0 0 0 0

0 d0 0 0

0 0 d0 0

nx ny nz 0

⎞⎟⎟⎟⎠ .

�������
������ !���2F �� ������ 
� ���������� A �0���'���� �� ����*��4

������� ���
� �� ����� '������� p = (x, y, z) ��

p′ = αp ∈ P . ?�&	 	�@

3��������� �2� �� 
������� 
�� ����� P 
���0���'��� A� � ����� �� ��'���

d0 = p′ · n	 3��� �� *������ 
� ������������ α A �� �������� *�� <�����


������� � �� 
������� *�� p � �0���'��� ���������� ���'� �� 
��������

������� �� ����� P � ������ α = d0/p · n = d0/(nxx + nyy + nzz)	 1�


�������� ��� nxx + nyy + nzz ��� A ����� �2� �� 
�������� �����������




��	� #�
�� ���
������ "���
��� ����� �
��������� ����
������

��� �� 
������� ?�� <����� ���� �� 
������� 
���0���'��� ���������� ���'�

�� 
�������� ������� �� ����� P @ ��� �� ����
����� ���'����� �� ������

�� ������� M0 ���� ����0���������	 ��
3�� ��������� �� ���� '������� �� ��� ���2� �� ������ 
� �����������

A ��%�������	 � <����� ����� A ����� �� ��'����� 1����� �2� ����� ��

������� �� �������� 
� ��������" 
���� ����*��������� ���������� �������

���� ����*��������� 
���� ������ ���
����������� ����� �� ����
�����

���'���� <��
��
�����������	

���
 �&	 	�� ����� p = (px, py, pz) ∈ R3� q = (qx, qy, qz)� r = (rx, ry, rz)

� �� �����
��� �� ������ 
� �<��������� ���������� p 
� (px, py, pz, 1)� �2�


0��� �� ��� �2�������� �� ���		� �� ����������� �� p	 �� 
�� �������

M1 � M2 � <������ 
��������� ���
���� ��������������� (px, py, pz, 1)

�� (qx, qy, qz, a) � (rx, ry, rz, b)� ��� a 	= −b� ������ �� ������� M1 + M2

���
� (px, py, pz, 1) �� (qx + rx, qy + ry, qz + rz, a+ b)� � <���
� �� ���4

������
���� ����*��������� ���������� ���
��� �� ������ p ����� ������


� (q + r)/(a + b)	 
� ������������ �� �� 
�� ������� M1 � M2 2����

�� ������ ������ ��'�� � <���
� a = b� ������ �� ������� ���������� ��

��� ������ ����� ������ 
� �<��������� ���
� �� ������ 
� (px, py, pz, 1)

����� ����� 
���� ������ 
� (qx, qy, qz, 1) � (rx, ry, rz, 1) A �� ������� ���

�� ������ ������ ��'� 
� M1 � M2 � ��� �� ����� ��� ��'2� 
��� 
����

����� ������� � ������� 
� M1 � M2	 ��

���
 �&	 	�� �#� 	�%������� %��
������ 
�� )������ 
� 
�	����

���� �%%���� ������������� ����������� �
 ������� ����� !�����������

�&	 	�� �� ������� d0 = (p′ , n)� 
��� p′ A �� '������� ����� 
�� �����


� ���������� P 	 �2���������� |d0| A �� 
������� *�� P � �0���'���� �
 ��

��'�� 
� d0 A �������� �� �� ������� ������� n 
� P ����� ��� ����������

������� ���0���'���	 ����� ��

���� !������������ �0���'��� A �� ������ 
�

����������� � <���
� �� ��������
��� 
���� �������� +���2��� A �2� ��

����� '������ ��� ���������� �������� ��� ������� 
������2� 
����������

����������2�� ���� ��������� ���� ��� 
���0)������ �&	�	�	 6���
� ��

<����� ���� d0 A �������� � ������ �� 
������� 
���0���'��� �� �����	

��� �������� ��������� ���������� �� ������ 
� ���������� 
���0���'���

�
 �� ����� ��%������� c �
 �����
������ �� �������� d1 = (c , n)	



��	 
�� ∗ �
��#�
������� �
��������&�

�2���������� d1 A �� 
������� *�� � ����� ��������� � P �2� �������

��� �0���'��� � ��� c	 �2������� <����� 
�� ����� ��������� P0 � Pc�

���������������	 
� ��'�� 
� d1 A �������� �� �� ������ 
� ���������� c

'���� �� <����� 
�� 
�� ��������� 
���������� 
� P0 ����� ��� �����

�� ������� ������� n ?<����2� ����� �� ����� 
�� 	�
�	����
 �
	����



���������� 
���� ������ 
�� ������� �������@	


����� �����
������ �� <������" d = d0 − d1� �2� 2� �� ����� ��'��4

������� ����� ������� 
���� ����������� �������� ��� ���� '�������	 
�

��'������� '��������� 
� <����� �������� A ���������%��� �� �����
���4

��� 
�� ����	 
� ����� ���� A <����� �� ��� �� ����� P �
 �� ������ c

'�������� �� ��������� ������� �������� � P0	 
� ��� ���� � ��'�� 
� d0

� d1 ���� �������� � <���
� d� � ����� �� ��'��� ������ �� ����� 
����


������� *�� P � P0 � *�� P0 � Pc� ����� �� 
������� *�� P �
 �� ���4

��� 
� ���������� c ?����������� ���� �����
��� ��� d0 ��� ���� 
����

!����������� �&	 	�	 ��� �����
� ����� � ��'�� 
� d0 � d1 ���� �'����� �

<���
� d ������ �� 
�E������ 
���� ��

���� 
�������	 !��B ��� �� �����

Pc '���� *�� P � P0� � <���
� d ������ ����������� � ����� �� ��'���

�� 
������� *�� P �
 �� ������ 
� ���������� c	 
� ��'�� 
� d A ��������

� ��'����� � �����
� 
���� ������ 
� ����� 
�� ������� n� � ��I �������4

����� A �������� �� �� ������ 
� ���������� ?����� �0�����������@ ��� ���

���������� �������
 
��������� 
�� ����� 
� ������� P 	 ��

������
 �&	 	 � .����������
 �����
�� ��� ������ � ��
�� ��

�����$���� 
�����
���0 5
�	������

 �� ���	 
�
���
�� ��
	�������

�
� �����
 �� �� ����
 c = (cx, cy, cz) � ����
 �� ��	���� P �
� ���	
��

�
�
��� n = (nx, ny, nz) � ��	����� �
� 	���
 d0 �����
������ '
		��

d0 = 〈p0 , n〉 ��� ����	��	� ����
 p0 ∈ P !� $�� d1 �� ��	����� �
� 	���


 �� � ����� ��������� � P ��� ��		��
 ��� ��
������ � ��� c� ��	��������


���� '
		�� d1 = 〈c , n〉!� � 	�� d = d0 − d1� %��
�� �� ���	 
�
���
��

� �	���		�� �� �

������� ��
�������� ����� 
������ Mc� ��� �� ���	�


��
��
� 	������

 �����
���� M � ���� ��

M = Mc =

⎛⎜⎜⎜⎝
d+ cxnx cxny cxnz −cxd0

cynx d+ cyny cynz −cyd0

cznx czny d+ cznz −czd0

nx ny nz −dx

⎞⎟⎟⎟⎠ .




��	� #�
�� ���
������ "���
��� ����� �
��������� ����
������

�������
������ !������� ����'��� �� 
������������ ��������
� ��

������ 
� ���������� ���0���'��� ��
����� ��� ������������ ��������
�

������ �� ����*��������� ����������� �� ��� ������� A ����� 
������4

���� ����� !����������� �&	 	� �
 ����� ��������
� ��
����� ��� ��

����������� �������	 6����� ������� �� ����'����� ��� ���������� )��������

�&	 	# <�� ������ ���*������ ���������� �� ������� 
������ �� �����'�� ����


������������ 
���� !����������� �&	 	�	

!���2F ��� �� ����*��������� ����������� �������� ��
�������� �����

c �� ����� '������� p = (x, y, z) �� �� ����� p′� �0�
�����" ?�&	 	�@


������

p′ − c = α(p− c) . ?�&	 	�@

!������� 〈n , p′ − c〉 = α〈n , p− c〉� 
� ���

α =
〈n , p′〉 − 〈n , c〉
〈n , p〉 − 〈n , c〉 =

d0 − d1

〈n , p〉 − d1
=

d

〈n , p〉 − d1
, ?�&	 	�@

����2F� ��� 
���������� d0 = 〈n , p′〉� d1 = 〈n , c〉 � d = d0 − d1	

,���������� �� ����*��������� ����������� ���� (p′x, p
′
y, p

′
z) = T (x, y, z)

��� px = αx + (1 − α)cx� � �����'������ ��� py � pz	 ������ T =

T1 + T2� 
��� T1(x, y, x) = α(x, y, z) � T2(x, y, z) = (1 − α)(cx, cy, cz)	

�����
������ �� ����*��������� ���������� T̃1 � T̃2 ��
���� 
� T1 � T2

������� �� ����
����� ���'����	 ��������� �� ������� ?� 
���������  @

M1 � M2 ��������� ���� ����*��������� ���������� T̃1 � T̃2	 �2���������

�� ����� A

M1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
d 0 0 0

0 d 0 0

0 0 d 0

nx ny nz −dx

⎞⎟⎟⎟⎠ .

!�� �������� M2 ���������� 
� ?�&	 	�@ �2�

1− α = 1− d

〈n , p〉 − d1

=
〈n , p〉 − d0

〈n , p〉 − d1

.



��� 
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������� �
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!������� T̃2 
������

T̃2(x, y, z, 1) = ((1− α)cx, (1− α)cy, (1− α)cz, 1)

∼ ((〈n , p〉 − d0)cx, (〈n , p〉 − d0)cy, (〈n , p〉 − d0)cz, 〈n , p〉 − d1)

= ((nxx+ nyy + nzz)cx − d0cx, (nxx+ nyy + nzz)cy − d0cy,

(nxx+ nyy + nzz)cz − d0cz, nxx+ nyy + nzz − d1) ,

� <���
�

M2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
cxnx cxny cxnz −cxd0

cynx cyny cynz −cyd0

cznx czny cznz −czd0

nx ny nz −d1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

10��������� ��� ��'�� 
���� ���� �&	 	�	 ��

��������� �&	 	#� ���� ���������� ���0������ 
���� 
������������ 
��

/������ �&	 	 � ��� 
���� ��� *����������� ����������� 
� <����� 
�4

����������� ��������
� ���0���'��� �� ������ 
� ���������� c ��
����� ��

����������� Λ(x, y, z) = (x−cx, y−cy, z−cz)� ��� ��������
� �� ����*��4

������� ����������� ��� ������ �0���'��� 
���� !����������� �&	 	� �


����� ��������
� ��
����� ��� �� ����������� ������� Λ−1	

����
������� 1� ������� 
���� ����*��������� �>�� ��������� ����

����������� Λ A

Λ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0 −cx
0 1 0 −cy
0 0 1 −cz
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠
� �� ��� ������� ���������� A �� ����������� ��������

Λ−1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0 cx

0 1 0 cy
0 0 1 cz

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

!�� �������� �� ������� M0 �%%���� %���'�� 
���� 
������� ��� ��'��

*�� �� ����� 
� ���������� � �0���'��� �
�
 ���� ��������
 �� ���	����
��

Λ	 ����� !����������� �&	 	� <����� 
�������� �2���������� ��� d0 =




���� ����� �� #�"� ����� �
��������� ����
��� ���

〈n , p′〉� 
��� p′ A �� ����� <�������� 
�� ����� 
� ����������	 1� �����������

���
� p′ �� p′ − c� � <���
� d0 ��

〈n , p′ − c〉 = 〈n , p′〉 − 〈n , c〉 = d0 − d1 = d

��� �� ��������� 
�� �����
���� /������ �&	 	 	 !�������� �� �������


���� !����������� �&	 	� ��� 
������

M0 =

⎛⎜⎜⎜⎝
d 0 0 0

0 d 0 0

0 0 d 0

nx ny nz 0

⎞⎟⎟⎟⎠ .

H ��� ����
���� ��������� �2� �� ������������ 
� ������� Λ−1M0 Λ

?�� %�
� ���0��
���M@ A ����������� �� ������� Mc 
�� /������ �&	 	 	

��

�+�)� �#��� �� !#�
 ����
 ����������
 �����
��

�%%���� �����
���� �� �������� 
� ����� 
� *�'� ��� �� ����������

����
��
 ����� ���� �&	�	�	 ,���������� �2� �� ������ 
�� ����� �� ���

�� ���������� �� ����'��� ����� �� ����*��������� ����������� 
� �� *��4

��� 
� ����� ���������� �� <��� ���� ����'����� �� ����� 
� �������� � <���
�

��������� �����
� �� ������� ������� 
���0���� z	 3��� '����� �� /������

�&	 	 � �������� �����
��� <��� ��������� �� ���� 
���� ����������� ���4

����� '�������� ��� �� *����� 
� ����� ��������� 
������ �����
� �� �������

��%������� u = (ux, uy, uz)� ��� ��������������� ����'����� �� ����� 
�

������� P 	 ���� ������ ��� c = (cx, cy, cz) �� ������ 
� ����������� � n

�� ������� ������� � P 	 !�� <�������� ����� p0 = (x0, y0, z0) ∈ P � ��


������� ?��� ��'��@ 
� P 
���0���'��� A d0 = 〈n , p0〉� � �� 
�������

?��� ��'��@ *�� � ����� ��������� � P �2� �������� ���������������� ���

�0���'��� � ��� c A d1 = langlen , c〉	 !������ ������� d = d0−d1� <���
�

d A �� 
������� ?��� ��'��@ *�� �� ����� P �
 �� ����� �
 ���� ���������

�2� ����� ��� c� �� ��'�� 
����
� 
�� ����� ������ ��� �� ������� �������

n� � ��I ������������ �� ��
� ��%��� �2� A �������� �� � ���� �� �� ���4

���� n ����� ����� �� ��������� 
���������� 
� P ������� � <����� �2�

�������� c	
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������
 �&	#	�� %�
����

 �� �
����
�� ������ 	��������� � ����
��

�

 r �� ����� ��������� ������� 	��
��
 �� ���	
�� u� r(t) = r0 + tu�

�
� r0 ���������
� $� ��  �	��
 �
� � ������
 ���������
���� �� ����
 ��

��	����� 
		�� 	� 〈n , u〉 	= 0� ���
�� �� ��
����
�� ����� ��
	������� ����

����� �������� ��� ��
��
� /6�.�. 
���� ���	�
  �	��
 �� ����� �� ��

��	��
� �� ����� s ������� ��	����
 �� '
		�� ��� 	� ���
�����
 ���! ����


��  ���

fu = c +
d

〈n , u〉u .
%����
����� 	� 〈n , u〉 = 0� ��  �	��
 �� ����� ��
��� ��������
 �����

�
�
 �� ���	 
�
���
�� ��
	�������� � �
� ��� ����� ����
 �� ���
���


'��� ���	�� ������
�� �����

 ��� �� ����� 
� *�'� A ���0�������!� �� ���

��	
� ���� ����
 ����������
 �
���	�
��� �� ����
 �� �

������� 


�����

(ux, uy, uz, 0) ����
 	����
 ��
������
�

	

�������
������ ��������� r(t) = (x(t), y(t), z(t))� � �� ����� ����'4

��� ����� �� ����*��������� ����������� ���� s(t) = (x′(t), y′(t), z′(t))	
��� T �� ����*��������� 
���� ����������� �������� ��� ����� 
� ����������

P � ������ 
� ���������� c� ���� �'���� �� ����
����� ���'���� ������� ��

�������Mc 
�� /������ �&	 	 	 ��������� ��������������� R(t)� S(t) ��

������ 
� �<��������� ���������� [r(t)]� [s(t)]� ����� �� ����
����� ���'�4

���	 ������ �� ����*��������� T r = s 
������McR(t) = S(t)	 ���'�����

� �������������� �������� 
���� ������ 
� �<��������� ���'���� R(t) 
���


� (x(t), y(t), z(t), 1)	 10������ 
� Mc ���
� <����� ������� �� �� ���4

����������� 
� S �2� ��������� (x′′, y′′, z′′, g)	 ��� /������ �&	 	 ���

�%%����

x′′(t) = (d+ cxnx)(r
0
x + tux) + cxny(r

0
y + tuy) + cxnz(r

0
z + tuz)− cxd0

y′′(t) = cynx(r
0
x + tux) + (d+ cyny)(r

0
y + tuy) + cynz(r

0
z + tuz)− cyd0

z′′(t) = cznx(r
0
x + tux) + czny(r

0
y + tuy) + (d+ cznz)(r

0
z + tuz)− czd0

g = nx(r
0
x + tux) + ny(r

0
y + tuy) + nz(r

0
z + tuz)− d1 .

�� <�� �������� �� ������ ���
����������� 
���� ���������� 
� s(t) 
��4

�
��
� x′′� y′′� z′′ ��� g � ��� *������� ���
��� t �
 ������� ��� �������

�� ����� 
� *�'� fu	 
� ������ ������ �� �� ������ 
�� 
����������� ��� ��




���� ����� �� #�"� ����� �
��������� ����
��� ���

�������	 3��������� �2�� ����� ���
��� 
� '��������"� �� ��B ��������

�2� �� ����� r0 ��������'� �� ����� P � ��*����� �� �� *����� 
� ����� ���

A ��������� � P � ����� �� 〈n , u〉 	= 0� ������ �'�� ����� 
�� *����� 2� ��

?�����@ ����� 
� ������������ ��� P � ���'����� r0 ���� <����� �����


� ������������L �� ������ �� *����� 
� ����� A ��������� � P � ��������

���'����� ��� r(t) ��� ����� �2� '���� �� P � �
 ������ �'�� ��� ����� r0

��� �� P 	 ��� <����� ������ 
� r0 �������� �2� 〈n , r0〉 A �� 
�������

d1 
� P 
���0���'���	 3�� ��
���� 
���0����������� 
� g �2� �� ������ ���

t→∞ A ���� �� � ���� �� 〈n , u〉 	= 0	 
� ��� ���� �� ������ A �����������

�0����������� 
���0���������	 �� ������ 〈n , u〉 = 0 �� ������� �� t �����

������������ ��� ���� � ��������� <���
� �� ����� ����*������ ��� �� ��4

�������� ��� ����� ������ 
� t	 
� ��� ���� ��������� g = 0� ����� ��

����� ��������� ��� <����� ����
����� ���'���� -� �
 A �2���� ?*����4


� ���
��� t �
 �������@ �2� �� ����� ����
����� ���'���� ���
��� �

(ux, uy, uz)	 ��

���
 �&	#	�� 1� 
������������� 
�� ����� 
� *�'� 
� �� *����� 
� �����

�� 
�������� u� �������� ��� /������ �&	#	�� �� ��B �������� ����� ���4

���� ��� �� ��'������ '��������� ����������� �
 ������������ �2� ���

�����������	

!�� ����� ���� �� ������� �2� �� ����� 
� *�'� 
��� ��������� ����2A

�� ���������� �������� 
��������� �� 
������� 
� ����� �2� �� �������

��������������� ����� � 
������� �������� ����� 
���� ���������� ?<�����

*���� '�������������� ���
���� �<������ ���� 
�������� ����������� ���

�� 
�������@	


� �����
� ���'�� 10����'��� 
���� ���������� ����������� �������� A ��

����� 
� ������� P 	 
� ������������ �� ����� 
� *�'� 
�� *����� 
� �����

��������� � u A �� ����� 
� P 	 
� <����� *����� %���� ������ �����
�����

�� ����� �2� ����� ��� �� ������ 
� ���������� c� 
������ r(t) = c + tu�

�� ����� 
� *�'� 
�� *����� A �0������������ 
� <����� ����� ��� P ?����

������ �� � ���� �� u ��� A �� ������� ��������� � P � �� ������ �� A� ������

�� ����� 
�� *����� ���� ����� ��������� �� ����� P � � ����2F c �� ���'���

*���� 
� <����� ����� �� ����� s ��� �� ���������� �� ��� ���� �� 
��� �2� ��

����� 
� *�'� A ���0�������� ���� ��
���� ��'��� ����� ���������� ����

�&	#	�@	
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��� ���� ������ d �� 
������� *�� c � P 	 !���2F u 2� ����� �� �� ������


� t ��� �� <���� �� ����� s(t) = c + tu ��������� P A �� ���'2����

du 
�� ��'����� 
� c � P ����� 
�������� 
� u	 1� ���'2���� 
����

���������� 
� <����� ��'����� ����� 
�������� ������� � P ?<����� 
��

������� n@ A <���
� d� �������� du = d1/〈n , u〉 = d1/ cos θ� 
��� θ A

�0��'��� ������� 
� u � n	 
� ����� ������� �� ����� 
� *�'� A ������������

fu = c + u d/ cos θ� ���� ������� ��� � ������� 
���� 
������������ 
��

/������ �&	#	�	 ��

���
 �&	#	�� H ������������ ��
��� ���� ���%�� �� ��������� 
�� �����


� *�'� �� ������� 
�� ������� u 
�� *����� ����� �*��� ��������	 �� u �����

����� �*��� ��������
� �������� �� ������� 
��������� ��'����� θ 
� n

?����� �� �� ����� ��� ��������� Cθ �������� �� ���� n@� ������ �� ����� 
�

*�'� 
������� ���20���� ��� ������*������ ����� ������� �
 �����������

�� ��������� Cθ 
���� �*��� ��� ������ c � ��''�� d/ cos θ� �2� ���
� �


������� <���
� θ ���
� � π/2	 6����� A ���� �� ����� �2� θ 	= π/2�

����� ����2F u ��� ��� ������
������� � n� ������ ����0�<������	 
� ����


� u ����0�<������ A �� ���� ������ �� ��� �� ��''�� 
� <����� ������*������


����'�� � 
������ ������ �2� � ����� 
� *�'� ���� ���0�������� �� ��� ����

�� *����� 
� ����� ��������� ������ ���� ���2� 
��� �� ����*���������

�����������	

6���
� ����� 
� *�'� � 
������� ������� 
�� ������ 
� ���������� ��

�����'��� <���
� �� *����� �� �������� �
 ������ ������
������� �� ��4

��� 
� ���������� ?����� �0��'��� θ ������ � ����� u ������ �
 ������

��������� ��� n@� �
 �� �''����� <���
� d A �������	 !�� <����� ���4

�� ����� ���� �&	 	�� �0������ ���
������ ��'����� �2� �� 
������� *��

�� ������ 
� ���������� ?������ �0�����������@ �
 �� ����� 
� ����������

P A �������� ����� �� ����������� A ����������	 
� ����� ������� �����


� *�'� ����������� ���������
��� � �� ����������� ������ ���� ������

��� �0������������� ?� 
����������@ ����������� ������ 
� ��B �2� �� ��4

����� <���
� �� *���'��*� ��� ����� 
� ������	 
� <����� ����� ����2F ��

������ � ������
��� �� ����� ����� ��� ���������� %���'�� ����� �� '���4
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��� /������ �&	#	� ���������� ����
��������� �� ��������� ��'�����	

�� ���� �2� �� ����� �
�����" A �������� ��� <����� ������� ����� ����

�&	�	�	

������
��� �&	#	 � $������

 fi ������ ��� fei
'iG/�4�E! ��� � �����


� *�'� ���������� ����� ��
	������� ��������� 
		�� � ����� ��  ��� ���

 �	�� �� ����� ���������� ��	�������
����� �� ��� ���	
�� ���
���� �� ��	��

0		� 	
�
� ��	�������
�
���

f1 = (cx +
d

nx

, cy, cz) ?�&	#	��@

f2 = (cx, cy +
d

ny

, cz) ?�&	#	�%@

f3 = (cx, cy, cz +
d

nz

) . ?�&	#	��@

�� ���	�� ��������� 	� �
�� ���� ��� 
��� �
���� �� ���	
�� ���
����� � �
��

��	�
������ ����� ��  ��� ���������� ����
 �

�
����� ����
 �� ��	�����

���	
�� ������ � ������ ��� �����
 �� ��
����
��� �� �	�
��
� � ����� ��

 ��� ���������� ����� ������
�� ����� �		� x � y ����
 �� 	��		� ������� 	��

����
 {z = 0} ��� �����
 �� ��
����
��� � �
	H ��� ��
����
 ��� �������

��������� �&	#	#� (i) 5� ������� ���'��� �� ����������� ��� ��

<��
�� ��� <����� ����� �
 ����� 
����'��� 
����'� 
�� �
���� �

*���� 
� �������������
�	 
� ����� �
����� A 
������� �� ��
�

*�������� 
������ ���� �� ��%� 
� ���� � ��� ����� ������� �2�

�������� (0, 0, 3) �
 2� �� *����� ��I ������ �� ����� 
� ����������

��������� �
 ���� � 
������� ��� ����� {z = 3}� � �� ����� 
��

*���� �2� ������'��� (0, 0, 3) 
������� ��������������� ��� ��4

��� {x = 0} � {y = 0}	 !�� 
����'��� <����� �
����� �� �������

���'��� �� 
������� d 
�� ������� ����� 
� ������������ 
�� �����


���� ���� ?���������� �2� �� ����� ��� {z = 2} � ��� d = 1@� �


�� ����� 
� *�'� ��� � ���� 
�� ��%� 
������ �������������� ��4

�0���� z ?����� ����'��������� ���� ����@	 ���������� �2� ����

����� 
� *�'� ����'� f3 = (1, 1, 2)	

10����� �
����� A ���20���� � *���� ��%���� ��� ��'��� 
� π/4

? # '��
�@ �������� ���� 
�������� 
� ������������� �
 �������

�� ��%� 
� �������
√

2 ����� �� <��
���� ��� ����� {y = 0} 
�



��� 
�� ∗ �
��#�
������� �
��������&�

������� (x = 4 , , z = 3)� (5 , 4)� (4 , 5)� (3 , 4)	 
� ������� ����


���'�� �� ������� ���������������� �������� � ���� 
� <�����

�����
� �
�����O

(ii) 1� ������ ����� 
������ 
�� ������� ����� *���'��*��� ��� ���

����2��� *���'����� 
������� 
��� ��� �� �������� ��� �� ����4

�� ��'�������� ?<���
� *����������� �������� �� ����� �
������

����� ��� �� ������ ��'�������� ����������� � ���������@	 6�����

�2� ��� �� 
������� 
�� ������� 
���� ���� ��� 
������ �� 
��4

����� *�� �� ����� 
� ����� � *���� �
 �� ����� 
� �����������

����� �� ����� 
���� ��������� ?� 
�� �������� �� *���'���� 
�'�4

����@	 !���2F �� ����� 
�� ������� A �%%������� ������ �� �����

�������� 
���0�%�������� ��� %���� ��������������� ��������

����������� <����� 
������� d ��� �� ���'2���� *����� 
���0�4

%�������� �2�� <���
� '���
���� �� *���'����� ��� �� A ����	

���� �������� ����������� 
���� *���'���� �0��'�������� �����

������ ���
����������� 
�� �����
� �
�����O

����
������� (i)	 �������� �2� n = (0, 0, 1)� <���
� nz = 1	 ����0�4

<������� ?�&	#	��@ 
�� ����� 
� *�'� ���������� f3 ��������� cz +d = 2�

<���
� cz = 1� �
 ���2� �� ����� ����
����� 
�� ������ 
� ����������

���'��� �	 
� ����� ������ c = (1, 1, 1)	

1� 
�� *������� ����%��� 
�� �����
� �
����� ���� 
������ ���� u− =

(−1/
√

2, 0,−1/
√

2) � u+ = (1/
√

2, 0,−1/
√

2)	 
 ����� 
� *�'� ��� <�����

������� �� �����'��� 
�� /������ �&	#	��

f− = (1, 1, 1)−
√

2(−1/
√

2, 0,−1/
√

2) = (2, 1, 2)

f+ = (1, 1, 1)−
√

2(1/
√

2, 0,−1/
√

2) = (0, 1, 2) .
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�� ����� ��������� �� ���������� ����� 
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(ii)	 ����� *���'���� ��������� �� ����
����� 
�� ����� 
� *�'� 
��

���� 
�� ����� �
����� ����'����� �� ����� 
���� ���������� �2� �%%����

�2������ f3	 +����� ���0�<������� ?�&	#	��@ <����� ������ �� 
" �� �������

c + de3� ����� �� ����� 
�� ����
����� 
� c �
 �� ������ 
���� <������"

cz+d	 3�� �����
������ � ����� 
� *�'� ��������� �'�� ���'��� ��� ���������
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���������� ����2F �0�
����� � <����� ����� ���� ������%� ���������� <���
�

���������� �� ����� ����� 
� *�'� A ���0�������@	 ;�'����� 
���������� �

������� u± 
���� 
�� *���'��� ����'����� 
� ���� ���'���	 3��������� �2�

n = e3� � �������� 〈u± , n〉 = u±z 	 3�� 
���� �<������� ?�&	#	��@ �

?�&	#	��@ ��������� � ������� c+ d
u±

z
u±	 !���2F �� ����� 
�� ����������


� c ���� '�" ����� <����� �� ����������� � ������ 
� du±x /u
±
z � du±y /u

±
z

?�� ����������� �������� '�" �2� u±y = 0� ����2F �0�
����� A ����������

��� ���������� <���
� �0������ ��*��������� ��� �� �����@	 !�� �� �����

����������� �������� �� ������%� � ���� �� ������ 
� cz+d� �� ��������

'�" �2� <����� ������ A �� <���
� ���2� <����� ��*��������� ��� �� 
"

����� 
� �����	 
���� �������� �2� u+ � u− ���� ����'����� � 
� �����

�	 ,����������
� ����� <����� ��*��������� ����0��
��� 
���� �%%�����

cz + d = 1

d
u+

x

u+
z

= �������� ����

d
u−x
u−z

= �������� ����

u+
x u

−
x + u+

z u
−
z = 0

(u+
x )2 + (u+

z )2 = 1

(u−x )2 + (u−z )2 = 1 .

�� ������ 
� ��� �<������� <��
�����2� ����� ��� ����'���� d� cz� u±x � u
±
z

?�� �������� �2� u±y = 0@	 �� �� ������� A �������%���� �� ��� ��
� ��


�������� d �
 � 
�� ������� u± ���2�����	 1������� �� ������� �����
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���� ������ � ������� ������� �� ��������� 
�� ��� ����� 
� *�'� ����������

?�� �� �� �������� �2� <����� ��� ����� 
�%%��� ������ ������ ����� ����

������ ������� y� ����2A '�������� ����� ����� �2� ����������� �0���������

��� ����� 
���� ���������� � <����� ����� A ����������� ����2F �� ����2���

*���'����� ��� A ��������� 
� ����@	

�� ���� ���2� �2� � <����� ����� ���������� ���2� c � d� � <���4
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�� ���� �
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�� *���'����� ?�� ��
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���� �� 
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������� ����� ���
��� 
� '��������" ������� ����0���'��� �� ���4
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� ����� � *���� 
����� �� ����2��� *���'������ �� ��� ��
� ��

����*��������� ����������� ���������
� ���� �������M0 ���������������

�������� 
�� /������ �&	 	 � 
��� d A �� 
������� *�� �� ������ 
�

���������� ?�0���'���@ �
 �� ����� 
� ���������� ?�� ����� 
�� ������� � 
��4

�� ���������@	 ��%%���� ������� �� ������ �� ������� n ����� ��� ���������

�� ����2��� *���'����� ��
� �������� �0��<��
������ ������	 3������4

��� �2�� �� ���� ������� ������� ������ �������� ������� �0����'��� ���

����� 
� ���������� ������������� ������
� ����������� ?������� � n@

�� ����2��� *���'����� �� ����� �������� �������� ��� ������� �� � 
��

���� 
���� ������" 
�� '���������� �� ���������� �������������� �� ���� 
��

*���'������ <����� �2� ����� A �2� �� ���������� �� ������� ������
�4

������	 �2������� p �� ����� 
� ���'�������� 
�� 
�� ���� 
�� ����� �2�

�� *���'��*� ��
�� � 
�� ���� ���� 
������� ���'� 
�� ����� ������� 
� p

� 
������ ���� 
�� ������� �������� 
� %���� 
������ e1 � e3 <�� �
����4

��� �� �������� ���������'�� 
���� �������� +���2��� � 
���������

�� ���� 
���� ���*��
��" 
�� '���������� ���'� �0���� z� �0���� x ������4

����� �� 
��������� 
������� <���� *������� �������� �� *���'��*�� � �0����

y A �0�������@	 5�� ����� ���������� ����������������� <����� 
�� �����

������� ��� �� ����� p′ ����'��� 
� p ����� �� ����*��������� �������4

����� � ���� 
������ ����� � ����� 
� *�'� ���������� ���������
���� ��

������� e1 � e3	 ������� �2�� � ���� 
� ���%������� 
� ������ �0�
�����

�%%�� ���'2���� � ?������ ���������� � ���'� �0���� x@� ���*��
��" w

?���'� �0���� z@ �
 ������� h ?���'� �0���� y@	 !�� ����
��"� �� ���4

�� ���
��� 
� '��������"� 
��������� �� %��� 
���0�
����� ��� ������'���

(1, 0, 1)� (1, 0, w)� (2, 0, w) � (2, 0, 1)� �������� �� ����� p A (1, h, 1)�

�
 � 
�� ���� ����%��� 
�� ����� 2���� ���� ���������� ����� ���������




���� ����� �� #�"� ����� �
��������� ����
��� ���

p1 := p+e1 = (2, h, 1) � p3 := p+we3 = (1, h, w)	 
� �����" ��� �%%�4

��� %���'�� 
� ���������� �� ��
���
������� 
�� ����� 
� *�'� %����������


��� 
�� ���������� �&	#	 � %���� �E������� �� ����*��������� �������4

���� ?
��� ��� ������ ���� 
���� ������� ��������������� �������� M0@

�� ����� p1 � p3 �
 ������� �2� � ���� ����*������ p′
1 � p′

3 ������2���

�� ��������� 
� ����'������"

p′
1 − p′ ⊥ p′

3 − p′ .

.� A ����������� ��������� � � <����� ����� ��I ���'����� ���������� ��

*������ ��� � ����� 
� *�'� ���������� 
�� ���������� �&	#	 � �� �����
����

��������� 
� ����'������" ������ 
������

p′
1 − p′ ⊥ p′

3 − p′ ?�&	#	�@

?���������� �2� ��� ������� ������������ ��� w �� ������� fe3 
�� �����


� *�'� ?�&	#	��@ ��� w ��
� �������� ������� p′
3� �0����'������" ���


����
� 
���� ���'2���� 
� <����� �������@	

;���� �� *���� 
���� ������� M0 
�� /������ �&	 	 �
 �� *���� �2�

c = 0� �������� p′ = (d/〈n , p〉)p	 ������� �� %��� ���� �
�����" ?�&	#	��@

� ?�&	#	��@� �� ��������� 
� ����'������" ?�&	#	�@ 
������

(d/nx)e1 − (d/〈n , p〉)p ⊥ (d/nz)e3 − (d/〈n , p〉)p .
;���� �� ������ 
� p = (1, h, 1)� �� *����� ������� 
������ �������� 
�

���������� <����� ���
������ ����

n2
x + n2

z − nxnzh
2 + (nx + nz)nyh = 0 . ?�&	#	�@

,��������
� ���2� �� ���
������ 
� ��������������� n2
x+n2

y +n2
z = 1�

�%%���� 
�� �<������� <��
�����2�� �2� ���������
��� � ���������

<��
�����2� �2� �� ����������� �� ��� �����	 /���� � ������� �� <���4

�� ����� ��������� �� ���%����	 �
 �������� ��� ��������� %����� A

n = ±e2 = (0,±1, 0)� �� ��� ���� � ����2��� *���'����� A ��������� ���4

����������� � �� �� '���������� *���� ����������� �� �E���� �� ��
��%%��� �

���� 
�� ����� �������� ��������� 
��� �� ����������� ����2F ���� �����4

���� �� ����� 
� ���������� ?���������� �� '����������� ��� A ������������

�� <����� ��������� ������ ����
� �� ������ �2� ������� �� ����2���

*���'����� ����0���'��� �� �������� ���� ����� �0�
����� �� �� �����


���0���� y� � �� ���������� �� %����� ���'� �� ������� (0,−1, 0)	 3���� �
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<����� ��������� %����� �0A ��� *���'��� �
 �� ��������� 
� ���������

��� %�����	

1� ����� 
���� ��������� ��� A 
�'������ ����� ��� �������� 
�� ����

����� (0,± 0)� ������ �� h A �%%������� '���
�	 
�*����� ������� n =

(t,
√

1− 2t2, t)� ��� 0 < t < 1/
√

2� ������ �� ���
������ ?�&	#	�@ 
������

0 = 2t2 − 4t2h2 + 2t
√

1− 2t2h = (1− 2h2)t2 + t
√

1− 2t2h .

�0A ��� ��������� ��� t = 0L ��� ������� t > 0� �� ����� ������� ���0������

���%�� ������ <��
����������� �
 A ��'����� �� h > 1/
√

2� ������

�� �����
� ������ ����������� �
 A �������� ����2F h > 0� <���
� ��

����� A ��������	 6���
� t �� �������� � 1/
√

2 �� ����� �� ��������

� (1 − 2h2)/2� �2� %A ��'������ <���
� �0A ��� ��������� ��� %�����

����0���������� 0 < t < 1/
√

2	 ��

������� �&	#	�� 1� ����������� �������� ��� �� ���� ����� 
� *�'� A

<����� �� ��� �� ����� 
� ���������� A ��������� � 
�� 
�� ������� ���������

����� ������
������� �� �����	 �
 �������� �� ���� 
0�%���
��� �� ���4

����� +���2��� �� 
�������� ������
������� A <����� 
���0���� z� �� �������

�� ����������� 
�� ���� 
���� ���������� ����
��
 
���� ������� �&	�	 �%4

%���� '�" 
���������� ����0)������ �&	�	� ���� ������ �� ��%� ��������

�� <����� ������������ �� 
���'����� �� 8�'��� #	

6����� A �� ����������� ��I *��<����� ����� ������� ?�
 ��*���� *��

������ �� ������ ��������� � ����������� 
� ������� � �������@� �
 A ����4

�� ����� �� ��
� 
� ���������� ���������� 
� ���������" � 
� ��������	

����� �������� 8�'��� ��
���� ���� ������� ���������
� 
� �� �������


��� �� ����������� A ������������� �%�'����� ?��������������� �����

���������� 
�� ���������@� �� �� %������ 
���0������������ ?7��� 8��4

<���� �� ������������ 
� ����������� ������� 
�� ����� ,�����������

*�������@ 
�������� �� 
���������� �����������	 ����������� ��� ��� ��4

���� ����� ��I ������� 
�� ,����������� ��������			 ��� ����� ��� <����2�

������������ ��
����	
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	�
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 "� ��������
�� �������� ��� �� ���� ����� �
 ����� �


���� �� 
�
��


� ���� 
� 
�� ����� 
� *�'� A ���������� ����� 8�'��� ��	 1� ����� �

��� ��������'��� � 
�� ����� 
� *�'� �� �2���� �0
����
���	 �� �������

�2�� �� �������� A �� ������� � 
���
��� � �2� ������� ��������� �� �����


���0���������� ����������� ����� ��� ���� 
� �� ���� ����� 
� *�'��

�0������� 
� ���� ����� ��� 
���'�� ��B ������ ������ ��%������������	 
�

�E����� �� �����
���� 8�'��� # �������� �� ���� 
� ��������� � ��
�� �����4

�� ?� ������ 
� ����������� ����� ������ ����� 
� ������������ 
���0�����

�� *����� ��������� 
�� ��%� A ����%���� �� ������ 
� ����������� ?�����

�0�����������@ A ��I ���� 
�� ��%�@	 
� 8�'��� �� 
���'����� �� ��%� ���

��������� � ������ ����� �� 8�'��� �� �� ��
���'����� ��� ��������� � ���4

��� ��I %���� ?�� ���������� ��� ����� 
� ������� 
���0��������� A �� �����

������''����@	 �� �%%��������� ������ 
� ��I �� ������ 
� ������������

��
����� ���2� �� *����� ��*������ 
�� ��%�� 
�� 
� �����	
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	�
��
 #� ��������
�� �� �� ���� ����� �
 ����� �� ��������#

����� �$���
���� ����� 
�������	
��� %&
�� �� 
� '����� � ��
 �$��
(�

�
 )��� *������ +�
��� ,-./0,-112� ��� ������ % ��
�3
�4

�
���
�3�(�

;�
���� <����2� ������� 
� ����������� � 
�� ����� 
� *�'� ��

������� ����� 8�'��� �&	#	� � �&	#	�	

��

������� �&	#	$� .(����#$���� ����
 ����������
 
 �#� �#��� ��

!#�
 �� ����#�
�0 )��� �� ��
� �� ��� �� ������� ���������� �� �������4

���� �������� ��� 
�� ����� 
� *�'�	 
� <����� ����������� �� ����� 
�

������� 
��� ����������� 
�� 
�� ��� ���� ����
������ 
������ x � y	 
�

������� ���'��� �� 
������� 
���0���'��� 
�� ����� 
� ������� P ?�� �����

�� ��� ��� �� ����@ � �� ��� ��'��������L ��� ����� P ������� ��� �� �����
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�
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���	
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��� ��� �
�
���� �3� ���������� �� ����� �
 �����

� ������ �
����� ��
		���������� � ����
��������� �� ��������
�� 6

������ 
� $��� � 
���
�4 ���
��
�3�" 
� ������ �
 ���
�	
��� +���
�

�7�����������2 �� ����		� ���
�#$���� 
��
����
��� �� 
���� �
�
��

�� �
��� �
 ���
�	
��� +���
� 
� �
�
���2� ������������
 ������
�4�

�
��� ����� *�������� �� ��� ����
 
�������
 ����� ��������
��� ��#

���� 
� ��� ����� ���8 �
��� �
 �
��� ��������� �
 ��9 ������ �����3�

�
��� 
�����
�
��� ��� ����� �
 ���������	�� ���9� ���9��� ������

�
�
��� ��� 6 �� ���� �� �� ��� ������ �
 ������ ����������� ���#

����� 6 ����
$
�� �3� �� ��������� ��
��3
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�
��� �� ���
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��� 
�������� �� ��� �����
�
� ����� � ��
 �����������

+���� ������ 
� ������ 
����2� ����7
����
�� �
��� ���8 ��������

�� ����� �
 
��������$$���� � �� ���� �������
 ����� ���
��
 �������


����� �������
� ��� �
 
���������$$��� ����� ����������� ��� �����

�
 �������


���0���������� � �� 
� ���� ���'��� � 
�� ����� 
� *�'� f1 � f2	 .�����4

��� �2� ��� <����� ������ �� ����������� A 
��� 
���� ��'����� �������
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#
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��
 6 ����
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�����

+�
 ���� �� ;��� ,<�=�>2� �� ���� ����� ���������	� ����� ��������
��

��
 6 ���
�������
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 &� 5� ���� ����� �
 ���� ����7 ����� ����������� �


 �$���3� ?@���� �
 ���
 �7������ ��������
�� ���� ����� �
��� �
��#

�� ����� �����
� � �
�
����" � ����� �� �����
� ��� 6 �������������

��������� �� ����:

����������� M � �������� ���� �� ������� 
� h� αx� d0� t1 � t2�

d0

⎛⎜⎜⎜⎝
1− t1 tanαx (1− t2) 0 −d0 (1− t2)/ cosαx

(cotαx) t1 t2 0 −d0 t1/sinαx

0 0 t2 − t1 0

cosαx sinαx 0 − (cosαx (1− t2) + sinαx t1) /d0

⎞⎟⎟⎟⎠ .

���������� ��� �0��������� �2� ���'����� �0��'�������� 
� P ��'�����
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 �'� 5� ���� ����� �
 ���� ��� A���3���� ;�	
��� �
 ���#

��� A���
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� �� ������ �
 ���
�	
��� ���
�#$���� 6 �$$�����	� ����

�� ����������
 �
 ������ ����������� ����7���� 
 ���������
 ����#

�
� ���� �� �3
 ������ ����� 
� �
��
� �� ��B�
��������� $���� ��


��
����
�� �� ������ ����� ����
� 
� ��
�
��
�� �
���� ������������


�������
�4 � ������
�4� �� ��������
�� 6 ���
������ ����������" ��

�
����	� ��� ������ �
 ���
�	
��� ��� �
��� ��� �
�
��� ��� 6 ��������

���'����� � ���� ������ 
�������� nx = cosαx� ny = cosαy� nz = cosαz�

�� ����� ������ �� ��� ������� ������� n = (nx, ny, nz)	 
� <����� �����

���B� �� ���� ���� 
�� ����� 
� *�'�� � <���
� ������������ 
� P ���� ���

� 
�� ���� ����
����� x � y ?�2��������� E1 �
 E2 ���������������@�

�� ��� ��� �� ������ <���
� P A ��������� ���0���� z � �0��'��� αz A

������ ������ αx � αy ���� �������������� αx +αy = π/2	 ������ �� 2�

n = (nx, ny, 0) ��� n2
x + n2

y = 1	 1� ����� s �2� ����� ��� E1 � E2 '����

�� P � <���
� A ������
������� � n� �������� ���� ��'��� '�� ���� x � y

��� ��'��� αy � αx� ��������������� ?8�'��� �#@	

���� ���� ������� d0 �� 
������� 
���0���'��� �2� �� ������� 2� ������
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�	
��� �� ����		� ���
�� � ��
��
 ��
		���� �� ����		� ���
��

��� P 	 ������

E1 = (d0/ cosαx, 0, 0) = d0 (1/nx, 0, 0) ?�&	#	 @

�

E2 = d0 (0, 1/ny, 0) . ?�&	#	#@


� ����� ������� nx = d0/‖E1‖ � ny = d0/‖E2‖L ���� '�" ������ nz = 0	

1� ����� s� �����
� ����'����� � n� 2� �<������� xnx + yny = d0�

������ x/‖E1‖ + y/‖E2‖ = 1 ?<����� *����������� A ���2� �����
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��� 6 ��������� ���� ������ 
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���

'��������������@� �
 ���������������� ���2�� �� *���� ������������

s(t) = E1 + (E2 − E1)t

?�� ��'����� �2� ���'���'� E1 �
 E2 ���������
� �� ������ 
� t �� [0, 1]@	
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���� �3� ��� �������� �� ����� �
 ���� ��� ���

����
�" �� ������ ��������
�� � �� ����

��� � ���
 ��� ��������
:

,���������� �� �<������� ����������2� ���������� ��� �����������

rx(t) =
d0

nx

(1− t)

ry(t) =
d0

ny
t

rz(t) = 0 .
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�����
���
�

��� ����� 
� ������� P �� ������� ���� �� ����� 
���0��������� h �
 �������

h �������� �� ������ ����� ��������� ���� ����� s � � 
������� h ����� 
�

����	 � ������� 
���� �<������� ����������2� 
� r �2� �%%���� ������

��������� ��� ��������

hx(t) =
d0

nx

(1− t)

hy(t) =
d0

ny
t

hz(t) = h .

����� ����� 
� ��������� h �� ������� ���� � 
�� ����� 
� *�'� f1 � f2�

���'����
� 
�� ������ t1 � t2 
� t	 6���
� �� 2�

f1 = (
d0

nx
(1− t1) ,

d0

ny
t1 , h)

f2 = (
d0

nx
(1− t2) ,

d0

ny
t2 , h) .

3�� ���������� �� ����
����� 
�� ������ 
� ���������� c � �� ��� 
�������

d 
� P � ������� 
� <����� 
�� ����� 
� *�'�� '����� �� ���������� �&	#	 	 H

'�" ����� �������������� ������ �� <��� ���������� �2� �0������� ��������

�� ����� ?����� �� ����� ����������@ 
� c ������
� ��� <����� 
� f1 � f2�




���� ����� �� #�"� ����� �
��������� ����
��� �
�

����� ���� h	 !�� �� ����� ����������� ����
� f1 ��������

cx +
d

nx

=
d0

nx

(1− t1)

cy =
d0

ny
t1 ?�&	#	&@

cz = h ,

�
 ����
� ������ f2�

cx =
d0

nx

(1− t2) ?�&	#	�@

cy +
d

ny
=
d0

ny
t2

cz = h .

3��������� ���������� ��� ��� *������ �2� 
� ?�&	#	�@ � ?�&	#	&@ ��'��

d1 = 〈n , c〉 = cosαx (1− t2) + cosαy t1 = cosαx (1− t2) + sinαx t1
?�&	#	$@

?�0������ �
�����" ��'�� ���������� 
�� *���� �2� '�� ��'��� αx � αy ����

�������������@	


� �����
� ���'�� ���������
� �� �����
� �<������� ����� ������ �����4

���
d

nx
=
d0

nx
(t2 − t1) ?�&	#	�@

d

ny
=
d0

ny
(t2 − t1) . ?�&	#	�-@

!������� �� 2�

d = d0 (t2 − t1) .

3�� �����
������ �� ��%� ��� �� ������� ���0���'��� � �� *���� ��� �����

����
����� �� ��� ���������� ��� ����� 
� %��� {y = 0} A �� <��
���� Q

�2� ����� P ��� ������� ������� ���0���'���� � ��� q �� ���'2���� 
�� ���

����	 1� ����� 
� E1 �2� ��� ��� �� Q A �� ��'����� ����0���� x �2� ���

����� P �
 �� ���� 
� Q *���� �� �����'��� �� ��� ��'��� ������� A αx	

!�������� ���� ���������� ���2� �� 8�'��� �&� �� 2� E1 = q (1 + tanαx)	

����� ������ ��
� �� ��
� �2� E2 = q (1 + tanαy) = q (1 + cotαx) 
��

������� �2� αy = π
2
− αx	
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x

y

P

αx

E1

E2

d0

αy

αy

αx

αx

q

q tg αx

yq tg αq

	�
��
 �#� �������	
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 � ����� �
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����7��
�
���

�� <����� �
�����" � ?�&	#	 @ �%%����

q =
d0

(1 + tanαx) cosαx

=
d0

cosαx + sinαx

=
d0

nx + ny

?�&	#	��@


� ����� ����2F cosαy = sinαx	

1� ������ ������� ��� ��� �%%���� 
��������� ?�&	#	�@ ��� �� 
"

d

nx
= q (1 + tanαx) (t2 − t1) ?�&	#	��@

d

ny

= q (1 + cotαx) (t2 − t1) . ?�&	#	��@

��������� 
� ����� nx = cosαx� ny = cosαy = sinαx =
√

1− cos2 αx	

1� ���
������ 
� ��������������� n2
x + n2

y = 1 � �� �
�����" ?�&	#	��@ �

?�&	#	��@ ������� �

1 = d2d2
0

1

(t2 − t1)2(cosαx + sinαx)2

(
1

(1 + tanαx)2
+

1

(1 + cotαx)2

)
= d2d2

0

1

(t2 − t1)2
(

1
cos2 αx

+ 1
sin2 αx

) = d2d2
0

cos2 αx sin2 αx

(t2 − t1)2


� ���

d =
t2 − t1

d0 cosαx sinαx
.
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�%%���� �������� �������� d� d1� c � n �� ������� 
� h� αx� d0� t1
� t2	 �� �� ������� ������� �� ����� *������ 
��������� ������ �������

���������� �������� �2� �� ������� 
���� ����*��������� ����������� 
��

/������ �&	 	 �� ������� 
� <����� ��������� ��� 
������ �� �������

M 
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 �&	#	�� ��� ���� �� ��� �� ����� 
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����'��� �������� 
� �''����
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%���� �������� ����� ����� (i) 
���0)�������� �&	#	# �2� �� ������� ���

2� %���'�� 
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���������� '�� �
���� �� �����������	 
������ �� �� ����� �� �������


� �''���� ��� � *���� ���������� ���� ������� �
 ��%���� �� ������ ��

������� 
����%%� ��'���� �� �����
��� ���������� ��� �����
���� )���4

��� �&	#	$ ��� �������� �� ����*��������� ����������� �
 ���������� ���


������� <����� �''���� � ������� ����� ����	 ������������� ������ ���4
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� �������
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� ���������� '�� �''���� ����� ���������

��%�� �
 �� ��� ��
� ������� �� ���� �����
����� *� �������� �� ����������
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� *�'� � �� �������� ���� '��
�

��� �������� ��� 
����'��� '�� �''���� ����� ����������� '�����	 6�����

������� A ���������� �� 8�'��� ��	

!��B �� ���%������� ������������ ������� �����%%� ���������� �� ����*��4

������� ����������� ������ ��������� ��� ��� �� �������� �� ��� ��
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�� ������� *���'������ ��� ������ ����@� � <���
� ��� A ���4
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�� ������ 
� ����������	 !�� ������� �''����� <����� ��4

�������� 
��� ������ ������� 
� ��� ������ ���������� �2� �0���%������� ��B

�������� ���� ������� ��
��� %����� �� ���������2� 
� ����� ������ �� �2�

��� �������� ����������� 
���0����������� ��B ������� �������� ���0����4

����� ����� %��� 
�� %��� ����� � 
���0����'�������� ���
�����������	

��

�+�+� ����������� �
�
�����

���� ��������� �� ����*��������� ����������2� ���� ������������ 
�

R3 �
 �� ����� 
� ������� V ∼ R2	 V A �� ����� �� R3 �2� ��� �����

��������������� ��� �0���'���� � <���
� ��� ����������� �� '������� ��

����������� ����������	

�� �2������ ��������� �� ����*��������� ����������2� ����� ����� 
�

*�'�� ����� �� ���������� �2� ���������� �� ������������ 
���� �����	 �
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���� ���'����� <��
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�����������	 !���2F V �� '������� ��� ��������

�0���'���� ���2� �� ����������� ���������� ���� '�" <����� ��������� ���

���� ������������ ������� ?��� ���������� �0���'���M@� ���B ������ ����

����*��������� �>��� � 
�E������ 
���� ����������� ��������	 6���
� ��

'������� ���� ���� ������������� 
� ������� �>��� ����� � 
���������

<������� ������ �2� ��� ���� �� ��� �� ����� V ����� ��� �0���'���� ���

<��� ���� %���� ��� ������� � 
��������� ��� ?�� ���������
���� ��4

����� �>�� ����%%� �0������ ������� � �0������ ��'� �'���� � (0, 0, 0, 1)�

� <���
� ���������� 
� ����������� ������ ���� �� �
������� �� ��
�

�������� ��� �� ��� ������ � 
��������� ��� �������� ���� ����� ���

����������	

1� ���������� ��������� �� ��

���
��� �� ����'����� ?� ����'����2�@

<���
� �� 
�������� 
� ���������� ������
� ��� �� ������� ������� ��

����� 
� ����������� �
 �%��<�� ����������	 
� ���� 
���� ���������� ��4

��'����� A ����� �������� �
 A ����� '�" �������� ����� ������� �&	� �

�&	�	

�+�+��� �����$���� �
�
����
� 
� <����� � ����� �������� ������������

���
���� �� ��
	������� ��������� �� ����� ��� �������������	 1� ��������

������������ ������� �� ������� 
� <����� ����*��������� ����������� ��

������� 
�� ������� 
���� 
�������� 
� ����������� �� ��������� �� �2����

�� ������� 
���� ��
����
�� ���������	 8������ �� ������� 
� 
�������� q�

<����� ����*��������� ����������� ���
� �� '������� ����� p = (x, y, z)

��� ����� p′ = (x′, y′, z′) ∈ V �2� ���������� ���� ����� �2� ����� ��� p

�
 2� 
�������� q	 
� ����� �������

p′ − p = tq ?�&	&	�@


��� t ∈ R ����� �� ������� 
� p ?�� ���� �2� �� ��� ��'�� A 
������ ���


�� ��������� 
���������� 
�� ����� V � � �� q A ������������� ����


0�%���
���� ������ |t| A �� 
������� 
� p �� ����� ���������� p′@	 �� ����
���2� �2� |t| �
� A �� 
������� 
� p �� ����� V � ���� �2� �� ������� q

��� ������� � V � �� ��� ���� �� 
��� �2� �� ���������� A 
��
�
����� ������
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������� � <����� ���������� �0�%%���� '�" ���
���� ����� �������

�&	�	


 ����� 
�� ����� 
� ������� V ���������� �����'��� ����� ��� ����

t = 0	 ;�
���� ����� �� ������� ��������	

������� �&	&	�� .�����$���� �
�
����
 �#� ��
�� �� �
���0 ���'�����

V = {(x, y, 0)}	 ������ ?�&	&	�@ 
������

x′ − x = t qx y′ − y = t qy z′ − z = t qz

�� ����2F z′ = 0 ?
�� ������� �2� p′ ��� ��� ����� 
� %��� V @ ��

�������

t = − z

qz
x′ = x− qx

qz
z y′ = y − qy

qz
z

� <���
� �� ������� ����������� A

Mpar
q =

⎛⎜⎜⎝
1 0 − qx

qz

0 1 − qy

qz

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ .


� *���� �2� �� ����� ��'� ��� ����� ����� A ����� ����2F �0����'��� 
����

���������� �������� 
� ������� ��� ����� ���������� z = 0	 
� �������

��������� <����� ���������� �� �����%%� <���
� ������������� ���� ���

������� 
� 
�� ��'2� � ��� �������� 
� R3 �� 	
��
	����
 V ∼ R2 ?��

<����� ������� V A �� ����������� ����������@	 ��

3�� ���
���� �� ���� '�������� �� ��� �� ����� V A '�������	 ���

n = (nx, ny, nz) �� ��� ������� ������� ?������� ��� nx x+ny y+nz z = d0

�0�<������� 
� V � <��� ���� �� ������� �� ��'������� '��������� 
� d0 A ��


������� 
� V 
���0���'���@	 3�� ?�&	&	�@ 
������ �� ������� �������

x′ − x = t qx

y′ − y = t qy

z′ − z = t qz

nx x+ ny y + nz z = d0 .

������� ���������� ������� ���� ��������� ��'������
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������ ���

������������ �&	&	�� .�����$���� �
�
����
�0 &� ��
����
�� ������

���� �� ������
�� ��� ����
�� q 	�� ����
 V �
� ���	
�� �
�
��� n =

(nx, ny, nz) � ��	����� �����
������ d0 � ������	������ ����� 
������

Mpar
q,V =

⎛⎜⎜⎜⎝
d1 − qx nx −qx ny −qx nz qx d0

−qy nx d1 − qy ny −qy nz qy d0

−qz nx −qz ny d1 − qz nz qz d0

0 0 0 d1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

�
�� d1 = q ·n � �� �

�
����� ��� ����
�� ������
���� ����� ��
����
��

���������
���� � V '	� q � �� ���	
��� d1 � �� �
	��
 ��������
�
  
�
��


�� ���	�
 ���	
�� � �� �
�
��� � V !�

��������� �&	&	�� �� ������� �� ������� 
���� !����������� �&	&	� �����4


����
� �� ������� ���0)������ �&	&	�	

��

��������� �� ���� �� ����� r = (x0, y0, z0) ∈ V � �� �� ������

���0���'��� ������� �� ������� �>�� 
� �����������

T−r =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 0 −x0

0 0 0 −y0

0 0 0 −z0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

��� �� ������2� ��� ������� 
� ��������� R = Rn,e3 �2� ����� �� ������� n

�� (0, 0, 1) ����� �2� ����� �� ����� �������� 
� V 
��� �� *��� �����
����


� ����������� ?�2� A �� ����� ��������� � V �2� ����� ��� �0���'���@ ���

����� {z = 0}� ��� �� ������2� �� �������Mpar
q′ 
���0)������ �&	&	�� 
���

���B 
�� 	� ���� �	��� �� ����
�� ������
���� ��
���
 q′ = R q� � ��� ��

������� ��
������ �� ������� �����'��� ���G �������� A �� ������� 
����

���������� �������� ���2������

T−1
−r R

−1
n,e3

Mpar
q′ Rn,e3 T−r = Mpar

q,V .

10����� 
�>����" �������� ��� �������� �� ������� 
� ��������� R	 ����

������� �>��� R A �� �����" �������� � <���
� �� ��� ������ ��'� � �������

������
��� ��� (0, 0, 0, 1)	 10������� R−1 
� R A �'���� �� ��� �������4

�� R∗� ����2F R A ��� ������� �����������	 �0����� ����� R∗ e3 =

R−1 e3 = n� � <���
� �� ����� ���� 
� R 2� ���� ����� ��� ��������4

�� <����� 
� n	 �%%���� �� '��
� 
� ��%���" ����� ������ 
� R� ����2F
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� *�� �'��� R �������� ����� �� ������ ������� ���0���� 
� ��4

������� n �� ����*��������� R ���2����� ��� �� �������	 6���
� ��������

���'����� �� ����� ���������� 
���� �����
� ��'� 
� R �'���� � -� �


������� ��� �0����'������" ��� �� ����� ��'�� �� ������� �2� �� ����� ���

���������� 
���� �����
� ��'� 
� R 
����� ������ (0, nz,−ny) ?� �����

�� ��'��� �2� A ������������ �� �2� �����<�� ���'�������� ��� ��������

�����''��� �� ��
� �2� R �%%�� 
����������� +1 ������ �2� −1� �� ��

�������%%� �� ��������� ���2� ��� �� ������ �������@	 3������ ���B ���4

��������� �� �����
� ��'� 
���� ������������2F �� ��'2� 
� ��� �������

����������� ���� ��� %��� �����������	 � <����� ������ ��� �0�������4

�����"� �� ����� ��'� A �� ���
���� ���������� *�� �� �����
� � �� �����	

�� ������2� �2� �� ��� ��
� �� ����� �� ��'����� *���� ���������� 
� R�

R =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 −nx ny√

1+n2
x

√
n2

y+n2
z

−nx nz√
1+n2

x

√
n2

y+n2
z

0

0 nz√
n2

y+n2
z

−ny√
n2

y+n2
z

0

nx ny nz 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

�� ���� �2� �%%���� ������� R ���� ��� ������� � 
��������� <���4

���� �� �� �����" �� ��������� A �� ��� 
���������	 !��B R 
��� ������

������������ ��� ������� 
� ����*��������� �>�� �2� ���
��� �� �����


� %��� �� �� ����� �2� ��� ����� ��� �0���'���� � <���
� ��� A ��

����������� %�
����������� 
� R3	 !������� <����� ����*��������� �>��
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��������� <������� � ��� <����� 
�%%���� �����'���

�� ������� 
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����� 
������ ��� �� ������� �
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A ��0����� ������������� 
���� ����*��������� ����������� ���������� <���4

�� ����� �������� ��� �� ������� 
�� ������� 
���������� %���G 
� ��
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���
 � 
� �� ���
�
 �� ���
���	

���������� �2� �� ����� 
� ���������� ��� �� ����� {z = 0}� � �2�

�� ����� e3 = (0, 0, 1) ��� ���������� ��� ����� p = (x′, y′, 0)	 �� f =√
x′2 + y′2 � θ A �0��'��� *�� �� �������� x �������� �
 �� ������� p�

������ x′ = f cos θ � y′ = f sin θ	 
� *������ f ������ �0�������������
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���� �������� 	� f � �������

x’ = f cos θ

y’= f sin θ

(x’,y’,0)

(0,0,1)

θ

f

	�
��
 �%� ���
�	
��� �$�
��� ��� �
��� {z = 0}" ������� �

������
������ f � �	
���3 θ�

!������� �� ������� 
���� 
�������� 
� ���������� A

q = p− e3 = (f cos θ, f sin θ,−1) ,

� 
���0)������ �&	&	� �������� �� *���� ��'����� 
���� ������� 
� �����������

Mpar
f,θ = Mpar

q =

⎛⎜⎝ 1 0 f cos θ

0 1 f sin θ

0 0 0

⎞⎟⎠ . ?�&	&	�@
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���������� ���� �%%���� *���� ����� ����0)�������� �&	&	��

Mpar
f,θ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 f cos θ 0

0 1 f sin θ 0

0 0 0 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

1� ����*��������� 
������

x′ = x+ zf cos θ

y′ = y + zf sin θ . ?�&	&	�@

�� <����� ���� ����������� �� ����� �� ���� '������� 
� ����� 
� ����������

��%������� ������� �����'������ ��� �� ������� 
���� ����*���������

�>�� �2� ����� ���� ����� ��� ����� {z = 0}� ���� ��������� ���4

�0)�������� �&	&	�	 ���� ����� �� <����0)��������� <���
� �� ����� 
�

���������� ��� ����� ��� �0���'���� � <���
� ��� A �� ����������� ���4

�������� <����� ������� �>�� A ��� ���� ������� � 
��������� <������

?��� A �0���������� <��
��
����������� 
� ��� ������� � 
���������

���@� � ��� <����� A ��������� �����'��� R �� <������ 
���������	


� �����"� �����
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� �� %��� � �������� ������������� '��������2��

�������� �������� ������� �� �����
������ 
� ��������������� �����������

��'�%��������� �������� �� '�������������� ��������� ������	 3�4

�������� ��������� �2� �� ����*��������� ����������� 
��� 
���� �������

�&	&	� ���%�� ������� � �����
� 
�� ����� 
� ����������	 ���2� ��� ��4

�� �� ��� <����� ����� ����� ��� �0���'���� ������ ��� �� �����������

����������� �� *���� 
���� ����*��������� 
����
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���� ������ 
� ���

%��� �� <����� �����������	 
� '�������� �� �� ����� 
� ���������� A ��

����������� �>�� ?����� ��� ����� ��� �0���'��� 
� R3@� �� *���� 
����

����*���������� �������� �
 ��� ��� %��� �>��� 
����
� 
���� ������ 
�

���� %���	

�
 �������� �����
������ �� ���� 
�� ����� 
� ���������� {z = −1}	
,������� � ������ 
�%%���� �������� 
� z = 0 � z = −1	 .� �����
���4
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����������� �� ��� ��
� A ������� �����
����� �� ����������� ����� ����4

�%��� z� �� <���� ��
���
�� ���� �� ����������� 
���0���'��� 
� R3 ����

����� ���'��� (0, 0,−1) 
�� ����� �>�� {z = −1}	 !�������� �� ��� ��4
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� ����������

A {z = 0}� ��������� 
��<�� 
0��� �� ��� �2� <����� ��� �� ����� 
�

����������	 ?�� ��'����� ��������� �� ���� 
���� ���������� �� �� �����

V �� R3 ��� �� ����
����� 
� V ��
���� 
���� ����
����� �������2� 
�

R3� %���� �������� ��� ��� ����*��������� �>�� 
� V �� ����� 
� %���

B = {z = 0}� ������ ��� �0������� 
� ��� ����*��������� �>�� 
� B

� V � �
 �������� ��� ���� 
� ��� ������ V = {z = −1}� � ��� ����*��4

������� �>�� ����� A z 
→ z − 1� �� ��� ������� A z 
→ z + 1� <���
�� ��

����� �� �������� *������ %���� ���������� z ��� z+1	 3��������� �2� ��

������ 
� <����� ����*��������� �>�� ������� �� ���� '��
� 
� ��%���"�


��� ��� ����*��������� �>�� 
� V � B� �� ����� 
� ������ B ����� ��

������ ���� �� 
��� �� ����*��������� �>�� �������� ��� ��������� ��4

����� �� ������� ������� 
� B� ����� �0���� z	 6���
� �������� ���������

����� ���
��� 
� '��������"� �2� �� ���������� 
�� ����� e3 = (0, 0, 1)

'������ ����0���� x� ����� �� �%%�� θ = 0 ����� ������� ?�&	&	�@	

��������� <���
� �� ����*��������� ������������� ���� ������ 
� %����

�� <����� ������ ������
� ��� �� ����������� 
���� %��� �������� 
� R3�

����� *������ 
�� ������� e1 
���0���� x � e2 
���0���� y� �� '������� ��4


��2���� ��� i � j � 
�� ������� 
� %��� ��� ����������� 
� ����������

?� � ������� 
���� %��� �>�� ��� ���� ��� ���� ��������� �� ����� 
�

���������� ��� ����� ��� �0���'���@� � �2������� x′ � y′ � ���������
����
���� ����
����� �� ���� �����	 ��� �� ������ �������� 
� %��� ��� �����
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�����

x′ � y′ �� ����*��������� ������� �
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?�&	&	�@	

!�� ����
��"� ����%���� *�� ���� '�� ���� y � z �� R3� �0���� 
���� ���*��4


��" A ��� �0���� y� �� ����� 
� ���������� A {y = 0} � �� ����*���������


������

x′ = x+ yf cos θ ?�&	&	 @

y′ = yf sin θ + z . ?�&	&	#@
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� %���� �� ������� ���� �2� '�� ��4

�� x � y ����� ������ �� ������������ ���� ����� 8�'��� �� �� ��������

y′ �������� ������
� ����� ��������������� ��� �� �������� z ��������� ��

�������� y �������� *���� �� ��'��� α ?��� 0 < α < π
2
@ ��� �� ��������

x′ �������� �
 A ��������� ��� ����� �������� 
� x′� �
 ����� �� ����4

���� x �������� *���� �� ��'��� β ?��� 0 < β < π
2
@ ��� �� ��������

x′ ��'����� ?� <���
� A ��������� ��� ����� �������
 
� x′@	 6����� A ��

����*��������� �%��<�� ��I �������� ��� ������������� �� '����� 
� ���

*������� 
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���� �������� ����0���'��� �� ������� �2�

�� ����� ��� ��� *������� %���G �
 ��'���	 �
����� ��� ����� ����� 
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*���� �2� �� ����� 
� ���������� ��B ������ ��������� � <���
� ���������4
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���0���'��� �� R3� A ��������� ���������� ��� ��I �� ���� *������ 
�

������������� f � �� ���� ��� 
��������� '�� ������������� 
�� �������


� ����� � ��� '�� ����� ��
��2���� <����� *������ ��� fx� fy � fz ?�0��4

���� A <����� �2� ����� �%%���� �2������ f@� � ���� ������ ���� ��

���'2���� 
�� ����*������ ����������� 
�� ������� 
���� %��� �������� e1�

e2� e3� ���������������	 3���������� ��� ��'���� 
� ���������� ����%%�

��'�������� ����� fx = fy ?�� ������ 
� fz ��B ������ 
������ ��� ���


���� ���������� �%��<��� �2� �������'�� �0���� z@	 
� �E����� �� ��'����

������� <����� ����������� ��� �� ��������� 
� ����� �������� �� '���4
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������������ � ����� �������� ��I ���������� �������

fx = fy ?���� �&	�	� � ������������ �&	�	�@� �� ������ %���'�� 
� 
��4
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x′ = −xfx cos β + yfy cosα ?�&	&	&@

y′ = −xfx sin β − yfy sinα+ zfz ?�&	&	�@
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������� �� y′
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Mpar
1,θ =

⎛⎜⎝ 1 0 cos θ

0 1 sin θ

0 0 0

⎞⎟⎠ . ?�&	&	$@

6����� ���������� A ������ ����� ��� 
���'�� ������� ��� ����� ����4

����� ����2F �� ��� ����'��� *������� �� ����� ����������� 
� ��� ����

����� 
���0���� ����� 
���������� 
� �������������	 �� ������ ��������4

��� ��� ����� {x = 0} ������ {y = 0} ��������� ������ �� ����������

�������� � *������� ����� �������������� ���2� ���� ����� ��� ����� ���4

����� � ���2���������� � ��� 
���'�� �������� �� ��� ������� �� �����'���


���� �����
���� ������� �����'������ ��� �� ������� ����'����� 
��

���%������� 
� %��� �2� ���
� e3 �� e1� e1 �� e2 � e2 �� e3� �����⎛⎜⎝ 0 0 1

1 0 0

0 1 0

⎞⎟⎠
������� ���������������� �� ��� ���������� �� ��� ��
� �� ��
� �2� ��

���������� ��������� �������� ?��� ����� {x = 0}@ 2� ��� �������⎛⎜⎝ 0 0 0

cos θ 1 0

sin θ 0 1

⎞⎟⎠
� <����� *������� ?��� ����� {y = 0}@ 2� ��� �������⎛⎜⎝ 1 cos θ 0

0 0 0

0 sin θ 1

⎞⎟⎠ . ?�&	&	�@

5�0����� ������ ������ 
� *������ 
� �������������� ����� ������ ���


���'�� �������� A f = 1
2
	 1� ���������� ���������
���� �� �2���� ��
���

��
�� �������	 ���2� �� ��� ���� �������� ����������� �� ������� ���4

������
����� �
 ������� ��� ����� 
� %��� {z = 0}�

Mpar
1
2
,θ

=

⎛⎜⎜⎝
1 0 1

2
cos θ

0 1 1
2
sin θ

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ .
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1� ������ �����2� 
� ������2 ��� �� 
���'�� ���������� ���� θ = π
4
�

θ = π
6
	 1� ����� ����� ���� ������� 
� ����������

Mpar
1
2
, π
4

=

⎛⎜⎜⎝
1 0

√
2

2

0 1
√

2
2

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ , ?�&	&	�-@

�� �����
� ���� �������

Mpar
1
2
, π
4

=

⎛⎜⎜⎝
1 0

√
3

4

0 1 1
4

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ . ?�&	&	��@

�+�+�	� D
�� ���� �� �����$���� �������
��� ,���������� �2�

�� ���������� ����'����� ���� �� ���������� ��������� �� ��� 
�������� 
�

���������� A ������
������� �� ����� 
� ����������	 ����� ������� �&	�

�%%���� �������� �� ���� �� ��� �� 
�������� 
� ���������� ��� ���������

���0���� z� � �
 ��� 
�'�� ���� ����
�����	 
� '�������� �� 
��� �2� ��

���������� A

• �	

������ �� �� 
�������� 
� ���������� 
�������� ��'��� �'����

��� ����� � ��� '�� ���� ����
�����L

• ��
������ �� �� 
�������� 
� ���������� *���� ��'��� �'���� ���


�� ���� ����
�����L

• ���
������ �� � ��� ��'��� *������ 
���� 
�������� 
� ����������

��� '�� ���� ����
����� ���� ����� 
������	

��� ���� ����������� �� ������� ������� �� ����� 
� ���������� A ���4

���������� � (±1,±1,±1)� �� ���� ���� 
�������� �����%���� <����� 
����

%��������� 
�'�� ���� ������� ?�� ��� �� 2� ��������� �
 ��������� �����

��������� ����� ���� �� 
�������� 
� ���������� � ��� �� ������ � <���
�

�� 
�������� ���� � 
�� � 
�� �<���������� �����'��� ���� <������ ����@	

�+�,� ������
$����
 ����$���� �� ����� �
������ �� ��
&�� 	%

!���
���� �� ����� �� ���%���� ������ 
���� �������� +���24

���� <����� 
�� 
���'�� 
�� '����� 
� ��� *������� F 
� 
�� �����%����

�2� ��� �� �������� ��'���
� �� ��������� ������ �� ����������� ��4


��2���� ��� x � y	 ;�'����� ���������� � ����� (x, y, z = F (x, y))



��� 
�� ∗ �
��#�
������� �
��������&�

��� ����� *������� {y = 0}	 ���������� ��� ���������" �2� �� *��4

����� ��� ����� ��������� ��� ����� (xj , ym) 
� ��� '��'��� 
� ����� τ �

��� j� m = 1, . . . , N 	 !�� ���������" ������� xj = jτ � ym = mτ 	

3��������� �2� �� <����� ��
� � ������ ym 
� ���*��
��" 
���� '��'���

���� ����� ��������� � <���
� 
���� ������ ���� 
�� ����� 
� ����������

{y = 0}� A ��������� �2� ��� ���G �>��2F �� 
���'�� ��� ����������	 !���4

��� zjm = (xj , ym, F (xj, ym))	 ;�'����� ���������� ���������������� �

����� pjm = (xj , ym, zjm) ��� ����� {y = 0} � ��� ����� � ����� ����������
��� ��'������ �� ��
� �2� �� ���������� ����������� 
� ������� �����

pjm ��� ����� � <����� 
�� ��� ���
�������� � 
�� ��� ���������� �����

������ ����� x = �������� ?����� pj±1,m@ � y = �������� ?����� pj,m±1@	


� <����� ��
� ��������� ��� *���'��� � 
�� ��������� 
� ��������

��� ����� 
� ����������� �2� �2������� �� �
���
���� x = �
	����� � y =

�
	�����	 )��� ���
����� �� 
���'�� � ��'��� 
�� '������ *���� ���

��� ���� ����'������ �� <���� ���B� �� � ����� 
���� '��'��� ���� ������

�������� �� ����� 
� ���������� 
� F ?����� �� �� '��'��� A ����� τ �������@�

���������� %��� �� 
���'�� � ����� �����	 ����� 8�'��� �- �����������

�� '����� � ��'��� 
���� *������� sin(x2 + y2) �� �� <��
���� ��������

����0���'���	


� ���%���� ���B A �2� <����� 
���'�� � ��'��� A ������������ �� ��

��
� �� ������ �� ����� ���������� 
�� '����� ��������� ����%��� ��������4

�� �� ��'��� ���������	 �������� <���
� ��������� �� ���� ����������

��������	 �� �� *�������� �� ������� �� '����� �� 8�'��� ��	 .� ���� ��


��� �����
��� ��� ��������� �� ����� ��������O

�+�,��� 3���$���� �� ����� ����������
����� �
������� !����4

��� � ������� �� ��'������ ��� ��������� �� ����� ��������	 !�� ���4

������"� �������'���� ��� ��� �0���������� ���� ����'����� x = ���������

����� <����� ��� ����� ��
��� pjm� j = 0, . . . N � 
��� 0 � m � N A

������	 3��������� �2� �� ���� ���*��
��" �� ��� 
��������� ����� ���4

�������������� � m� ��*���� �� m−���� ����'����� x = �������� '����

�� �� ������ <����� ����� ���� ��������� �
 ���0��������� 
� m �� ��4

��������� 
�� ����� 
� ���������� ?��� ���� ��� �� ��� ������ 
� *��

��������� �� ���*��
��" ���0��������� 
� m� ������� ��� ���������� ��
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	�
��
 �'� '��
�� � ����
� �
 sin(x2 + y2) ���	� �
��	
���
����� �
��� ���������

	�
��
 ��� '��
�� � ����
� �
 sin(x2 +y2) ��� �
��	
��� �����
�
��� ���������


���'�� � ������� 
� m = 0 ������ 
� m = N � �����
� 
� <���� 
����


�� ����'������ ����� 
� <���� 
�� <������ ������� 
�� ������'��� 
����

'��'���� ��� ��I ������ �� ����� 
� �������@	
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1� ����� 
� <����� ����'������ ��� m = 0� ����� ���������� ��� �����


� ���������� �
 ����������� 
���'����� A �� ��I *�������� ����� ��B

������
����	 ���2� �� �����
� ����� ����������� 
���'����� ��� ��B

��*���� ������ �������� 
���� ������ ��B ����� ������������ � �������� 
�

����� � ����� � ���������� �� �� ������%� � ����� � 
� ����� � 
� ������

A ����%���	 �� ������� ���G �� ��2���� 
���� 8�'��� ��	

vista prospettica nel piano di proiezione

	�
��
 ��� �� ��
�� ��� ���		��� x C �������� 
� �� ���
�� >? ��������
���

.� � ������� 
���� ����� ����'����� �� ���� ���%����	 
�*����� ��

����� 
�� ��� ����2��
��� ��0���� ����� ��� ����� 
� ����������� �2�

������
� �� ���� ������������ � <���
� ���������� �� <���� ��� �� 
���

��
��� 
�����	 10���� ��B ����� �0������� 
� ��� �������� �� �� ����� 
��

����'����� ��� �� ������������ �
 ���������� 2� ��� � ��I �����������	 


��'����� ���������� 
���� ����� ����'����� ���'��� ������� ��� �� �����

�2� ������� 
����� ���� ����	 1� ����� ����'����� �� �''���'� ���� �����


�� �
 ������� �0���� 
� ������"� ����� 
� ������%����"	 
� �E����� 
���

���� ��������� m ����'������ ���� ���� A 
��������� 
�� ��
��� 
�		��



 � 
���

 �2� �� 
���'�� *���� ��� � <��� ������� ��� ����� 
�

����������	 
� 8�'��� �� ��2������� �� ��������� 
�� ������������ 
����

����� � <����� ����'�����	
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	�
��
 � � �� ��
�� ������� ���		��� x C ��������" � ����
��

����� ���	�� ���� ��� ���� �
�
$
�
 ����7���� ��� 
 ���
�
 ����
�� �

�
�
�� ���������
�

��� ���� '������� ��� <���� �� �����
� ��������� �� '����� � ��'���

��������� <���
� ��� �� ����'����� x = �������� ��� <����� y = ���������

��� ����� ����� 
�� *���� �2� �� ����%����" 
� ��'����� 
���� ����'����� 
��

����� ���� �����%%� ������ �E���� 
���0��
������ 
� <����� 
�� �����4


� ���� � ���������� ��
���2���� �0��
��� 
� ������������ �� ��
� �2�

�� 
�� *���'��� 
� ����'����� ����� ��������������� 
���'���� ���0��4

������� 
���� ���*��
��"	 3���������� �� ��� 
� '�������� �� ��������

�''���������� 
�� ������ ���0��������� 
���� ���*��
��"� A ����������

�� ������� ���������� 
���� ����'����� ��I *�������� ����� ����'����� x =

�������� ������ y = �������� � �����
� 
� <���� *�� � ���� ������� x �

y 
�� ������'��� 
���� '��'��� ��� ��I ������ �� ����� 
� ������������	 
�

�����"� ���B� <����� ������� A ������������ ��� ������ ����� ��� 
� ���4

��
��� �����������
� �� 
������� 
���0������������ <�����<�� 
�� 
��

��
��� ����� ������ *�� x = �������� � y = �������� ���
��� �� ������

���������	 
�*���� �� ����� 
�� ����'����� x = �������� � y = �������� ��

����������� �� ���� 
�� ����� 
� ������� ��� ����������� ��������������
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�� <����� <����� A ��B �2� ����
� ��� �� '��'��� 
� %��� ?�� ��
� �� 8�'�4

�� ��@ � �� ��������� 
�� ��
� 
���� ����'����� 
�E������ 
� <����� 
��

��
� 
���� '��'��� ���� ��� ����������� ���������� �� %��� ���� *���� 
��4

�� ����*��������� ����������� ?�&	&	&@	 �� <�� ��'�� �2�� ��� 
���'����

�������� ��'��� ������'����� ?� ��'��� � <��
��������@ 
�� 
���'��� ���

��B �����
��� �2�� ��� ����� ��������� � ��'����� ���������
���� �� ����


� '��'��� ��I *������� 
������ x = �������� � <����� ��I *������� 
� ����

y = ��������� �� ��'����� �������� �� ���� ���������� y = �������� ���4

'� ��
�%�������� �������� 
�� ������ ������� � ������ ���%����� ���

������������ 
�� ��'����� �����
����L �����'� �������%����" �� 2� �� ��

������� ����� �� ��'����� y = �������� � ��� � 
�� ��'����� ��������

x = ��������	 1������� �� ������� �� ��������� ��������� 
���'�� ���

������������ <����� *����	

� ����� �� 
������������� 
� <���� ��� �� ���� ��I ������� A ������ ��4

�������� ��������� �� '����� � ������� 
�� ��� ������� ��I ������ �� �����


� ������� ?����2F ��� � ������� 
���� '��'��� ��� �� ����� 
� ������� ����

������ ����� 
���0������ 
���� �����
��� 
� 
���'��� <����� ������ ����

�������� 
� �E�������L �� <����� ������������� �%%���� ������ '�� ��
���


���� '��'��� �� ������� 
� ���������� ��� �� ������� 
� ��
��� �������@	


� �����
������ A �� ��'�����	 
����� 
� 
���'���� ����������������

� ��'����� ���������
���� �� ������ �������� �� ����� ��
��� pjm� j =

0, . . .N � ��� 0 � m � N A ������ ?����� �� m−���� ����'����� x =

��������@ � ��� <����� 
�� ���� y = ��������� ��������� ������ �� ���4

�� ��'����� 
� �������� ����'����� x = ��������� ����� �� ����*����4

�� ����������� 
�� ��'����� 
� p0m � p1m� ��� � ����*������ 
�� 
��

��'����� 
���� ����'����� y = �������� �2� �� �� ����''����� ����� �

��'����� 
� p0m � p0,m+1 � 
� p1m � p1,m+1� � ���G ��� � ��'��� �
�4

������	 ������� �� 
���'��� �� '����� 
� ��'����� j−���� A 
� pjm �

pj+1,m ��'���� 
�� 
�� ��'����� ����������� pjm � pj,m+1 � 
� pj+1,m

� pj+1,m+1� 
� �������� 
� <����� ��'����� ���
����������� 
���'������

�� <����� ��
���� � ����*������ �����������	 .� ���������� ��� �������

��������� 
�� ����� �� ������ ��'������ <���
� ��� j > 0 %���� ���������
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� ��'����� ����0��
���

pjm → pj+1,m ?�&	�	�@

pj,m → pj,m+1 . ?�&	�	�@


� <����� ��
� � ������ ������ � ������� ���'��� �''������� ������4
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� ��������� 
� <����� ������� A ��������� �� ����� ��%�� 
� ����� 
�

������� .���������L �� ��
� ���2� �� ������� �	� 
� C@D	

����������� ��	�	�� 5�� 	����
 
�����
 A �� ������� X ������ ���

���  ����
�� ��	����� ?� 
������@ d : X×X −→ [0,+∞) � ���A ��� *��4

����� �2� ����'�� �
 �'�� 
�� �������� x , y ∈ X �� ������ d(x,y) � 0

?�� ���� 
�������@ �� ��� ��
� �2� ����� ��

��*���� �� ���
������

(i) d(x,y) = 0 �� � ���� �� x = y �

(ii) ?	�

�����@ d(x,y) = d(y,x) ��� ����� � x , y ∈ X �

(iii) ?
�	�%��%������ �����%�����@ d(x, z) � d(x,y)+d(y, z) ���

����� � x , y , z ∈ X 	

������� ��	�	��

• (������ �����
�� �� R � X = R � d(t, s) = |t − s| ���

�'�� t , s ∈ R 	

• (������ l∞ �� Rn � X = Rn � d(x,y) = max
1�j�n

|xj − yj|


��� x =

⎛⎜⎝ x1

			

xn

⎞⎟⎠ , y =

⎛⎜⎝ y1

			

yn

⎞⎟⎠	

��

���

http://www.mat.uniroma2.it/~picard/SMC/didattica/materiali_did/Anal.Armon./LIBRO.pdf#analisiarmonica.completezza


���
�� ∗ ���������� ��
��� �
������ �����
� � #�
�� !������
�

���
 ��	�	�� 5�0����� *���� 
���� 
���'��'������ �����'����� A

| d(x, z)− d(y, z)| � d(x,y) , x , y , z ∈ X . ?��	�	�@


�*����� �� 
���'��'������ �����'����� �������

d(x, z) � d(x,y) + d(y, z) ,

���A

d(x, z)− d(y, z) � d(x,y) ,

� 
� <��� ����%���
� x ��� y �
 ����
� �� ��������� 
� d � ���������

d(y, z)− d(x, z) � d(y,x) = d(x,y) ,

���A

−d(x,y) � d(x, z)− d(y, z) .

;��������� 
� ?��	�	�@ �� 2� d(x, z) − d(y, z) � | d(x, z) − d(y, z)| �
d(x,y) � �2� A �� 
���'��'������ �����'�����	 ��


� ��� ������ ������� X �������� 
������ ��� ������� 
� ������4

'����	

����������� ��	�	 � �� 
��� �2� ��� ����������� {xk}k�1 �� X �
������

�
 x ∈ X �� ��� �'�� ε > 0 ������ �� ��
��� kε ���� �2� d(x,xk) � ε ���

<�������� k � kε 	

���
 ��	�	#� 1� ����������� {xk}k�1 ��� ��B ������'��� � 
�� ���4

����� 
������	 
�*����� �� ���� ������'� ��� �
 x �2� �
 x′ � ������ ���

�'�� ε > 0 �
 �'�� k �%%������� '���
��

d(x,x′) � d(x,xk) + d(xk,x
′) � ε+ ε = 2 ε ,

�����B d(x,x′) = 0 	 ��

���
����� ��	�	&� $� �� 	����		�
�� {xk}k�1 �
������� ���
�� ������


���
���
 �� X � ����� �� 	����		�
�� �
������ 	� ����
� �� ������ �����

	����		�
�� � 	� ������ �
�

lim
k→∞

xk , 
����
 lim
k

xk .

&� �
��������� �� {xk}k�1 �� x 	� �	���
� 	�������
 xk −→ x �




��
� ����������� � ����������� ��"�� ����� ���
��� ���

��� {xk}k�1 ��� ����������� �� ��� ������ ������� X 	 ,����
���� �2��

��� �'�� ����������� ������������ ��������� 1 � k1 < k2 < . . . 
�

������ ��������� �� ����������� {xkj
}j�1 �� �2���� 	
��
	����		�
�� 
�

{xk}k�1 	 H *����� ��
��� �2�� �� {xk}k�1 ������'� �
 x � ������ ����� ��

��� ���������������� ������'��� �
 x 	

����
 ��	�	�� 8��� 	����		�
�� �
��������� {xk}k�1 �� ��
 	����



�����
 X � ��� ����������� 
� ����29� ��
� �
�� ����� ��
�������

∀ ε > 0 ∃ kε � 1 ���� ��� d(xk,xl) � ε ∀ k, l � kε . ?��	�	�@

�������
������ �� x A �� ������ 
���� ����������� � kε A ���� �2�

d(x,xk) � ε/2 ��� k � kε � ������ ��� k, l � kε ����

d(xk,xl) � d(xk,x) + d(x,xl) � ε

2
+
ε

2
= ε .

���
����� ��	�	$� ,�
 	����
 
�����
� ��� ������ �������	�� 
��� 	���

��		�
�� �� 5����I �
������� 	� ����
� ���������

����
 ��	�	�� 8��� 	����		�
�� �� 5����I {xk}k�1 �� ��
 	����
 
���

���
 X � ��
������ ��
� �	�	�
�
 a ∈ X � r � 0 ���� ��� d(a,xk) � r ���


��� k � 1 �

�������
������ !�� ?��	�	�@ ������ k1 � 1 ���� �2� d(xk,xl) � 1 ���

<�������� k, l � k1	 6���
�� �����
�

a := x1 , r := 1 + max
1�k�k1

d(x1,xk) ,

�%%���� d(a,xk) � r ��� �'�� k � 1 	

����� ������� 
���� ����������� ��B ������ ����� �� *���� ��'������

����
 ��	�	�-� ,�� 	����		�
�� �� 5����I {xk}k�1 �� ��
 	����



�����
 X �
������ 	� � 	
�
 	� �	�	�� ��� 	�� 	
��
	����		�
�� �
��

���������

�������
������ 1� ����� J���� ��K �����
� ������ ���������� �2�

������ ��� ���������������� {xkj
}j�1 ������'���� �
 x 	 3�� ��� ε > 0



���
�� ∗ ���������� ��
��� �
������ �����
� � #�
�� !������
�

��%�������	 ������ �������� k0 � 1 � j0 � 1 ���� �2�

d(xk,xl) � ε

2
�er k, l � k0 , d(x,xkj

) � ε

2
�er j � j0 .

���'����� �� j1 � j0 ���� �2� kj1 � k0 	 ������ ��� �'�� k � k0 �%%�����

d(x,xk) � d(x,xkj1
) + d(xkj1

,xk) � ε

2
+
ε

2
= ε .

������
 ��	�	��� .(�������$$
 �� R�0 J����
 ����� 
������ ���

������� R � ��
 	����
 
�����
 �

����
�

!�� �� 
������������ 
� <����� /������ 
�%%���� ���������� �

��'����� *���� ?�� ��
� �� ��%�� 
� ����� 
� ������� .���������@	

����
 ��	�	��� 8��� 	
��
��	��
� ��
����
 �
� ��
�
 S ⊂ R �� ��4

����� ��*������ m �� ������� ��������� M � ��
� �	�	�
�
 ��
��� �����

m �� M ���� ���

m � t ∀ t ∈ S , ∀ λ > m ∃ tλ ∈ S ���� ��� tλ < λ , ?��	�	�@

t � M ∀ t ∈ S , ∀ μ < M ∃ tμ ∈ S ���� ��� μ < tμ . ?��	�	 @

!������

m =: inf S � inf
t∈S

t , M =: supS � sup
t∈S

t .

����
 ��	�	��� 8��� 	����		�
�� �
� �����	����� � 	�����
�
����

��
����� {tk}k�1 �� ��
��� ����� �
������ � lim
k→∞

tk = sup
k�1

tk �

�������
������ !������M = sup
k�1

tk � 
�� ����� �����
���� �����4

��� �2� M <∞	 
������� ��� �'�� ε > 0� ������ �� kε ��� M −ε < tkε	

������� ��� �� ��������� 
���� ����������� {tk}k�1 �

k � kε =⇒ tk � tkε > M − ε =⇒ 0 � M − tk < ε =⇒ |M − tk| < ε .

�����'�������

������
��� ��	�	� � 8��� 	����		�
�� �
� ���	����� �� �� ���
�
����

��
����� {sk}k�1 �� ��
��� ����� �
������ � lim
k→∞

sk = inf
k�1

sk �




��
� ����������� � ����������� ��"�� ����� ���
��� ���


� ��'����� 1���� �������� 
� ��
���� �� 
������������ 
� �����

�E��������� ��'���
���� ����������� '������� 
� ������ ����� �� ���� 
�

����������� �����B�� ?���A ��� 
���������� � ��� ���������	

����
 ��	�	�#� 8��� 	����		�
�� �� ��
��� ����� �

���� ��� 	
��
�

	����		�
�� 

�
�(���

�������
������ ��� {tk}k�1 ��� ����������� 
� ������ �����	 
�
��2�4

��� ��� S �0������� 
� ����� '�� ��
��� k ���� �2� tk ��''���� <��������

�������� ���������� 
���� ����������� �����
������ ���A

S :=
{
k � 1 ; tl � tk ∀ l > k

}
.

�� S A �������� ������ S = {k1 , k2 , . . . } 
��� k1 < k2 < . . . �

�2��������� �� ���������������� ������� {tkj
}j�1 A ��� ���������	

�� ������ S A ������ ������ ������ �� k1
′ ���� �2� ������ k ��� k � k1

′

���������� �
 S 	 
� ����������� k1
′ /∈ S � �����B ������ ?������@ ��

k2
′ > k1

′ ���� �2� tk2
′ > tk1

′ 	 !���2F �����2� k2
′ ���������� �
 S �

������ k3
′ > k2

′ ��� tk3
′ > tk2

′ � � ���G ��� � ��������� ������ ��������

k1
′ < k2

′ < . . . ���� �2� tk1
′ < tk2

′ < . . . � ������
���� �2� {tk}k�1

������� ��� ���������������� ������������ ���������	

�������
����� ��� ������
 �$�����	 �� {tk}k�1 A ��� ������4

����� 
� ����29 
� ������ ������ ������ ��� �� 1���� ��	�	�# ������

��� ��� ���������������� �����B�� {tkj
}j�1 	 !���2F �� ����������� 
�

����29 ���� �������� ?1���� ��	�	�@� ���2� �� ���������������� {tkj
}j�1

A ��������� <���
�� �����
� �����B��� ������'���� ?1���� ��	�	�� �

���������� ��	�	� @	 �� ��'�� �2� �� ����������� 
� ����29 {tk}k�1

������� ��� ���������������� ������'���� � �����B ������'�	

��
�����'�������

������
 ��	�	�&� .(�������$$
 �� Rn�0 J����
 ����� 
������ l∞�

Rn � ��
 	����
 
�����
 �

����
 ��� 
��� n�



���
�� ∗ ���������� ��
��� �
������ �����
� � #�
�� !������
�

�������
������ ��� x(k) =

⎛⎜⎝ x
(k)
1
			

x
(k)
n

⎞⎟⎠ , k � 1 � ��� ����������� 
�

����29 �� Rn	 ������ ��� �'�� ε > 0 ������ �� kε � 1 ���� �2�

max
1�j�n

|x(k)
j − x

(l)
j | � ε ��� �'�� k, l � kε �

<���
� ����� �� n ����������� 
� ������ ����� {x(k)
j }k�1 , 1 � j � n � ����


� ����29� �����B ������'���	 !������

xj := lim
k→∞

x
(k)
j � x =

⎛⎜⎝ x1

			

xn

⎞⎟⎠ �

�� ������� *��������� �2� x(k) −→ x 	

����������� ��	�	��� (i) 5� ������������ F 
� ��� ������ ���4

���� X �� 
��� ����	
 �� ���������� �
 F �� ������ 
� �'�� ���4

�������� ������'���� ��������� �� F 	 
� ����� ������� F ⊂ X

A �2���� ��

F � xk −→ x =⇒ x ∈ F .
(ii) 5� ������������K 
� X �� �2���� �

����
 �� �'�� �����������

������������ � K ������� ��� ���������������� ������'����

�
 �� �������� 
� K 	

����
 ��	�	�$� 8��� 	
��
��	��
� �

����
 �� X � ����	
�

�������
������ �� K ⊂ X A �������� � K � xk −→ x � ������

������ ��� ���������������� {xkj
}j�1 ������'���� �
 �� y ∈ K �� ����2F

{xkj
}j�1 ����� ������'���� �
 x � 
���0������" 
�� ������ ������� �2� x =

y ∈ K 	

����
 ��	�	��� 8��� 	
��
��	��
� �

����
 �� X � ��
����
�

�������
������ ��� S ⊂ X �� ������� ��� ��������	 ������ S ��� A

������ �����B ������ �� x1 ∈ X 	 !���2F S ��� A ��������� ��� ��������

����� d(x1,x) � 1 ��� ����� � x ∈ S � �����B ������ �� x2 ∈ S ���� �2�

d(x1,x2) > 1 .




��
� ����������� � ����������� ��"�� ����� ���
��� ��



������� �� ������ ��'������� �� �������� d(x1,x) � 1 � d(x2,x) � 1

��� �'�� x ∈ S � ������ ���������%%� d(x1,x) � 1 + d(x1,x2) ��� �'��

x ∈ S � <���
� S ����%%� ��������	 !������� ������ x3 ∈ S ���� �2�

d(x1,x3) > 1 , d(x2,x3) > 1 .

���������
� ���G �� ������� ��� ����������� {xk}k�1 �� S ���� �2�

d(xk,xl) > 1 ��� <�������� k 	= l 	 .� ������ ������� ����������������


� <����� ����������� A 
� ����29 �
 � ��''��� ��'���� ������� ���4

������������� ��B ������'��� ?1���� ��	�	�@	 �� �����'����� S ��� A

��������	

������
 ��	�	�-� �� 	
��
��	��
� �� Rn � �

����
 	� � 	
�
 	� �

����	
 � ��
����
�

�������
������ !���2F '�� ������� �������� ���� �2���� � ��������

�� ����� '�� ����� ������� ?1���� ��	�	�$ � ��	�	��@� 
�%%���� ����


��������� �2� �'�� ������������ �2���� � ��������K 
� Rn A ��������	

,���������� <����� ��������� ����� 
������������ 
�� /������

��	�	�� ����� ����������� 
� R� 
��� 	����		�
�� ��
����� �� ��
���

����� �

���� ��� 	
��
	����		�
�� �
���������	

��� ������ x(k) =

⎛⎜⎝ x
(k)
1
			

x
(k)
n

⎞⎟⎠ , k � 1 � ��� ����������� �� K 	 !���2F �����

�� n ����������� 
� ������ ����� {x(k)
j }k�1 , 1 � j � n � ���� ���������

��������
� �������������� �0������������ �����
���� ���������

• ��� ���������������� {x(k)}k∈K1

� {x(k)}k�1 � ��� K1 A �� ���4

��������� ������� 
� N � ���A ��� ����������� ������������ ����4

����� 
� ������ �������� ���� �2� �� ���������������� {x(k)
1 }k∈K1


� {x(k)
1 }k�1 ������'��

• ��� ��� ���������������� {x(k)}k∈K2
� ��� K2 A �� ������������

������� 
� K1 � ���� �2� �� ���������������� {x(k)
2 }k∈K2

������'��

. . . . . . . . . . . . . . .

• �
 ����� ��� ���������������� {x(k)}k∈Kn
� ��� Kn A �� �������4

����� ������� 
� Kn−1 � ���� �2� ���2� {x(k)
n }k∈Kn

������'�	



���
�� ∗ ���������� ��
��� �
������ �����
� � #�
�� !������
�

6���
� ������'��� ����� �� n ���������������� ����� {x(k)
j }k∈Kn

, 1 �
j � n � �� �2� ��'����� �2� �� ���������������� {x(k)}k∈Kn

������'� �


�� ������� x ∈ Rn	 !���2F K A �2����� K � x(k) −→ x ������� �2�

x ∈ K 	

����������� ��	�	��� ����� X � Y ����� �������	 ������� �2� ��� ��4

���������� f : X −→ Y A �
������ �� ����*���� ����������� ������'����

�� ����������� ������'����	

�� f A �������� �%%����

xk −→ x ∈ X =⇒ f
(
xk

) −→ f(x) ∈ Y .


�*����� �� ������'���� 
�
{
f
(
xk

)}
k�1

�
 f(x) ������� 
���� ������'����


���� �����������

f
(
x1

)
, f(x) , f

(
x2

)
, f(x) , f

(
x3

)
, f(x) , . . .

�2� A �0����'��� ������� f 
���� ����������� ������'����

x1 , x , x2 , x , x3 , x , . . . .

���
 ��	�	��� ��'�� ����
��������� 
���� 
��������� �2�� 	� ��������

����
�� f : X −→ Y � �
������ � K � �� 	
��
��	��
� �

����
 ��

X � ���
�� f(K) = {f(x) ; x ∈ X} � �� 	
��
��	��
� �

����
 �� Y 	

��

1� ������������� 
���� ����������� ����� �����''�� �
 ��� ����'4

��� �������� ����� ���0���������� ��������� ��'�����	

������
 ��	�	��� .E�������
���0 $� X � ��
 	����
 
�����
� f :

X → R � ���  ����
�� �
������ � K ⊂ X � �� ��	��
� �

����
�

���
�� f � ��
����� 	� K �� �	�	�
�
 �� ����
 �� 
���

 xmin �� ��


�� 
�		�

 xmax ��� f 	� K � ��
� ��� ���
���� �� K ���� ���

f(xmin) � f(x) � f(xmax) , ∀ x ∈ K .

�������
������ 1� ����������� 
� f �� K ��'�� 
���� ������������ �

<���
� ����������� 
���0����'��� �������� f(K) 
���0������� ��������

K 	




���� ��
�� �� ����� �����
���� 
���� ���

����� m := inf f(K) � M := sup f(K) 	 
� %��� ���� 
��������� 
��4

�0������� ��*������ m ?��	�	 @� ��� �'�� ������ ������ k � 1 ������ ��

tk ∈ f(K) ���� �2� m � tk < m + 1
k
	 ������ f(K) � tk −→ m �
 ��

*���� �2� �0������� �������� f(K) ��� �2���� ?1���� ��	�	�$@ �������

m ∈ f(K) � ���A �2� ������ �� xmin ∈ K ���� �2� m = f(xmin) 	


� ������� �����'� �� ������� �0��������� 
� �� xmax ∈ K ��� <����

M = f(xmax) 	

�,��� "���� �# ��
$� �������
�� ��
��

����������� ��	�	�� ��� X ��� ������ ���������� �����	 5�� �
�
� ��

X A ��� *�������

X � x 
−→ ‖x‖ ∈ [0,+∞)

���� �2�

(i) ‖x‖ = 0 �� � ���� �� x = 0X �

(ii) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ ��� �'�� ������� λ ∈ R � ������� x �

(iii) ?
�	�%��%������ �����%�����@ ‖x+y‖ � ‖x‖+‖y‖ ��� �����
� ������� x � y 	

5�� ������ ���������� ����� ������ 
� ��� ����� �� �2���� 	����


����
����� �
�
��
 �����	

������� ��	�	�� �� X A 
� 
��������� ����� n �

B = {b1 , . . . , bn}
A ��� %��� 
� X � ������ �'���� 
���� *������∥∥∥ n∑

j=1

αj bj

∥∥∥(B)

1
:=

n∑
j=1

|αj| ,
∥∥∥ n∑

j=1

αj bj

∥∥∥(B)

∞
:= max

1�j�n
|αj|


������� ��� ����� �� X 	 ��� ���� 
� X = Rn � B %��� �������� 
� Rn

������� �� ��������� ‖ · ‖1 � ‖ · ‖∞ � ����� ���������� �� %���	 ��

���
 ��	�	�� 5�0����� *���� 
���� 
���'��'������ �����'����� A∣∣ ‖x‖ − ‖y‖ ∣∣ � ‖x− y‖ , x , y ∈ X . ?��	�	�@


�*����� �� 
���'��'������ �����'����� �������

‖x‖ = ‖y + (x− y)‖ � ‖y‖+ ‖x− y‖ ,
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���A

‖x‖ − ‖y‖ � ‖x− y‖ ,
� 
� <��� ����%���
� ����� 
���'��'������ �����
���� x ��� y� ������4

���

‖y‖ − ‖x‖ � ‖y − x‖ = ‖x− y‖ ,
���A

−‖x− y‖ � ‖x‖ − ‖y‖ .
;��������� 
� ?��	�	�@ ��'�� ‖x + y‖− ‖y‖ �

∣∣ ‖x + y‖− ‖y‖ ∣∣ � ‖x‖ �
<���
� �� 
���'��'������ �����'�����	 ��

3'�� ����� ‖ · ‖ �� X 
������� ���  ����
�� ��	�����

d = d‖ · ‖ : X×X � (x , y) 
−→ ‖x− y‖ ∈ [0,+∞) ,

��� �� <���� X 
������ ��� ������ �������	 !����B �� ��� ������ �������4

��� ������� �������� ������� 
� ������'����� ����������� � ���������"	

����������� ��	�	 � ��� ����� ‖ · ‖1 � ‖ · ‖2 �� X �� 
����� �����������

�� �������� �������� 0 < c1 � c2 ���� �2�

c1 ‖x‖1 � ‖x‖2 � c2 ‖x‖1 ��� ����� � ������� x . ?��	�	�@

�2���������� �0�<��������� 
� ����� A ��� ��������� 
� �<����������

��� ����� 
���� ���������� �	�	#	 1� ��������" ���������� ��� A ����� �2�

�0����� ������������ ��'������ �� ‖ · ‖1 , ‖ · ‖2 , ‖ · ‖3 ���� ����� ��

X � ������

‖ · ‖1 �<��������� � ‖ · ‖2

‖ · ‖2 �<��������� � ‖ · ‖3

}
=⇒ ‖ · ‖1 �<��������� � ‖ · ‖3 	

��� �����
���� ������� ��	�	� �� 
�� ����� ‖ · ‖(B)

1
� ‖ · ‖(B)

∞ ����

�<����������∥∥∥ n∑
j=1

αj bj

∥∥∥(B)

∞
�
∥∥∥ n∑

j=1

αj bj

∥∥∥(B)

1
� n

∥∥∥ n∑
j=1

αj bj

∥∥∥(B)

∞
.

;��� 
� ��I�




���� ��
�� �� ����� �����
���� 
���� ���

������
 ��	�	#� .1?#��
���$
 ����� ����� 
 ���������� &��6

�
�0 8��� ��� �
�
� 	� ��
 	����
 ����
����� �� ��
��	�
�� ����� 	
�


������������

�������
������ ��� X ��� ������ ���������� 
� 
��������� n �

B = {b1 , . . . , bn}
��� %��� 
� X 	 (���� ������� �2� <�������� ����� ‖ · ‖ �� X A �<���4

������ � ‖ · ‖(B)

∞ 	

5�� 
���� 
�� 
���'��'������ A ����
�����∥∥∥ n∑
j=1

αj bj

∥∥∥ �
n∑

j=1

|αj| ‖bj‖ � max
1�j�n

|αj| ·
n∑

j=1

‖bj‖

=
n∑

j=1

‖bj‖ ·
∥∥∥ n∑

j=1

αj bj

∥∥∥(B)

∞
.

!�� 
��������� �0����� 
���'��'������� �����
������ �� *�������

f : Rn �

⎛⎜⎝ α1

			

αn

⎞⎟⎠ 
−→ ∥∥∥ n∑
j=1

αj bj

∥∥∥ ∈ [0,+∞) .

1� *������� f A ��������� ����2F

∣∣∣∣∥∥∥ n∑
j=1

αj bj

∥∥∥− ∥∥∥ n∑
j=1

βj bj

∥∥∥∣∣∣∣
(��	�	�)

�
∥∥∥ n∑

j=1

αj bj −
n∑

j=1

βj bj

∥∥∥ =
∥∥∥ n∑

j=1

(αj − βj)bj

∥∥∥
�

n∑
j=1

|αj − βj| ‖bj‖ � max
1�j�n

|αj − βj | ·
n∑

j=1

‖bj‖

=
n∑

j=1

‖bj‖ ·

∥∥∥∥∥∥∥
⎛⎜⎝ α1

			

αn

⎞⎟⎠−
⎛⎜⎝ β1

			

βn

⎞⎟⎠
∥∥∥∥∥∥∥
∞

.
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�0����� ������ �� ������������

S∞ : =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
⎛⎜⎝ α1

			

αn

⎞⎟⎠ ∈ Rn ;

∥∥∥∥∥∥∥
⎛⎜⎝ α1

			

αn

⎞⎟⎠
∥∥∥∥∥∥∥
∞

= 1

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
=

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎜⎝ α1

			

αn

⎞⎟⎠ ∈ Rn ; |αj| = 1 ��� ������ �� 1 � j � n

⎫⎪⎬⎪⎭
=

n⋃
j=1

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎜⎝ α1

			

αn

⎞⎟⎠ ∈ Rn ; |αj| = 1

⎫⎪⎬⎪⎭

� Rn ?�� 	 ��� �������� ?��� ����� 
� ��������� �*����� 
� ��''�� �@ ��

Rn �������� ���� ����� ‖ · ‖∞@ A �2��������� �2���� � ��������� <���
�

��������	 3�� �� /������ 
� ]���������� ��	�	�� ������� �0��������� 
�

�� ����� 
� ������ α(o) =

⎛⎜⎝ α
(o)
1
			

α
(o)
n

⎞⎟⎠ 
� f �� S∞ 	 !���2F ��� ����� '��

α
(o)
j ������� ������ ���� � b1 , . . . , bn ���� ����������� ��
����
�����

�� 2� c := f(α(o)) > 0 	

3��� ��� <�������� 0n 	= α =

⎛⎜⎝ α1

			

αn

⎞⎟⎠∈ Rn �%%���� ‖α‖−1
∞ α ∈ S∞ 	

!����B �� 2�

‖α‖−1
∞

∥∥∥ n∑
j=1

αj bj

∥∥∥ = f
(
‖α‖−1

∞ α
)

� f(α(o)) = c ,

� <���
� ∥∥∥ n∑
j=1

αj bj

∥∥∥ � c ‖α‖∞ = c
∥∥∥ n∑

j=1

αj bj

∥∥∥(B)

∞
.


� /������ 
� �<��������� ��	�	# ��������




���� ��
�� �� ����� �����
���� 
���� ���

������
 ��	�	&� .(
�
�����$$
$���� ����
 ����
���$$
0� 8���

	����
 ����
����� �
�
��
 �� ��
��	�
�� ����� � �

����
� ,� 	
��
���

	��
� �� ��
 	����
 ����
����� �
�
��
 �� ��
��	�
�� ����� � �

����


	� � 	
�
 	� � ����	
 � ��
����
�

�������
������ ��� X ��� ������ ���������� ������� 
� 
���������

����� n 	 ���'����� ��� %���

B = {b1 , . . . , bn}
��� X � �����
������ �0������������ ������� �������%���

Rn �

⎛⎜⎝ α1

			

αn

⎞⎟⎠ 
−→ n∑
j=1

αj bj ∈ X .

!�� �� �����
���� /������ 
� �<��������� ��	�	# �� 
�� ����� α 
−→
‖T (α)‖ � ‖ · ‖∞ �� Rn ���� �<���������� ����� �������� 0 < c1 � c2 ����

�2�

c1 ‖α‖∞ � ‖T (α)‖ � c2 ‖α‖∞ , α ∈ Rn .

6���
� ��� ��� ����������� {xk}k�1 �� X

{xk}k�1 ������'� �
 x ⇐⇒ {T−1(xk)}k�1 ������'� � T−1(x)

{xk}k�1 A 
� ����29 ⇐⇒ {T−1(xk)}k�1 A 
� ����29.

�� �����<����� �� ����������� 
� Rn ������� �� ����������� 
� X 	

!�������� �� ��� K ⊂ X �������

T−1(K) := {T−1(x) ; x ∈ K} = {α ∈ Rn ; T (α) ∈ K} ,
�%%����

K A �2���� ⇐⇒ T−1(K) A �2�����

K A �������� ⇐⇒ T−1(K) A ���������

K A �������� ⇐⇒ T−1(K) A ��������	

!���2F '�� ������� �������� �� Rn ���� ����������� '�� ������� �2����

� �������� ?/������ ��	�	�-@� ��� �� �<��������� 
� ��� ����� �� ������

���� ���� �� X 	
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� ������������ ��� �'�� ������ ���������� �������X 
� 
��������� �����

�� ����� ����� ����	� {x ∈ X ; ‖x‖ � 1} � �� 	 ��� ����� {x ∈ X ; ‖x‖ =

1} ���� ��������	

A �������� ����� �� ��'����� 
����
�	 ���� ��� ������ ����������

������� X 
� 
��������� ����� n � �������� ������� ��� %��� B 
� X

���� �2� ����� 
���'��'������ ?��	�	�@� �2� ��������� �0�<��������� 
�

‖ · ‖(B)

1
� ‖ · ‖(B)

∞ ��� �� ����� 
��� 
� X � �� �������� ����� <�����

�����%��� 
� ������ �
 1 � �� ���� 
����
���� 
� n ��� �	�������O 5��

�������� A 
��� 
��

������
 ��	�	�� .�#���
�4�0 $�� X ��
 	����
 ����
����� �
�
��


�� ��
��	�
�� ����� n � %��
�� �	�	�� ��� ��	�

B = {b1 , . . . , bn}
�� X ���� ���

‖x‖(B)

∞ � ‖x‖ � ‖x‖(B)

1
, x ∈ X ,


����


‖bk‖ = 1 , 1 � k � n ,

|λk| �
∥∥∥ n∑

j=1

λjbj

∥∥∥ , 1 � k � n , λ1, . . . , λn ∈ R .

�������
������ 8������� ��������� ��� %���

E = {e1 , . . . , en}

� X � � �����
������ ����� ������ ���������� ���
����

Xn = X× . . . ×X︸ ︷︷ ︸
n ��	�


= X⊕ . . . ⊕X︸ ︷︷ ︸
n ��	�


�� �����
∥∥(x1, . . . ,xn)

∥∥ := max
1�k�n

‖xj‖ . H ����
���� ��������� �2� ��

����� ����" �2���� 
� Xn A (X1)
n = X1 × . . . ×X1︸ ︷︷ ︸

n ��	�


� ��� X1 ��
��� ��

����� ����" �2���� 
� X 	 !�� �� /������ ��	�	& ����� �����������������


���� ������������ (X1)
n A ��������	




���� ��
�� �� ����� �����
���� 
���� ���

�����
������ �� *�������

f : Xn �
( n∑

j=1

αj1 ej , . . . ,
n∑

j=1

αjn ej

)

−→

∣∣∣∣∣∣∣ det

⎛⎜⎝ α11 . . . α1n

			
	 	 	

			

αn1 . . . αnn

⎞⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣ .

������� �2� f
(
x1, . . . ,xn

)
A �� ������ �������� 
�� 
����������� 
����

������� �2� 2� ��� ������� k4����� � ���>������ 
���� �������� 
� xk

�������� ���� %��� E 	 /����
� ����� �2� �� ����� 
� X A �<��������� �

‖ · ‖(B)

∞ � �� ��
� ��%��� �2� �� *������� f A ��������	 !����B �� /������ 
�

]���������� ��	�	�� ������� �2� ������ �� ����� 
� �������
(
b1, . . . ,bn

)
��� f ����0������� �������� (X1)

n	

!���2F

f
(
b1, . . . ,bn

)
� f

(‖e1‖−1e1, . . . , ‖en‖−1en

)
=

∣∣∣∣∣∣∣ det

⎛⎜⎝ ‖e1‖−1 . . . 0
			

	 	 	
			

0 . . . ‖en‖−1

⎞⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣

=
(‖e1‖ . . . ‖en‖

)−1
> 0 ,

�� 2� �2�� �� �� ���� bk =
∑n

j=1 βjk ej ��� 1 � k � n � �� �������

B =
(
βjk

)
1�j,k�n

��

��*� detB 	= 0 	 !����B

n∑
j=1

λkbk = 0X =⇒ B ·

⎛⎜⎝λ1

			

λn

⎞⎟⎠=

⎛⎜⎝ 0
			

0

⎞⎟⎠ =⇒

⎛⎜⎝λ1

			

λn

⎞⎟⎠=

⎛⎜⎝ 0
			

0

⎞⎟⎠ ,

����� � ������� b1 , . . . , bn ���� ����������� ��
����
����	 !����B

B = {b1 , . . . , bn}
A ��� %��� 
� X 	

!�� �'�� 1 � k � n �%%���� ‖bk‖ = 1 	 
�*����� �� *���� ‖bk‖ < 1 �

������ �������

f
(
b1, . . . , ‖bk‖−1bk, . . . ,bn

)
= ‖bk‖−1f

(
b1, . . . ,bn

)
> f
(
b1, . . . ,bn

)
,

�� ������

������ ��� *���� �2�
(
b1, . . . ,bn

)
A �� ����� 
� ������� ���

f �� (X1)
n	



���
�� ∗ ���������� ��
��� �
������ �����
� � #�
�� !������
�

3�� 
���������� �2�

|λk0| �
∥∥∥ n∑

k=1

λkbk

∥∥∥ , 1 � k0 � n , λ1, . . . , λn ∈ R . ?��	�	�@

!�� �����
�� ���������� �� ���������� ���A �2� ������ �� ��
��� 1 �

k0 � n �
 ��� ���%�������� ������� x =
n∑

k=1

λkbk ���� �2� |λk0| > ‖x‖ 	
!���2F λk0 ��� �� �������� �%%���� x 	= 0X 	 !����B �������� 
���
���

����� � λk ��� ‖x‖� ���A �������� �2� |λk0| > ‖x‖ = 1 	 3��� ����
�

�� ��������" 
�� 
����������� �������� �
 �'�� ������� �
 �� *���� �2� ��

��������� ��� ���� 
� 
�� ������� �'����� ���������

f
(
b1, . . . ,bk0−1,x,bk0+1, . . . ,bn

)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
β11 . . . β1,k0−1

n∑
k=1

λkβ1k β1,k0+1 . . . β1n

			
	 	 	

			
			

			
	 	 	

			

βn1 . . . βn,k0−1

n∑
k=1

λkβnk βn,k0+1 . . . βnn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣ det

⎛⎜⎝ β11 . . . β1,k0−1 λk0β1k0 β1,k0+1 . . . β1n

			
	 	 	

			
			

			
	 	 	

			

βn1 . . . βn,k0−1 λk0βnk0 βn,k0+1 . . . βnn

⎞⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣

= |λk0|

∣∣∣∣∣∣∣det

⎛⎜⎝ β11 . . . β1k0 . . . β1n

			
	 	 	

			
	 	 	

			

βn1 . . . βnk0 . . . βnn

⎞⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣

= |λk0|︸︷︷︸
> 1

f
(
b1, . . . ,bk0 , . . . ,bn

)
> f
(
b1, . . . ,bn

)
,

�� ������

������ ��� �� *���� �2�
(
b1, . . . ,bn

)
A �� ����� 
� �������


� f �� (X1)
n	

!�� ���������� �� 
������������ %���� �������� �2� �� �'��'������

?��	�	�@ � ‖bk‖ = 1 ��� 1 � k � n ���� �<��������� �

‖x‖(B)

∞ � ‖x‖ � ‖x‖(B)

1
, x ∈ X . ?��	�	 @


� �E���� �� �'��'������ ‖bk‖ = 1 ��� 1 � k � n ���������∥∥∥ n∑
j=1

λjbj

∥∥∥ �
n∑

j=1

|λj| =
∥∥∥ n∑

j=1

λjbj

∥∥∥(B)

1
�




���� �
������ �����
� �� ����� �����
���� 
���� ��


� 
� ?��	�	�@ ��'�� �2�∥∥∥ n∑
j=1

λjbj

∥∥∥ � max
1�j�n

|λj| =
∥∥∥ n∑

j=1

λjbj

∥∥∥(B)

∞
	

;��������� 
� ��� ����� ?��	�	 @ ������� �2� 1 = ‖bj‖(B)

∞ � ‖bj‖ �
‖bj‖(B)

1
= 1 � ���A ‖bj‖ = 1 ��� �'�� 1 � j � n 	 �0����� ������ ��

�����
� 
���'��'������ �� ?��	�	 @ ������� ?��	�	�@	

�,�	� �������� ��
�
�� �# ��
$� �������
�� ��
��

��� X ��� ������ ���������� �����	 5�� *������� θ : X ×X −→ R

�� 
���  
�
� ���������� �� X �� A �

����� �������� �
 ������%� ��

�����%��� �

θ(x1,y) + θ(x2,y) = θ(x1 + x2,y) , x1,x2,y ∈ X ,

θ(x,y1) + θ(x,y2) = θ(x,y1 + y2) , x,y1,y2 ∈ X ,

� �� 
��� ��


����� �� A ���'���� �������� �
 ������%� �� �����%��� �

θ(λx,y) = λ θ(x,y) = θ(x, λy) , x,y ∈ X , λ ∈ R

5�� *���� %��

����� � %����'���� �� X �� �2���� *���� %�������� ��

X 	

�0����� ������ ��� *������� θ : X×X −→ R �� 
��� 	�

������ ��

θ(y,x) = θ(x,y) , x,y ∈ X .

1�����


�@ �� Rn �������� 
������ ��� *���� %�������� ���������� θ �������

��

*������ θ(x,y) =
n∑

j=1

xjyj � ��� x=

⎛⎜⎝ x1

			

xn

⎞⎟⎠ � y=

⎛⎜⎝ y1

			

yn

⎞⎟⎠ 	

�@ 1� *���� %��������

R2 × R2 �
(( x1

x2

)
,
( y1

y2

))

−→ x1y1 + x2y2 + x1y2

��� A ����������	

,�����2���� �2� �� %��

������" %���� ��� �� %����'�����" ��������

���� ��������������� ��� � ������� ����������



���
�� ∗ ���������� ��
��� �
������ �����
� � #�
�� !������
�

8���
 �� $���
 X ��
 	����
 ����
����� ����� � θ ���  
�
�

���������� 	� X � %��
��

θ(λx,y) = λ θ(x,y) = θ(x, λy) , x,y ∈ X , λ ∈ Q .

%������
$����� 5���
� �0�

������" 
� θ �������� ���� ����� ����4

�%���� ��� �'�� x,y ∈ X �
 �'�� ������m � 1 �� 
�
��� ���������������

θ(mx,y) = θ
(
x + . . . x︸ ︷︷ ︸

m ��	�


,y
)

= θ(x,y) + . . . θ(x,y)︸ ︷︷ ︸
m ��	�


= mθ(x,y) ,

m θ
( 1

m
x,y
)

= θ
(
m

1

m
x,y
)

= θ(x,y) � <���
�

θ
( 1

m
x,y
)

=
1

m
θ(x,y) .

������2F

θ
( n
m

x,y
)

= n θ
( 1

m
x,y
)

= n
1

m
θ(x,y) =

n

m
θ(x,y)

��� �'�� x ∈ X , n ∈ Z � m � 1 ������	

���������� �� 
������� ���2� �0�
�����" θ
(
x,

n

m
y
)

=
n

m
θ(x,y) 	

��

!�� �'�� *���� %��

����� θ �� X ���� ���������� ��� ��������
���

�

�

θ(x+y,x+y)+θ(x−y,x−y) = 2 θ(x,x)+2 θ(y,y) , x,y ∈ X .

!�� �� 
������������ %���� ������� �� �'�����"

θ(x + y,x + y) = θ(x,x) + θ(x,y) + θ(y,x) + θ(y,y) ,

θ(x− y,x− y) = θ(x,x)− θ(x,y)− θ(y,x) + θ(y,y) 	

!����B �� *�������

qθ : X � x 
−→ θ(x,x) ∈ R ,

������� �0�
�����" 
�� ���������'����� ����� �� *����

qθ(x + y) + qθ(x− y) = 2 qθ(x) + 2 qθ(y) , x,y ∈ X 	

�� θ A %����'����� ������ qθ ��

��*� �� ���
������ 
� ���'�����"

<��
������ �����




���� �
������ �����
� �� ����� �����
���� 
���� ���

qθ(λx) = λ2 qθ(x) , x ∈ X , λ ∈ R .

�2�������  
�
� ���������� �� X �'�� *������� q : X −→ R �2�

��

��*� �0�
�����" 
�� ���������'����� � �� ���
������ 
� ���'�����"

<��
������ �

q(x + y) + q(x− y) = 2 q(x) + 2 q(y) , x,y ∈ X �

q(λx) = λ2 q(x) , x ∈ X , λ ∈ R .

�2���������� �'�� *���� <��
������ A ���� � �� ������� �� 0X �

q(−x) = q
(
(−1)x

)
= (−1)2q(x) = q(x) �

q(0X) = q(0 · 0X) = 02q(0X) = 0 	

�� θ A ��� *���� %��

����� ���������� �� X � ������ ���� ��  
�
���

�� �
���������
�� �

θ(x,y) =
1

4

(
θ(x+y,x+y)− θ(x−y,x−y)

)
, x , y ∈ X .

!�� �� 
������������ %���� �����
����� �� 
�E������ 
���� �
�����"

θ(x + y,x + y) = θ(x,x) + 2 θ(x,y) + θ(y,y) ,

θ(x− y,x− y) = θ(x,x)− 2 θ(x,y) + θ(y,y) .

!����B qθ 
�������� θ ���������� �

θ(x,y) =
1

4

(
qθ(x + y)− qθ(x− y)

)
, x , y ∈ X .

������� �2� ��� *���� %��

����� θ �� X A

	�
�������� �
	����� �� A ���������� �

θ(x,x) � 0 ��� �'�� x ∈ X ,

������� �
	����� �� A ���������� �

θ(x,x) > 0 ��� �'�� 0X 	= x ∈ X .

������� �2� �� ��������" θ(x,x) > 0 , 0X 	= x ∈ X � ��� ������� ��

��������� 
� θ � ������� <���
� θ A %��������� ��
� �� *���� %��������


���0)������ �@ 
� ��� �����	

!������� �2��
���� � A ���� �2� ��� <�������� *���� <��
������ q ��

*������ 
� ��������������

θ(x,y) =
1

4

(
q(x + y)− q(x− y)

)
, x , y ∈ X
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��� �
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�� !������
�


������� ��� *���� %�������� θ �� X O �����
� �� �������� ����������

���� �2� �� �������� ��� ������������� �E�������� �

8���
 �� $���
 X ��
 	����
 ����
����� ����� � q : X −→ R ���

 
�
� ����������� %��
�� ��  
�
��� �� �
���������
��

θ(x,y) =
1

4

(
q(x + y)− q(x− y)

)
, x , y ∈ X �

�����	�� ���  
�
� θ : X×X −→ R ���������� � 	�

������ :

θ(x1,y) + θ(x2,y) = θ(x1 + x2,y) , x1,x2,y ∈ X ,

θ(x,y1) + θ(x,y2) = θ(x,y1 + y2) , x,y1,y2 ∈ X ,

θ(y,x) = θ(x,y) , x,y ∈ X ,

��� �������	�� q :

q(x) = θ(x,x) , x ∈ X 	

%������
$����� 5���
� �2� q A ���� � �� ������� �� 0X � 
�
������

θ(y,x) =
1

4

(
q(y+x)−q(y−x)

)
=

1

4

(
q(x+y)−q(x−y)

)
= θ(x,y) �

θ(0X,x) =
1

4

(
q(x)− q(−x)

)
= 0 �

θ(x,x) =
1

4

(
q(x + x)− q(x− x)

)
=

1

4
q(2x) = q(x) 	

!�� �'�� x,y, z ∈ X� ����
� �0�
�����" 
�� ���������'����� �� ��4

�����

2 θ(x + y, 2z) = q(x + y + 2z)− q(x + y − 2z)

= q
(
(x + z) + (y + z)

)
+ q
(
(x + z)− (y + z)

)
− q((x− z) + (y− z)

)− q
(
(x− z)− (y − z)

)
=
(
2 q(x+z)+2 q(y+z)

)
−
(
2 q(x−z)+2 q(y−z)

)
= 4 θ(x, z) + 4 θ(y, z) ,

<���
�

θ(x + y, 2z) = 2 θ(x, z) + 2 θ(y, z) . ?��	�	�@

!����
� �� <����� �'�����" y = 0X � �������

θ(x, 2z) = 2 θ(x, z) , x , z ∈ X




���� �
������ �����
� �� ����� �����
���� 
���� ���

� ���� �������� ���%���� ����0�'�����" ?��	�	�@ θ(x+y, 2z) ��� 2 θ(x+

y, z) � �������
�

θ(x + y, z) = θ(x, z) + θ(y, z) , x , y z ∈ X .

���� �%%���� 
��������� �0�

������" 
� θ �������� ���� ����� ����4

�%��� � ��� �� ��������� 
� θ ������� ���2� �� ��� �

������" ��������

���� �����
� �����%���	 ��

�������
���������� �� *���� θ �������� ��� ����� �����
���� ���

A �� '������� %��������	 5� ������������� ?��� ����������@ ��� ����

X = R2 �� ����� �� C)D	

!�� <����� ��'��� ������ �� �2������ *���� <��
�����2� ���� �� *�������


�� ���� qθ ��� θ ��� *���� %��������	 
� <����� ���� qθ = qθsimm
���

�0����� *���� %�������� ���������� θsimm 
��� 
���� *������

θsimm(x,y) =
1

2

(
θ(x,y) + θ(y,x) .

��B ���������� ��
���� �2� �� � ������ ����� 
���� *���� <��
���4

��� q ���� ��������� �� [0,+∞) � ������ �� *������ 
� ��������������


������� ��� *���� %�������� θ ?�2� ���" ��������������� ����
������

��������@	

���� ������������� �������� 
�� 
���'��'������ ��� *���� %��
4


����� ������������� ����
������ �

8
 ���#�#
���
�$
 �� *�4>
�$� $���
 X ��
 	����
 ����
�����

����� � θ : X × X −→ R ���  
�
� ���������� 	�
�������� �
	������

%��
��

θ(x,y)2 � θ(x,x) θ(y,y) , x,y ∈ X .

%������
$����� ����� x,y ∈ X ������� ��%������	 !���2F ��� ����

θ(x,y) = 0 �� 
���'��'������ A ������ ����� � �������� �� ���� θ(x,y) 	=
0 	

5���
� �� %��

������" 
� θ � 1���� �� 
�
������ ��� �'�� α , β ∈
Q �

0 � θ(α x+β y, αx+β y) = α2θ(x,x)+β2θ(y,y)+ 2αβ θ(x,y) 	



���
�� ∗ ���������� ��
��� �
������ �����
� � #�
�� !������
�

!���2F �'�� ������ ����� A ������ 
� ��� ����������� 
� ������ ����������

��� �����''�� � ������ ��������� �2�

α2θ(x,x) + β2θ(y,y) + 2αβ θ(x,y) � 0 , α , β ∈ R .

!����
� ��� α = − |θ(x,y)|
θ(x,y)

t , β = s � ��� t , s ∈ R ���� ��%������� �������

�2�

t2θ(x,x) + s2θ(y,y)− 2 ts |θ(x,y)| � 0

��� �'�� t , s ∈ R 	

�� *���� θ(x,x) = 0 � ������ ��� s = 1 ���������%%� θ(y,y) −
2t|θ(x,y)| � 0 ��� �'�� t ∈ R � �� �2� ��� A ���� ��� t > 0 �%%�������

'���
�	 ������2F θ(x,x) > 0 	 ����������� θ(y,y) > 0 	

3��� ��� t = θ(y,y)1/2 �
 s = θ(x,x)1/2 �������

θ(y,y) θ(x,x)+ θ(x,x) θ(y,y)−2 θ(y,y)1/2θ(x,x)1/2|θ(x,y)| � 0

� ����������
� ��� 2 θ(y,y)1/2θ(x,x)1/2 > 0 ������
���� �

θ(x,x)1/2θ(y,y)1/2 − |θ(x,y)| � 0 	 ��

1� 
���'��'������ 
� ��2:��� ��� ���� 
���� *���� %�������� 
����4

�� �������� 
���0)������ �@ A �� �������� 
���'��'������ 
� ����294

(����Q���Q� �( n∑
j=1

αjβj

)2

�
n∑

j=1

α 2
j

n∑
j=1

β 2
j , α1 , . . . , αn , β1 , . . . , βn ∈ R .

?��	�	�@

8
 ���#�#
���
�$
 �� ���F�>�F�� $���
 X ��
 	����
 ����
�����

����� � θ : X × X −→ R ���  
�
� ���������� 	�
�������� �
	������

%��
��

θ(x + y,x + y)1/2 � θ(x,x)1/2 + θ(y,y)1/2 , x,y ∈ X .

%������
$����� 5���
� �� 
���'��'������ 
� ��2:���� 
�
������

��� �'�� x,y ∈ X

θ(x + y,x + y) = θ(x,x) + θ(y,y) + θ(x,y) + θ(y,x)

� θ(x,x) + θ(y,y) + 2 θ(x,x)1/2 θ(y,y)1/2

=
(
θ(x,x)1/2 + θ(y,y)1/2

)2
. ��




���� �
������ �����
� �� ����� �����
���� 
���� ���

��� ���� 
���� *���� %�������� 
������ �������� 
���0)������ �@ ��


���'��'������ 
� .��Q�:�Q� ����
� �� *����( n∑
j=1

(αj + βj)
2
)1/2

�
( n∑

j=1

α 2
j

)1/2

+
( n∑

j=1

β 2
j

)1/2

,

α1 , . . . , αn , β1 , . . . , βn ∈ R .

?��	�	�@

/�����
 �� <���
� 6 ��� "�#�
��� ��� 
��� 	����
 ����
�

����� ����� X �  
�
� ���������� q : X −→ [0,+∞) ��  
�
��� ��

�
���������
��

θ(x,y) =
1

4

(
q(x + y)− q(x− y)

)
, x , y ∈ X �

�����	�� ���  
�
� ��������� 	�
�������� �
	����� θ : X × X −→ R

���� ���

q(x) = θ(x,x) , x ∈ X 	

%������
$����� !�� 1���� � θ A ��� *���� 
��

����� ����
����4

�� �������� ���� �2� q(x) = θ(x,x) , x ∈ X 	 ��%%���� ������� ������

�2� θ A %����'����	

����� x , y ∈ X � λ ∈ R ��%������	 )����� ��� ����������� {rk}k�1


� ������ ��������� ���� �2� rk −→ λ 	 !�� �� 
���'��'������ 
� ��2:���

�%%���� ��� �'�� k � 1

|θ(λx,y)− θ(rkx,y)| = ∣∣θ((λ− rk)x,y
)∣∣

� θ
(
(λ− rk)x , (λ− rk)x

)1/2
θ(y,y)1/2

= |λ− rk| θ(x,x)1/2 θ(y,y)1/2 .

!����B θ(rkx,y) −→ θ(λx,y) 	 !���2F� ��� 1���� ��

θ(rkx,y) = rk θ(x,y)) ��� �'�� k � 1 �

������
� �� ������ ��� k →∞ � ������� θ(λx,y) = λ θ(x,y) 	

8���������� ��� �� ��������� 
� θ � �0���'�����" 
� θ �������� ����

����� �����%��� ������� �� ��� ���'�����" ���2� �������� ���� �����
�

�����%���	 ��

��� X ��� ������ ���������� �����	 !�� �� ������� 
� 7��
�� 4 ���

������� � ��� �� 
���'��'������ 
� .��Q�:�Q� ������ ��� ���������4


���� %�������� *��



���
�� ∗ ���������� ��
��� �
������ �����
� � #�
�� !������
�

• *���� %�������� θ : X×X −→ R ������������� 
�������

• *���� <��
�����2� q : X −→ [0,+∞) �2� �� ��������� ���� ��

0X �

• ����� X � x 
−→ ‖x‖ �2� ��

��*��� �0�
�����" 
�� ���������4

'�����

‖x+ y‖2 + ‖x−y‖2 = 2 ‖x‖2 + 2 ‖y‖2 , x,y ∈ X �

���� �2�

q(x) = θ(x,x) , θ(x,y) =
1

4

(
q(x+y)−q(x−y)

)
, ‖x‖ =

√
q(x) .

������� �2� ��� ����� �� ����� ��

��*��� �0�
�����" 
�� ���������'���4

��	 !�� �������� ��� �� ����� ‖ · ‖∞ �� R2 �%%����∥∥∥∥∥
(

1

0

)
+

(
0

1

)∥∥∥∥∥
2

∞
+

∥∥∥∥∥
(

1

0

)
−
(

0

1

)∥∥∥∥∥
2

∞
= 2 �

������

2

∥∥∥∥∥
(

1

0

)∥∥∥∥∥
2

∞
+ 2

∥∥∥∥∥
(

0

1

)∥∥∥∥∥
2

∞
= 4 	

5�� *���� %�������� 
������ �������� �� �2���� ��
�
��
 	������	 1�

*���� %�������� 
���0)������ �@ A �� ���
���� ������� �2� �� �2���� ��

��
�
��
 	������ �������� �� Rn	 !�� �� ���
���� ������� �������� 
� Rn

�� ��� 
� ������ �� ��������� x · y 	

!�I '�������� �� X A ��� ������ ���������� ����� 
� 
��������� �����

n �

B = {b1 , . . . , bn}
A ��� %��� 
� X � ������ �� *������〈 n∑

j=1

αj bj ,

n∑
j=1

βj bj

〉(B)

:=

n∑
j=1

αj βj


������� �� ���
���� ������� �� X � �� ����� ��������� � <����� A 
���


���� *������∥∥∥ n∑
j=1

αj bj

∥∥∥(B)

2
=

√√√√〈 n∑
j=1

αj bj ,

n∑
j=1

αj bj

〉(B)

=

√√√√ n∑
j=1

α 2
j .




��	� ��
�� � �
������ �����
� �� ����� �����
���� ������������

!�� �� ������� ����0�<��������� 
���� ������ �'�� ����� �� X A �<���4

������ ���� ����� ‖ · ‖(B)

2
� <���
� �
 ��� ����� �2� �������� 
� ��

���
���� �������	 !�� 
� ��I� �����
� �� ������� 
� ����%��2� 
��� ���

����� ��%������� ‖ · ‖ �� X � �� %��� B ��B ������ ������ �� ��� ��
�

�2�
1√
n
‖x‖(B)

2
� ‖x‖ �

√
n ‖x‖(B)

2
, x ∈ X .


�*����� �� 
���'��'������ �����
���� ��������� 
���� ������ *���� ��� ���4

���� 
� ����%��2� �����
� ����� �2� ‖x‖(B)

1
� √

n ‖x‖(B)

2
� ‖x‖(B)

2
�√

n ‖x‖(B)

∞ �
n∑

j=1

|αj|
(��	�	�)

�
( n∑

j=1

12
)1/2( n∑

j=1

α 2
j

)1/2

=
√
n
( n∑

j=1

α 2
j

)1/2

,

( n∑
j=1

α 2
j

)1/2

� max
1�j�n

|αj|
( n∑

j=1

1
)1/2

=
√
n max

1�j�n
|αj| .

�,��� "���� � �������� ��
�
�� �# ��
$� �������
�� ���������

��� X ��� ������ ���������� ���������	 ���� ��� ���� ������ ���

�
�
� �� X A ��� *�������

X � x 
−→ ‖x‖ ∈ [0,+∞)

���� �2�

(i) ‖x‖ = 0 �� � ���� �� x = 0X �

(ii) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ ��� �'�� ������� λ ∈ C � ������� x �

(iii) ?
�	�%��%������ �����%�����@ ‖x+y‖ � ‖x‖+‖y‖ ��� �����
� ������� x � y 	

X ������ 
� ��� ����� �� �2���� 	����
 ����
����� �
�
��
 �

���		
	

,����
���� �2� <�������� ������ ���������� ��������� X 
������ ��

��
� �������� ��� ������ ���������� ����� �� �������'���� �� ��������4

�������

C×X � (λ , x) 
−→ λx


�� ������� ��� � ������� ���� �� ������� ����� �

R×X � (λ , x) 
−→ λx .


�
��2���� ��� XR �� ������ ���������� ����� ���� ��������	 �� ��
�

*��������� �2� �� B = {b1, . . . ,bn} A �� ������� 
� ������� �����������



���
�� ∗ ���������� ��
��� �
������ �����
� � #�
�� !������
�

��
����
���� �� X � ������ B ∪ iB = {b1, ib1, . . . ,bn, ibn} A �� �������


� ������� ����������� ��
����
���� �� XR 	 !����B �� B A ��� %��� 
����

������ ���������� ��������� X � ������ B ∪ iB A ��� %��� 
���� ������

���������� ����� XR 	 
� ������������ �� 
��������� ����� 
� X A �� 
�����


���� ��� 
��������� ���������	

/���� � ������� �2� ���� ����� 
��������� ��� ����� �� ����� �����4

����� ����� 
� 
��������� ������ ����

− �� ������� ����0�<��������� 
���� ������

− �� ������� ����� ����������������� 
���� ����������� �


− �� ������� 
� ����%��2�

���'��� ��� �� ����� ��� ����� ���������� ���������	 1� 
������������ ���

� ����� ���������� ��������� ���� �
�����2� ���� 
������������ ����0��%���

�����	

1� ������ 
�� ���
���� ������� �� ���%�� ������ ��������������� ���

���� ���������	 
����� 
� ����� *���� %�������� ���������� �� ������ ���

�� *���� J���<���������K� �� X A ��� ������ ���������� ���������� ������

���  
�
� 	�	���������� �� X A ��� *������� θ : X ×X −→ C �2� A

������� �������� ���� ����� �����%��� �
 ����������� �������� ���� �����
�	


� ����� ������� θ A ���<��������� �� A %��

����� �

θ(x1,y) + θ(x2,y) = θ(x1 + x2,y) , x1,x2,y ∈ X ,

θ(x,y1) + θ(x,y2) = θ(x,y1 + y2) , x,y1,y2 ∈ X ,

���'���� �������� ���� ����� �����%��� �
 ����


����� �������� ����

�����
� �����%��� �

θ(λx1,y) = λ θ(x1,y) , θ(x1, λy) = λ θ(x1,y) , x, y ∈ X , λ ∈
C .

!��� ��� *������� θ : X×X −→ C �� 
��� ���
������ ��

θ(y,x) = θ(x,y) , x,y ∈ X .

1������
 �� Cn �������� 
������ ��� *���� %�������� 2���������

θ ������� �� *������ θ(x,y) =

n∑
j=1

xj yj � ��� x=

⎛⎜⎝ x1

			

xn

⎞⎟⎠ � y=

⎛⎜⎝ y1

			

yn

⎞⎟⎠ 	




��	� ��
�� � �
������ �����
� �� ����� �����
���� �����������


���������� ���� ��� ���� ������ �'�� *���� %��

����� θ : X×X −→
C ��

��*� �0�
�����" 
�� ���������'�����

θ(x+y,x+y)+θ(x−y,x−y) = 2 θ(x,x)+2 θ(y,y) , x,y ∈ X .

!����B �� *�������

qθ : X � x 
−→ θ(x,x) ∈ C ,

������� �0�
�����" 
�� ���������'����� ����� �� *����

qθ(x + y) + qθ(x− y) = 2 qθ(x) + 2 qθ(y) , x,y ∈ X 	

�� θ A ���<���������� ������ qθ ��

��*� ���2� �� ���
������ 
� ���4

'�����" <��
������ �������� �����

qθ(λx) = |λ|2 qθ(x) , x ∈ X , λ ∈ C .

�2�������  
�
� ���������� (�

���		�) �� X �'�� *������� q :

X −→ C �2� ��

��*� �0�
�����" 
�� ���������'����� � �� ���
������ 
�

���'�����" <��
������ �������� �

q(x + y) + q(x− y) = 2 q(x) + 2 q(y) , x,y ∈ X �

q(λx) = |λ|2 q(x) , x ∈ X , λ ∈ C .

��������� �� ���� ������ ��� �'�� *���� ���<��������� θ ?��� ���� ���

<����� 2��������� M@ �� X ���� ��  
�
��� �� �
���������
�� (�

���		�)

�

θ(x,y) =
1

4

3∑
k=0

ik θ(x + iky ,x + iky) , x , y ∈ X .


�*����� �� �
�����"

θ(x± y,x± y) = θ(x,x)± θ(x,y)± θ(y,x) + θ(y,y) ,

θ(x± iy,x± iy) = θ(x,x)∓ i θ(x,y)± i θ(y,x) + θ(y,y)

���������

θ(x+y,x+y)−θ(x−y,x−y)+i θ(x+iy,x+iy)−i θ(x−iy,x−iy)

= θ(x,x) + θ(x,y) + θ(y,x) + θ(y,y)

− θ(x,x) + θ(x,y) + θ(y,x)− θ(y,y)

+ i θ(x,x) + θ(x,y)− θ(y,x) + i θ(y,y)



���
�� ∗ ���������� ��
��� �
������ �����
� � #�
�� !������
�

− i θ(x,x) + θ(x,y)− θ(y,x)− i θ(y,y)

= 4 θ(x,y) .

5�� ����� ������������ 
���� *������ 
� �������������� A �2� �� X

A ��� ������ ���������� �� C � θ A ��� *���� ���<��������� �� X � ������

θ A 2��������� ⇐⇒ θ(x,x) ∈ R , x ∈ X . ?��	 	�@


�*����� �� θ A 2���������� ������ �%%���� θ(x,x) = θ(x,x) � �����B

θ(x,x) A �����	 ;��������� �� θ(x,x) ∈ R ��� �'�� x ∈ X � ������

���������� ����
� 
�� ����� �� *������ 
� �������������� �

θ(x, y) =
1

4

3∑
k=0

ik θ(x+ iky , x+ iky) =
1

4

3∑
k=0

(−i)k θ(x + iky , x +

iky)

=
1

4

3∑
k=0

(−i)k θ
(
y + (−i)kx , y + (−i)kx

)
= θ(y, x) 	

�� X A ��� ������ ���������� �� C � ������ ��� *���� ���<���������

θ �� X �� �2����

	�
�������� �
	����� �� θ(x,x) � 0 ��� �'�� x ∈ X ,

������� �
	����� �� θ(x,x) > 0 ��� �'�� 0 	= x ∈ X .

?��	 	�@ ������� �2� �'�� *���� ���<��������� ��������� ����
������

�������� A ��������������� 2���������	 !�� <����� ��'����� 
������4

����� 
�� ���� ������ ��� �%%���� ���2����� �������������� �02��������4

��" ����� 
��������� 
� ��� *���� ���<��������� ��������� ����
������

��������	

������������ 
�� ���� ������ �����
� �� ��������� ������������� ��4

����� 
� �������� U������ �'�� *���� <��
������ ��������� ��������


� ��� ����� *���� ���<���������� �2� ��� ������� ������ 2��������� ��

�� *���� <��
������ ����
��� ���� ������ ������ � ����
������ ��������

�� �� *���� <��
������ ����
��� ������ �� [0,+∞) 	 1� 
������������

���'����� �� ����� �� C+D� ������ 
������������ ����������� ���� �����


��� �� C��D� C,D	

6�� ��� �� ��������� � 
��������� �� �������� ��������� 
��




��	� ��
�� � �
������ �����
� �� ����� �����
���� ������������

/�����
 �� <���
� 6 ��� "�#�
��� $� X � ��
 	����
 ����
�

����� �

���		
 � q : X −→ [0,+∞) � ���  
�
� ����������� ���
�� ��

 
�
��� �� �
���������
��

θ(x,y) =
1

4

3∑
k=0

ik θ(x + iky ,x + iky) , x , y ∈ X .

�����	�� ���  
�
� 	�	���������� 	�
�������� �
	����� θ : X×X −→ C

���� ���

q(x) = θ(x,x) , x ∈ X 	

%������
$����� q A ��� *���� <��
������ ����� ������ ����������

����� XR � <���
� ��� �� �������� ����� 
�� ������� 
� 7��
�� 4 ���

������� ������ ��� *���� %�������� ����
������ �������� θ0 : XR ×
XR −→ R ���� �2�

q(x) = θ0(x,x) , x ∈ X 	

!�� 
� ��I� θ0 A 
��� 
���� *������ 
� �������������� ?�����@

θ0(x,y) =
1

4

(
q(x + y)− q(x− y)

)
, x,y ∈ X .

!�� �'�� x ,y ∈ X � ��������
� �� *������ 
� �������������� �����4


����� ��������� �2�

θ0(ix,y) + θ0(x, iy)

=
1

4

(
θ0
(
ix + y, ix + y

)− θ0
(
ix− y, ix− y

)
+ θ0

(
x + iy,x + iy

)− θ0
(
x− iy,x− iy

))
=

1

4

(
q(ix + y)− q(x− iy)︸ ︷︷ ︸

=0

+ q(x + iy)− q(ix− y)︸ ︷︷ ︸
= 0

)
= 0 ,

��� �%%���� �����

q(ix± y) = q
(
i (x∓ iy)

)
= |i|2q(x∓ iy) = q(x∓ iy) .

������2F

θ0(x, iy) = − θ0(ix,y) , x ,y ∈ X . ?��	 	�@

�0����� ������ ��� �'�� x ∈ X �

θ0
(
x + ix ,x + ix

)
= q
(
(1 + i)x

)
= |1 + i|2 q(x) = 2 q(x)



��	
�� ∗ ���������� ��
��� �
������ �����
� � #�
�� !������
�

�

θ0
(
x+ ix ,x+ ix

)
= θ0(x ,x)+ θ0(ix ,x)+ θ0(x , ix)+ θ0(ix , ix)

= q(x) + 2 θ0(x , ix) + q(ix)

= 2 q(x) + 2 θ0(x , ix)

��������� �2�

θ0(x , ix) = 0 , x ∈ X . ?��	 	�@

�������� ��� θ : X×X −→ C �����
�

θ(x ,y) := θ0(x ,y) + i θ0(x , iy)

=
1

4

(
q(x + y)− q(x + y) + i q(x + iy)− i q(x− iy)

)
.

�2���������� θ A %��

����� �
 �%%���� θ(λx ,y) = λ θ(x ,y) =

θ(x , λy) ��� �'�� x,y ∈ X � λ ∈ R 	 !�� �� ��������" ��������� 
�

θ �������� ���� ����� �����%��� %���� ������� ���� θ(ix ,y) = i θ(x ,y) �

������ ��� �0������������" 
� θ �������� ���� �����
� �����%���� �0�
�����"

θ(x , iy) = − i θ(x ,y) �

θ(ix ,y) = θ0(ix ,y) + i θ0(ix , iy)
(��	 	�)

= − θ0(x , iy) + i θ(x ,y)

= i
(
θ0(x ,y) + i θ0(x , iy)

)
= i θ(x ,y) .

θ(x , iy) = θ0(x , iy) + i θ0(x ,−y) = θ0(x , iy)− i θ0(x ,y)

= − i (θ0(x ,y) + i θ0(x , iy)
)

= − i θ(x ,y) .

8���������� θ(x ,x) = θ0(x ,x) + i θ0(x , ix)
(��	 	�)

= θ0(x ,x) =

q(x) , x ∈ X 	 
� ������������ ����2F � ������ 
� q ���� ��������� ��

[0,+∞) � θ A ����
������ ��������	 ��
���2� ����0��%��� ��������� ����

8
 ���#�#
���
�$
 �� *�4>
�$� $� X � ��
 	����
 ����
�����

�

���		
 � θ : X × X −→ C � ���  
�
� 	�	���������� 	�
��������

�
	������ ���
��

|θ(x,y)|2 � θ(x,x) θ(y,y) , x,y ∈ X .




��	� ��
�� � �
������ �����
� �� ����� �����
���� ������������

%������
$����� !���2F X×X � (x ,y) 
−→ $ θ(x ,y) A ��� *����

R4%�������� ����
������ ��������� �����
� �� 
���'��'������ 
� ��2:���

����0��%��� ����� �%%����($ θ(x ,y)
)2 � θ(x ,x) θ(y ,y) , x ,y ∈ X . ?��	 	 @

����� �
���� x ,y ∈ X ��%������	 �� θ(x ,y) = 0 � ������ ���� �������4

����� |θ(x ,y)|2 � θ(x ,x) θ(y ,y) 	 ���������� <���
� �2� θ(x ,y) 	=
0 	 !����
�

λ :=
|θ(x ,y)|
θ(x ,y)

�

�%%����

$ θ(λx ,y) = $ (λ θ(x ,y)
)

= |θ(x ,y)| ,
θ(λx, λx) = λ λ θ(x ,x) = θ(x ,x) .

!����B ?��	 	 @ �������

|θ(x ,y)|2 =
($ θ(λx ,y)

)2 � θ(λx , λx) θ(y ,y) = θ(x ,x) θ(y ,y) .

��

1� 
���'��'������ 
� ��2:��� �������� ����������� ���� ��� ����

������

8
 ���#�#
���
�$
 �� ���F�>�F�� $���
 X ��
 	����
 ����
�����

�

���		
 � θ : X × X −→ R ���  
�
� 	�	���������� 	�
��������

�
	������ %��
��

θ(x + y,x + y)1/2 � θ(x,x)1/2 + θ(y,y)1/2 , x,y ∈ X .

��

���� ��� ���� ������ ���2� ��� ���� 
� ��� ������ ���������� ����4

����� X � ��� �� ������� 
� 7��
�� 4 ��� ������� � ��� �� 
���'��'����4

�� 
� .��Q�:�Q� ������ ��� ���������
���� %�������� *��

• *���� ���<��������� θ : X×X −→ C ������������� 
�������

• *���� <��
�����2� q : X −→ [0,+∞) �2� �� ��������� ���� ��

0X �

• ����� X � x 
−→ ‖x‖ �2� ��

��*��� �0�
�����" 
�� ���������4

'�����

‖x+ y‖2 + ‖x−y‖2 = 2 ‖x‖2 + 2 ‖y‖2 , x,y ∈ X �



���
�� ∗ ���������� ��
��� �
������ �����
� � #�
�� !������
�

���� �2�

q(x) = θ(x,x) , θ(x,y) =
1

4

3∑
k=0

ik θ(x + iky ,x + iky) , ‖x‖ =√
q(x) .

5�� *���� ���<��������� 
������ �������� �� �2���� ��
�
��
 	������

(�

���		
)	 1� *���� ���<��������� 
���0)������ A �� ���
���� �������

�2� �� �2���� �� ��
�
��
 	������ �������� �� Cn	 !�� �� ���
���� �������

�������� 
� Cn �� ��� 
� ������ �� ��������� x · y 	

!�I '�������� �� X A ��� ������ ���������� ��������� 
� 
���������

����� n �

B = {b1 , . . . , bn}
A ��� %��� 
� X � ������ �� *������〈 n∑

j=1

αj bj ,
n∑

j=1

βj bj

〉(B)

:=
n∑

j=1

αj βj


������� �� ���
���� ������� �� X � �� ����� ��������� � <����� A 
���


���� *������∥∥∥ n∑
j=1

αj bj

∥∥∥(B)

2
=

√√√√〈 n∑
j=1

αj bj ,
n∑

j=1

αj bj

〉(B)

=

√√√√ n∑
j=1

|αj| 2 .

!�� �� ������� ����0�<��������� 
���� ������ �'�� ����� �� X A �<���4

������ ���� ����� ‖ · ‖(B)

2
� <���
� �
 ��� ����� �2� �������� 
� ��

���
���� �������	 !�� 
� ��I� �����
� �� ������� 
� ����%��2� 
��� ���

����� ��%������� ‖ · ‖ �� X � �� %��� B ��B ������ ������ �� ��� ��
�

�2�
1√
n
‖x‖(B)

2
� ‖x‖ �

√
n ‖x‖(B)

2
, x ∈ X .


�*����� �� 
���'��'������ �����
���� ��������� 
���� ������ *���� ���

������� 
� ����%��2� �����
� ����� �2�� ���������� �� ���� ������

‖x‖(B)

1
� √n ‖x‖(B)

2
� ‖x‖(B)

2
� √n ‖x‖(B)

∞ 	




���� !��� �
��"����� � �
�������� �
��"����� ���

�,�)� �
�� �������
�� � �����$���� �������
��

!�� ������� ������������ ��������� <�� �� ���� 
� �� ���
���� �������

����� � <����� 
� �� ���
���� ������� ��������� ���������������	 !����B

K ��
��2��� �� ����� �2� ��B ������ �'���� ��� �
 R �2� � C 	

��� X ��� ������ ���������� �� K � ������ 
� �� ���
���� �������

X×X � (x ,y) 
−→ 〈x ,y〉 ∈ K �

� ‖ · ‖ �� ����� 
������ 
� <����� ������� �� *������ ‖x‖ :=
√〈x ,x〉 	

10�'�����" 
� 
�� ������� x1,x2 ∈ X ��B ������ �������������� �������

� ���� ���
���� ������� ��� � ������� �� X �

x1 = x2 ⇐⇒ 〈x1,y〉 = 〈x2,y〉 , y ∈ X .


�*����� 〈x1,y〉 = 〈x2,y〉 A �<��������� � 〈x1 − x2,y〉 = 0 � �2� ���

y = x1 − x2 ��'����� ‖x1 − x2‖2 = 0 	 !��� �� ����� 
� �'�� x ∈ X

�� ������� ��
����� � ���� ���
���� ������� ��� � ������� �� X � �����

��������� � ��
��� <��
���� �

‖x‖ = sup
{ |〈x ,y〉| ; y ∈ X , ‖y‖ � 1

}
	


�*����� �� 
���'��'����� 
� ��2:��� ������� � � ��� ���� x = 0X

�%%���� �

�������� �'�����"	 �� ������ x 	= 0X � ������

‖x‖ =
〈
x ,

1

‖x‖ x
〉

� sup
{ |〈x ,y〉| ; y ∈ X 	

��� ������� x,y ∈ X �� 
����� 
��
�
���� � ���������
���� � �� ������

x ⊥ y �� 〈x ,y〉 = 0 	 �� S ⊂ X � x ∈ X � ������ x ⊥ S ��'����� �2� x

A ����'����� � ����� '�� �������� 
� S 	 &�
��
�
���� 
� �� ������������

S ⊂ X A �� ����������� �������

S⊥ :=
{
x ∈ X ; x ⊥ S

}
=
{
x ∈ X ; 〈x ,y〉 = 0 ��� �'�� y ∈ S}


� X 	 �2���������� �� x A ����'����� � {x1, . . . ,xn} � ������ A ����'�4

���� �
 �'�� ���%�������� ������� 
� <����� �������� <���
� �� �����������

������� lin
({x1, . . . ,xn}

)
'������� 
� ���� �

{x1, . . . ,xn}⊥ =
(
lin
({x1, . . . ,xn}

))⊥
.

5�� 
�� �����''� 
�� ������ ��� ���
���� ������� �
 ����'������"

�������� ��� *���� �2� � ���>������ 
� ��� ���%�������� ������� 
� �������



���
�� ∗ ���������� ��
��� �
������ �����
� � #�
�� !������
�

��� ���� � � 
�� � 
�� ����'����� ���� 
���������� 
���� ���%��������

������� ������� ��� *������ �������� �

������������ ��	#	�� (��B������ ����� ������
$���� ����
�� ��

������� �������
���0 $�� X ��
 	����
 ����
����� 	� K � 
����
 �� ��

��
�
��
 	������ 〈 · , · 〉 � $�

0X 	= b1 , . . . , bn ∈ X

	
�
 � ��� � ��� 
��
�
����� ���
�� ��� 
��� α1 , . . . , αn ∈ K �����



αk =
1

〈bk,bk〉
〈 n∑

j=1

αjbj , bk

〉
, 1 � k � n . ?��	#	�@

�� ������
����� �� ��	��
� ����
 �� ����
�� �
� ����� �� � ��� � ���


��
�
���� �� X � ������
���� �������������

�������
������ (���� ��������� �2�〈 n∑
j=1

αjbj , bk

〉
= αk 〈bk,bk〉+

∑
j 	=k

αj 〈bj ,bk〉︸ ︷︷ ︸
=0

= αk 〈bk,bk〉︸ ︷︷ ︸
> 0

.

�� X A ��� ������ ���������� �� K ������ 
� �� ���
���� �������

〈 · , · 〉 � ������ �� ������� 
� '��������� 
� X � ����������� 
� �������

b1 , . . . , bn 	= 0X � 
�� � 
�� ����'������ �� �2���� ��� ��	� 
��
�
����


� X 	 
� <����� ���� �� �������� 
� x ∈ X �������� � b1 , . . . , bn A 
���


���� *������ (��	#	�) �

x =

n∑
k=1

〈x ,bk〉
〈bk,bk〉 bk .

5�� ��	� 
��
�
�
��� 
� X A �� ������� 
� '��������� 
� X � �����������


� ������� b1 , . . . , bn 
� ���'2���� ���� ���A ��� ‖bj‖2 = 〈bj,bj〉 = 1

��� �'�� 1 � j � n � � 
�� � 
�� ����'�����	 
� <����� ���� �� ��������


� �� ������� x ∈ X �������� � b1 , . . . , bn A ������ ��I �������� �

x =
n∑

k=1

〈x ,bk〉bk .

������� �2� �
 �'�� %��� ����'����� b1 , . . . , bn 
� X �������� ����4

����� �� %��� �����������




���� !��� �
��"����� � �
�������� �
��"����� ���

1

‖b1‖ b1 , . . . ,
1

‖bn‖ bn ,

�����B ��� �0A ��� 
�E������ ���������� *�� <����� 
�� ���� 
� %���	

1� %��� �������� 
� Kn A �2��������� ��� %��� ����������� ��������

�� ���
���� ������� ��������	

������� ��	#	�� ��� b1 , . . . , bn ��� %��� 
� Kn 	 ������� ��� �������

�� �������� x =

n∑
k=1

αk bk 
� �� ������� x ∈ Kn � 
�%%���� ��������� ��

������� 
� �<������� �������⎛⎜⎝ | |
b1 . . . bn

| |

⎞⎟⎠ ·
⎛⎜⎝ α1

			

αn

⎞⎟⎠ = x .

!����B �� �� %��� b1 , . . . , bn A ����'������ ������ �� *������ 
���� ������4

�� �������� �
 ���� ������� ����������� �� ��������� 
�� ������� �������


� ��� �����	 ��


� �������� ������� �� *� ������ ��'��� �� ������� 
� J����������

����'�����K �� �� ����������� �������� �����
���� ����� !�����������

&	&	# (v) � �2� ���" �����*��
��� ��������������� ��� /������ ��	#	 �

������
 ��	#	�� .��������' �� ������ ����
 �����$���� �����6

��
���0 $���
 X ��
 	����
 ����
����� 	� K � �
���
 �
� �� ��
�
��


	������ 〈 · , · 〉 � �� Y �� 	
��
	����
 ������� �� X � %��
�� ��� x0 ∈ X �

y0 ∈ Y 	
�
 ����������� :

?�@ ‖x0 − y0‖ � ‖x0 − y‖ , y ∈ Y ;

?��@
〈
x0 − y0 , y

〉
= 0 , y ∈ Y .

��
����� ���
 x0 ∈ X � ��( �	�	���� �� ��3 �� ���
���
 y0 ∈ Y ���� ���

���	�� ��� �
�����
�� ����������� 	���
 	
���	 �����

�������
������ !�� �'�� y ∈ X �%%����

‖x0−y0‖2−‖x0−y‖2 = 2$ 〈x0−y0 , y−y0

〉−‖y−y0‖2 . ?��	#	�@


�*�����



	��
�� ∗ ���������� ��
��� �
������ �����
� � #�
�� !������
�

‖x0 − y‖2 =
〈
(x0 − y0)− (y − y0) , (x0 − y0)− (y − y0)

〉
=
〈
x0 − y0 , x0 − y0

〉− 〈x0 − y0 , y − y0

〉
−〈y−y0 , x0−y0

〉
+
〈
y−y0 , y−y0

〉
= ‖x0 − y0‖2 − 2$ 〈x0 − y0 , y − y0

〉
+ ‖y− y0‖2 .

!�� ?�@⇒ ?��@ � ?�@ � ?��	#	�@ ��������� �2�

2$ 〈x0 − y0 , y − y0

〉
� ‖y− y0‖2 , y ∈ Y ,

���A

2$ 〈x0 − y0 , y
〉

� ‖y‖2 , y ∈ Y .

,������ �2� ��� �'�� y ∈ Y � λ > 0 �%%���� 2$ 〈x0 − y0 , λy
〉

�
‖λy‖2 � ���A 2$ 〈x0−y0 , y

〉
� λ ‖y‖2 � � ������
� �� ������ ��� λ→ 0

��������� �2� $ 〈x0 − y0 , y
〉

� 0 	 �� ���%���� �� <����� 
���'4

��'������ y ��� −y � ������� ���2� �� 
���'��'������ �������� <���
�

$ 〈x0 − y0 , y
〉

= 0 	

��� ���� K = R <����� ��'����� ?��@	 ��� ���� K = C ������ ��������

��� �'�� y ∈ Y � �2�∣∣〈x0 − y0 , y
〉∣∣2 = $

〈
x0 − y0 ,

〈
x0 − y0 , y

〉
y
〉

= 0 .

!�� ?��@⇒ ?�@ � ?�@ ������� ��%��� 
���� ���
������ ?��@ '����� � ?��	#	�@	

!�� �0������" 
���� ���������� ����'����� %���� ������ �2�� �� �'��4

��� 
� y0 ,y
′
0 ∈ Y ��

��*� ?��@� ������ y′

0 − y0 = (x0 − y0)− (x0 − y′
0)

A ����'����� �
 �'�� ������� �� Y � <���
� ���2� � �� ������	 !����B

y′
0 − y0 = 0X 	

3�� ����� X ��� ������ ���������� �� K � Y �� ��� �����������

�������	 1� ��
����
�� 
��
�
���� 
� �� x0 ∈ X �� Y A� �� ������� �0�����

y0 ∈ Y �2� ��

��*� �� ���
������ �<��������� 
�� ������� �����
����	


�
��2���� PY(x0) := y0 	 ,�������� �2� PY(x0) A �0����� �������� 
�

Y �2� ��������� �� 
������� 
� x0 � Y � ���A

‖x0 − PY(x0)‖ = inf
{‖x0 − y‖ ; y ∈ Y

}
,

������ ��

��*� �� ���
������ 
0����'������" �<���������




���� !��� �
��"����� � �
�������� �
��"����� 	�


x0 − PY(x0) ⊥ Y .

�� ��������� �0��������� 
� ��� %��� ����'����� 
� Y � ������ �0�4

�������� 
���� ���������� ����'����� �� Y A '�������� �� ��� 
� ��I�

�%%���� ��� *������ ��������� ��� ���� �

������
 ��	#	 � .1������$
 � !���
 ����
 �����$���� ������6

�
���0 $���
 X ��
 	����
 ����
����� 	� K � 
����
 �� �� ��
�
��


	������ 〈 · , · 〉 � � Y �� 	
��
	����
 ������� �� X � �
� ��� ��� ��	�


��
�
���� b1 , . . . , bm � %��
�� ��� 
��� x ∈ X �	�	�� �� ��
����
��


��
�
���� PY(x) �� x 	� Y � 	� ��

PY(x) =

m∑
k=1

〈x ,bk〉
〈bk,bk〉 bk .

�������
������ ������ ������
� ��� ���%�������� �������

PY(x) =
m∑

k=1

αkbk

���� �2�

x−
m∑

k=1

αkbk ∈ Y⊥ =
{
b1 , . . . , bm

}⊥
.

1� ���
������ 
� ����'������" ���2����� ����

0 =
〈
x−

m∑
k=1

αkbk ,bj

〉
= 〈x ,bj〉 −

m∑
k=1

αk〈bk,bj〉

= 〈x,bj〉 − αj〈bj,bj〉 �
���A

αj =
〈x ,bj〉
〈bj,bj〉 �

��� 1 � j � m 	 !����B
m∑

k=1

αkbk =

m∑
k=1

〈x ,bk〉
〈bk,bk〉 bk
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