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Prefazione

Questi appunti contengono le lezioni del Modulo di Algebra 2, da me tenuto presso il Dipar-
timento ”G.Castelnuovo” dell’Universita ”La Sapienza” di Roma negli A.A. 2005-06 e 2006-07.

11 corso di Algebra 2 propone agli studenti della laurea Triennale in Matematica quegli ar-
gomenti di algebra elementare che usualmente non trovano spazio nel corso di Algebra 1, ma
che sono necessari per fornire un’adeguata conoscenza di base della materia. Ma non si tratta
soltanto di un corso che ”colma delle lacune”. Nelle mie intenzioni - e speranze - questo corso
dovrebbe chiarire allo studente i legami tra ’algebra classica, rivolta alla determinazione al-
gebrica delle radici di un’equazione polinomiale, e 'algebra astratta, o moderna, rivolta allo
studio delle strutture algebriche. Questi collegamenti sono spiegati dalla Teoria di Galois e
Iintero corso & dunque finalizzato ad introdurre i primi elementi di tale teoria (cfr. Cap.5).

Nel primo capitolo vengono studiati gruppi ed anelli quozienti ed illustrato il teorema fonda-
mentale di omomorfismo e le relative conseguenze (teoremi di isomorfismo). Il secondo e terzo
capitolo propongono lo studio di alcuni argomenti di teoria dei gruppi (soprattutto i teoremi di
Sylow) e di teoria degli anelli (ideali massimali e primi, domini a fattorizzazione unica, a ideali
principali, euclidei). 1l quarto capitolo é dedicato allo studio delle estensioni di campi e relative
applicazioni (costruzioni con riga e compasso). Il quinto ed ultimo capitolo, come gia detto, si
occupa di introdurre i primi elementi della teoria di Galois: campi di spezzamento, estensioni
normali e separabili, risolubilita di gruppi, gruppo di Galois di un’estensione e corrispondenza
di Galois tra sottogruppi del gruppo di Galois e campi intermedi dell’estensione.

Per tutte le definizioni, i risultati e le notazioni impiegate senza adeguati riferimenti, rinvio

al miei appunti del corso di Algebra 1 (cfr. [AA]e [AA2]).
Giugno 2007

Giulio Campanella






Quozienti di gruppi e di anelli.
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Capitolo |

QUOZIENTI DI GRUPPI E DI ANELLI
TEOREMI DI ISOMORFISMO

1. Sottogruppr mormali e gruppi quoziente

Assegnato un gruppo (G, ) ed un suo sottogruppo H, per ogni a € G gli insiemi
Ha={ha, Vhe H} e aH ={ah, Yhe H}
sono detti rispettivamente classe laterale destra e classe laterale sinistra di a modulo H. Risulta:
Ha=Hb < ab"'€ H; aH=bH < a bec H.
E noto dal corso di Alg.1 (cfr. [AA]) che le classi laterali destre a due a due distinte formano

una partizione di G, che denoteremo L,(H). Analogamente, le classi laterali sinistre formano la
partizione £, (H). La relazione di equivalenza su G associata a £,(H) ¢ cosi definita:

ap,b <5 Ha=Hb < ab™' € H, Va,bcQG.
Analogamente, la relazione di equivalenza su G associata a L, (H) é:
ap.b L5 0H =bH < a 'be H, Ya,beG.
Se G e abeliano, le due relazioni coincidono. Ma, in generale, p, # p.. Ad esempio, considerato

il gruppo S, delle permutazioni su tre elementi e scelto in esso il sottogruppo H = ((12)), risulta:
(123) p,(13), mentre (123) 4. (13). Ci chiediamo quando le due relazioni coincidano.

Lemma 1.1. Sia H un sottogruppo di G. Risulta:
p, =ps < Ha=aH, Vaed.

Dim. (<) ¢ evidente. Infatti ap,b <= aH =bH <= Ha= Hb < ap,b.

(=>). Si verifica subito, in base alle precedenti definizioni, che Vh € H, Va € G:
ahp,a e ap, ha.
Pertanto:
ahp.a = ahp,a = (ah)a™' € H = aha ' =h,, 3h, € H = ah = h,a € Ha;
ap, ha = ap, ha = a'(ha) € H = a'ha=h,, Ih, € H = ha = ah, € aH.
Dalle due catene di implicazioni segue che aH C Ha e Ha C aH.

Definizione 1.1. H é detto sottogruppo normale di G se Ha = aH, Ya € G (ovvero p, = p.).
Per indicare che H é un sottogruppo normale di G si scrivera H 4 G.

E naturale chiedersi se 'insieme quoziente G /p (identificabile con L, (H)) sia dotato di struttura
d

algebrica rispetto alla seguente ”operazione”:
(%) Ha-Hb= Hab, YHa, HbeG/p .
d

Non & pero detto che (x) sia un’operazione ben definita, cioé indipendente dalla scelta dei rappresen-
tanti delle classi laterali. Vale infatti il seguente risultato.

Proposizione 1.1. (%) é ben definita < H <G.

Dim. («<=). Sia H 4 G. Bisogna verificare che
{ Ha=Ha,

Hb = Hb, = Hab= Ha,b,, cioe ab(a,b,)”" € H.
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Per ipotesi, aa; ', bb, € H. Poniamo h, = aa,', h,=bb, . Siha: ab(ab,) " =abb, a,' = ah,a;".

Ora ah, € aH = Ha (essendo H < G) e dunque ah, = hya, 3h, € H. Pertanto ab(a,b,) " =
ah,a;' = h,aa;" =h,h, € H.

(=>). E sufficiente verificare che aH C Ha, Va € G [cfr. Esercizio 1.1.1]. Quindi bisogna
verificare che ah € Ha, Yh € H. Assumiamo che (%) sia ben definita. Essendo Hh = H1, allora
Hah=Ha-Hh=Ha-Hl = Hal = Ha

e dunque aha™' € H, cioe ah € Ha.

Proposizione 1.2. Se H 4G, G/p & un gruppo, rispetto all’operazione (x) sopra definita.
d

Tale gruppo viene usualmente denotato G/H ed é chiamato gruppo quoziente di G modulo H. Se
G é abeliano, ogni sottogruppo H é normale in G ed il gruppo quoziente G / g ¢ abeliano.

Dim. E un semplice esercizio.

Osservazione 1.1. (i) Se H <G, allora p, = p, e quindi G/p' = G/H. Gli elementi del gruppo
quoziente possono venire indicati anche come laterali sinistri.
(i) Sia (G,4+) un gruppo (espresso con notazione additiva). Se H & un sottogruppodi G e a € G,

il laterale destro e sinistro di @ modulo H si denotano rispettivamente nella forma H +a e a+ H.
Le due relazioni d’equivalenza p,, p, si scrivono nella forma

ap,b <= a—-be H, apb < —a+beH, Va,bed.

Se (G,+) & abeliano, ogni suo sottogruppo H & ovviamente normale e quindi definisce il gruppo
quoziente G / o (anch’esso abeliano), con la seguente operazione:

(H+a)+(H+b)=H+(a+b), VH+a, H+beG/,.

(ii1) Se H < G, lapplicazione
m:G— G/H tale che w(a) = Ha, Ya € G,

€ un omomorfismo suriettivo di gruppi, detto proiezione canonica di G su G / 0

(i) Sia H < G. Si verifica immediatamente che esiste sempre una biiezione tra £,(H) e L, (H)
[data da Ha — a 'H, Ya € G]. Dunque |G/p | = |G/p |. Tale cardinalita ¢ detta indice di H in
d s

G esidenota (G: H).
E ben noto che |G| = |H|-(G : H) [infatti, essendo |Ha|=|H|, Va € G, risulta:
Gl= > |Hal= > [H[=[H|-(G:H)]
HaeL ,(H) HaeL , (H)
Ne segue che, se G & un gruppo finito e H < G, si ha: |H|||G| (Teorema di Lagrange). Se poi
H < G, allora |G/H| = |G|/|H‘ [essendo |G’/H| =(G: H)|.

(v) Assumiamo che (G : H) = 2 [cio¢ che un sottogruppo H di G determini in G due soli laterali
destri (o sinistri)]. Si verifica subito che H < G e quindi che G/H >~ (C,, gruppo ciclico di ordine 2
(cfr. [AA] Osserv. 3, pag.170).

Definizione 1.2. Due sottogruppi H,, H, di G sono detti coniugati (o in relazione di coniugio)
se esiste a € G tale che H,=aH,a”". Siscrive in tal caso H, ~ H,.

Nota. Si osservi che, se H & un sottogruppo di G, ogni sottoinsieme aHa ' & un sottogruppo di
G. Lo si puo provare per verifica diretta oppure osservando che aHa™' & I'immagine di H rispetto
all’automorfismo interno v, di G (cfr. [AA], pag. 139).

La relazione di coniugio ¢ una relazione di equivalenza nell’insieme dei sottogruppi di G [verificare].
Inoltre si osserva subito che



CAP. 1.1 SOTTOGRUPPI NORMALI E GRUPPI QUOZIENTE 3

H<aG < H=aHa ', Ya€ G < H ammette come sottogruppo coniugato solo se stesso.

Poiché due sottogruppi coniugati hanno lo stesso ordine, se H ¢ l'unico sottogruppo di un dato
ordine in G, allora H < G. 1l viceversa & invece falso [ad esempio nel gruppo di Klein esistono tre
sottogruppi (ovviamente normali) di ordine 2].

k 3k ook ok ok sk sk ok ok sk sk ook ok ok sk ook ok ok ok

Esercizio 1.1.1. Verificare che le seguenti sette condizioni sono equivalenti:
(i) H<aG, (i) aH C Ha, Ya € G; (ii) Ha CaH, VaeG,
(iv) aHa ' = H, Ya € G; (v) aHa ' C H, Ya € G; (vi) aHa ' D H, YacG.
(vii)) Ve,y€ G, zye H = yx € H.

Esercizio 1.1.2. Sia Q il gruppo (delle unitd) dei quarternioni (cfr. [AA] pag.174). Verificare
che il gruppo quoziente Q / (-1) ¢ isomorfo ad un gruppo di Klein.

Esercizio 1.1.3. Verificare che S"/A =~ (C,, con A, gruppo alterno di S, e C, gruppo ciclico di

ordine 2.

Esercizio 1.1.4. Sia n >3 esia H, =S8({1,2, .., ¢, ..,n}) (con 1 <i<mn). Verificare che H, ¢
un sottogruppo non normale di S,. Verificare che gli H, sono a due a due coniugati.

Esercizio 1.1.5. Verificare che, ¥n >2, SO.(R) { GL,(R) [con
SO.(R)={A€GL,(R) : A" =A" e det(A) =1} (gruppo ortogonale speciale).

Esercizio 1.1.6. Determinare una catena di gruppi H < K < G tali che
H< K, K<G, ma H4G.
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2. Idealt ed anelli quoziente

Sia (A,+,-) un anello e sia B un suo sottoanello. Ricordiamo che un sottoinsieme non vuoto B
di A ¢ un sottoanello di A se sono verificate le due condizioni: B— BC B e B-B C B.

Poiché (A,+) & un gruppo abeliano e (B,+) ne ¢ un sottogruppo (normale), (A/B,+) ¢ un

gruppo abeliano, rispetto alla seguente operazione di somma:
(a,+ B)+ (a,+ B) = (a,+a,)+ B, Va,+ B, a,+ Be A/,.

Vogliamo vedere se o in quali ipotesi A / 5 © dotato di struttura di anello, rispetto alla seguente
"naturale” operazione di moltiplicazione:
(%) (a,+ B)-(a,+ B)=a,a,+ B, Ya,+ B, a,+ Be A/,.
Si noti che in generale (%) non & ben definita. Ad esempio, posto A =@, B = Z, risulta:

24 Z2=142,3+2=-3+2, ma A+2)i+2) £ +2)(-i+2)

[in quanto %% _ %(_%) ¢ 2

Proposizione 2.1. (%) é ben definita <= il sottoanello B verifica le due seguenti condizioni
ABCB e BACB.

Dim. (=). Sia () ben definita. Scelti arbitrariamente a € A e b € B, si tratta di verificare che
ab, ba € B Infatti, essendo b+ B = 0+ B, si ha:

ab+B=(a+B)(b+B)=(a+B)(0+B)=a0+B =0+ B,
cioe ab+ B =0+ B e quindi ab € B. In modo analogo si verifica che anche ba € B.
(). Sia a,+B=a,+ B e a,+ B =da/,+ B. Bisogna verifcare che a,a,+ B =d’,a’,+ B, cio¢
che a,a,—a’|a), € B. Peripotesi, a, —a, € B, a,—da, € B. Allora
a,a,—d\ady=a,a,—a,d,+a,d,—d d,=a,(a,—d,)+ (a,— a')a’,e AB+ BAC B+ BCB.

Definizione 2.1. Un sottoanello B di A verificante le due condizioni BA C B e AB C B ¢
detto ideale (o ideale bilatero) di A. Ovviamente, se A é un anello commutativo, le due condizioni
si riducono ad una sola.

Denoteremo gli ideali con la lettera I (o con lettere successive J, ...) [ma sono anche in uso altre
notazioni, come A, a, ecc.] Riassumendo, un sottoinsieme non vuoto I di un anello A & un ideale
di A se valgono le condizioni: I —1C1I1, IACI, AI C 1.

Osservazione 2.1. (i) A e {0} sono ideali di A. Sono detti ideali banali di A.

(#) Sia A un anello unitario (con unita 1 =1,). Un ideale unitario I di A coincide con l'intero
anello A. Infatti, essendo 1 € I, risulta: A=1ACIACIC A edunque I = A.

(ii1) Sia A un anello commutativo. Per ogni a € A, I'insieme
aA = {ax, Yz € A}

¢ un ideale di A [verificare], detto ideale principale generato da a. E denotato anche (a).

Proposizione 2.2. Sia A un anello ed I un suo ideale. La terna (A/I,—i—, -) & un anello, detto
anello quoziente di A modulo I. Se A é commutativo e/o unitario, anche A/I lo é. Infine, gli
anelli quozienti A/{o} e A/A coincidono rispettivamente con A e con 0 (anello nullo).

Dim. E un semplice esercizio.

Osservazione 2.2. Si osserva subito che I'applicazione
m:A— A/, tale che w(a)=a+1, Vae A,
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& un omomorfismo suriettivo di anelli, detto proiezione canonica di A su A / I

Si noti che la moltiplicazione di A/ ; sopra definita & 'unica possibile moltiplicazione di A/ ; che
renda 7 un omomorfismo. Se infatti denotiamo con * una qualsiasi moltiplicazione su A / ;> dalla
condizione w(a) x w(b) = w(ab) segue che (a+I)x (b+1) =ab+ 1 = (a+1)(b+1I). Quindi x*
coincide con la moltiplicazione di A / ; sopra definita.

Osservazione 2.3. (Ideali e quozienti di Z). Verifichiamo che ogni ideale I di Z @& principale,
cioe del tipo nZ, per un opportuno n € N.

Se infatti I = {0}, allora I = 0Z. Sia quindi I # {0}; in tal caso I N N* # () [se infatti
melem<0, —méeINN]. In base al principio del minimo, 7 N N* ammette il minimo e sia
n > 0 tale minimo. Ovviamente nZ C I. Viceversa, Vx € I, se t =ng+r, 0 <r < n, allora
r=x—nqg€l—I1Z C1I. Dunque r € I. Sefosse r > 0, n non sarebbe piu il minimo di I "N".
Dunque r =0 e pertanto x = ng € nZ. Abbiamo dimostrato che I = nZ, cioe che I & principale.
Osserviamo infine che —nZ =nZ, VYn € N.

Si noti che, ¥n >2, Z/ , coincide con I'anello delle classi resto Z, = Z/_ [cfr. [AA] pag.75].

Infatti & ben noto che, Va € Z, la classe di congruenza di @ modulo n & [a] = a4+ nZ. Inoltre
Z/OZ =Ze Z/lz >~ (0 (anello nullo).

Nota. Assegnato un anello A ed un suo ideale I, scriveremo talvolta, con abuso di linguaggio (ma
motivati da quanto avviene in Z), z =y (mod I) inluogodi z —y €1 [ovverodi a+T=y+1

(in A/l)].

Osservazione 2.4. Si verifica facilmente che l'intersezione di ideali di un anello A & un ideale [e
lo stesso & vero, come noto, per i sottogruppi di un gruppo].

Sia A un anello commutativo unitario e sia S un sottoinsieme non vuoto di A. Denotiamo con
(S) (o (S)) Tinsieme di tutte le combinazioni lineari (finite) di elementi di S, a coefficienti in A,
cioe

n
(S)={>a,s,, Vn>1, Va, € A, Vs, €S}
i=1

Si verifica facilmente che (S) ¢ un ideale di A contenente S, detto ideale generato da S [si noti che,
Vse S, s=1-s € (5)]. Verifichiamo ora che (S) ¢ l'intersezione di tutti gli ideali contenenti S
(cioe ¢& il pin piccolo ideale contenente S):

(S)=N{I]|I ideale di A, I D S}.
(2). Essendo (S) unidealee (S)2 S, allora (S)D2NO{I]...}.
(C). Per ogni Y a,s, € (S) e per ogni ideale I D S, risulta > a,s, € I. Dunque (S) C 1 e
pertanto (S) CN{I]...}.

Osservazione 2.5. Un altro modo per ottenere ideali di un anello & dato dal seguente risultato.

Sia f: A — B un omomorfismo di anelli e sia J un ideale di B. Allora f~'(J) ¢ un ideale di A.
Se poi f & suriettivo e I ¢ un ideale di A, allora f(I) ¢ un ideale di B.

Dimostriamo la prima affermazione. Se a,, a, € f~'(J), allora f(a,), f(a,) € J edunque f(a,—a,) =
f(a,) — f(a,) € J. Quindi a, —a, € f '(J). Abbiamo provato che f~'(J)— f'(J) C f~'(J).

Siaora a€ f'(J) e x € A. Allora f(a) € J e f(z) € B. Quindi f(ax) = f(a)f(x) € JBCJ
e pertanto axr € f'(J). In modo analogo si verifica che za € f~'(J). Abbiamo cosi provato che
AfI)CI) e fANDACE ().

Asumiamo ora f: A — B suriettivo ed I idealedi A. Se f(x), f(y) € f(I) (con z,y € I), allora
f@)—fly)=fx—y) € f(I). Sepoi b= f(a)€ B, allora f(x)b= f(xa) € f(I) e, analogamente,
bf(z) = flax) € f(I).

ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok k%

Esercizio 1.2.1. Verificare che, per ogni campo K, l'anello K[X] possiede soltanto ideali principali
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e risulta K[X]/p) = K[X]/EP, VP e K[X].

Esercizio 1.2.2. Verificare che un campo possiede soltanto i due ideali banali. Viceversa, verificare
che ogni anello commutativo unitario che ha solo gli ideali banali ¢ un campo.

Esercizio 1.2.3. Siano I, J ideali di un anello A. Verificare che I'insieme
I+J={x+y, Vaxel, VyeJ}

¢ un ideale di A, detto ideale somma di I e J. Verificare che si tratta del piu piccolo ideale
contenente I U .J, cioe (IUJ) [se A & commutativo e unitario].

Esercizio 1.2.4. Siano [, J ideali di un anello A.
(i) Verificare che l'insieme
1J = {i x,y, Yn>1, Vo, €I, Vy, € J}
¢ un ideale di A, detto ideale prodlojfio di I e J.
(@) Verificare che IJ CINJ.
(#4) Sia A commutativo unitario e sia I + J = A. Verificare che in tal caso risulta: IJ =1InNJ.

(iv) Determinare due ideali I, J C Z taliche IJCINJ.

Esercizio 1.2.5. Sia I il sottoinsieme di Z[X] formato dai polinomi a termine noto pari. Verificare
che I & un ideale non principale di Z[X].

Esercizio 1.2.6. Sia F linsieme delle funzioni continue da R a R.

(7) Verificare che (F,+,-) & un anello commutativo unitario rispetto alle due seguenti operazioni:
(f +9)(x) = f(2) +9(x), (f9)(z) = [f(z)9(z), V[, geF, VaeR.

(1) Siponga: Z,={feF|f(0)=0} I,={feF|f(1)=0}, T=2Z,NnZ,. Verificare che Z ¢

un ideale di F e che I'anello .7-"/1 ¢ non integro (cfr. [AA], Def. 8, pag.22).
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3. Teorema fondamentale di omomorfismo

Cominciamo dal ben noto teorema fondamentale di omomorfismo (abbreviato nel seguito TFO)
per i gruppi.

Sia f : G — G’ un omomorfismo di gruppi, entrambi espressi, per comodita, in notazione molti-
plicativa. Dal corso di Alg.1 e noto che 'insieme

Kerf={ze G| f(x)=1} =f (1)
¢ un sottogruppo di G, detto nucleo (o kernel) di f.

Si verifica con facilith che Kerf < G [si verifichi che x (Kerf)x™" C Ker f, Vo € G]. Dunque
G /Ker ¢ ¢ un gruppo [il gruppo quoziente di G mod Kerf] e lapplicazione

m:G — G/KeTf tale che 7(z) =z Kerf, Vz € G,
& un omomorfismo suriettivo di gruppi [la proiezione canonica di G su G / Ker f]-

E altresi noto che Im f ¢ un sottogruppo di G’. Infine ¢ evidente che I’applicazione canonica
d’inclusione 7 : I'mf < G’ & un omomorfismo iniettivo di gruppi. Vale il seguente teorema.

Teorema 3.1. [TFO (per i gruppi)]. Sia f: G — G’ un omomorfismo di gruppi. [ induce un
unico isomorfismo (di gruppi):

F G/Kerf — Imf, tale che f=1.Fom.
Ne segue subito che F(x Kerf) = f(z), Vz € G

Nota. Siosservi che F' che rende commutativo il seguente diagramma:

f

G — &

Tl'l jz

G/Kerf £, Imf

Dim. Sia p, la relazione sinistra (o destra) associata a Kerf. Si ha:
ap.b < a 'be Kerf < f(a 'b)=1 <= f(a) = f(b) <> ap,b,

dove p, ¢ la relazione associata all’applicazione f (cfr. [AA], Def. 5, pag.13). Dunque p, = p, e
percio [a]pf =aKerf, Ya€G.

Dal teorema di decomposizione delle applicazioni (cfr [AA], Prop. 3, pag.14), esiste un’unica bi-
iezione F : G/pf — Imf tale che f = ioFom. Resta quindi solo da verificare che F & un

omomorfismo. Infatti, Va Kerf, bKerf € G/Kerf:
FaKerf-bKerf)=F(abKerf) = f(ab) = f(a)f(b) = F(a Kerf)F(bKerf).

Passiamo ora al TFO per gli anelli. Sia f: A — A’ un omomorfismo di anelli. Si verifica subito
che Imf & un sottoanello di A’. Inoltre I'inclusione canonica ¢ : Imf — A’ & un omomorfismo
iniettivo di anelli. Vale il seguente lemma.

Lemma 3.1. L’insieme Kerf ={a€ A|f(a) =0} & un ideale di A, detto nucleo di f.

Dim. Poiché Kerf = f~'(0'), basta usare 'Osserv. 2.5, ovvero eseguire le seguenti semplici verifiche:
Va,be Kerf, a—b¢e Kerf, Vae Kerf, Ve € A, ax, xa € Kerf.

Da questo lemma e dalla Prop. 2.2 segue che A/Kerf ¢ un anello. Da Osserv.2.2 m: A — A/Kerf
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& un omomorfismo suriettivo di anelli (la proiezione canonica).

Teorema 3.2. [TFO (per gli anelli)]. Sia f: A — A’ un omomorfismo di anelli. f induce un
unico isomorfismo (di anelli):

F: A/Kerf — Imf, tale che f=1i.Fom.
Ne segue subito che F(a+ Kerf) = f(a), Va € A.

Dim. f:(A4,4) — (4’,4) & un omomorfismo di gruppi additivi, il cui nucleo coincide con I'ideale
Ker f. Dal TFO per i gruppi, applicato all’omomorfismo f, esiste un unico isomorfismo di gruppi
additivi F : A/Kerf — Imf, tale che f=1.Fom, ovvero

F(a+ Kerf) = f(a), Vace A

Per concludere resta solo da verificare che F' & un omomorfismo anche rispetto al prodotto. Infatti,
Va+ Kerf, b+ Kerf € A/Kerf:

F((a+ Kerf)-(b+ Kerf)) = F(ab+ Kerf) = f(ab) = f(a)f(b) = F(a+ Kerf) F(b+ Kerf).

Corollario 3.1. Sia A un anello commutativo unitario. Risulta, Va € A:
A = A[X]/(X_a).

Dim. Fissato arbitrariamente a € A, sia
¢ = : A[X] — A tale che ¢(P)= P(a), VP € A[X].
Si verifica facilmente che ¢ & un omomorfismo di anelli [infatti @(P+Q) = ¢o(P)+¢(Q) e ¢(PQ) =
o(P)p(Q), VP Q € A[X]]. Inoltre ¢ & suriettivo [infatti p(z) =2, Va € A]. Resta da verificare
che Kery = (X —a) (e poi applicare il TFO).
Certamente X —a € Kerp. Viceversa, sia P € Kerp. Essendo X — a monico, & possibile
eseguire la divisione con resto di P per X — a e si ottiene

P=(X-a)Q+r, con@ec A[X], re A
Poiché P(a) =0, allora r =0 e dunque P € (X — a).

Corollario 3.2. Sia A un anello commutativo unitario e siano I, J due ideali di A tali che
I+J = A (cfr. Esercizio 1.2.3). Indicato con IJ Iideale prodotto di I per J (cfr. Esercizio
1.2.4), risulta:

A/IJgA/[ XA/J.

Dim. Sia
9:A— Aff x Afy tale che ¢(z)=(z+1,z+J), Vz € A
¢ ¢ certamente un omomorfismo di anelli [verificare]. Si ha:
Kero={xeAlzelInJ}t=1INJ.

Dall’Esercizio 1.2.4(ii7), I N J = IJ (ideale prodotto). Per concludere la dimostrazione basta
verificare che ¢ @& suriettiva (e poi applicare il TFO).
Sia (a+1,b+J) € A/t x A/;. Bisogna determinare = € A tale che

ol)=(a+I,b+J), cioe z+I=a+Ie xz+J=0+J.
In altri termini, si tratta di dimostrare che il sistema
X =a (modI)
{Xzb(modJ)
ammette soluzione in A.
Per ipotesi, 1 =u+4v, con u € 1,v € J. Siponga z = av -+ bu. Allora:
s+ Il=awwt+bu+I=av+I=al—-u)+I=a+1,
r+J=av+bu+J=bu+J=b1—-v)+J=b+J.

Dunque z =a (mod I) e x =b (mod J), cio¢ x & un elemento cercato.
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Nota. Ponendo A =Z2,1=nZ,J =mZ, con n, m coprimi, si ha subito: Z,, X Z,x Z,,. Si
tratta, come noto, del Teorema Cinese del Resto (cfr. [AA] Teor.3 pag.87), di cui il Coroll. 3.2. &
quindi una generalizzazione.

Kk kK kK K R R R R R KK KRRk
Esercizio 1.3.1. Verificare che GL“(R)/SL R = (R,-) [dove SL,(R) & il gruppo delle matrici

quadrate di ordine n, a valori in R e a determinante = 1].

Esercizio 1.3.2. Sia H={A € GL.(R) | det(A) € Q'}.
(i) Verificare che H <GL,(R).
(#) Verificare che GL,(R) /,H %R'/Q~.

Esercizio 1.3.3. In GL,(R) si consideri il sottoinsieme K = {A € GL,(R) | det(A) > 0}.
(4) Verificare che K & un sottogruppo normale di GL,(R).
(i) Determinare il gruppo GL,(R) /,C.

Esercizio 1.3.4. Dimostrare che (R,+) /(Z H ¢ isomorfo al sottogruppo moltiplicativo dei complessi
di norma 1.

Esercizio 1.3.5. (i) Esprimere il gruppo SO,(R) come quoziente di (R,+).
(i) Sia C,= (—I,). Verificare che C, 1SO,(R) ed esprimere SOQ(R)/C come quoziente di (R, +).
2

Esercizio 1.3.6. Sia A un anello commutativo. Verificare che gli anelli A[X,Y] /(Y) e A[X] sono
isomorfi.

Esercizio 1.3.7. Verificare che Z[X, Y}/(Xy) ¢ isomorfo ad un sottoanello B di Z[X]x Z[Y].

Individuare B come immagine di un opportuno omomorfismo.

Esercizio 1.3.8. Fissato un intero non nullo b, si denoti con (Z), il sottoinsieme di @ cosi definito:

b
(2), ={%, VaeZ, YVke N}.
(@) Verificare che (Z), & un anello contenente Z.

(#) Dimostrare che (Z), = Z[X]/(bx—l)‘

Esercizio 1.3.9. Siano A, B due anelli e sia AxB il loro prodotto diretto. Sia I un ideale di A.
Verificare che I x B € un ideale di Ax B e calcolare il quoziente Ax B / B

Esercizio 1.3.10. Sia f: A — B un omomorfismo di anelli. Sia J unidealedi B esia I = f~'(J).
(4) Verificare che I ¢ nucleo di un omomorfismo.
(i4) Dimostrare che A/ ; ©isomorfo ad un sottoanello di B / J

(ii1) Cosa avviene se f & suriettivo?.
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). Teoremi di isomorfismo per i gruppi

Dal TFO per i gruppi (talora chiamato anche primo teorema di isomorfismo) discendono im-
portanti corollari: il secondo ed il terzo teorema di isomorfismo ed il teorema di corrispondenza.
Analoghi risultati discendono dal TFO per gli anelli e di essi ci occuperemo nel prossimo paragrafo.

Premettiamo alcuni richiami, necessari per illustrare il secondo teorema di isomorfismo.

Definizione 4.1. Sia (G,-) un gruppo e siano H, K due suoi sottogruppi. Si chiama prodotto di
H per K linsieme

HK = {hk, Yhe H, Vk € K}.

E ben noto il seguente fatto (cfr. [AA], Prop. 4, pag. 143):
HK & un sottogruppo di G <— HK =KH

[dove I'uguaglianza HK = K H va intesa ”in senso globale”, cioé come uguaglianza di insiemi, e non
”elemento per elemento”].

E evidente quindi che, se G & abeliano, HK & sempre un sottogruppo di G. Se inoltre uno dei
due sottogruppi € normale, la condizione HK = KH & sempre verificata [discende subito applicando
la definizione di normalita] e dunque HK & un sottogruppo di G. Si noti ancora che, se HK & un
sottogruppo di G, allora HK = (HUK), cioe HK ¢ il piu piccolo sottogruppo contenente H e K.
Infine, va rilevato che, in un gruppo additivo (G,+) il ”prodotto” di due sottogruppi H, K coincide
con la loro somma e si denota H + K.

Teorema 4.1. (Secondo teorema di isomorfismo). Sia H un sottogruppo normale di (G,-). Per
ogni sottogruppo K di G, risulta:

HK/H = K/HmK'

Dim. Per quanto sopra osservato, HK e un sottogruppo di G. Ovviamente H < HK e dunque,
essendo H < G, anche H <« HK. E quindi definito il gruppo quoziente HK/H. Si ponga:

¢: K — HK/, taleche ¢(c)=cH, Vee K
[si noti che ¢=1-c € HK]. Risulta:
- ¢ ¢ un omomorfismo [verificare];
@ e suriettiva [infatti, VhkH € HK/H7 si ha: hkH = k,hH = k,H = ¢(k,)];
- Kerp={ceK|cH=H}={ceK|ce H} =HNK.

Dal TFO, applicato a ¢, segue che K/HnK ~ HK/H .

Teorema 4.2. (Terzo teorema di isomorfismo). Siano H, K due sottogruppi normali di (G,-),
con H < K. Risulta:

G/K = G/H/K/H :

Dim. Poiché H <« G e H < K, allora ovviamente H < K. Dunque sono definiti i tre gruppi
quoziente G/H, G/K e K/H. Si ponga:

Y G/H — G/K tale che ¢(aH)=aK, VaH € G/H .
Risulta:
- ¢ ¢ ben definita [infatti: aH = a,H = a,'a € H = a,'a € K = aK = a,K];
- @ e suriettiva [infatti aK = ¢(aH)];
- ¢ & un omomorfismo [infatti p(aH -bH) = ¢(abH) = abK = aK-bK = @(aH) - p(bH)];
- Kergo:{aH|aK:K}:{aH|a€K}:K/H.
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Applicando a ¢ il TFO si conclude.

Sia H < G. 1l seguente risultato stabilisce una corrispondenza biunivoca tra i sottogruppi di G / I
ed i sottogruppi di G contenenti H. Tale biiezione si estende ai sottogruppi normali.

Teorema 4.3. (Teorema di corrispondenza). Sia H un sottogruppo normale di (G,-). Deno-
tiamo con ¥ = ¥, Iinsieme dei sottogruppi di G contenenti H e con ¥’ = E(G/H) linsieme

dei sottogruppi di G/H . La proiezione canonica m : G — G/H induce una biiezione tra ¥ e ¥/,
cosi definita:

THW(T):T/H, VT eX.
Inoltre, VT € X, risulta:
T<G <= T/, <G/, .

Dim. Poiché H <G e H < T, allora H<T. Dunque T/H = 7(T) & un gruppo ed ovviamente &
un sottogruppo di G/H, cioe T/H € ¥’. Quindi resta definita ’applicazione

7:¥ — % tale che #(T)==(T)=T/,, VT €X.

Verifichiamo che 7 & suriettiva. Sia £ € ¥’. Si osserva subito che 7~ '(£) & un sottogruppo di
1

G [se infatti x,y € 7 (L), allora H, yH € £ e dunque vy  H € L, cioe zy ' € 7 '(L£)]. Inoltre
H <7 (L) [infatti Yh e H, n(h) =hH = H € L, essendo H elemento neutro di G/,,. Quindi
hen '(£)]. Dunque m (L) € ¥ e (essendo 7 suriettiva) m (7 '(£)) = L, cioe L € Im*.

Verifichiamo ora che 7 ¢ iniettiva. Siano T}, T, € ¥ tali che T,/ =1 / ;- Dobbiamo verificare
che T, =T, Sia x € T,. Poiché zH € TI/H = T?/H’ allora *H = yH, 3y € T,. Ne segue che
y ‘v € H<T, Dunque x =yy 'z € T,T,C T, Abbiamo cosi verificato che T, C T, ed in maniera
analoga si verifica che T, D T,,.

Resta da verificare che T 4G < T/H < G/H.
(=). Se T 4 @G, dal terzo teorema di isomorfismo segue che G/p = G/H/T/H e dunque T/H aG/y.
(). Sia T / g 4G / ;@ st consideri la composizione ¢ delle due seguenti proiezioni canoniche:
v:G—G/g— G/H/T/H .

Dunque ¢(z) = (xH) T/H, Vz € G. Se dimostriamo che Kerp =T, allora T 4 G, come richiesto.
Ovviamente T C Kerp [infatti, Vt € T, p(t) = (tH) T/H = T/H (essendo tH C T)]. Viceversa,

se x € Kery, allora «H =tH,3t € T. Quindi t '2 € H. Pertanto v =tt 2 € TH CT-T C T,
cioe x € T. Dunque Kerp CT.

Il teorema di corrispondenza ci permette ad esempio di confrontare i sottogruppi di (Z,+) conte-
nenti 12Z con i sottogruppi di (Z,,,+):

/Z\ ; \
\/ -

122 (0)

Ci chiediamo ora cosa avvenga per i sottogruppi K < G non contenenti H, se ad essi applichiamo
la proiezione canonica w di G su G/H. Ovviamente 7(K) & un sottogruppo di G/H, in quanto
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immagine di un sottogruppo rispetto ad un omomorfismo. Proveremo che 7(K) coincide con KH / e

Proposizione 4.1. Sia H<1G esia m:G — G/H la proiezione canonica. Per ogni sottogruppo
K di G risulta:

7 (n(K)) = KH (sottogruppo di G).
Ne segue che w(K) = KH/H

Dim. Poiché H < G, allora KH = HK e dunque KH & un sottogruppo di G. Verifichiamo che
7 '(m(K)) = KH.

(Q). Sia z € 7 (n(K)), cioe w(x) € n(K). Allora vH = tH,3t € K. Dunque t 'z € H e
pertanto x =t(t"'z) € KH.

(D). Se kh € KH, allora khH = kH € 7(K) e quindi kh € 7' (7(K)).
Poiché KH & un sottogruppo di G e contiene H, allora n(KH) = KH/H. Inoltre & noto (cfr.
[AA], Prop. 1, pag.6) che 7T(7T71(7T<K)>) = m(K). Siconclude che 7(K)=n(KH) = KH/H.

Ad esempio, considerata ancora la proiezione 7 : Z — Z,,, i sottogruppi 7Z, 8Z,9Z di (Z,+)

si proiettano tramite 7 rispettivamente sui sottogruppi (1) = Z,,, (4), (3). Infatti [osservato che

in ogni struttura additiva il prodotto di due sottogruppi ¢ la loro somma] si verifica subito che
TZ +12Z =27, 8Z +12Z =4Z e 9Z + 12Z = 3Z.

Kk ok ok ok ook sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Esercizio 1.4.1. Siano n, m € Z e siano d = MCD(n,m), h = mem(n,m). Applicando il
secondo teorema di isomorfismo, dimostrare che dZ /nZ ~ mZ / Wz

Esercizio 1.4.2. Siano H, < H,< G e K <G. Verificare che HNK <« H,N K.

Esercizio 1.4.3. Utilizzando il terzo teorema di isomorfismo, determinare un isomorfismo tra il
gruppo additivo (Z,,,4) ed un opportuno quoziente di (Z,,+). Esplicitare un siffatto isomorfismo.

Esercizio 1.4.4. In G = GL,(R) si considerino il sottogruppo normale H = SL,(R) ed il sot-
togruppo K = O,,(R). Si calcoli HK e si verifichi se & normale in G.

Esercizio 1.4.5. Nel gruppo diedrale D, = (¢, p | ¢" = p’ =1, pop = @'op) si consideri il
sottogruppo H = (p?).

(4) Verificare che H < D,.

(4) Determinare i sottogruppi di D

¢ contenenti H.

(ii7) Quanti sono i gruppi diedrali del quadrato contenuti in D, ?
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5. Teoremi di tsomorfismo per gli anelli

Procediamo in stretta analogia con il paragrafo precedente, dimostrando per gli anelli due teoremi
di isomorfismo ed il teorema di corrispondenza. Come per i gruppi, il TFO per gli anelli & talvolta
detto primo teorema di isomorfismo.

Veniamo al secondo teorema di isomorfismo per gli anelli. Osserviamo che il prodotto HK di
due sottogruppi di G, con H normale, corrisponde, passando da un gruppo G ad un anello A, alla
somma I + B, con I ideale e B sottoanello di A. Il fatto che H <« HK corrisponde, per gli anelli,
al seguente risultato.

Lemma 5.1. Sia I un ideale di un anello A e sia B un sottoanello di A. Risulta: I + B ¢ un
anello e I ne ¢ un ideale.

Dim. Si tratta di verificare che
(@) I+B)-—(I+B)CI+B; () {+B)(I+B)CI+B;
(¢ II+B)CI; (d) I+B)ICI.
Verifichiamo soltanto la condizione (b), lasciando le altre tre per esercizio. Presi comunque x,+b,,
z,+b,€I+ B. Siha:
(x,+b)(x,+b,) =x,2,+x,b, + bz, + bb,.

I primi tre addendi sono in I [ad esempio, z,b, € IB C IA C I], mentre il quarto addendo ¢ in B.
Dunque (z, +b,)(z,+b,) € I + B.

Teorema 5.1. (Secondo teorema di isomorfismo). Sia I un ideale di A. Per ogni sottoanello B
di A, risulta:

(I+B)/I o B/mB )

Dim. Si consideri 'applicazione
p:B— (I—|—B)/I tale che p(b)=b+1, Vbe B

[si noti che b+ 1 = (0+b)+1 € (I+B)/,]. Si verifica facilmente che ¢ & un omomorfismo di anelli,
che ¢ suriettivo e che

Kero={beB|b+I=1}=INB.

Dal TFO segue 'isomorfismo di anelli cercato.

Nota. Se I, J sono ideali di A, risulta ovviamente (I +.J)/, = J/mJ'

Teorema 5.2. (Terzo teorema di isomorfismo). Siano I, J due ideali di un anello A, con I C J.
Risulta:

A/J = A/I/J/I ‘

Dim. Si definisce:
¢: A/, — A/, taleche pla+1)=a+J, Ya+Iec A/, .

@ € un ben definito omomorfismo suriettivo di gruppi additivi, con nucleo Kerp = J / . [dal terzo
teorema di isomorfismo per i gruppi]. Resta solo da verificare che ¢ & un omomorfismo anche rispetto
al prodotto. Infatti, Va+1,b+1 € A/I:

ella+DHb+1)=¢plab+I)=ab+J=(a+ )b+ J)=pla+1)pb+1I).

Teorema 5.3. (Teorema di corrispondenza). Sia I un ideale di un anello A. Denotiamo con
T =1I, linsieme degli ideali di A contenenti I e con T’ :I(A/I) Pinsieme degli ideali di A/I . La
proiezione canonica w: A — A / ; induce una biiezione tra I e I', cosi definita:

J—J/, VJeL.
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Nota. Si pud facilmente dimostrare [con dimostrazione analoga, lasciata per esercizio] che sussiste
un’analoga biiezione tra I'insieme ¥ =X, dei sottoanelli di A contenenti I e I'insieme ¥’/ = X(A/ )

dei sottoanelli di A / I

Dim. Si osservi che, VJ €Z, n(J) =J/, € T' [ifatti J/, —J/, € J/,, J/,-A/, €T/, e
A/I . J/I C ‘]/1]' Dunque resta definita 'applicazione
7:Z—1T taleche 7(J)=J/,, VJeL.

L’applicazione 7 & iniettiva: cio segue dal fatto che 7 ¢ iniettiva gia a livello di sottogruppi
additivi, come provato in Teor.4.3. Dimostriamo che 7 ¢ suriettiva. Sia H € Z’: se verifichiamo
che 77 '(H) € Z, allora #(r '(H)) = n(r '(H)) = H e quindi 7 & suriettiva [si noti che I'ultima
uguaglianza & di natura puramente insiemistical.

Che 7 '(H) sia un ideale di A segue subito dall’Osserv.2.5. Inoltre 7 '(H) 2 I: se infatti
v€l, allora 2+ I=1€H edunque x € 7 '(H). Cio conclude la dimostrazione.

Osservazione 5.1. Per ogni ideale J di A, in base all’Osserv.2.5, w(J) ¢ un ideale di A/I.
Verificheremo che (in analogia a Prop.4.1) risulta:

7(J)=([+T)/,.

Infatti, come gia provato a livello di gruppi additivi, = '(7(J)) = I+J e quindi 7(J) =7 (7 '(7(J)))
=n(l+J)=I+J)/,

Concludiamo il capitolo con alcune semplici considerazioni a proposito dei quozienti di spazi vet-
toriali.

Osservazione 5.2. Sia V un K-spazio vettoriale e W un suo sottospazio. V/W ¢ ovviamente
un gruppo abeliano additivo. Senza ulteriori ipotesi su W & ben definita la seguente moltiplicazione
per uno scalare:

V/WXK—>V/W tale che (v+W,¢) = co+ W, VU—FWEV/W, Vee K.
[si osservi che: v+ W =v,+ W = cv+W =cv, + W, in quanto cv —vv, = c¢(v —v,) € W].

Si verifica facilmente che V' /W e un K-spazio vettoriale, detto spazio vettoriale quoziente di V- modulo
w.

Per gli spazi vettoriali vale il TFO: ogni omomorfismo di K-spazi vettoriali T : V — V' induce
un unico isomorfismo di spazi vettoriali

T:V/KerT—>ImT tale che T(v+ KerT) = T(v), Vv—i—KerTGV/KeTT.

Valgono i seguenti teoremi:
Secondo teorema di isomorfismo. Siano W,, W, sottospazi vettoriali di V. Risulta:
V[/l"‘vvz/w1 = W2/W1ﬂW2'
Terzo teorema di isomorfismo. Siano W,, W, sottospazi vettoriali di V, con W, C W,. Risulta:

V/W2 = V/Wl/Wz/Wl'

Teorema di corrispondenza. Sia W un sottospazio vettoriale di V. I sottospazi vettoriali di V
contenenti W sono in corrispondenza biunivoca con i sottospazi vettoriali di V' /W.

kK ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok

Esercizio 1.5.1. In A = K[X,Y] si considerino il sottoanello B = K[Y] e lideale I = (XY)
(ideale generato dal polinomio XY € A). Determinare 'anello (I 4 B)/I.

Esercizio 1.5.2. Sia A = 9M,(Z) lanello delle matrici di interi, quadrate e di ordine n. In A si
considerino i sottoinsiemi
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7 = {matrici di A ad elementi pari}, R ={A € A|laprimariga di A & nulla}.
(4) Verificare che Z ¢ un ideale di A e che R ¢ un sottoanello ma non un ideale di A.
(i) Dimostrare che A/ = 9M,(Z,).

(éi1) Verificare che ZNR & un ideale di R e determinare ’anello R/Imz'

Esercizio 1.5.3. Determinare l'anello Z[X]/(X 2) [dove (X,2) ¢&lideale di Z[X] generato dagli
elementi X, 2].

Esercizio 1.5.4. Assegnato un campo K, determinare gli eventuali ideali propri dell’anello A =
K[X]/(XS). Di ciascuno calcolare il quoziente rispetto ad A.

Esercizio 1.5.5. Sia d un intero positivo tale che X* —d € Z[X] sia irriducibile. Verificare che
Z[\/E]/(Qd) =Z[y 7d]/(2d)’

dove, come noto dal corso di Alg.1, Z[Vd] = {a+bVd, Va,bec Z} &isomorfo a Z[X]/(Xkd) (cfr.
anche Cap. 3, Osserv. 2.1(iv)).

Esercizio 1.5.6. Utilizzando il terzo teorema di isomorfismo, verificare che Z[i]/(1+3i) = Z,-
Esplicitare un siffatto isomorfismo.

Esercizio 1.5.7. Dimostrare che Z[i] /(2) e un anello non integro con quattro elementi. Indicarne

gli zero-divisori (non banali).
Esercizio 1.5.8. Dimostrare che Zs[X]/(QX—T) ~Z..

Esercizio 1.5.9. (i) Sia z = a+1ib un elemento non nullo e non invertibile di Z[i] e sia n = N (z).
Esprimere Z[i]/ () come quoziente di Z,[X].

(#i) Verificare che Z[i ~Z,..

1/ (3+44)

Esercizio 1.5.10. Esplicitare un isomorfismo tra gli anelli Z,[X]/;, x] © Z,[X]. Dedurne che
6
Za[X]/(§X+T) =Z,

Esercizio 1.5.11. (i) Dimostrare che Z[\/—Z]/(:,)_\/_—Q) e un campo e indicarne la cardinalita.

(4) Dimostrare che per ogni a € N, a pari, a >4, lanello Z[\/i]/(a,ﬁ) non ¢ integro.
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Capitolo 2

ELEMENTI DI TEORIA DEI GRUPPI

1. Il teorema di Cayley

Ricordiamo una definizione: se X & un insieme non vuoto, Iinsieme S(X) delle biiezioni di X
in sé & dotato di struttura di gruppo rispetto al prodotto operatorio . (S(X),.) & detto gruppo
delle permutazioni di X. In particolare, se |X| = n, S(X) & denotato S, ed & chiamato gruppo
stimmetrico (o gruppo delle permutazioni) su n elementi.

Vale il seguente teorema, di importanza essenzialmente teorica.

Teorema 1.1. (Cayley). A meno di isomorfismi, ogni gruppo (G,-) é sottogruppo di un gruppo
di permutazioni.

Dim. Basta dimostrare che esiste un omomorfismo iniettivo da G a (S(G), ). Per ogni g € G
definiamo ’applicazione

T, : G — G tale che T,(z) =gz, Yz €QG,
[si tratta della moltiplicazione a sinistra per g¢]. Si verifica facilmente che T, & biiettiva [ha per
inversa T _,]. Dunque T, € S(G) e pertanto resta definita I’applicazione
T:G— 8S(G) taleche T(9)=T,, Vgeq.
Basta allora verificare che
(Z) T(glgz) - T(gl)OT(gz)a le? 9, € G;
(”) T(gl) = T(gz) = 6= 9>
[Le verifiche sono un semplice esercizio]. Dunque 7' & un omomorfismo iniettivo e la tesi ¢ dimostrata.

Ad esempio il teorema di Cayley afferma che ogni gruppo G di ordine 10 & identificabile ad un
sottogruppo di S,, (che ha cardinalita 10!). Decisamente il teorema fornisce una ”rappresentazione”
di G all’interno di un gruppo troppo piu grande. Si pone quindi il problema di determinare un piu
piccolo insieme X tale che G si identifichi ad un sottogruppo di S(X). Vale il seguente risultato,
che costituisce una forma generalizzata del teorema di Cayley.

Teorema 1.2. (Cayley generalizzato). Sia (G,-) un gruppo e sia H un suo sottogruppo. Deno-
tiamo con L = L,(H) Il'insieme dei suoi laterali sinistri. Esiste un omomorfismo

T:(G,) = (8(£),)
il cui nucleo Kerl é contenuto in H e verifica la seguente proprieta:

KerT é il piti grande sottogruppo normale di G contenuto in H.

Prima di dimostrare tale teorema, osserviamo che 'omomorfismo 7T non risponde del tutto al
problema di rappresentare G dentro al gruppo di permutazioni S(£). Cio avviene infatti <= T
¢ iniettivo <= KerT = {1} <= I'unico sottogruppo di H normale in G ¢ {1}.

Dim. (Teor.1.2). Per ogni g € G, si ponga:
T, : L — L taleche T,(xH)=gxH, VYaH € L.
Osserviamo che T, € ben definita e biiettiva. Infatti:
- T,(zH)=T,(yH) <= gzH = gyH <= y 'g 'gr€ H < y ‘v € H <= zH = yH.
- VYyHeLl, yH="T,(g 'yH).

Ne segue che resta definita I'applicazione:
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T:G—S(L) taleche T(g9)=1,, YgeG.

T & un omomorfismo di gruppi, cioé risulta T'(g,9,) = T(g,)-T(9,); Y g,, g, € G. Infatti
Ty,o, (xH) = g,9,0H = g,(9,2H) =T, (T,, (¢ H)) = (T'(g,) - T(g,)) (xH).
Calcoliamo KerT. Risulta:
KerT={geG|T,=1,}={geG|grH=xH, Y2€G}={ge G|z 'gr€ H, Yz eG}.
Si ha:
- KerT < H [infatti, Vg € KerT, 2 'gx € H. Posto z =1, g € H].
- KerT & normale in G [infatti & un nucleo].
- se NdG e N < H, verifichiamo che N C KerT. Infattisiha, Vz € G, Vn € N:
r 'nx € x 'Nx =N C H. Nesegue che 2 'nz € H, Vo € G, e quindi n € KerT.

Abbiamo cosi dimostrato che KerT & il piu grande sottogruppo in H, normale in G.

Osservazione 1.1. Sia G un gruppo semplice, cioe, per definizione, un gruppo privo di sottogruppi
normali (non banali). Scelto arbitrariamente un sottogruppo H di G, con H # G, 1’omomorfismo

T:G— S(L.(H))

(sopra definito) & iniettivo [infatti KerT & un sottogruppo normale di G, contenuto in H; essendo
G semplice e H # G, allora KerT = {1}]. Dunque G si immerge nel gruppo di permutazioni
S(L), con |L| =I|L,(H)| = (G: H) [indicedi H in G, cfr. Cap.1 Osserv.1.1]. Intuitivamente,
pit H & grande in G, piu (G : H) & piccolo e quindi pitt 'immersione T & conveniente.

Osservazione 1.2. Sia G un gruppo finito, sia H un sottogruppo proprio di G e si ponga
L=L,(H). Posto i =(G: H), allora |£| =14 e dunque |S(L)| =il

Se T :G — S(L) ¢ iniettiva, allora |G| = [ImT| e dunque, dal teorema di Lagrange, |G||i!. Se
quindi, viceversa, & possibile scegliere in G un sottogruppo proprio H tale che |G| Y il, allora 7" non
puo essere iniettiva e cio implica che esista in H un sottogruppo non banale, normale in G. Percio G
non ¢ semplice. Questa idea puo venire utilizzata quindi per provare che un gruppo non ¢ semplice!
Cerchiamo di chiarire il tutto con un esempio.

Sia |G| = 42. Supponiamo che G possegga un sottogruppo H di ordine 7 [cid che del resto &
sempre vero, come vedremo, in base al teorema di Cauchy, cfr. Teor.4.1]. Risulta: (G : H) =6
e 42 4/ 6!. Ne segue che H possiede un sottogruppo [cioé¢ KerT] normale in G e non banale.
Dunque G non & semplice. Poiché inoltre H non ha sottogruppi propri (in quanto ha ordine primo),
possiamo concludere che H = KerT e dunque H < G.

Abbiamo dimostrato che, se |G| = 42, G non ¢ semplice e ogni suo sottogruppo di ordine 7 &
normale. Si noti che il teorema di Sylow (cfr. il successivo Teor.4.2) ci dira che di sottogruppi di
ordine 7 ne esiste uno soltanto.

Nota. Ovviamente tutti i guppi finiti di ordine p primo sono semplici [non hanno sottogruppi propril.
11 pit piccolo gruppo semplice non abeliano ¢ il gruppo alterno A, (di ordine 60) e ne proveremo la
semplicita nel Cap.5. Va detto che i gruppi semplici giocano un ruolo essenziale nella classificazione
dei gruppi finiti.

Kk ok ok ook sk sk %k k ok ok ok ok ok ook ok ok ok ok

Esercizio 2.1.1. Assumendo nota la struttura dei sottogruppi del gruppo alterno A, [cfr. [AA]
pag. 175], determinare un sottogruppo H di A,, di ordine massimo per cui 'omomorfismo del teorema
di Cayley generalizzato sia iniettivo.

Esercizio 2.1.2. Sia G un gruppo di ordine 20. Tenuto conto che G possiede un sottogruppo H
di ordine 5 [in base al teorema di Cauchy, cfr. § 4], dimostrare che G non & semplice.

Esercizio 2.1.3. Dimostrare che se G & un gruppo abeliano finito, il teorema di Cayley ed il
teorema di Cayley generalizzato forniscono la stessa rappresentazione di G [come sottogruppo di un
gruppo simmetrico.
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2. Prodotto diretto di gruppi

Ci limitiamo a considerare il prodotto diretto di due gruppi, ma quanto diremo si estende in modo
naturale al caso di n gruppi, n > 3.

Definizione 2.1. Siano G, G’ due gruppi [che, per semplicita scriveremo in notazione moltiplica-
tiva, anche se cio & inessenziale]. Si chiama prodotto diretto (esterno) di G per G' il gruppo (GxG',-),
con operazione - cosi definita:

(a,a’)- (b,b) = (ab,d'd), V(a,a’), (bV) e GxG .

[Si tratta di un gruppo, con elemento neutro (1,1’) ed inverso (a,a’)™ = (a',a’ )].
Osservazione 2.1. Se G, G’ sono abeliani, allora (GxG’),-), & abeliano. Vale anche il viceversa.

Osservazione 2.2. In GXxG’, sono contenuti i due sottogruppi Gx{1'} e {1} xG".

Si verifica subito che si tratta di sottogruppi di G x G’ e che si tratta di sottogruppi normali [ad
esempio, per verificare che Gx {1’} 94 GxG’, osserviamo che

(a,a)(Gx{1'})(a,0") " C (aGa )x(a {I'}a’ ) = (aGa” ) x {1'} S Gx{L}].
Inoltre il loro prodotto (che € un sottogruppo) coincide con Gx G’ [infatti (a,a’) = (a,1") - (1,d'),
V(a,a’) € GXG'] e la loro intersezione & il sottogruppo banale {1} x {1'}.

Viceversa, se un gruppo G possiede due sottogruppi verificanti tali proprieta, allora G & prodotto
diretto di due gruppi, come ora vedremo. Questo risultato ci permettera di riconoscere quando un
gruppo ¢ prodotto diretto di due gruppi.

Teorema 2.1. Sia G un gruppo e siano H, K due sottogruppi di G tali che:
(i) H, K sono normali in G; (i) HK = G; (iii) HNK = {1}.
Allora G 2 HxK.

Dim. Sipone: ¢:HxK — G, tale che ¢((h,k)) =hk, YVhe H, Vke€ K.
Si tratta di verificare che ¢ € un isomorfismo, cioe:
(a) ¢ & iniettiva; (b) ¢ & suriettiva; (¢) ¢ & un omomorfismo.

a) Sia hk = h,k,. Allora h,'h =k k~'. Tale elemento appartiene a HNK e quindi h, 'h =1 =
k k™'. Nesegueche h=h, k=k,.

(b) Sia € G. Da (ii) @ = hk, per opportuni h € H, k € K. Pertanto o((h,k)) = hk = z.

(¢) Bisogna verificare che
@((hv k) : (hn kl)) = w((ha k))w((hu k1))a

cioé che ¢((hh,,kk,)) = (hk)(h, k,), ovvero che hh, kk, = hkh,k,.
Allo scopo ¢ sufficiente verificare che h, k = kh,. Dunque la tesi & verificata se dimostriamo che i due
sottogruppi H, K permutano ”elemento per elemento”, ovvero che hk = kh, YVhe H, Vk e K. Si
ponga x = hkh™ k™" [& detto commutatore di h, k]. Si tratta di verificare che 2 = 1 [da cui subito
hk = kh]. Si ha:

_ { h(kh™'k™") € HH = H [in quanto H 9<G = kh™ 'k~ ' € H],

\ (hkhYE e KK =K [in quanto K 4G = hkh ' € K].
Ne segue che x € HNK = {1}, cioe x = 1.

Proposizione 2.1. Siano g € G e ¢’ € G’ elementi di periodo finito nei rispettivi gruppi. Risulta:

o((g.9")) = mem(o(g),o(g"))-
Se invece almeno uno dei due elementi ha periodo infinito, anche (g, g') ha periodo infinito, e viceversa.
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Dim. Siponga: o(g) :=r, o(¢') :== s, mem(r,s) := h. Dalla definizione di mem, h =rn = sm,
per opportuni n, m € N. Dunque

(9:9)" = (g",9"") = ((¢9)".(¢')") = (1, 1)

Ne segue che o((g,¢')) | h. Sipongaora t:=o((g,g')). Allora (9" ) = (1,1') edunque r|t, s | .
Pertanto h = mem(r, s) ’ t. Abbiamo cosi provato che h ’ tet ‘ h. Dunque h =t.
Dimostriamo ora l'ultima affermazione. Se ad esempio o(g) = oo, allora g" # 1, Vn > 0.

Pertanto O((g,g’)) = o00. Viceversa, sia O((g7g’)) = o0; se o(g), o(g’) fossero finiti, procedendo
come sopra si otterrebbe 0((g, g’)) < 0.

Corollario 2.1. Siano G, G’ due gruppi ciclici finiti di ordini coprimi. Anche GxG’ & ciclico, ed
ha ordine |G|-|G’|.

Dim. Siano G = (a|a =1), G =(b|b =1), con MCD(r,s) = 1. In base alla Prop.2.1,
o((a,b)) = mem(r,s) =rs. Poiché |GxG'|=rs, GxG' & ciclico e (a,b) ne & un generatore.

Proposizione 2.2. Sia p un numero primo e sia G un gruppo (abeliano) di ordine p*. [Si noti
che nel successivo Cor. 3.2 verra provato che ogni gruppo di ordine p* & abeliano]. Risulta: G & un
gruppo ciclico oppure G ¢ prodotto diretto di due suoi sottogruppi ciclici di ordine p.

Dim. Se G ha un elemento di periodo p®, G & ciclico. Altrimenti ogni x € G, x # 1, ha periodo
p. Siscelgano z,y € G, z,y # 1, con y & (x). Basta verificare che i due sottogruppi (z), (y)
verificano le tre condizioni (¢), (¢), (%) del Teor. 2.1.

(i) Isottogruppi (x), (y) sono ovviamente normali in G [infatti G & abeliano].

(#) Il prodotto (x)(y) & un sottogruppo di G e contiene propriamente (x) [infatti y € (x)(y) e
y & (x)]. Dunque |(z)(y)|>p epertanto [(x)(y)| =p’, cioe (z)(y)=G.

(i5) (x)N{y) C (y) [infatti y € (y) e y & (z)N{(y)]. Dunque |[(z)N(y)| < p e pertanto
[(z) N {y)l =1, cioe (z)N(y)={1}.
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Esercizio 2.2.1. Considerati i seguenti gruppi:
CG’ 337 A47 S47 D47 ‘D57

quale/i di essi ¢ isomorfo al prodotto diretto di due suoi sottogruppi propri ?

Esercizio 2.2.2. Determinare in S, un sottogruppo non abeliano di ordine 12, prodotto diretto di
due suoi sottogruppi propri.

Esercizio 2.2.3. Verificare che il gruppo Z xZ non ¢ ciclico.

Esercizio 2.2.4. (i) Verificare che, per ogni n naturale dispari, O,(R) = SO.(R) x C,,.
(#) Verificare che invece O,(R) 2 SO,(R) x C,.

[Suggerimento. 11 gruppo O,(R) possiede un’infinita continua di elementi di periodo 2].

Esercizio 2.2.5. (i) Sia G un gruppo finito verificante la seguente proprieta:
per ogni d divisore positivo di |G|, G ha al piti un solo sottogruppo di ordine d.
Verificare che G & un gruppo ciclico.

(ii) Se K & un campo finito, verificare che il gruppo moltiplicativo (K,-) & ciclico. [Suggerimento:
se H < K" e |H| =m, applicare il teorema di Ruffini al polinomio X" —1 € K[X] e dedurne che
G non ha altri sottogruppi di ordine m.]
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3. Azione di un gruppo su un insieme

Definizione 3.1. Sia S un insieme non vuoto e sia (G,-) un gruppo. Si chiama azione di G su
S ogni applicazione w:GxS — S, tale che

(i) w(l,s)=s, VseS;
(i1) w(9yw(9s5)) = w(9,9,5), Vs€S, Vg, 9.€G.
Se w é un’azione di G su S, si dice che G opera su S tramite w e che S ¢é un G-insieme.

Per semplificare le notazioni si scrive (quando c¢id non crei equivoci) g-s (o addirittura gs) in luogo
di w(g,s). In tal caso (i) e (i) diventano:
(Z) l.s= 5, Vs € Sa (”) 91(928) = 9.9>°5, Vs € Sa Vgl? 9, € G.

Osservazione 3.1. Sia w un’azione di G su S. Per ogni g € G, si definisce:
g_ =w(g, —): S — 8§ tale che w(g, —)(s) =w(g,s), Vs S
[ovvero g_(s) =g-s, Vs € S]. Ovviamente g¢g_ ¢ una biiezione di S in sé, cioe g_ € S§(S). Posto
v, : G — 8(S) tale che ¢, ,(9)=9g_, VgeQq,
si verifica subito che ¢,, € un omomorfismo di gruppi [infatti (g,9,) = (g9, )o(9, ), V9,9, € G].
Il nucleo Keryp, e detto nucleo dell’azione w e ’azione w e detta erlele se _Kercp; = {1}.
Si verifica facilmente che, viceversa, ogni omomorfismo di gruppi ¢ : G — S(S) definisce 'azione
w, : GxS — S tale che w,(g,s) =¢(g)(s), Vge G, VseS.

Si verifica inoltre che w, =w e ¢, = ¢. Pertanto le azioni di G su S corrispondono biunivoca-
mente agli omomorfismi da G a S(95).

Definizione 3.2. Si chiama relazione associata all’azione w di G su S la seguente relazione ~

(0 ~.) su S:
s~t <= t=g-s, g €q.

Si verifica subito che ~ ¢é una relazione di equivalenza su S. La classe di equivalenza di ogni elemento
s €S édetta orbita di s rispetto ad w ed é denotata O(s). Dunque:

O(s) = [sl~ ={g-s, VgeG}.
Le orbite (a due a due distinte) di S rispetto ad w formano una partizione di S. Infine, un’azione w
di G su S é detta transitiva se forma un’unica orbita, cioé se, Vs,t € S, risulta: t=g-s, 3g € G.

Definizione 3.3. Sia w un’azione di G su S e sia s € S. Si chiama stabilizzatore di s rispetto
ad w l'insieme

St. ={g€G|g-s=s}

Si verifica subito che St, & un sottogruppo di G [infatti, Vg,h € St.: gh ' s = g-(h™"-s) =

g-(h'-(h-s)) = g-(1-s) = g-s = s e quindi gh™" € St.]. Inoltre () St. = Keryp, [infatti
ses
g€ Kerp, < g-s=s, VseS].

Esempio 3.1. S=G; w:GxG — G tale che
w(g,s)=gs, VgeG, VselG
(azione di moltiplicazione (a sinistra) in G). Risulta, Vs € G:
O(s) = G (Vazione ¢ transitiva); St, = {1}; Kery, = {1} ('azione & fedele).
Nota. 1l fatto che tale azione sia fedele & il cuore della dimostrazione del teorema di Cayley [infatti
¢, coincide con 'omomorfismo T della dimostrazione del Teor. 1.1].

Esempio 3.2. S=G; w:GXxG — G tale che
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w(g,s) =gsg™', VgEG, Vs€G

(azione di coniugio in G). Per non confondere tale azione con la precedente, scriviamo w(g, s) = g*s
(e dunque g*s=gsg ', Vg€ G). Siosserva subito che la relazione di equivalenza associata a tale
azione altro non ¢ che la relazione di coniugio su G [cfr. [AA], Cap.4.3, Def.4]. Risulta, Vs € G:

O(s)={g*s, Vge G} ={gsg™', Vg G} =[s]. (classe di coniugio di s);

St,={geG|lgxs=s}={g€G|gs=sg}=:C(s) (detto centralizzante di s);

Kerp, = (1 C(s)={g9g€G|lgs=sg, Vse€G}=:Z(G) (detto centro di G).
seG

Ovviamente il centro Z(G) & un sottogruppo normale di G e si ha: Z(G) =G <= G ¢ abeliano.

Esempio 3.3. Sia w:GxS — S un’azione e sia H < G. L’applicazione di restrizione
W =Wigys t HxS — S tale che W'(h,s) =w(h,s), Yhe H, Yse€ S
¢ ovviamente un’azione di H su S (azione ristretta al sottogruppo H di G). Risulta, Vs € S:
O'(s)={h-s, Vhe H} CO(s); St',={he€H|hs=s}=HnNSt,; Kerp, =HNKergp,.
Ad esempio, indicata con w’ la restrizione ad H della moltiplicazione a sinistra in G, allora
O'(s) = Hs (laterale destro di s mod H), St'. ={1}, Kerp, = {1} (azione & fedele).

Esempio 3.4. Sia w: GxS — S un’azione e sia s € S. Si verifica subito che ’applicazione
di restrizione w. = wig, 0., ©¢ un’azione di G su O(s) (azione ristretta ad un’orbita) [infatti,
Vge G, Vt=g,-s € O(s) siha: w,(g,t) =g-(9,-5) = 99,5 € O(s)]. Ovviamente w, & un’azione
transitiva ed i suoi stabilizzatori coincidono con quelli di w. Inoltre il suo nucleo contiene Kery,,
(essendo intersezione dei soli stabilizzatori degli elementi dell’orbita).

Esempio 3.5. S =X insieme non vuoto; G = (S(X),); w:S(X)xX — X tale che
w(f,z) = f(z), VfeSX), Ve eX
(azione delle permutazioni di un insieme). Risulta, Vz € X:
O(z) = X [infatti, Vz,y € X, esiste una biiezione che scambia x con y e fissa X — {z,y}];
St., ={f €S(X)| f(x) ==z} (biiezioni che fissano z).
L’azione w & fedele. Infatti Pomomorfismo ¢, : S(X) — S(X) coincide con l'identita di S(X).

Se ad esempio X = {1,2, ...,n}, allora S(X) =S, (gruppo simmetrico su n elementi). In tal caso,
Vee X, St, =S (se m > 2).

n—1
Esempio 3.6. S=R"; G=GL,(R); w:GL,(R)xR" — R" tale che
w(A,z)=Az, VA€GL,(R), Vz € R"

(azione di moltiplicazione (righe per colonne) di una matrice per un vettore). Risulta, Vz € R™:

O(z) =R"— {0}, se z#0; O(0) = {0}.
[Siano infatti z, y € R" — {0}. Si scelga un operatore lineare invertibile 7' : R" — R" tale che
T(z) =y esia A€ GL,(R) la relativa matrice (rispetto alla base canonica). Allora Az =y e
quindi y € O(z)].

St, ={A€GL.,(R)| Az =z} (sottogruppo di GL,(R)).
L’azione w ¢ fedele. Infatti A € Kerp, <= Az =z, Yz € R" < A =1, (matrice unita).

Esempio 3.7. S = E” (piano euclideo); G = Isom(E®) (isometrie del piano euclideo);
w: Isom(E*)xE* — E” tale che

w(f,P) = f(P), Vf e Isom(E*), VP ¢ E*

(azione delle isometrie piane sui punti del piano euclideo). Si tratta di un caso particolare dell’azione
di Esempio 3.5. Risulta, VP € E*

O(P) = E’ [infatti, YQ € E*, Q = (- (P), con t
quindi transitiva.

. . == . \
- traslazione di vettore P(@)]. L’azione &
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St, = {f € Isom(E”) | f(P) = P}. Si tratta delle isometrie che fissano P: sono le rotazioni
di centro P e le riflessioni intorno ad una retta per P.

L’azione & fedele [se f(P)= P, VP € E? allora f = 1]

Si noti che un’isometria trasforma rette in rette e poligoni n-lateri in poligoni n-lateri (congruenti).
Dunque, denotati rispettivamente con R e P, gli insiemi delle rette e dei poligonin-lateri di E,
sono definite le seguenti azioni ”indotte” da w:

W' Isom(E*) xR — R tale che W'(f,r) = f(r), Vr € R;
W Isom(E*) xR, — B, tale che '(f,P,) = f(P,), VP, € B..

Si noti che w’ & transitiva (come w), mentre w” ha per orbite le famiglie di poligoni a due a due
congruenti. Infine, & noto da Alg.1 che, se R & un rettangolo non quadrato, lo stabilizzatore di R
(rispetto a w”) & V (gruppo di Klein), mentre lo stabilizzatore di un poligono regolare P, & D,
(gruppo diedrale).

Analizziamo ora le relazioni tra orbite e stabilizzatori.

Teorema 3.1. Sia w un’azione di G su S esia x € S. Risulta:
O(z)| = (G : St.),
cioé ”la cardinalita dell’orbita e I'indice dello stabilizzatore”. In particolare, se G é un gruppo finito:

O(x)[-|8t. | = |G-

Dim. Poiché (G:St.)=|L]|, dove L = L,(St.) denota I'insieme dei laterali sinistri di G modulo
St., basta costruire una biiezione F :O(z) — L. Si pone:

F:0(x) — L taleche F(g-z)= gSt., Vg-xz € O(x).

Bisogna verificare:

(i) F & ben definita. Sia g-x = g,-x € O(x). Allora g, 'g-x = z, cio¢ g,'g € St,. Ne segue che
g, 'gSt, = St, e quindi gSt, = g,St,.

(it) F & iniettiva. Sia F(g-x) = F(g,-x), cioe gSt, = g,St,. Procedendo a ritroso, rispetto al
punto (%) , si ottiene g-x = g, .

(#i) F e suriettiva. Per ogni hSt, € L, siha: h-x € O(z) e F(h-z)=hSt,.

L’ultima affermazione segue dal teorema di Lagrange.

Corollario 3.1. Sia * [’azione di coniugio su un gruppo G. Risulta:
(i) Hx]N| =(G:C(x)), Yz edq.
(is) Se G é finito vale la seguente formula, detta equazione delle classi in G:

G
6= £

dove la somma ¢ estesa ad un solo rappresentante x in ogni classe di coniugio.

Dim. (i) In Esempio3.2 ¢ gia stato osservato che O(z) = [z]. e che St, =C(z), Yz € G.

(i1) Le orbite formano una partizione di G. Quindi, scegliendo un unico elemento x in ciascuna
orbita (o classe di coniugio), si ottiene:

Gl = > [0(=)]-
Poiché St, =C(x) e G ¢ finito, |O(z)| = |5|'.f‘| = % e quindi vale la formula cercata.

Nota. Si verifica facilmente che:
z€Z(G) <= C(z) =G <= [z]. ={z} < O(z) ={x}

Pertanto ’equazione delle classi si puo riformulare in questo modo piu preciso:
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Gl =12+ X &

dove la somma ¢ estesa ad un solo rappresentante x in ogni classe di coniugio di cardinalita > 2.

Corollario 3.2. Sia G un p-gruppo (cio¢ un gruppo di ordine p", con p primo e n > 1). Risulta:

2(G) # {1}.

In particolare, se |G| = p°, G & abeliano (cioé¢ Z(G) = G).

Dim. Se per assurdo |Z(G)| =1, l'equazione delle classi (nell’ultima formulazione) si scriverebbe:
pi=1+ mz %
Siano z,, ...,z, rappresentanti delle classi di COIli.l.l'giO di cardinalita > 2. Poiché |C(x,)| < |G,
risulta % =p", con 1 <h <mn Dunque p' =1+ Zt:p’” =1+ps,ds € N. Allora
p'—ps=1, dacui p | 1: assurdo. -
Siaora |G| = p®. Poiché |Z(G)| # 1, allora |Z(G)| = p oppure |Z(G)| = p* (e quindi Z(G) = G).
Per assurdo assumiamo che |Z(G)| = p. Scegliamo a € G —Z(G) e consideriamone il centralizzante

C(a). Ovviamente Z(G) < C(a). Inoltre a € C(a) e a ¢ Z(G). Dunque Z(G) < C(a) e pertanto
|C(a)| = p°, cioe C(a) =G. Ma allora a € Z(G): assurdo.

Concludiamo con una formula per contare il numero delle orbite, nel caso in cui sia il gruppo che
I'insieme siano finiti. Introduciamo la seguente notazione: se w : GxS — S & un’azione, per ogni
g € G poniamo S, :={s € S|g-s=s} [potremmo chiamarlo stabilizzatore di g, ma ovviamente
non ha in genere alcuna struttura algebrica (essendo un sottoinsieme di S)].

Teorema 3.2. (Formula di Burnside) Sia w: GxS — S un’azione di G su S, con S, G finiti.
Sia n il numero delle orbite di S rispetto a w. Risulta:

n=1b SIS,
geG

Dim. Sia A:={(g,s) € GxS|g-s=s}. Fissato s, €S, siha:

|Stso = |{g eG | g:-Sg = so}| = |{(g,80) € AH
Analogamente, fissato g, € G, si ha:

|Sg0} = ’{8 €S | o8 = 8}| = H(govs) € A}|

Allora
[Al= X [8,,| = X [|st.,
9o€G 8,ES
Dal Teor. 3.1, ‘?l)l Vs €S, equindi
— €] fo8 1 _ 1
Z|Sg’—zw,010€ ZW TZ| ‘
geqG seS seS geG
Si osservi che ovviamente, Vs € S, > |O%t)\ = > \O%s)| = 1. Pertanto, fissati s,, ...,s, € 9,
teO(s) teO(s)

uno per ciascuna delle n orbite, risulta:

> Wls)\ =>( X IO%t)\ ) =3 1=n (numero delle orbite).
s€S i=1 te0(s,) i=1

Ne segue la formula cercata.

Kk ok ok ok ook sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Esercizio 2.3.1. (i) Sia * l'azione di coniugio su un gruppo G. Quando tale azione ¢ fedele ?
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(i) Sia w Dazione di coniugio su G, ristretta ad un sottogruppo H. Quando tale azione & fedele ?

Esercizio 2.3.2. Sia w un’azione di G su S.

(@) Verificare che w induce un’azione @ sull’insieme delle parti P(S), cosi definita: VT € PB(9),
&(g,T)=g-T:={gt, Vt €T}, se T #0; w(g,0) = 0.

(#) Sia |S| > n esia ¥, l'insieme dei sottoinsiemi di S di cardinalita n. Verificare che w induce

un’azione di G su X,.

Esercizio 2.3.3. Sia * 'azione di coniugio su un gruppo G e sia H un sottogruppo di G.
(i) Determinare Porbita O(H) rispetto all’azione % indotta su §3(G) da % (cfr. esercizio precedente).
(#) Denotato con gtH lo stabilizzatore di tale azione indotta, verificare che
St, ={geG|gH=Hg}.
Tale gruppo ¢ detto normalizzante di H in G ed & denotato N (H).
(#ii) Verificare che N (H) & il pitt grande sottogruppo di G in cui H & normale.

Esercizio 2.3.4. Sia H un sottogruppo di G e sia £ = £,(H) linsieme delle sue classi laterali
sinistre. E definita I’applicazione

w:GxL — L tale che w(g,aH)=gaH, Vge G, YaH € L.
(4) Verificare che w ¢ un’azione su L.
(i4) Verificare che w & transitiva.

(#ii) w & fedele?

Esercizio 2.3.5. Sia w l’azione di moltiplicazione (righe per colonne) delle matrici ortogonali O,,(R)
su R". Determinare le orbite di tale azione e dire se 1’azione & fedele.

Esercizio 2.3.6. Verificare che gli stabilizzatori di elementi di una stessa orbita sono sottogruppi
coniugati.

Esercizio 2.3.7. (i) Calcolare il numero delle orbite rispetto all’azione di coniugio in D,. Deter-
minare ciascuna orbita.

(i4) Verificare la formula di Burnside (per il coniugio) e equazione delle classi per A,.
Esercizio 2.3.8. Verificare ’equazione delle classi e la formula di Burnside per il gruppo S,.

Esercizio 2.3.9. Sia w un’azione di un gruppo G su un anello unitario A.
(4) Verificare che w si estende in modo naturale ad un’azione @ su A[X].
(4) Verificare che @ non ¢ mai transitiva, ma anzi ha sempre infinite orbite.

(itd) Verificare che St (rispetto a W) coincide con St, .

Esercizio 2.3.10. Sia G' un gruppo non abeliano di ordine p°, con p primo. Verificare che il suo
centro Z(G) ha ordine p.

Esercizio 2.3.11. Sia H < (. Definiamo centralizzante di H in G l’insieme
CH)={x€G|azh=hx, Yhe H}.
(i) Verificare che C(H) & un sottogruppo di G e che C(H) < N (H).

(#) Verificare che C(H) < N(H). Suggerimento: costruire un opportuno omomorfismo da N (H)
ad Aut(H), di cui C(H) sia il nucleo.
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). Esistenza di sottogruppi

In questo paragrafo enunciamo e dimostriamo due classici teoremi di esistenza di sottogruppi di un
gruppo finito: il teorema di Cauchy ed il teorema di Sylow. Come vedremo, le dimostrazioni fanno
uso del concetto di azione, presentato nel paragrafo precedente.

Teorema 4.1. (Cauchy) Sia G un gruppo finito di ordine n e sia p un primo tale che p‘n.
Allora G possiede un elemento di periodo p (e quindi un sottogruppo ciclico di ordine p).

Dim. Si tratta di determinare un elemento = € G tale che x #1 e 2" = 1. Si definisce 'insieme
X ={(z,, rz,) €C" | ﬁlx _ 1)
i—
Verifichiamo che |X|=n""". A tal fine basta determinare una biiezione tra X e G" . Si ponga:
a:G"' = X taleche (z,...2, ,)— (2, ...,z z), con z:= (]D]:[1 z,)7

s Mp—19
i=1
Tale applicazione, come ora verificheremo, ha per inversa
. p—1
B: X —G tale che (z,,...,2,) — (2, ...,2,_,).

Infatti, che risulti foa =1  _, @& ovvio. Viceversa, per provare che a-f = 1., si osservi che,
G

1

s Mp—19
=1

p—1 p—1
Vo= (z, ...,x,) €X, (asf)(z) = (2, ..., T z), con [[x,-z2=1= ][] =, -x,. Ne segue che
j i=1

z=ux, equindi (a-f)(z) =2z
Facciamo ora agire su X il gruppo (Z,,+), ponendo:
w:Z,xX — X tale che w(t,z) = (x
Ve = (z,,...,2,) € X e Vi€ Z,, con rappresentante t € [0,p — 1]. In pratica, w(f,z) trasla
le componenti di z di ¢ posti verso sinistra. Si noti che, essendo (z,...z,)(z,,,...x,) = 1, anche
(@, xp)(x,...x,) = 1, cioé w(t,z) € X. Risulta subito:
w0,2) =2, w@Ewtr)=wE+tz), VzeX, Vs,teZ,,

e quindi w ¢ effettivamente un’azione (che chiameremo azione di traslazione sinistra su X).

t+17 ) xp? xl’ "'3‘Tt)7

Per ogni z € X, p=1Z,| =|0(z)|-|St.| e dunque |O(z)||p. Sihanno due possibilita:
|O(z)| =1 oppure |O(z)| = p.
Ad esempio, per elemento 1 = (1, 1, ...,1) € X risulta subito che O(1) = {1}, cioe |O(1)| = 1.

Affermiamo che 3z € X, x # 1, tale che |O(z)| =1. Altrimenti, se per assurdo fosse |O(z)| = p,
Ve e X, x #1, siavrebbe:

| X|=>]|0(z)]=1+ph,3h € N.
Ma p | n e quindi p | n’~" =|X|. Pertanto p| 1+ ph, cioe p| 1: assurdo.
Sia dunque z € X, z #1, con |O(z)| =1, cio¢ O(z) = {z}. Ne segue che w(1,z) =z, ciod

(.’1:27 xS? ""rzﬂ xl) = (.'1:17 x27 IB? "':EP)'

Ma allora z, = x,, z,=2,, ...,z, = 2,_,, T, = T, e pertanto r, =z, = ... =x,. Posto quindi
xr =uz,(=x,= ... = x,), abbiamo determinato un elemento = € G, x # 1, tale che 2" =1, come
richiesto.

Come conseguenza del teorema di Cauchy dimostriamo il seguente risultato sui p-gruppi.

Corollario 4.1. Se G ¢é un p-gruppo di ordine p", G ammette una catena di n + 1 sottogruppi
H={1}<H < .. <H,=G,
tali che: H, < H,_ , e |Hi+1/Hi|:p, Vi=0,..,n—1

In particolare quindi |H,| =p' e G ammette un sottogruppo normale di indice p (cio¢ H, ).
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Dim. Per induzione su n. Se n =1, la tesi & ovvia, con catena {1} < G (2 C,).

Sia n > 1 ed assumiamo vero 'asserto per ogni p-gruppo di ordine p" . In base a Coroll. 3.2,
G ha centro Z(G) non banale. Poiché Z(G) & un p-gruppo, in base al Teorema di Cauchy Z(G)
contiene un sottogruppo H, di ordine p. Poiché H, < Z(G), allora aH, = H,a, Va € G, e quindi

H, < G. Allora G/H & un p-gruppo di ordine p"~' e ad esso si applica I'ipotesi induttiva. Esiste
1

quindi una catena di n suoi sottogruppi:
{1} :Hl/Hl < HQ/Hl < ..<H, /Hl < Hn/Hl :G/Hl’

Hiy /H

dove Hi/H1<1 H'+1/H1 e ‘ﬁ’:p, Vi=1,..,n—1.
i/,

i

In base al teorema di corrispondenza [applicato alla proiezione canonica H, , — H,,, / Hl]’ segue che

H, <« H,_, e quindi, dal terzo teorema di isomorfismo [applicato ai sottogruppi H,, H, di H,, ],

|Hi+1/Hi|:p. Allora {1} < H, < ... <H

n—1

< H, =G ¢ la catena di sottogruppi cercata.

L’ultima affermazione & ovvia.
Per enunciare il teorema di Sylow occorre la definizione di p-sottogruppo di Sylow.

Definizione 4.1. Sia G un gruppo finito di ordine p'm, con p primo, r > 1 e p, m coprimi. Ogni
(eventuale) sottogruppo di G di ordine p" ¢ detto p-sottogruppo di Sylow di G, o, pit brevemente,
p-Sylow di G.

Teorema 4.2. (Sylow) Sia G un gruppo finito di ordine p'm, con p primo, r > 1 e p, m coprimi.
(1) G contiene un p-Sylow.
(2) - Ogni p-gruppo di G é contenuto in almeno un p-Sylow.
- Due p-Sylow di G sono coniugati.
(8) Il numero s dei p-Sylow di G verifica le due seguenti condizioni:

s|m; s =1 (mod p).

Tradizionalmente (1), (2), (3) vengono chiamati rispettivamente primo, secondo e terzo teorema di
Sylow. Cominciamo col dimostrare il primo teorema di Sylow.

Dim. (Primo teorema di Sylow). Sia
X = {sottoinsiemi di G di cardinalita p" }.
Da Alg.1 ¢ ben noto che |X|= (p”m)' Affermiamo che risulta:

pT
P’ m
(*) p [
[e 1o proveremo alla fine di questa dimostrazione]. Definiamo la seguente azione di G su X:
GxX — X taleche (g,U) —g-U, Vge@G, VUe X,

con g-U = {gt, YVt € U}. Si tratta dell’azione indotta su X dalla moltiplicazione (a sinistra) di G
(cfr. Esercizio 2.3.2(ii)); si noti che |g-U| = |U|=p" e quindi g-U € X, come richiesto. Bastera
dimostrare che esiste un sottoinsieme U € X tale che |St,|=p": pertanto St, & un p-Sylow (e la
dimostrazione & conclusa).

Verifichiamo subito che, VU € X, risulta |St,| < p". Infatti, scelto un elemento x € U, si ha
che St, x CU [essendo, Vg€ St,, gr € g-U =U]. Dunque |St,|=|St, x| <|U|=p".

Possiamo poi affermare che esiste almeno un sottoinsieme U € X tale che p J|O(U)| [altrimenti
p| Z10U)] =|X|= ("), mentre da (*) sappiamo che p f(”,")]. Scegliamo un siffatto U.

Poiché |O(U)||St, | =p"m (cfr. Teor.3.1) e poiché MCD(p",|0O(U)|) =1, dal lemma di Euclide
segue che p" |[St,|. Ma allora p” < |St,| <p" e dunque |St,|=p", come richiesto.
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Resta da dimostrare (*). A tale scopo & sufficiente verificare che (p;rm) =m (mod p). [Ne segue

subito infatti che, essendo m # 0 (mod p), allora anche (p;f”) £ 0 (mod p), cioe p Y(p;rm)].

Osserviamo che in Z,[X] risulta: (1+X)” =1+X" . Nesegue che (1+X)"™ = (1+X")"
Sviluppando tali potenze di binomio si ottiene, in Z,[X]:

r

pm . m
> (X = 2 (X"
h=0 k=0

In particolare, confrontando gli addendi di grado p", si ottiene (” ;fn )Xp"‘ = (MX » e quindi

(p;rm) = m (mod p), come richiesto.

Osservazione 4.1. Verifichiamo che il teorema di Cauchy & ottenibile come semplice corollario del
primo teorema di Sylow.

Sia p un primo tale che p| |G|: si tratta di verificare che esiste y € G con o(y) = p. Se
|G| =p"m, con r >1 e MCD(p,m) = 1, per il primo teorema di Sylow, esiste un p-Sylow H (di

ordine p"). Perogni z € H, x # 1, risulta: 1 =2"""=2"". Dunque o(x) |p", cioe o(z) =p°, con

<o(x)] e

—1

s—1
1 <s<r. Considerato in H l'elemento y:=z" , risulta: y # 1 [in quanto 1 < p°
s—1 s
y" =1 [in quanto (2" )" =2" =1]. Dunque o(y) = p, come richiesto.

Dim. (Secondo teorema di Sylow). (a) Dimostriamo la prima affermazione: se H & un p-gruppo
in G, con |H|=p" (1 <h<r), bisogna determinare un p-Sylow 7 contenente H.

Denotiamo con Y linsieme dei p-Sylow di G [Y & non vuoto in base al primo teorema di Sylow].
Osserviamo subito che G agisce su Y per coniugio, cioe che

w:GxY =Y, taleche w(g,S)=g*S=gSg ', VgeG, ¥vScY,
¢ un’azione di G su Y [infatti gSg~' & un gruppo dello stesso ordine di S e dunque & un p-Silow].
Per ogni S €Y, si ha:
- O(S)={gSg™", Vge G} [¢Vinsieme dei coniugati di SJ;
- St, ={g€G|gS=5g} =N(S) [¢il normalizzante di S in G, cfr. Esercizio 2.3.3].

Poiché S < N(S), esiste il gruppo quoziente N(S)/S e ovviamente risulta: /s = |A‘[Sf L

Verifichiamo che [O(S)[-|N'(S)/4| =m [e pertanto [O(S)| e [N(S) /4| sono d1v1sor1 di m]. Infatti,

N S G _ p'm -

dal Teor. 3.1, |O(S )| IN(S)| = |G|. Dividendo per |S|, [0(S)|- 242 ( I = ||S“ = B2 =m e quindi
S)N(8) /gl =

Fissiamo arbitrariamente un p-Silow S e consideriamone lorbita O(S) C Y. L’azione w sopra
definita puo essere ristretta a H xO(S) (cfr. Esempi 3.3 e 3.4). E quindi definita l’azione

W' HxO(S) — O(S), tale che w'(h,T)=hxT, Yhe H, VT € O(S)
[sirilevi che, Yhe H, VT =g*S cO(S): h*T =hTh™ ' =hgSg 'h™" = hg* S € O(S)].
Per ogni T € O(S), denotiamo con O'(T") lorbita di tale azione. Dunque |O(S)|= > |O'(T)]
TE..
[dove la somma & estesa ad un solo rappresentante di ogni orbita di w’] .
Poiché |H| = |O'(T)|-|St,|, allora |O'(T)||p", ciot |O'(T)| =p'", con 0< h, < h. Possiamo
affermare che almeno un’orbita O'(T) ¢ formata da un solo elemento [cioé il p-Silow T]. Infatti,
in caso contrario, essendo ogni h, > 0, risulterebbe: |O(S)| = Z p = p¢ (per un opportuno

¢ € N). Dunque p||O(S)| e, come sopra osservato, |O(S)]|m. Allora p|m: assurdo.

Scelto un siffatto p-Silow T, verificheremo che H NT = H, da cui seguira che H C T e la
dimostrazione sara conclusa. Essendo O'(T) ={T}, h*xT =T, Yh € H, cioc H C St, = N(T).
Ovviamente T < N(T) e quindi & definito nel gruppo quoziente N (T /T il sottogruppo H T/T

L’ordine di tale sottogruppo ¢ un divisore dell’ordine di A (T /T e quindi, per quanto sopra osservato,
e un divisore di m. Ma, in base al secondo teorema di isomorfismo,

HT/T = H/HOT
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e 'ordine di H/HOT ¢ un divisore di |H|, cioe un divisore di p". Poiché m, p" sono coprimi, allora
|H/HOT\ =1, cioe HNT = H, come richiesto.

(b) Dimostriamo ora che due p-Sylow sono coniugati [cioeé che 1'azione w & transitiva]. Siano
S, T due p-Sylow: va verificato che T € O(S). Osservato che T & un p-gruppo e scelto S € Y,
consideriamo 'azione w’ = wi;, o, - Dalla dimostrazione di (a), esiste T, € O(S) tale che T C T..
Ma, per ragioni di cardinalitd, T =T, e dunque T € O(S), come richiesto.

Osservazione 4.2. (i) Dal secondo teorema di Sylow segue subito che se un p-Sylow S di G
¢ normale in G, allora ¢ I'unico p-Sylow di G. Se infatti S’ ¢ un altro p-Sylow di G, allora
S"=gSg™', 3g € G. Ma, essendo S normale in G, gSg~' =S e quindi S’ = S.

Vale ovviamente anche il viceversa [infatti ogni sottogruppo unico del proprio ordine & normale].

(#) Sempre dalla precedente dimostrazione evidenziamo il fatto che il numero dei p-Sylow di G &
I'indice del normalizzante N'(S) di un qualsiasi p-Sylow S. Infatti:

Y[ =10(9)] = (G : N(9)).

Dim. (Terzo teorema di Sylow). Nella dimostrazione del secondo teorema di Sylow abbiamo provato
che, fissato un p-Sylow S, |O(9)] |m. Inoltre abbiamo provato che I’azione w ¢ transitiva. Pertanto:

s:=1Y|=0(9)] ‘ m.
Resta da verificare che s = 1 (mod p). Denotiamo con w’ : SxY — Y Dazione w ristretta al
sottogruppo S. Si tratta della stessa azione w’ considerata nella dimostrazione della parte (a) del
secondo teorema di Sylow [con H = S]. Ovviamente, VT €Y, [0'(T)|||S| = p" e dunque

|O'(T)| = p'", con 0< h; <r. Se dimostriamo che un unico p-Sylow T € Y ha orbita O'(T) di
cardinalita 1, allora:

s=|Y|= S 10/(T) = S p'" =1+p(...) equindi s=1 (mod p).
Te.. Te..

Nella dimostrazione della parte (a) del secondo teorema di Sylow abbiamo provato che esiste almeno
un p-Sylow T tale che O'(T) = {T'}. Siano ora T,7" €Y, tali che O'(T) ={T} e O'(T") = {T"}.
Perogni z € S, xxT =T e z+T' =T', dacui 2T = Tx, 21" = T’z e quindi z € N(T), z € N(T").
Pertanto S < N(T), S < N(T").

Da S < N(T) < G segue che |N(T)| =p'v, con v|m. Pertanto S & un p-Sylow anche di N(T).
Poiché perd anche T & un p-Sylow di N(T) ed & normale in N(T), allora [cfr. Osserv.4.2(i)] T
¢ I'unico p-Sylow di M (T) e quindi T = S. Le stesse considerazioni svolte per N(T’) portano a
provare che 7" = S. Allora T =T, come richiesto.

Corollario 4.2. A meno di isomorfismi, esiste un unico gruppo di ordine 15.

Dim. Sia |G| =15. Poiché 15 = 3.5, G ammette un 3-Sylow ed un 5-Sylow, di ordini rispettiva-
mente 3 e 5. Sia poi 7 il numero dei 3-Sylow ed s il numero dei 5-Sylow in G. Dal terzo teorema
di Sylow si ha:
r|5, r=1 (mod 3); s|3, s=1 (mod 5).

Ne segue subito che r =s=1.

Sia quindi H l'unico 3-Sylow e K l'unico 5-Sylow di G. Entrambi sono normali, in quanto unici
del rispettivo ordine. Risulta inoltre che H N K = {1} [in quanto |H N K| divide sia 3 che 5] e
HK =G [in quanto HK D K]|. Dal Teor.2.1 G = HxK e dal Coroll. 2.1, G ¢ ciclico di ordine

15. Abbiamo cosi provato che esiste, a meno di isomorfismi, un solo gruppo di ordine 15: il gruppo
ciclico Cy; [0 Z,;].

Corollario 4.3. Ogni gruppo G di ordine 30 possiede un unico 3-Sylow ed un unico 5-Sylow.

Dim. Utilizziamo il terzo teorema di Sylow. Si ha, posto s := numero dei 3-Sylow e t := numero
dei 5-Sylow:

s110 e s=1 (mod 3); t‘6 e t=1 (modb).
Ne segue: s =1 oppure s =10, t =1 oppure t = 6.
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Dimostriamo che ¢ = 1. Per assurdo, sia ¢ = 6. Dunque G possiede sei sottogruppi ciclici
di ordine 5 e quindi 24 elementi di periodo 5. Se fosse s = 10, G avrebbe anche 20 elementi
di periodo 3 [i generatori dei dieci sottogruppi ciclici di ordine 3] e quindi almeno 20 4 24 > 30
elementi: assurdo. Assumiamo allora s = 1. In tal caso G possiede un solo sottogruppo ciclico
di ordine 3, che denotiamo H (ed & normale in G). Scelto un 5-Sylow K, HK & un sottogruppo
di G diordine 15 [infatti, da HK/, = K/HnK = K/{l}, segue che |HK| = |H|-|K|=15]. Dal
Coroll. 4.2 segue che HK ¢ ciclico. Allora G possiede ¢(15) = 8 elementi di periodo 15 e quindi
almeno 24 + 8 > 30 elementi: assurdo.

Dimostriamo ora che anche s = 1. Per assurdo sia s = 10 e siano K, ..., K,, 1 3-Sylow di G.
Sia H l'unico 5-Sylow di G (normale in G). Come sopra, dall’isomorfismo HK1/H = Kl/HﬁK1
segue che HK,, ha ordine 15 (e dunque & ciclico). Ne segue che G contiene: venti elementi di

periodo 3, quattro elementi di periodo 5 e (15) = 8 elementi di periodo 15. In tutto si tratta di
204+ 4+ 8 > 30 elementi: assurdo.

Abbiamo quindi provato che s =t = 1.
Nota. In base al terzo teorema di Sylow, il numero r dei 2-Sylow di un gruppo G di ordine 30 & uno

dei seguenti quattro: r =1, 3, 5, 15. Esistono effettivamente gruppi di ordine 30 corrispondenti a
siffatti valori di r. Sono (rispettivamente): C,,, C,xS,, C,xD, e D,;.

Corollario 4.4. A meno di isomorfismi, esistono due soli gruppi di ordine 21:
C.. (2C,xC;) e (my|a’=y' =1, yz =2'y).

Dim. Sia |G| = 21. Dal teorema di Sylow, G contiene un unico 7-Sylow K = (z |z’ = 1) ed
almeno un 3-Sylow H = (y | y’ =1). Conseguentemente G contiene i seguenti 21 elementi:
1, x, 2%, 2°, 2, 2, 2%, y, xy, 27y, 2y, 'y, 2y, 2%y, o7 xyd, 20, 27, 2ty 2ty 2ty
Tali elementi sono a due a due distinti [si verifichi che se "y = 2"y’ (con 0 < h,k <6, 0 <1i,j < ?2),
allora h =k e i = j|] e dunque costituiscono esattamente il gruppo G.
Ora esaminiamo in G il prodotto yz, che coincide con uno di tali elementi. Poiché K < G, si ha:
yry '€ yKy '=K equindi yaxy ' =2", con 0<k <6.

Ne segue:
2 _ _ _ _
et = (2")" = (yry Nyay ) o (yay ) =yaty e
o= (@) = (gt y ety ) ety ) =yt
Poiché y° =1, si ha:
3

3 -3 2 1y -2 2 k-2 ko o—1y —1 k2 -1 k
r=yay =y Wy )y =yzy =yyzy )y =yz y =z .

Da z=2"" segue che k* =1 (mod 7) e dunque, risolvendo tale congruenza, k = 1,2,4. Pertanto

T Ty

-1 2 . . 2
yry =< x equindi yr=4{ zy
z* z'y.

Se yr = xy, G ¢ abeliano. Quindi H < G e, poiché ovviamente H N K = {1} e HK D H,
allora G=HK X HxK>=C,xC,=C,,.
Se invece yx = 2y, allora G = (x,y | =y =1, yr = 27).
Sia infine ya = 2"y. In tal caso possiamo subito provare che y’r = 2°y°. Infatti risulta:
2 4 3 4 3 4 4 2 5 9 2 2 2
YT =Y y=yYrry=cryry=c T Yry=TyYrrYy =T yry =T Yy =Ty .
Poiché 7” & l'altro generatore di H, posto z = y°, si ottiene che G = (x, 2 | v’ =2 =1, zo = 1%2).
Tale gruppo & ovviamente isomorfo a quello considerato nel caso precedente.
Concludendo, i gruppi di ordine 21 sono soltanto due: C,, e G.

Nota. Si pud subito osservare che G ha sette 3-Sylow [infatti si verifica che ha 14 elementi di
periodo 3].

Osservazione 4.3. Concludiamo ’argomento citando un’altra semplice applicazione del teorema di
Sylow, per la cui dimostrazione rinviamo ad esempio ad [Artin], Ch. 6, § 5.
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A meno di isomorfismi, esistono cinque gruppi di ordine 12 e cioé:

012 (gcdxcél)? VXC:} (gCZ XC2 XCJ)’ A4’ D()" <x7y|x4:y3:1’ wy:y2x>'

KOk kR K K kK kK kK K Kk Kk K ok
Esercizio 2.4.1. Quanti sono, a meno di isomorfismi, i gruppi di ordine 337

Esercizio 2.4.2. Sia G un gruppo di ordine 20.
(i) Dimostrare che G ha un unico sottogruppo normale di ordine 5.

(it) Quanti e quali sottogruppi di ordine 4 pud ammettere ?

Esercizio 2.4.3. Determinare tutti i sottogruppi di ordine 8 di S,.

Esercizio 2.4.4. E assegnato il gruppo G = (z,y | 2" =¢° = 1, zy = y’z).
(4) Scriverne i dodici elementi e di ciascuno indicare il periodo.

(it) Dall’esame dei periodi degli elementi di G dedurre che G ha soltanto sottogruppi ciclici e
determinarne il reticolo.

Esercizio 2.4.5. E assegnato il gruppo ”diciclico” Q,=(z,yla" =1y =2"= (2v)%).

(4) Verificare che |Q,| =8 e individuarne gli elementi.

(it) Dimostrare che Q, = Q (gruppo delle unita dei quaternioni).

Esercizio 2.4.6. Tenuto conto della classificazione dei gruppi di ordine 12 (cfr. Osserv.4.3),
dimostrare che S,xC, = D, ed esplicitare un isomorfismo tra i due gruppi.

Esercizio 2.4.7. Verificare che un gruppo G di ordine 30 non ¢ semplice e contiene un sottogruppo
di indice 2.

Esercizio 2.4.8. Perché un gruppo G diordine 12 non puo avere contemporaneamente tre 2-Sylow
e quattro 3-Sylow ?

Esercizio 2.4.9. Assegnato il gruppo G, prodotto diretto di S, per se stesso, determinare i
sottogruppi di Sylow di G. [Si ponga S, = (z, y ’ 2’ =y =1, yz = 2y”)].

Esercizio 2.4.10. (i) Se |G|=pgq, con p, ¢ primi, verificare che G non & semplice.
(ii) Se |G| =pq, con p<q e q#1 (modp), verificare che G & ciclico.

Esercizio 2.4.11. Sia S un p-Sylow di un gruppo (finito) G. Verificare che N (N (S)) = N (S).

Esercizio 2.4.12. Sia p un primo e G un gruppo finito. Verificare che

G & p-gruppo < Vz € G, o(x) & una potenza di p.
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5. Gruppi abeliani finiti

Proveremo in questo conclusivo paragrafo un risultato che ci permettera di determinare tutti i
gruppi abeliani finiti, rappresentandoli, a meno di isomorfismo, come prodotto diretto di un numero
finito di gruppi ciclici.

Cominciamo con l'estendere la definizione di prodotto diretto (e le relative proprieta) dal caso di
due fattori al caso di n fattori.

Definizione 5.1. Assegnati i gruppi G,, G,, ...,G.,,, si chiama prodotto diretto di G,, G,, ...,G,
il prodotto cartesiano G,xG,x% ... xG, dotato della seguente operazione:

(‘Tl7 xZ? A 7x”) ! (y1’ y27 et yn) = (xlylﬂ x2y27 A 7x7ly”)'
Si verificano immediatamente gli assiomi di gruppo.

Vale un analogo del Teor. 2.1, relativo ai gruppi che sono prodotto diretto di un numero finito di
loro sottogruppi.

Teorema 5.1. Siano H,, H,, ..., H, sottogruppi di un gruppo G, tali che:
(i) H,, H,, ..., H, sono normali in G;
(i) il sottogruppo prodotto H, H,... H, coincide con G}
(iii) H, N (1;[ H)={1}, Vi=1,2, ..n.
j#i

Allora G= H xH,x ... xH,.

Dim. Siponga: ¢: H,xH,x ..xH,— G tale che
©((hyy hgy oo 1)) = hyhyooihy Y (hy, by, oo h,) € H X H,X .. x H,,.

Si tratta di verificare che ¢ € un’applicazione iniettiva e suriettiva ed &€ un omomorfismo.

Siponga, Vi=1,2,..n, T, := ][] H,. Siosserva subito:

J#i

(a) T, «G. Infatti, Va € G, si ha (in base a (1)):
o, =«(H,... #,...H,)= (Hx)H,... #, ...H,=H,(«H,)... X, ... H,= HH,(zH,)... #, ...

(b) H,T, = G. Infatti i gruppi H, (essendo normali in G) permutano tra loro. Dunque
HT =H H . H .H,=H .H .H =@G.

(¢) H NT ={1}. [E Iipotesi (iii)].
Dal Teor. 2.1 segue che, Vi=1, 2, ...n, le applicazioni

p, t H, xT, — G, tale che o, (h,, hyhy... }b, ... h,) =h, hih, ...}, ... h,,

sono isomorfismi di gruppi. [In particolare ¢,(hy, hy... h,) = hyhy ... by, = @(hy, By, ooy h)].

i P

(1) Proviamo che ¢ & suriettiva. Infatti, per ogni = € G, se z = ¢,(h,, h,...h,), allora z =
o(hy, hyy oo hy).
(2) Proviamo che ¢ ¢ iniettiva. Sia
o(hyy hyy ooy hy) = o(ky, Ky, ooy k).
Si tratta di verificare che h, =k,, Vi=1, 2, ...n. Poiché ¢, & un isomorfismo e ¢, (h, h,...h,) =

ok, by k), allora hy, =k, hy.hy, = ky..kn. Poiché hy...hn = @y(hy 1-hyoho) = koo ki =
o,(ky 1-ky... k) e @, &un isomorfismo, allora h, =k,, h,...h, = k,... k,.

Procedendo in modo analogo, @,(h,, 1-1-h,...h,) = p,(k,, 1-1-k, ... k,) e quindi h,=k,, h,...h, =
k,...k,. Dopo un numero finito di passi si perviene alla conclusione: h, =k,, Vi=1, 2, ...n.

(3) Proviamo infine che ¢ & un omomorfismo e cioe che
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O((Byy By oo ) - (R, gy s b0)) = (R, By oo 1)) (R gy s K0)),s

ovvero

Rimarchiamo il fatto che i sottogruppi H,, T, permutano elemento per elemento [infatti si ha:
H,,T, « G; H NT, = {1}; basta quindi ripetere argomento contenuto nel punto (c) della di-

i

mostrazione di Teor. 2.1 e si ottiene 'asserto]. Si ponga:
@ = hohy o b ki by y = Bk, bk, o Bk
Permutando successivamente k, (€ H,) con h,, ...,h, (€ T}), si ottiene
2=k, ok, ko
Si permuta ora k, (€ H,) con h,, ...,h, (€ T,) e si ottiene
x = hk, hoky e ho by k.

Si procede in modo analogo con ki, ...,k e si conclude che = =y.

7 n—1

Un’importante conseguenza del precedente teorema e del secondo teorema di Sylow e il seguente
risultato sulla struttura dei gruppi abeliani finiti.

Teorema 5.2. Sia G un gruppo abeliano finito, non un p-gruppo. Siano H,, ...,H. i suoi
sottogruppi di Sylow. Risulta: G = H, xH,x ... xH,.

Dim. Essendo G abeliano, segue dal secondo teorema di Sylow che G possiede un unico p-Sylow,
per ogni divisore primo p di |G]. Se |G|=p,*...p,”*, con p,, ...,p, primi distinti, denotiamo con
H,, ...,H, isottogruppi di Sylow di G [con |H,|=p,"*]. In base al Teor.5.1, bastera provare che:
(4) H,..H, =G;
(i) H N ([1H,)={1}, Vi=1,2, ...s.
J#i
Dimostriamo (7). ~Ovviamente H,..H, < G. Viceversa, sia = € G. Allora o(z)||G| e

quindi o(z) = p,/t...p.'s, con 0 <t, <r,. Perogni i=1,..,s, siponga ¢ := °@) - Poiché
p; "

MCD(q,, ...,q,) = 1, esiste un’identita di Bézout:
1l=c¢q,+ ... +c.q., con c,, ...,c, € Z.

1 . . . . q. o .
Ne segue: = =z =z ... %% e basta quindi verificare che z“% € H,, per ognii=1, ...,s.

t,
Infatti (%) =2 =1 e dunque o(z") ’pit’i . Poiché o(x"%) ‘ o (z%), allora o(z“ %) =pS,
con 0</{ <t, <r,. Pertanto (z“%) & un p,-gruppo e quindi & sottogruppo dell’unico p,-Sylow
H,. Cio dimostra che z%% € H,, come richiesto.

Dimostriamo ora (). Sia = € H,N([] H,). Da x € H, segue che o(z) =p,"", con 0 < ¢, <r,.
J#i
Da z € (H Hj) segue che = =y,y,... 4, ...y., con y, € H,. Posto m, := pl"l...pj-"‘/p ., si ha
J#i i

r
i

(essendo y,”i  =1):

m . m m .
7 i k3

r =y, .Yy =1-...-1=1

e quindi p, |m,. Siconclude che ¢, =0, cioe z = 1.

Se ora dimostriamo che ogni p-gruppo abeliano & prodotto diretto di gruppi ciclici, possiamo, in
virtu del Teor. 5.2, concludere che ogni gruppo abeliano finito € prodotto diretto di gruppi ciclici. In
effetti proveremo tale risultato - per via induttiva - senza far ricorso all’ipotesi che il gruppo abeliano
sia un p-gruppo. Ciod rende in qualche modo superfluo il Teor.5.2 [che resta comunque in sé un
risultato significativo ed utile nei calcoli, come subito verificheremo]. Enunciamo il nostro teorema.

Teorema 5.3. Se G é un gruppo abeliano finito, G ¢é isomorfo ad un prodotto diretto di gruppi
ciclici G,, ...,G, (t > 1) tali che, posto |G,|=e,, risulti:
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¢
(i) et’etfl‘ |62|el; (i1) 1:[161, =|G]|.

Inoltre i naturali e, ...,e, (detti fattori invarianti di G) sono univocamente individuati dalle pro-
prieta (i) e (ii).

Consideriamo ad esempio un gruppo abeliano G di ordine 360 [= 23-32~5]. In base al Teor.5.2
G2 HxKxL, con |H| =8, |K|=9, |L|=5. Ovviamente L = C; (gruppo ciclico di ordine 5).
Relativamente ai gruppi H, K osserviamo quanto segue.

Le possibili liste dei fattori invarianti di H sono le seguenti tre: {8}, {4, 2}, {2, 2, 2}, mentre
quelle dei fattori invarianti di K sono le seguenti due: {9}, {3, 3}. Conseguentemente H & isomorfo
ad uno dei seguenti gruppi:

c,, C,xC, C,xC,xC,,
mentre K e isomorfo ad uno dei seguenti gruppi:
c,, C,xC,.
Si conclude che G ¢ isomorfo (a meno dell’ordine dei fattori) ad uno dei seguenti sei prodotti diretti:
C.,xC,xC, [2C,,], C,xC,xC,xC,, C,xC,xC,xC,xC,,
C,xC,xC,xC,, C,xC,xC,xC,xC,, C,xC,xC,xC,xC,xC,.

Tali gruppi sono manifestamente a due a due non isomorfi [lo si verifica considerandone i periodi degli
elementi].

La dimostrazione del Teor. 5.3 necessita di alcuni risultati preliminari: due semplici esercizi (che
invitiamo lo studente a risolvere, ma che dimostreremo comunque in conclusione al paragrafo) ed un
lemma.

Esercizio 5.1. Sia G un gruppo abeliano e siano z,y € G elementi di periodo finito.
(i) Se x,y hanno periodi coprimi, verificare che o(zy) = o(x)-o(y).

(i1) Assumiamo che il gruppo abeliano G sia finito e sia € G un elemento di periodo massimo.
Verificare che, Vy € G, o(y) | o(z).

Esercizio 5.2. Sia G un gruppo abeliano e siano H, K due suoi sottogruppi finiti.
(i) Verificare che, se |HK| = |H|-|K|, allora HK 2 Hx K.
(@) Verificare che, se HNK = {1}, allora HK 2 HxK.

Lemma 5.1. Sia G un gruppo abeliano finito e sia © € G un elemento di periodo massimo in G.
Poniamo: h :=o(x) e H := (z). Per ogni yH € G/, se o(yH) = m, esiste z € yH tale che
o(z) =m.

Dim. (Lemma 5.1). Poniamo n := o(y). Si noti che, in base ad Eserc.5.1(ii), n|h. Per
definizione di periodo, (yH)"™ = H e quindi 3" € H, cioe y" = z',3t € N. Ne segue che
o(y") =o(z") =%, con d=MCD(h,t). Dimostriamo ora che

o(y) = mh.

Ricordato che n = o(y), si ha:

St =t =6
Viceversa, ricordato che m = o(yH), da (yH)" = y"H = 1-H = H segue che m|n. Dunque
n=mgq, 3¢ € N. Allora

h
d

als

¢ = (xt)o(mf) =1 e dunque n|m%.

q

1=9y"=y"™ =(2")" edunque % ’q.
Ma allora m% ’mq =n, cioe m% ’n

Come inizialmente osservato, n ‘ h. Dunque m% ‘ h, da cui subito segue che m | d, ovvero
d =mk, 3k € N. Inoltre, siccome d = MCD(h,t), allora d | t, cioe t =du, Ju € N. Segue che
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m U mku

y" =gz =z™ =2™". Postoora z:=yz **, verifichiamo che z & un elemento cercato. Infatti:
z € ylr) = yH;
o(z) |m. Infatti 2" =y" (z7")" =a™ "2 """ =" =1;

m| o(z). Infatti (yH)'” =(H)"” =""H=1.H=H.

Dim. (Teor.5.3). Si procede per induzione su n = |G|.
Se n = 1, non c’e nulla da dimostrare. Sia quindi n > 1 e si scelga in G un elemento g, di
periodo e,, massimo in G. Siponga G, := (g,). Il gruppo G/G ¢ abeliano, di ordine = < n.
1 1
Ad esso si applica l'ipotesi induttiva. Dunque
G/Gl ~ H,x ... xH,,

con H, ciclico, H, = (h,G,), o(h,G,)=e,, e]|e_,|..|e,|e, e ee,...e, = 2.
1

In base al Lemma 5.1, esistono g,, ..., g, € G tali che, Vi=2, ... ¢,

g; € h7 Gl [OVVQI‘O 9; Gl = h7 G1] € o(Qi) =€
Si ponga ora H := (g,)(g,) -.- {g,). Si tratta di verificare:

(@) H=(g,)x(gs)x ... x{g.); (b)) G=G,xH.
Da cio segue che
G = (g,) X (g2) X o X{g.),

cioe G & prodotto diretto di gruppi ciclici. Infine, in base ad Eserc. 5.1(ii), o(g,) | o(g,), cioe e, ’ e,.
Le condizioni (i) e (i) dell’enunciato sono quindi verificate e restano solo da dimostrare (a) e (b).

Proviamo (a). In base all’Eserc.5.2(i) [esteso al caso di piu fattori, cfr. Nota alla dimostrazione],
e sufficiente verificare che

[H| = [H|-|Hy|- ... - |H, | [= ese5...€,].
Ovviamente |H| < e, e,...e,. Viceversa, si consideri la proiezione canonica 7 :G — G/G . Si ha:
1
m(H) = G/Gl'

Infatti G/, = H,x .. xH, = (g)x(g,)x ... x(g,) e g, = n(g,) € n(H). Ne segue che
1 4
[H| 2 [7(H)| = |G/ | = €65 e0

Proviamo ora (b). Si consideri la restrizione =, : H — G / o - Si tratta di un isomorfismo
[essendo |H| :|G/G1|]. Dunque Ker(m, )= {1}. Ma Ker(r,)=HNG, equindi HNG, = {1}.

In base all’Eserc. 5.2(i), HG, = HxG,. D’altra parte, |HxG,| = |H||G,| = |G| e quindi HG, = G.
Dunque G'= HxG, = G, xH, come richiesto.

Dimostriamo ora 'unicitd dei fattori invarianti. Sia

¢
H, =(z,), o(z,) =e,, H e, =n, et|et71|...|ez{el,
G=Hx..xH 2K,x..xK,, con =t

Kj:<y_7‘>’ o(yj):fj? f.[lfj:n7 fs fs_1|'-'|f2|f1'
j=

Si tratta di verificare che e, = f,, Vi =1, ...,t = s. Poiché z,, y, sono elementi di periodo
massimo in G, dall’Eserc.5.1(i) segue che o(z,) = o(y,), cioe e, = f,.
Assumiamo, per assurdo, che esista k < min(s,t) tale che e, = f,, per 1 </¢ <k e (ad esempio)
e, > f.. Per semplificare le notazioni, si ponga f := f_ . Siconsideriin G il sottoinsieme
A:={g", Vgeqy.
Essendo G abeliano, si verifica subito che A & un sottogruppo di G. Tenuto conto che G =
()X ... x{(x,), allora

(*) A= ()< ..ox{z])x .. x@]).

Si noti che i primi & fattori sono sottogruppi non banali, essendo xef #1, per 1 </{¢<k. Analoga-
mente, da G = (y,) X ... X (y,), allora

(#%) A= (y)x.ox(yl ) x (1) x ... x(1)
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[in quanto y, =1, per k<< s].

Da (%),
o(y;) i
| | HW UT: klfl f;cl:ﬁel...ekfl,
Da (%),
A > k O(I) - €1-€p_y [
Al = H f,O(rj)) — " fFT T MCD(fe,)"

Poiché e, > f, allora W > 1. Confrontando le precedenti espressioni di |A| segue che
"k

|A] > |A] - leﬁek) > |A|: assurdo.

Concludiamo il paragrafo con le soluzioni dei due esercizi proposti.

Soluzione Esercizio 5.1. (i) Sia r:=o(x), s:=o(y), con MCD(r,s) =1. Essendo G abeliano:
(J:y)’l‘s — x"‘s y’V‘S — (:ET)S (ys )’I‘ — 1.1 — 1.

Dunque o(xy) ‘rs.

Viceversa, posto h := o(xy), basta provare che rs | h (da cui rs=h, cioe la tesi). Siha:

1= (zy)" =2"y", dacui " =27" equindi o(y") = MCHET) = o(z™") = OO
Pertanto r-MCD(s,h) = s-MCD(r,h). Essendo MCD(r,s) =1, dal lemma di Euclide segue che
r|MCD(r,h) e s|MCD(s,h). Quindi r|h e s|h. Essendo MCD(r,s) =1, si conclude che
7S | h, come richiesto.
(i) Per assurdo, esista y € G tale che o(y) 4/0 (z). Esiste allora un primo p tale che, posto
o(z) =p"r, o(y) =p"s, con h,k>0 e MCD(r,p) = MCD(s,p) =1,

si abbia h < k. Consideriamo in G l'elemento 2”y". Risulta: O(x”h) =7 [infatti (x”h)T =g =
1, mentre, V7': 0<7r' <, (xph)T' #1]. Analogamente: o(y’) = p" [infatti (ys)pk =y =1
mentre, Vt: 0<t<p", (y°)" #1]. Poiché MCD(r,p") =1, applicando (i) si ottiene che

)

o™ y) = o™ ) o (y) =rp" > rp" = o(a).
Cio contrasta con la massimalita del periodo di x in G.

Soluzione Esercizio 5.2. (i) Sia ¢: HxK — HK tale che ¢((h,k))=hk, V(h, k)€ HxK.

Per definizione di HK, ¢ & suriettiva. Poiché |HK| = |H|-|K| < oo, ¢ & anche iniettiva. Per
concludere basta provare che ¢ & un omomorfismo di gruppi. Infatti, V(h,,k,), (h,k,) € HXK:

L)0((h1a kl) : (h27 kz)) = L)0(h1h‘2’ klkZ)) = h1h2 k1k2 = hlkl hzkz = L)0((h1’ kl))(p(hm kz))
Nota. La proprieta (7) si estende, con ugual dimostrazione, al caso di un numero finito di sottogruppi
finiti di G. Precisamente:
Se H,, ...,H, sono sottogruppi finiti di un gruppo abeliano G ese |H,H,... H,| = |H,}|H,}...|H, ],
allora HH,.H, = H xH,x..xH,.
(i) Sia HN K = {1}. Dal secondo teorema di isomorfismo,
HK/H = K/HnK = K/{1} =K.

Dunque |HK|/‘H‘ = |K]|, cio¢ |HK|=|H|-|K|. Applicando (i) si conclude.



Capitolo 3

ELEMENTI DI TEORIA DEGLI ANELLI

1. Idealt massimali e 1deali prima

Assegnato un anello non nullo A, denotiamo con J(A) linsieme di tutti gli ideali propri di A,
cioe di tutti gli ideali # A. Ovviamente J(A) & un insieme non vuoto [infatti {0} € J(A)], ordinato
rispetto all’inclusione insiemistica.

Definizione 1.1. Un ideale M € J(A) é detto massimale in A se M ¢ un elemento massimale di
J(A) (rispetto all’inclusione), cioé se, VI € J(A):
MCI = M=1

Ci limiteremo a considerare soltanto anelli unitari e dimostreremo che tali anelli posseggono sempre
almeno un ideale massimale: si tratta di un importante risultato, dovuto a W. Krull (1929).

Teorema 1.1. (Krull) Sia A un anello unitario. Ogni ideale proprio I di A é contenuto in
almeno un ideale massimale. In particolare, A ammette sempre ideali massimali.

Dim. La dimostrazione si basa sul Lemma di Zorn:

Sia (S,<) un insieme ordinato. Se ogni catena di S ha un maggiorante (in S), S ha almeno un
elemento massimale. [Cfr. [AA], Teor.2, pag.18. Ricordiamo che una catena in S & una famiglia
totalmente ordinata di elementi di S].

Poniamo, per ogni ideale proprio I di A:
X, ={JeTJA)|ICJ}

Ovviamente X, ¢ non vuoto [infatti I € X,] ed & ordinato rispetto all’inclusione. Sia {J.}
una catena in ¥, e si ponga:

a€eT

B:=U J..
acT

Se verifichiamo che B € ¥,, allora B & un maggiorante della catena e quindi, per il lemma di Zorn,
3, possiede elementi massimali. Si tratta di verificare:

-B-BCB[sexcJ.eyed,,
- BACB e ABCB [siaa€ AesiaxzeB. Alloraxe J,, da €T equindi az, za € J, C BJ;
- ICB [VaeT, J, 21. Allora B2 IJ;

- B# A J[altrimenti 1 € B e quindi 3a €T |1€ J,: assurdo].

allora ad esempio =,y € J, (se J, C J,); dunque z—y € J, C BJ;

E cosi provato che B € £,. Sinoti che, se M & un elemento massimale in £, lo & anche in J(A)
[altrimenti 3J € J(A) | M Cc J C A. Maallora J € X, e M non sarebbe massimale in X, ].

Il seguente risultato caratterizza gli ideali massimali di un anello commutativo unitario.

Proposizione 1.1. Sia A un anello commutativo unitario ed I un suo ideale proprio.

I ¢ un ideale massimale di A <= A/I € un campo.

Dim. (=). Poiché A / ; € commutativo e unitario, basta verificare che ogni elemento non nullo di
A/ ; ¢ invertibile.

SiaT=x+1c¢€ A/I, con T#0 (cioe x &1I). Poiché I CI+xzAC A, dalla massimalita di I
segue che I +2A=A. Dunque 1=y +xa, Iycl,Jac A. Allora za—1€ 1, ciot ZTa=1 in
A/,. Dunque Z & invertibile (ed ha ha inverso @).
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(«<=). Sia A/I un campo e sia J un ideale tale che I C J C A. Bisogna verificare che J = A.

Si scelga y € J—1I. Poiché 5#0 (in A/I), 7 ¢ invertibile: 37 € A/I tale che 7z = 1. Allora
yz—1€l. Dunque 1=yz—(yz—1)€ JA+1C J, cioe 1€ J, ovvero J = A.

Nella dimostrazione della proposizione precedente, le ipotesi che A sia commutativo e unitario
sono essenziali. Si possono infatti trovare esempi di:

- anello commutativo non unitario A, con ideale massimale M tale che A / ;7 [on & un campo.

- anello non commutativo unitario A, con ideale massimale M tale che A / 7 Don e integro (e quindi
non € un corpo).

Svilupperemo tali esempi in due esercizi (cfr. Esercizio 3.1.1 ed Esercizio 3.1.2).

Ci limiteremo quindi d’ora in poi, per semplificare la teoria, a considerare soltanto anelli commu-
tativi unitari [nel seguito abbreviati anelli c.u.].

La Prop. 1.1 permette di individuare facilmente gli ideali massimali di Z e di K[X] (K campo).
Infatti dal corso di Alg.1 & noto che

(i) Z, € un campo <= n & un numero primo;

() K[X]/EP € un campo <= P & un polinomio irriducibile su K.
Ne segue:

(i) (n) ¢ massimale <= n & un numero primo;

(i) (P) ¢ massimale <= P ¢ un polinomio irriducibile su K.

Osservazione 1.1. Determinare gli ideali massimali di un anello c.u. & un problema non sempre
immediato, gia con anelli molto semplici. Consideriamo ad esempio 'anello Z[X] e cominciamo col
verificare che nessun ideale principale in Z[X] & massimale, cio¢ che, Vf € Z[X], Z[X]/ () Don e
mai un campo.

L’ideale (0) non & ovviamente massimale. Se df =0, cio¢ f =n € Z', risulta Z[X]/

(TL) = Z"[X}’

[tramite I’omomorfismo di riduzione mod n, cioé¢ 'omomorfismo

Z[X] — Z,]X] taleche Y. a, X" — > @, X', V> a, X €Z[X]]
e ovviamente Z,[X] non ¢ un campo. Se invece df > 1, osservato che Z — Z[X]/(f), allora,
assumendo per assurdo Z[X]/

(f)
%EZ[X}/(f). Allora £ =g+ (f), 3g € Z|X] e dunque g — 3 € (f) C Z[X]: assurdo.

campo, si avrebbe che @ C Z[X]/(f). In particolare quindi

Invece, ad esempio, & massimale in Z[X] 'ideale (2,X) [infatti Z[X]/(2 x) = Z,, cfr. Esercizio

1.5.3]. E anche massimale ad esempio (5, X+ 3), manonlo& (7,X”+3) [verificare].
Veniamo ora alla definizione di ideale primo, che riprende il concetto di elemento primo di un anello.

Definizione 1.2. Sia A un anello c.u. e sia I un ideale proprio di A. I ¢é un ideale primo di A
se, contenendo un prodotto, contiene almeno un fattore, cioé

zye€l = xz €l oppure ye€l.
Un ideale primo viene sovente indicato con p (invece che con I).

Osservazione 1.2. Ricordiamo che in un anello A (c.u.) un elemento a € A° —U(A) (cioe non
nullo e non invertibile) & detto elemento primo se

a|xy = a’x oppure a|y

[ovvero: zy € Aa = x € Aa oppure y € Aa|. Come si vede, gli elementi primi generano ideali
(principali) primi. Ma vale anche il viceversa: se Aa & un ideale primo non nullo di A, a & un
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elemento primo di A [verificare].

Proposizione 1.2. Sia A un anello c.u. ed I un suo ideale proprio.

I ¢ un ideale primo di A <~ A/I e un dominio d’integrita.
Dim. (=). Siano 7,y € A/I tali che 7 = 0. Allora zy € I e quindi x € I oppure y € I, cioe
T =0 oppure 7 =0. Pertanto A/, ¢ integro.

(). Sia zy € I. Allora 0 =7y =77y. Essendo A/I integro, allora T = 0 oppure 7 = 0, cioe
x €I oppure y € I. Dunque I ¢ primo.

Corollario 1.1. Ogni ideale massimale di un anello c.u. é primo. Il viceversa é in generale falso.

Dim. Sia I un ideale massimale in un anello c.u. A. Da Prop. 1.1, A/I € un campo e quindi anche
un dominio d’integrita. Da Prop.1.2, I ¢ primo.

Viceversa, si osserva subito che (0) & un ideale primo ma non massimale di Z.

Nota. (0) & un ideale primo di A <= A & un dominio d’integrit.

Definizione 1.3. Gli ideali primi di un anello c.u. A formano un sottoinsieme non vuoto di J(A),
detto spettro (o spetto primo) di A e denotato Spec(A). In Spec(A) é contenuto il sottoinsieme
(non vuoto) degli ideali massimali di A, spesso denotato Maxz(A).

Si verifica subito che:

Spec(Z) = {(0), (p), Vp primo} [Z, Z, sono integri, mentre Z, non lo &, Vn non primo;

Spec(K[X]) = {(0), (P), VP polinomio irriducibile su K} [infatti K[X] /(P) non & integro, se P
¢ riducibile su K].

Quanto a Spec(Z[X]), la situazione & pin complicata. E evidente che:
- (0), (p) € Spec(Z[X]), Vp numero primo [infatti Z[X]/(p) =~ 7 ,1X] dominiol;
- (f) & Spec(Z[X]), ¥V f € Z[X] riducibile [infatti, se f = gh, con g,h ¢ U(Z[X]), allora gh
in Z[X]/(f), con g, h#0].

Viceversa, ci chiediamo se, per ogni polinomio irriducibile f € Z[X], risulti (f) € Spec(Z[X]),
ovvero se in Z[X] ogni polinomio irriduibile & anche primo. La risposta ¢ affermativa, ma per far luce
sul problema conviene premettere qualche osservazione di carattere generale sui legami tra elementi
irriducibili ed elementi primi in un dominio d’integrita.

0

Osservazione 1.3. Ricordiamo che in ogni anello c.u. A puo essere introdotta la nozione di elemento
irriducibile: un elemento a € A" —U(A) & un elemento irriducibile se

a=xy = x €U(A) oppure y € U(A).
In altri termini, un elemento ¢ irriducibile <= ammette soltanto fattorizzazioni banali.
E ben noto che se A ¢ un dominio d’integrita:
elemento primo = elemento irriducibile.

[sia infatti @ un elemento primo e sia a = zy. Allora a | xy. Se a ’ x, risulta y € U(A); se a A/:v,
allora a|y e x €U(A)].

In alcuni domini d’integrita vale anche 'implicazione opposta: elemento irriducibile = elemento
primo. Tale fatto, come visto nel corso di Alg. 1, & ad esempio verificato se A =Z, K[X], Z]i].

Proviamo ora che tale fatto vale piu generalmente in ogni dominio d’integrita in cui esiste il M CD
e vale l'identita di Bézout [siffatti anelli sono chiamati domini di Bézout.]. Infatti in tali anelli vale
il Lemma di Euclide (abbreviato EU), cioeé:

se a|xy e MCD(a,z) =1, allora a|y,
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[Se infatti 1 = ar + zs e zy = at, allora y = a(ry + ts), ciod a | y]. Sia quindi a irriducibile
e a ’ Y, a kx Bisogna verificare che a ’ y. Si osserva subito che MCD(a,z) = 1 [infatti, se
d = MCD(a,x), allora d ‘ a e quindi d e invertibile o associato ad a; in quest’ultimo caso a ’ d e
quindi a ’ x, contro 'potesi. Pertanto d =1]. Da EU segue che a | Y.

Oltre ai domini di Bézout, esiste perod un’altra vasta classe di domini in cui ogni elemento irriducibile
¢ primo: si tratta dei domini a fattorizzazione unica (abbr. UFD), di cui ci occuperemo nel successivo
paragrafo 3 (cfr. Prop. 3.1).

Torniamo a considerare Z[X]. In tale anello non vale l'identita di Bézout [infatti MCD(2,X) =1,
ma 1 ¢ (2,X)]. Quindi non se ne puo ricavare il lemma di Euclide, da cui concludere che in Z[X]
ogni polinomio irriducibile & primo. Ma, come vedremo nel §3, Z[X] ¢ un UFD: dunque, come
sopra affermato, ogni polinomio irriducibile f € Z[X] & primo, per cui (f) € Spec(Z[X]), come
preannunciato. Si noti perd che, per quanto provato in Osserv.1.1, (f) non & massimale in Z[X].

Nota. Una dimostrazione diretta del fatto che in Z[X] ogni elemento irriducibile ¢ primo (basata sul
teorema di Gauss), pud essere trovata in [AA], pag.119.

Kk ok ok ook sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Esercizio 3.1.1. Sia A =2Z (anello non unitario) e sia M = 4Z.
(4) Verificare che M ¢ un ideale massimale di A.

(i) Verificare che A/, non &un campo.

Esercizio 3.1.2. (i) Verificare che M,(2Z) & un ideale massimale dell’anello unitario (non com-
mutativo) IM,(Z).

(i4) Verificare che m?z(Z)/m (2z) Don ¢ un corpo.
2

Esercizio 3.1.3. Sia K un campo e sia P = (a,b) € K".
(i) Verificare che (X —a,Y —b) ¢ un ideale massimale di K[X,Y].
(i) Sia F € K[X,Y] tale che F(P)=0. Verificare che (F) C (X —a,Y —b).

Esercizio 3.1.4. Verificare che l'ideale I = (X +1,Y):
¢ massimale in R[X,Y], & primo in Z[X,Y], non & primo in C[X,Y].

Calcolarne i rispettivi quozienti.
Esercizio 3.1.5. Per ogni n > 2, determinare Spec(Z,).

Esercizio 3.1.6. Sia A un anello c.u. e sia Spec(A) il suo spettro. Per ogni S C A si definisce:
V(S) = {p € Spec(A)|p 2 S}

detto chiuso di Spec(A) definito da S. Verificare che:

(i) V(A)=0 e V(D) = Spec(A).

(i) V(S)UV(S,) =V(S,S,), con S5, :={s;s,, Vs, €S, Vs, € S,}.

(@) N V(S,)= V(iLer S,).

iel
Nota. Poiché le tre proprieta precedenti corrispondono agli assiomi dei chiusi di uno spazio topologico,
si e provato che la famiglia {V(S), V.S C A} & la famiglia dei chiusi di una topologia su Spec(A),
detta topologia di Zariski di Spec(A).

Esercizio 3.1.7. Sia f: A — B un omomorfismo di anelli c. u..
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(i) Dimostrare che f definisce la seguente applicazione

@, : Spec(B) — Spec(A) tale che ¢, (q) = f7'(q), Vq € Spec(B)
[la controimmagine f~'(q)e& detta contrazione o fibra di q].
(i) Determinare un esempio di omomorfismo f in cui un massimale di B ha contrazione non mas-
simale in A.
(#ii) Verificare che ¢, : Spec(B) — Spec(A) ¢ una funzione continua, rispetto alle topologie di Zariski
di Spec(A), Spec(B) (cfr. l'esercizio precedente).

Esercizio 3.1.8. Sia A un anello c.u. esia I € J(A) tale che A—T CU(A). Verificare che I &
l'unico ideale massimale di A. [Un anello c.u. con un unico ideale massimale ¢ detto anello locale].

Esercizio 3.1.9. Sia A un anello c.u. e sia I un suo ideale.
(i) Verificare che Spec(A/,) ={p/,, Vp € V(I)} [dove V(I) = {p € Spec(A) |p 2 I}].
(1) Posto I =(X"Y)CQ[X,Y], determinare Spec(Q[X,Y]/,).

Esercizio 3.1.10. (i) Sia A un anello c.u.. Verificare che i chiusi della topologia di Zariski di
Spec(A) sono tutti e soli della forma V(I), con I ideale di A.

(i) Determinare i chiusi di Spec(Z).

Esercizio 3.1.11. Sia A un anello commutativo unitario. E noto da Alg.1 che due elementi
a,b € A sono detti associati (e si scrive a ~ b) se b= au, Ju € U(A).

(7) Verificare che ~ ¢& una relazione di equivalenza su A, che a ~b = (a) = (b) e che,se A ¢
integro, a ~b < (a) = (b).

(éi) Verificare che, se a ~ b, risulta: «a irriducibile [risp. primo] = b irriducibile [risp. primo].

Nota. La topologia di Zariski su Spec(A) (introdotta nell’Eserc.3.1.6) generalizza la topologia
di Zariski su K", che viene introdotta e studiata nei corsi di Topologia e di Geometria Algebrica.
Vogliamo chiarire i legami tra questi due concetti.

Sia K un campo, sia A = K[X, X,, ..., X,] e sia I un suo ideale, che supporremo (cio che non
¢ restrittivo) finitamente generato, con generatori F,, ..., F,. Allora

V() =V{F, ....F}) ={p € Spec(A) | F,, ..., F, € p}.
In V(I) consideriamo il sottoinsieme
ViaoI) ={m € Maz(A) | F,, ...,F, e m} = V(I) N Maxz(A).
Ora definiamo i chiusi di Zariski in K". Considerato ancora I'ideale I = (F), ..., F,) C A, poniamo:
S(I)={PeK"|F(P)=0, VFel}={PecK"|F(P)=0, Vi=1,..,t}.

[X(I) &linsieme delle soluzioni di un sistema di equazioni polinomiali in n indeterminate, a coefficienti
in KJ. Si verifica facilmente che tali insiemi, al variare di I in A, verificano gli assiomi dei chiusi
di una topologia su K", detta topologia di Zariski su K". Osserviamo inoltre che ogni punto
P =(a,, a,, ...,a,) € K" definisce I'ideale massimale m, = (X, —a,, X,—a,, ..., X,—a,) € Maz(A).
Si pud verificare (procedendo come nell’Eserc. 3.1.3) che F(P)=0 < Fecm,.

Nell’ipotesi che sia K = C o, piu generalmente, che K sia un campo algebricamente chiuso,
risulta, in base ad un famoso teorema di Hilbert, che gli ideali massimali di A sono tutti e soli della
forma m,, cioe del tipo (X, —a,, X, — a,, ..., X, — a,). Si conclude allora che, in questa ulteriore
ipotesi,

(1) :{mp € Max(A) ‘ F,.. F¢€ mP} = Vraa(1).
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2. Campo dei quozienti e anelli di frazioni

Assegnato un dominio d’integrita A, vogliamo costruirne il campo dei quozienti, cio¢ il piu piccolo
campo contenente A. Tale costruzione generalizza la ben nota costruzione del campo @ dei razionali,
come campo dei quozienti dell’anello Z degli interi.

Lemma 2.1. Sia A un dominio d’integrita. Sia ~ la seguente relazione su Ax A':

(a,b) ~ (¢,d) < ad=be, ¥ (a,b), (c,d) € AxA".
Risulta: ~ & una relazione di equivalenza su Ax A". Denotata § la classe di equivalenza modulo
~ di (a,b), VY (a,b) € AxA", nell'insieme quoziente Ax A"/ sono ben definite le due operazioni:

a c __ ad+bc a . c _ ac a c .
24+ 5= Ve, Se AxA/ .

bd * b d — bd>’ b

Dim. ~ & evidentemente riflessiva e simmetrica. Verifichiamo che & transitiva. Se (a,b) ~ (¢,d) e

(¢c,d) ~ (e, ), allora { “ ¢ Ne segue che { adf = bef e quindi adf = bde, cioe d(af—be) = 0.
cf = de. bef = bde

Essendo d # 0 e A integro, allora af = be, cioe (a,b) ~ (e, f).

Verifichiamo ora che la somma ¢ ben definita. Se § = %,/ e 5= %, allora ab' = a'b e cd = cd.
Si moltiplichi la prima uguaglianza per dd’ e la seconda per bb’; sommando poi membro a membro,

si ottiene:
ab' dd' + cd' bb' = a’' bdd + ' dbb',

da cui

(0 +be)Y ' = (a4 &, o e — L

In modo analogo si dimostra che anche la moltiplicazione ¢ ben definita.

Proposizione 2.1. (AxA /N, +,) € un campo, detto campo dei quozienti del dominio A e denotato
usualmente Q(A). Risulta, a meno di isomorfismi, che A C Q(A) e che Q(A) é il piti piccolo campo
contenente A.

Dim. Le verifiche che @Q(A) & un campo sono un semplice esercizio. Si verifica poi subito che
I’applicazione

f:A—Q(A) taleche f(a)=1%, Va€A,

1>
¢ un omomorfismo iniettivo di anelli. Tramite f, A si immerge in Q(A).

Sia L un campo tale che A C L, o, piu generalmente, sia g : A — L un omomorfismo iniettivo
di anelli. Si tratta di verificare che Q(A) C L, ma pil in generale dimostriamo che se g: A — L ¢
un omomorfismo iniettivo, esiste un omomorfismo iniettivo G : Q(A) — L tale che g = G f, cioe
tale che commuti il seguente diagramma di omomorfismi iniettivi

A L L
.7

Q(A)

Basta porre:

G(§) =47 Vi €QA).

g
Tale definizione ¢ ben posta. Infatti g(b) # 0 se b # 0 (g ¢ iniettiva); se poi § = %:, allora

all = d’b e quindi g(a)g(t/) = g(a’)g(b); essendo b, b # 0, anche g(b), g(b') # 0 e quindi

(&) _ g(a) RN ay _ a’
g(b) = Z(T, C10€e G(E) = G(T)

Lasciamo per esercizio la verifica che G & un omomorfismo iniettivo di anelli e che g(a) =
G(f(a)), Ya € A. Si conclude che, tramite G, il campo Q(A) si immerge in L. Dunque Q(A) &

il piu piccolo campo contenente A.
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Nota. Per ogni % € Q(A), risulta % = %.(2)™". Se identifichiamo ogni a € A con ¢ = f(a) € Q(A),

possiamo concludere che Q(A) & formato dai prodotti a-b™", Ya,b€ A, b# 0.

Osservazione 2.1. Calcoliamo il campo dei quozienti di alcuni domini d’integrita.
(i) Q(Z) =@, campo dei razionali.

(it) Per ogni campo K, risulta:

Q(K[X]) ={L, v g€ K[X],g#0}.
Tale campo ¢ detto campo delle funzioni razionali su K (nell’indeterminata X ) ed & usualmente
denotato con K (X). Piu in generale risulta:

Q(K[X,, X,, .. X)) = {L, Vf g€ KIX,, X,, ... X.], g # 0}.
Si tratta del campo delle funzioni razionali su K (nelle indeterminate X,, X,, ..., X,), denotato
K(X,, X,, ..., X.).
(#i) Se A & un dominio, anche A[X,, X,, ..., X,] lo & e risulta
Q(AIX,, X,, ... X.]) =Q(A)(X,, X, ..., X.).
Per provare tale affermazione ¢ sufficiente verificare che
() Q(A)X,, X,, ..., X,) CQ(A[X,, X,, ... 7Xn]).

[Se infatti vale (»), Q(A)(X,, X,, ..., X,) & un campo intermedio tra A[X,, X,, ..., X,] ed il suo
campo dei quozienti; dunque (per minimalita del campo dei quozienti) coincide con esso].

Verifichiamo (+). Sia £ € Q(A)(X,, X,, ..., X,), con F, G € Q(A)[X,, X,, ..., X,], G#0. Allora,

riducendo a comun denominatore i coefficienti dei due polinomi, F = % LG = % g, con f.g €
AX, X,, ..., X.], g#0 e a,b € A. Pertanto g = % € Q(A[Xl, X, ...,Xn]).

(iv) Per ogni intero d tale che X*—d sia un polinomio irriducibile in Z[X], & definito ’anello (detto
anello quadratico (relativo a d), cfr. [AA] pag.126):

Z[X)/ xo_g = {a+bVd, Ya,be Z} = Z[Vd].

Giustifichiamo I’isomorfismo sopra indicato. Sia ¢ : Z[X] — C tale che o(f) = f(V/d), ¥ f € Z|X].
Ovviamente X* —d € Kerp. Viceversa, se g € Kergp e g = (X° — d)g + (aX +b), allora
0=g(Wd)=aVd +b edunque a =b=0, ciot g€ (X*—d). Quindi Kergp = (X*—d). Inoltre
si osserva subito che I'mg = {a+bVd, Va,b€ Z} e basta quindi applicare il TFO.

L’anello Z[V/d] & un dominio (in quanto sottoanello di C) e contiene Z. Vogliamo verificare che
il campo dei quozienti di Z[v/d] ¢ il campo

QX (x2_gy =G+ VA, ¥V, & €Q) = Q(Vd).

Poiché Z[vd] C Q(V/d), basta verificare, seguendo la stessa idea sviluppata nel punto (i), che
Q(d) C Q(Z[\/a]) Infatti, Yo = ¢+ (g—,, Vd e Q(vVd), risulta o = “b/%b‘f'\/g € Q(Z[\/a])

(v) Sia A un dominio e sia B un anello c.u. tale che A C B C Q(A). Risulta subito che B &
un dominio e Q(B) = Q(A). Infatti, che B sia un dominio segue dal fatto che B C Q(A). Per
la minimalita di Q(B) rispetto a B, segue che Q(B) C Q(A), mentre, per la minimalita di Q(A)
rispetto ad A, segue che Q(A) C Q(B).

Sia A un dominio d’integrita. Nel passaggio da A a Q(A) tutti gli elementi di A" vengono
invertiti (in Q(A)). Come ora vedremo, & possibile perd, con analoga costruzione, rendere invertibili
soltanto una parte di elementi di A° (in un opportuno ”sovranello” di A). Tale costruzione potra
poi essere facilmente estesa, con qualche modifica anche al caso di anelli non integri.

Si noti che gli elementi da invertire devono avere una ”struttura moltiplicativa” [se infatti due
elementi si invertono, anche il loro prodotto si inverte]. Introduciamo pertanto la seguente definizione.

Definizione 2.1. Sia A un anello c. u. esia S un sottoinsieme di A. S é detto parte moltiplicativa
di A (o insieme moltiplicativo di A) se verifica le due condizioni:
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1es, S-SCS8S.

Lemma 2.2. Sia A un dominio d’integrita ed S una parte moltiplicativa in A, con 0 ¢ S. In
Ax S é definita la seguente relazione ~:

(a,8) ~ (b,t) < at =Dbs, V(a,s), (bt) € AxXS.
Risulta: ~ & una relazione di equivalenza su AxS. Indicata con $ la classe di equivalenza di (a, s)
modulo ~, linsieme quoziente A X S/N e un anello c. u. rispetto alle due operazioni:

b _ at+b b _ ab b
SHE=T = Ve ieAxs/
Dim. Si procede come nella dimostrazione del Lemma 2.1, che ¢ un caso particolare di questo
lemma, con S = A". Sinoti poi che la proprieta transitiva ¢ verificata in quanto 0 ¢ S. Ovviamente
risulta £ = ‘;—z, Vt € S; inoltre si osserva subito che gli elementi neutri rispetto alla somma ed al
prodotto sono rispettivamente 0 = %, Vse S, e 1=2 VseS. Infine, ogni elemento s € S ¢
invertibile in tale anello [infatti s-1 = 1].

Definizione 2.2. Sia A un dominio d’integrita ed S un parte moltiplicativa di A, con 0 & S.
L’anello (AxS/_,+,-) & detto anello delle frazioni di A (rispetto ad S) ed ¢ denotato A [o anche

S7UAJL

Proposizione 2.2. Sia A un dominio d’integrita ed S una sua parte moltiplicativa, con 0 & S.
Risulta:

ACA, CQ(A).
Ne segue che A, é un dominio e Q(A,) = Q(A).

Dim. Sia

f:A— A taleche f(a)=%, Vac A
Ovviamente f ¢ un omomorfismo di anelli. Inoltre f ¢ iniettivo [infatti a € Kerf <= ¢ =0
< as=0,3s€S < a=0 (essendo A integroe s # 0)]. Allora A C A, tramite f. Tale

omomorfismo prende nome di omomorfismo canonico (d’inclusione) di A in A,.

Poiché Q(A) = A, e A" ¢ una parte moltiplicativa di A (contenente S), per dimostrare che
A, CQ(A) basta dimostrare, pitt in generale, il seguente risultato:

Se S, T sono parti moltiplicative di A, con S CT e 0¢ T, allora Iapplicazione
F:A; — A, taleche F($)=1% V%cA,,

S0
¢ un omomorfismo iniettivo di anelli (e quindi immerge A, in A, ).

Dimostriamo tale risultato. F' & ben definita [se ¢ = % in A, allora as’ =a’s, con s,5' € S CT.

Dunque $ = ‘;—,’ in A,]. F &un omomorfismo di anelli (evidente). Infine:
YeKerF <= ¢=01in A, <= at=0,3t€T <= a=0 (essendo t # 0)
e pertanto F' ¢ iniettivo.

L’ultima affermazione segue dall’Osserv. 2.1(v).

Se A & un anello c.u. non integro, la relazione ~ (definita in Lemma 2.2) pud non essere
transitiva. Infatti, se (a,s) ~ (b,t) e (b,t) ~ (¢, r), allora (ar —cs)t =0. Mase ¢ & uno 0O-divisore
di A, non puo essere cancellato e quindi non si pud concludere che ar = ¢s, cioe¢ che (a,s) ~ (¢, 7).

Si puo pero modificare la definizione di ~ in questo modo:

(a,s) ~ (b,t) <= Ju € S tale che (at —bs)u = 0.
Si puo verificare che anche tale nuova relazione ~ e di equivalenza. Che ~ sia riflessiva e simmetrica
¢ ovvio. Verichiamo che ¢ transitiva: sia (a,s) ~ (b,t) e (b,t) ~ (¢,r); esistono u,v € S tali
che atu = bsu e brv = ctv; moltiplicando la prima uguaglianza per vr, la seconda per su e
semplificando, si ottiene arutv = csutv, da cui (a,s) ~ (c,r), essendo utv € S.
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Si noti in particolare che se A ¢ integro e 0 ¢€ S, tale relazione coincide con quella precedentemente
definita.
Resta poi inalterata la definizione di anello delle frazioni A_; ma in generale A Z A_, in quanto
a

I'omomorfismo ”canonico” f: A — A, puo non essere iniettivo [infatti $ =0 <= as=0,3Is € S.
Se perd s € uno 0-divisore (non nullo) associato ad a, allora a #0 e a € Kerf].

Osservazione 2.2. Con la piu generale definizione di relazione ~ sopra definita, non € pili necessario
supporre che 0 € S. In effetti, con tale definizione la proprieta transitiva & sempre verificata. Ma
osserviamo subito che, se 0 € S, allora (a,s) ~ (0,0), V(a,s) € AxS. Cio comporta che A, =0
(anello nullo). Per questo continueremo tacitamente a supporre che 0 ¢ S.

Proposizione 2.3. Sia A un anello c.u. ed S una sua parte moltiplicativa.
Gli ideali di Ag sono tutti e soli della forma: I, = {%, Va €I, Vs € S}, VI ideale di A.
Risulta inoltre: I, = A, <= SNI#A0.

Dim. Sia I un ideale di A. Risulta:

I,—1

s

CI, e AL, CI..

S
Infatti, V<%, % el,,
ideale di A

Viceversa, sia J un ideale di A,. Considerato I’'omomorfismo canonico f: A — A, & noto che
f7'(J) & unideale di A (cfr. Osserv.2.5, Cap.1). Verifichiamo che risulta f~'(J), = J.

Infatti, VZe€J, £=22¢cJ; quindi z€ f '(J) e £€ f '(J)s. Viceversa, VZ e f'(J)g, si

ha: 2 € f7'(J) = 2eJ = 2l=2¢y

z iha: & _ b — at—bs azr _ ar &
Vi€Ag sihar §—3=%2¢€l,, $7 =% €l;. Nesegueche I, ¢un

R

Veniamo all’ultima affermazione. Se I, = A, allora 1 € I, cioe % = %, con x € I; ne segue

che su=2u (Ju € S) ed ovviamente su=zu € INS. Viceversa,se s € INS, allora 1 =2 ¢ I,
cioe I, =A,.

Concludiamo con alcuni semplici esempi di parti moltiplicative in un anello c.u. A.

(1) Per ogni ideale primo p di A, linsieme S = A —§ & una parte moltiplicativa di A [se infatti
a,bc A—p, anche ab € A —p]. Il corrispondente anello di frazioni viene denotato A, .

(2) Per ogni a € A", l'insieme S = {a", Yk > 0} & una parte moltiplicativa di A (verificare).
11 corrispondente anello di frazioni viene denotato A, .

(3) Se Z(A) denota l'insieme degli 0-divisori di A, linsieme S = A — Z(A) ¢ una parte molti-
plicativa di A [se infatti a,b ¢ Z(A), anche ab ¢ Z(A)]. 1l corrispondente anello di frazioni &
chiamato anello totale delle frazioni di A.

(4) Per ogniideale I di A, U'insieme S = 1+ & una parte moltiplicativadi A [se 1+a, 1+b € 141,
allora (1+a)(1+b) =1+ (a+b+ab)cl+1I].

Kk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ook ok ok ok ok

Esercizio 3.2.1. Siano A, B due domini d’integrita e sia f: A — B un omomorfismo iniettivo.
(4) Verificare che f induce un omomorfismo iniettivo F : Q(A) — Q(B).

(i1) Sia S una parte moltiplicativa di A. Verificare che f(S) ¢ una parte moltiplicativa di B e che

J induce un omomorfismo iniettivo F': A, — B, .

Esercizio 3.2.2. Sia A un anello c.u..

(i) Verificare che l'insieme U(A) degli elementi invertibili di A & una parte moltiplicativa di A e

: b)
determinare 1’anello AM( A

(#) Sia S una parte moltiplicativa di A. Verificare che S-U(A) CU(A,).
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(#4) Sia K un campo, A= K[X] e S=A— (X). Verificare che S-U(A) CU(A,).

Esercizio 3.2.3. In Z,, sia S =11, 4,7, 10}.
(@) Verificare che S & una parte moltiplicativa di Z,, e che Pomomorfismo f:Z,, — (Z,,), non &
iniettivo.

(#) Dimostrare che (Z,,)s =2 Z, (campo).

Esercizio 3.2.4. (i) Sia A un anello c.u. e sia p suo ideale primo. Verificare che A, possiede

un unico ideale massimale M [usualmente denotato pA,].
(i) Scelto in Z Dideale primo (2), determinare il campo Z, /, .

Esercizio 3.2.5. (i) Sia S una parte moltiplicativa di un anello c.u. A. Verificare che
Spec(Ag) = {ps, VP € Spec(A) | pNS =0}
(ii) Posto S ={6", Vh >0}, verificare che ogni ideale di Z ¢ principale e determinare Spec(Zy).

(i6) In Z,, sia S = {Eh, Vh > 0}. Determinare Spec((Z,,)s)-

Esercizio 3.2.6. (i) Sia S una parte moltiplicativa di un anello c.u. A. Verificare che Spec(A,)
puo essere immerso in Spec(A).

(i) Se a€ A e S={a", Vh > 0}, verificare che Spec(A,) si identifica ad un aperto di Spec(A)
(rispetto alla topologia di Zariski).

Esercizio 3.2.7. (i) Sia A un anello c.u. esia S;= A — Z(A) l'insieme dei non 0-divisori di A.
Verificare che S, ¢ una parte moltiplicativa di A e che A ¢ un sottoanello di ASO.

(#) Sia S una parte moltiplicativa di A tale che I'omomorfismo canonico sia iniettivo. Verificare
che S C S, [per questo motivo ASO & detto anello totale delle frazioni di A].

(#4) Calcolare (ZIQ)SO.

Esercizio 3.2.8. In Z siano assegnati i numeri primi distinti p,, p,, ...,p,.. Determinare una
parte moltiplicativa S di Z tale che il dominio Z, ammetta come ideali primi non nulli esattamente

(p1)s7 (pg)s7 ) (pn)s :

Esercizio 3.2.9. Sia A un anello c.u. e sia p un suo ideale primo. Dimostrare che
Q) =4,/

[dove pA, ={%, Yacp, Vsc A—p} ¢l'unico ideale massimale di A,, cfr. Esercizio 3.2.4].

p
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3. Domini d’integrita

In questo paragrafo studieremo proprieta legate alla relazione di divisibilita in un dominio, de-
scrivendo tre importanti famiglie di domini d’integrita, incluse 'una nell’altra. Cominciamo dalla piu
vasta.

Definizione 3.1. Sia A un dominio d’integrita. A ¢ detto dominio a fattorizzazione unica (o
dominio fattoriale), abbreviato UFD, se

(i) ogni a € A —U(A) é prodotto di un numero finito di elementi irriducibili di A.

(i) sia a € A" —U(A). Se a=p,..p. =¢q,...q. sono due fattorizzazioni di a come prodotto di
elementi irriducibili, i fattori dell’'una coincidono con quelli dell’altra, a meno dell’ordine e di fattori
invertibili.

Proposizione 3.1. In ogni UFD ogni elemento irriducibile ¢ primo.

Dim. Sia A un UFD. Se a € A & un elemento irriducibile e «a|zy, dobbiamo verificare che a |z
oppure a | Y.

Sia axy = at, con t € A. Assumiamo z, y non invertibili e non nulli (per evitare casi di ovvia
soluzione). Allora z=p,...p, e y=gq,...q. (con p,, ...,p,, q,, ...,q. irriducibili). Essendo quindi

Py Dr Q.- qs = at
ed a irriducibile, dalla condizione (ii) della precedente definizione segue che a coincide (a meno di
un fattore invertibile) con uno dei p, o con uno dei g;. Dunque a ’ T oppure a ‘ Y.

Proposizione 3.2. In ogni UFD esistono il massimo comun divisore (abbr. MCD) ed il minimo
comune multiplo (abbr. mcm) di due elementi.

Dim. Sia A un UFD esiano a, b€ A. Se a, b€ A —U(A), idue elementi ammettono fattorizzazioni
come prodotto finito di elementi irriducibili (o primi). Assumiamo che

n n
a=Ilp", b=IIp",
i=1 i=1
con p,, ...,p, elementi irriducibili e r,, s, > 0. Poniamo:
d:=1]p ", con d, =min{r,,s,}; h:=]][p, ", con D, =max{r,, s,}.
i=1 1=1

Si tratta di provare che i due elementi d, h € A sopra definiti sono rispettivamente MCD e
mem di a, b, cioe verificano le definizioni di MCD e di mcm, che, per comodita del lettore, qui
richiamiamo:

d:= MCD(a,b) < d’Z e ||}

b

La verifica e un semplice esercizio. Si ponga infine:
MCD(a,0) :=a, mem(a,0):=0; MCD(a,u):=1, mem(a,u) :=a, YVuecU(A).

— d'[d]); hi=mem(a,b) <= §lhe [F]0 = n|n].
Nota. MCD(a,b) e mem(a,b) sono definiti a meno di un fattore invertibile (perché lo sono i fattori
irriducibili di a, b).

Importanti esempi di UFD sono Z e K[X], per ogni campo K. Cio segue, come visto nel corso
di Alg. 1, dal teorema fondamentale dell’aritmetica e da un analogo teorema per K[X]. Inoltre si
osserva subito che ogni campo K & (banalmente) un UFD [infatti K° —U(K) = ()]. Un’altra vasta
classe di esempi di UFD discende dal seguente teorema.

Teorema 3.1. Se A éun UFD, A[X] éun UFD.

Il procedimento di induzione forte sul grado, utilizzato in Alg.1 per dimostrare che K[X] & un
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UFD (quando K & un campo), non pud essere utilizzato per dimostrare che A[X] & un UFD (quando
A & un UFD, ma non un campo). Infatti la dimostrazione (per induzione) in K[X] poggia sul fatto
che tutti i polinomi di grado 0 sono invertibili e tutti quelli di grado 1 sono irriducibili, consentendo
cosl la base induttiva, al grado 1; viceversa, in A[X] esistono polinomi di grado 1 (e 0) riducibili.
Per dimostrare il nostro risultato (Teor. 3.1) utilizzeremo invece il lemma ed il teorema di Gauss [gia
studiati in Z[X] e Q[X], cfr. [AA], Cap. 3.3], che sono facilmente estendibili ad A[X] e a Q(A)[X],

come vedremo nell’osservazione che segue.

Osservazione 3.1. Sia A un UFD. Poiché in A ¢ definito il MCD, in analogia a quanto fatto in
Z[X], si definisce il contenuto di ogni polinomio f € A[X]:

c=c(f):=MCD(ay, a,, ...a,), Vf=> a, X € A[X].
Si dice poi che f & primitivo se c(f) € U(A). Si verifica subito che, come avviene in Z[X], ogni
polinomio f € A[X], 0f > 1, si fattorizza in modo unico (a meno di fattori invertibili) nella forma

f=cf., con c=c¢(f) € A e f. primitivo.
Si possono dimostrare (come in Z[X]), il lemma ed il teorema di Gauss. Precisamente:
Lemma di Gauss. Per ogni f, g € A[X]:
(i) se f, g sono primitivi, anche fg é primitivo.
(ii) c(fg) =c(f)c(g) (a meno di fattori invertibili).

Teorema di Gauss. Se f € A[X] éirriducibile in A[X], allora f é irriducibile anche in Q(A)[X].

Infine, per ogni F' € Q(A)[X], posto F = ¢ f, con § € Q(A) e f € A[X] primitivo, risulta:
F & irriducibile in Q(A)[X] <= f ¢ irriducibile in A[X].

Dim. (Teor.3.1). Vanno dimostrate per A[X] le condizioni (i) e (i7) di Def. 3.1.
(i) Sia f e A[X] —U(A[X]).

Se 9f =0, allora f € A" —U(A) [si osservi che U(A) =U(A[X])] e dunque, essendo A un UFD,
f & prodotto di un numero finito di elementi irriducibili in A. Tali elementi sono irriducibili anche
in A[X] [infatti, se a ¢ irriducibile in A e a = gh (in A[X]), allora 9g = Oh =0, cioe g, h € A’;
pertanto g € U(A) = U(A[X]) oppure h € U(A) = U(A[X])].

Sia df > 1. Denotiamo con K il campo dei quozienti di A. Ovviamente A[X] C K[X] e K[X]
¢ un UFD. Allora f puo essere scritto nella forma:
€3 f=1I1P, con P,..P, € K[X], irriducibili in K[X].

i=1

Si tratta allora di verificare che esistono p,, ..., p,, € A[X] polinomi irriducibili ed esiste a € A, tali

m
che f=al]]p, Fattorizzando poi a (in A), si ottiene una fattorizzazione di f richiesta.
i=1

Possiamo porre (cfr. Osserv.3.1) P, = Z— p,, con p, polinomio primitivo ed irriducibile in A[X].

La (%) si riscrive quindi nella forma:

m a. m . m m m
focf. =115 Tp, dacui o(fT0)f. = (1Ta) (ITp):
i=1 ¢ =1 i=1 i=1 i=1
m
Dal lemma di Gauss, p, € primitivo. Pertanto i contenuti dei due polinomi coincidono (a meno
i=1
di un fattore invertibile), cioe
m m
c(I1b,) =u Il a,, con ueclU(A).
i=1 i=1

=3 T

m
Semplificando si ottiene: f, =1 []p, edunque f=a []p,, con a(=u 'c) € A, come richiesto.

1 i=1

(2

(it) Supponiamo che f € A[X], con Jf > 1, ammetta le due seguenti fattorizzazioni:

m l
ayea, TIp, = f=b,b. 1 a,
i=1 j=1
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dove gli a,, b, sono elementi irriducibili in A ed i polinomi p,, ¢, sono irriducibili e primitivi in
A[X]. Passando ai contenuti si ottiene (a meno di un fattore invertibile):
a,..a, =b..0b,.
Dunque, essendo A un UFD, gli a, coincidono con i b, (a meno dell’ordine e di fattori invertibili).
m l
Semplificando le due fattorizzazioni di f, si ottiene: ] p, =u [] ¢, (con u € U(A)). In base al
i=1 j=1
teorema di Gauss, i p, edi ¢, sono polinomi irriducibili anche in K[X]. Dunque (essendo K[X]
un UFD) tali polinomi coincidono, a meno dell’ordine e di un fattore invertibile [contenuto in K e
quindi, essendo primitivi, in A].

Corollario 3.1. Se A éun UFD, per ogni n > 1 gli anelli A[X,, ..., X,] sono UFD.

Dim. Basta osservare che A[X,, ..., X,] = A[X][X,]...[X.] ed applicare ripetutamente il Teor. 3.1

Segnaliamo chese A ¢ un UFD ed S & una parte moltiplicativa di A, con 0 ¢ S, si puo dimostrare
che anche I'anello delle frazioni A, & un UFD (cfr. Esercizio 3.3.2).

Completiamo il nostro studio sugli UFD con un esempio di dominio d’integrita non UFD. A tale
scopo & necessario ricordare alcune nozioni sugli anelli quadratici Z[v/d].

Osservazione 3.2. Sia X” —d € Z[X] un polinomio irriducibile (su Z). Come gia osservato
in Osserv. 2.1(i), l'anello quadratico Z[v/d] & un dominio contenuto in C e contenente Z, il cui
campo dei quozienti & Q(v/d). Per ogni z = a + bvd € Z[v/d] sono definiti:
Z=a—bVd (coniugato di 2); N(2)=z2Z=a"—db’€ Z (norma di z).
Si verifica con semplici calcoli che
75 =757 ¢ N(z,2,)=N(2)N(z,), Yz, 2 € Z[Vd].
Se d <0, N(z) coincide con 'usuale norma in C e risulta A'(z) > 0. Se invece d >0, N(z) puo
anche essere negativa e non va confusa con la norma in C. Verifichiamo poi che, in ogni caso,
N(Ez)=0 < z=0.
L’implicazione (<=) & ovvia. Dimostriamo (=). Sia z € Z[V/d] tale che N(z) = 2Z = 0. Poiché
Z[v/d] ¢ integro, allora z = 0 oppure Z = 0, ma in tal caso ovviamente anche z = 0. Dunque
z=0.
Risulta subito:
2 €UZIVA])) = N(z) = +1.
Infatti, se zw = 1, allora 1 = M(2) N (w) e quindi N(z) = +1. Viceversa, se N (z) = 27 = +1,
allora ™' = 47 € Z[Vd] e dunque z € U(Z[Vd]).

In particolare, se d = —1, U(Z[i]) = {1, +i}; se invece d < —2, U(Z[Vd]) = {£1} [infatti
a>—db’ =1 <= da =1,b=0. Seinvece d > 0, la determinazione di U(Z[Vd]) & pil
complicata. Ad esempio si verifica subito che U(Z[v/5]) contiene (oltre a +1) anche gli elementi
+2 4+ /5, 49+ 41/5 e tutte le rispettive potenze (£2+ \/S)k, (+9 + 4\/5)'“, Yk >0.

Infine, dalle considerazioni precedenti segue subito che

se N(z) ¢ primo (anche negativo), z ¢ irriducibile.
Se infatti z = 2,2, e N(2) = p primo (anche negativo), allora N'(z,)N(z,) = p. Dunque, ad
esempio, N(z,) = +1 e quindi z, € U(Z[Vd]).

Proposizione 3.3. Z[v/—5] non é un UFD.

Dim. Ricordato che in un UFD ogni elemento irriducibile & primo, basta verificare che in Z[y/—5]
I'elemento z =1+ /=5 & irriducibile ma non primo.

Verifichiamo che z = 1+ +/—5 ¢ irriducibile. Sia z = waw, Allora 6 = N (2) = N (w,)N (w,).
Se dimostriamo che AN (w,) # 2 (oppure N(w,) # 3), allora risulta necessariamente N (w,) =1, 6
e N(w,) =6,1: dunque w, € U(Z[V/—=5]) oppure w, € U(Z[/=5]), cioe la fattorizzazione di 2
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& banale. Per assurdo, sia N(w,) =2 [oppure = 3]. Posto w, = a + by/—5, allora a’+ 5b" = 2
[oppure = 3]. Ma tale equazioni non ammettono soluzioni in Z: assurdo.

Proviamo ora che z =1+ +/—5 non ¢ primo. Poiché =z | zZ = 6 = 2-3, sara sufficiente verificare

che z f2 e z J3. Per assurdo, z|2. Allora 2= (1++/=5)(a+by/=5) =a—5b+ (a+ b)v—5,
con a,be Z. Quindi

{a=5b=2, a+b=0, ciot 6a=2: assurdo (in Z).

In modo analogo si verifica che z J(3.

Nota. Per dimostrare che z non & primo in Z[v/—5] si pud anche verificare che Z[\/—5]/(Z) =7,

Poiché Z[i] & un quoziente di Z[X], il risultato appena dimostrato fornisce un esempio di un UFD
un cui quoziente, modulo un ideale primo, non ¢ UFD. Dunque la proprieta UFD ”non passa al
quoziente”.

Introduciamo ora un’altra famiglia di domini d’integrita. Come subito vedremo, & una sottofamiglia
degli UFD.

Definizione 3.2. Sia A un dominio. A é detto dominio a ideali principali, abbreviato PID, se
ogni ideale I di A é principale, cioé I = (a), Ja € A. [PID & abbreviazione di ”Principal Ideal
Domain”).

Conosciamo gia almeno quattro esempi di PID: Z, K, K[X] e Z[i]. Non sono invece PID altri
UFD gia incontrati, come Z[X]| e K[X,, ... X,], Vn > 2. Infatti, ad esempio l'ideale (X,2) non &
principale in Z[X] e (X,, ..., X,) nonlo & in K[X,, ..., X,].

Teorema 3.2. Ogni PID é un UFD.
Premettiamo alla dimostrazione il seguente lemma.

Lemma 3.1. Sia A un PID esia a € A" —U(A). Risulta:

a & un elemento irriducibile in A <= (a) & un ideale massimale di A.

Dim. (=). Sia a irriducibile e sia I un ideale tale che (a) C I C A. Essendo A un PID,
I'=(b),dbe A. Allora a=bc, ¢ € A. Poiché a & irriducibile, allora b € U(A) oppure ¢ € U(A).
Se b e U(A), I = A. Se ¢ € U(A) (con cd = 1), allora b = bed = ad, cioe b € (a); quindi
(b) = (a), cioe I =(a). Dunque (a) & massimale.

(«<=). Sia (a) massimale. Allora (a) ¢ primo e dunque a ¢ un elemento primo di A. Quindi a ¢
un elemento irriducibile di A (cfr. Osserv. 1.3).

Nota. Ogni elemento irriducibile contenuto in un ideale massimale € un generatore di tale ideale.

Dim. (Teor.3.2). Si tratta di verificare le condizioni (i) e (4) di Def. 3.1.

(i) Sia a € A" —U(A). Poiché (a) C A, esiste un ideale massimale (necessariamente principale) (q,)
tale che (a) C (¢q,). In base al Lemma 3.1, ¢, ¢ irriducibile. Sia a =a,q, [e quindi (a) C (a,)].

Se a, € U(A), la fattorizzazione di a ¢ del tipo richiesto e la (i) & dimostrata. Sia invece a, & U(A).
Risulta allora (a) C (a,) C A [sinoti che se fosse (a) = (a,), allora a = a,u, con v € U(A) e quindi
u=q,: assurdo]. Poiché (a,) C A, esiste un ideale massimale (g,) tale che (a,) C (g,). L’elemento
q, ¢ irriducibile e a, = a,q,, da cui a =a,q,q,. Se a, € U(A), la richiesta fattorizzazione di a ¢
ottenuta; se invece a, € U(A), allora [come sopra] (a,) C (a,) C A. Iterando il procedimento, si
ottiene una catena di ideali:

(a) C (a,) C (ay) C (ay) C ...
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Per ottenere la fattorizzazione di a richiesta, basta dimostrare che tale catena, dopo un numero finito
di inclusioni proprie, si stabilizza, cioe

(%) (@) .. C(a,_,)C(a,)=1(a,,)="(a,)= .., FteN.
Si ponga infatti I = |J(a,). Si verifica facilmente che I & un ideale. Quindi, per ipotesi,
i>1
I =(b),3dbe A. Allora b € (a,), 3t € N. Pertanto (b) C (a,) € (a,.,) € ... € (b), da cui
(a,) = (a,.,) = ..., come richiesto.
Se (a,) = (a,,,), allora a, € U(A) [altrimenti si avrebbe a, = a,,,q,,,, a,,, = a,v e quindi

vq,, =1, con ¢, irriducibile: assurdo]. Dunque a = a, q,...¢q, ¢ la fattorizzazione cercata.
(i4) Siano
a=7p, ..p, =q,...q. (con r<3s)

due fattorizzazioni di @ € A come prodotto di elementi irriducibili. In un PID ogni elemento
iriducibile & primo (cfr. Lemma 3.1). Allora, poiché p, | q,..-qs € p, e primo, p, divide un fattore
q,; per semplicita assumiamo che p, | q,- Allora p,, g, sono associati, cio¢ ¢, = p,u,, con u, € U(A)
[infatti sono irriducibili]. Semplificando: p,...p, = u,¢,...¢q.. Procedendo in modo analogo, p, | q,
(ad esempio) e ¢, = pyu,, con u, € U(A), ecc.. Essendo r <s, 1 =wu,u,...u, ...q,. Ne segue che
r = s e quindi i fattori delle due fattorizzazioni coincidono a meno dell’ordine (e di fattori invertibili).

Osservazione 3.3. Dal Lemma 3.1 discende subito che in un PID ogni ideale primo non nullo &
massimale [infatti, se (a) & un ideale primo non nullo, allora a € A" —U(A) ed a & un elemento
primo; dunque a ¢ irriducibile e quindi (dal Lemma 3.1) (a) ¢ massimale]. Vale anzi il seguente
risultato (che non dimostriamo): per ogni dominio d’integrita A,

A éun PID <= A ¢é un UFD ed ogni suo ideale primo non nullo & massimale.
Come applicazione dei risultati di questo e dei precedenti paragrafi dimostriamo il seguente fatto.

Proposizione 3.4. Per ogni campo K, I'anello quoziente K[X,Y é un PID.

]/(nyl)

Dim. Posto A= K[X,Y] / (XY 1)’ dimostreremo che tale anello e isomorfo ad un anello di frazioni

di K[X]. Poiché K[X] & un PID e la proprieta di essere PID passa ovviamente agli anelli di frazioni
(cfr. Prop.2.3), allora A & un PID.
Posto S ={X", Vn € N}, proveremo che
K[X, Y]/ yy_y) = KIX]

5
Allo scopo consideriamo ’applicazione
¢ : K[X,Y] — K[X], tale che ®(F)=F(X, %), VFe KXY
Lasciamo al lettore la verifica che ® & un omomorfismo suriettivo di anelli. In base al TFO, per
concludere basta provare che Ker® = (XY —1). L’inclusione (D) & ovvia. Viceversa, si scelga

F € Ker®. Osservato che nell’anello K(X)[Y] & possibile eseguire la divisione con resto, dividiamo
F per XY —1. Otteniamo:

F=(XY-1)Q+R, con R, Q=523 e K(X)[Y] e 0,R<1.

Pertanto R € K(X) e, dal fatto che 0= F(X, +) =0Q+ R, segue che R =0. Quindiin K[X,Y]
siha: FG= (XY —1)H. Dunque (XY —1)|FG.

Il polinomio XY —1 & evidentemente irriducibile in K[X,Y] e dunque & primo (in quanto K[X,Y]
¢ un UFD). Poiché XY —1 YG, allora XY —1 ‘ F, cioe F € (XY —1), come richiesto.

S

Vogliamo ora descrivere una famiglia ancor piu ristretta di domini: quelli in cui ¢ definita una
divisione con resto (o euclidea). Tali domini, detti domini euclidei, sono, come vedremo, PID.

Dal corso di Alg. 1, sono noti i seguenti domini euclidei: Z, K[X], Z[i]. Infatti & noto che:
(1) Va,beZ, b#0, A (q,r) € Zx Z taleche a=bg+r, 0 <r < |b;
(2) Vf,ge K[X],g#0, 3 (q,r) € K[X]x K[X] tale che f=gq+r, Or <dg oppure r = 0;
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(8) Vz,weZi],w#0, I(q,r) € Z[i|x Z[i] tale che z=wq+r, N(r) <N (w).

Come si vede, in questi tre esempi &€ comune l'esistenza di una funzione definita su A ed a valori
in N, che ”valuta il resto inferiore al divisore”. Si tratta rispettivamente del valore assoluto in Z,
del grado in K[X] e della norma in Z[i]. Denoteremo in generale con v tale funzione. Nei tre casi
sopra esposti si puo facilmente verificare che v(ab) > v(a), Va,b € A. Inoltre si noti che nel caso
(2) la funzione v [cioe J] non ¢ definita in 0 [polinomio nullo], mentre nel caso (3) ¢ ed r non sono
unici. Con queste premesse arriviamo alla definizione ”astratta” di dominio euclideo.

Definizione 3.3. Sia A un dominio. A é detto dominio euclideo, abbreviato ED, se esiste una
funzione v: A" — N tale che

(1) v(ab) >wv(a), Va,be A
(i) Ya,be A, b#0, 3(q,r) € AxA tale che a=bg+r e r =0 oppure v(r) < v(b).

La funzione v viene talvolta detta wvalutazione euclidea su A o anche funzione d’innesco dell’algo-
ritmo euclideo su A.

Osservazione 3.4. (i) Un dominio euclideo puo essere dotato di differenti valutazioni euclidee.
Ad esempio si noti che

v':Z — N tale che v'(a) =d’, Ya € Z,
¢ un’altra valutazione euclidea su Z [verificare].
(#) Dalla (¢) di Def. 3.3 segue subito che v(1) <wv(a), Va € A". Inoltre si ha, Va € A":
ac€U(A) <= v(a) =v(1).
Infatti, se a € U(A) e ab =1, allora v(1) = v(ab) > v(a) > v(1) e quindi v(a) = v(1). Viceversa,
sia 1 =ag+r, con r =0 oppure v(r) < v(a). Poiche v(a) =wv(1) < v(r), necessariamente r =0 e

quindi a € U(A).
(ii1) Ogni campo K ¢ un ED. Infatti si osserva subito che, Va,b € K, b# 0 risulta a = bg+0, con

q = %. In altri termini in un campo la divisione con resto c’¢ ed ha sempre resto nullo! Si puo porre

v: K — N tale che v(c)=1, Vece K".

v € una valutazione euclidea su K. Si verifica facilmente che le valutazioni euclidee su K sono tutte
e sole le funzioni costanti (non nulle) da K* ad N. [Sia infatti v una valutazione euclidea di K e,
per assurdo, 3a € K~ tale che v(a) > v(1). Allora v(1) < v(a) <wv(aa ') =wv(1): assurdo].
(iv) In ogni ED esiste I’algoritmo euclideo delle divisioni successive. Infatti, Va,be€ A’, si ha:

a=bg,+r, con v(r,) <ov(b),

b=rq,+1, con v(r,) <v(r),

T, =T,¢;+ T, con 'U(Ts) < U(Q)v

La successione {v(r,)} & strettamente decrescente in N. Pertanto, dopo un numero finito di passi,
I’algoritmo termina con un resto nullo, cioe con

Tt =Tndpyy + 0.

Proposizione 3.5. Ogni ED é un PID.

Dim. Sia A un ED, con valutazione euclidea v, e sia I un ideale non nullo di A. Dimostreremo
che I e principale, generato da un suo elemento di valutazione minima.

Sia S := {v(z), YVa € I'}. S & un sottoinsieme non vuoto di N e quindi ha un minimo. Sia
tale minimo s, = v(z,) [z, € I'|. Evidentemente (z,) C I. Viceversa, Vz € I, dalla (i) di
Def. 3.3 segue che esistono ¢, r € A tali che x =z, +r, con r =0 oppure v(r) < v(z,). Poiché
r=x—x,q € I, dalla minimalita di v(z,) segue che r =0. Pertanto z = z,q € (z,).

Osservazione 3.5. Dalla proposizione ora dimostrata e dalla Prop. 3.1 segue in particolare che in
ogni ED ¢ definito il MCD (ed il mem) di due elementi. Per calcolarlo si puo utilizzare (come si
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fa per Z) l’algoritmo euclideo delle divisioni successive, sfruttando il seguente semplice risultato:

Sia A un ED e siano a,b € A, b#0. Se a =bg+r, con r =0 oppure v(r) < v(b), allora
MCD(a,b) = MCD(b,r) (a meno di un fattore invertibile).

Infatti, posto d := MCD(a,b), d, := MCD(b,r), risulta:

d‘z — dla—bg=1 — d‘ff — d|d; d, :f = d|bgtr=a = 4|} = d]d
Dunque d =d, (a meno di un fattore invertibile). Ne segue (con le notazioni di Osserv. 3.4(iv)) che

MCD(a,b) = MCD(b,r,) = ... =MCD(r, _,,r,) =MCD(r,,0) =r,,

cioe MCD(a,b) = r,. Infine, rimontando dall’ultima espressione dell’algoritmo euclideo alla prima,
si ottiene un’identita di Bézout, del tipo r, = ax + by.

Concludiamo con due domande che dovremmo porci:
- esiste un PID non ED? - quali esempi di ED esistono, diversi da quelli sopra considerati ?

Si ottengono risposte a queste domande nell’ambito della teoria algebrica dei numeri. Ci limitiamo
qui a citare alcuni risultati. Premettiamo un lemma, lasciato per esercizio (cfr. Esercizio 3.3.11).

N

1+

Lemma 3.2. Sia d € Z tale che d =1 (mod 4) e d non quadrato perfetto. Posto w, := =55

e d—1=4s (s € Z), risulta che w, & zero del polinomio f = X*— X — s € Z|[X|, irriducibile in
Z[X]. Ne segue che

Z[X}/(f) ~“{a+bw,, Ya,beZ} :=2Zw,]

¢ un dominio d’integrita, contenente Z[v/d] ed avente per campo dei quozienti Q(v/d).

Nota. 11 ”prototipo” degli Zw,] & Z[w,]. Tale anello ¢ stato utilizzato da Dirichlet e Legendre per
dimostrare (nel 1825) 1'Ultimo Teorema di Fermat per n =5, cioe: l'equazione X'+ Y’ = Z° non
ha soluzioni intere positive. [Si noti che w, ¢ il numero d’oro (cfr. Cap.4, Def. 4.3)].

I primi esempi di PID non ED sono stati trovati tra i domini Z[w, ]. Il pitt semplice (individuato
gia da Dedekind) ¢ Z[w_,,]. Altri esempi sono i domini Z[w, ], con d = —163, —67, —43, 53, 61, 69,
77,89, ecc. ed i domini Z[Vd], con d = 14, 22, 23, 31, 38, ecc..

Nella prima meta del 1900, con il contributo di vari matematici, sono stati individuati tutti e soli
gli interi d per cui Z[w, | ¢ un ED (con valutazione euclidea data dal modulo della norma). Si tatta
dei domini:

Zlw,], con d=—11, -7, =3, 5, 13, 17, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73.
Relativamente agli Z[v/d], sono ED (sempre rispetto al modulo della norma) i seguenti domini:
Z[\Vd], con d=-2,-1,2,3,6,7, 11, 19,
mentre non sono ED tutti i domini Z[v/d], con d < —3 (cfr. Eserc. 3.3.7).
Pitt complicato, con varie questioni tuttora aperte, € il problema della determinazione dei PID tra

i domini Z[Vd] e Z[w, .

Nota. Si osservi che il termine ”ideale” & nato nello studio di tali anelli, precisamente quando
E.Kummer (nel 1844), scelti in A (= Z[Vd] o Z[w,]) una coppia di elementi z, w privi di MCD,
chiamd “numero ideale” 1'insieme di numeri zA + wA [cioe I'ideale (z, w) di A].

Kk ok ok ook sk sk k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Esercizio 3.3.1. Dimostrare che ogni dominio d’integrita finito € un campo.

Esercizio 3.3.2. Dimostrare che se A ¢ un UFD e se S & una parte moltiplicativa di A, con
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0 € S, anche 'anello delle frazioni A, e un UFD.

Esercizio 3.3.3. (i) Posto I = (X"+Y?) C Z|[X,Y], verificare che I & primo.
(it) Determinare un ideale massimale di Z[X,Y] contenente I.

(#3) Rispondere alle precedenti domande assumendo I C R[X,Y].

Esercizio 3.3.4. (i) Verificare che in Z[v/2] i due elementi z = 1 — /2, w = 7+ 52 sono
invertibili e calcolarne I'inverso.

(ii) Verificare che U(Z[/2]) & un gruppo infinito non ciclico.
(iii) Verificare che 1+ 2v/2 & un elemento primo di Z[v/2].

(iv) Verificare che I’elemento 2 non & irriducibile in Z[/2].

Esercizio 3.3.5. In Z[/2] fattorizzare gli interi primi 2, 3, 5, 7 come prodotto di elementi ir-
riducibili di Z[v/2].

Esercizio 3.3.6. Sono assegnati in Z[v/—5] i due elementi z, =9, z,=3(2++/-5).
(i) Determinare i divisori comuni di z,, z,. () Verificare se tali divisori sono elementi primi.
(#ii) Verificare che non esiste MCD(z,, z,).

Esercizio 3.3.7. Sia d un intero < —3. (i) Verificare che 2 non & primo in Z[V/d].
(ii) Verificare che 2 & irriducibile in Z[v/d]. (i) Confrontare (i) e (ii) con la Prop. 3.3.

Esercizio 3.3.8. In Z[\/6] fattorizzare z = 4 + /6 come prodotto di elementi irriducibili.

Esercizio 3.3.9. Fattorizzare in Z[y/—2] i tre elementi 2, 3, z = 2 4+ v/—2, come prodotto di
fattori iriducibili.

Esercizio 3.3.10. Sia A un dominio e siano a,b,c € A.

(4) Verificare che se (a,b) = (¢), allora ¢ = MCD(a,b).

(i) Se esiste MCD(a,b) =:d, & vero che (a,b) = (d)?
Suggerimento. Considerare in Z[v/—3] gli elementi 2, 1+ /—3.

Esercizio 3.3.11. Dimostrare il Lemma 3.2.

Esercizio 3.3.12. Sia A un ED e v una sua valutazione euclidea. Scelti a,b € A’, dimostrare
che:

(i) v(ab) =v(a) <= beU(A).
(i) v(ab) = maz{v(a),v(b)} < a € U(A) oppure bec U(A).

Esercizio 3.3.13. E noto che Z[v/2] ¢ un ED (rispetto al valore assoluto della norma). Scelti
z2=10+3Vv2, w=1+2V2 € Z[V2]:

(i) Calcolare quoziente e resto della divisione euclidea di z per w. [Suggerimento. Procedere come
visto in Z[i], cfr. [AA] pag.126].

(#) Con lalgoritmo euclideo delle divisioni successive, verificare che MCD(z,w) =1 e determinare
un’identita di Bézout relativa a z, w.
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). Caratteristica di un anello

Sia A un anello commutativo unitario. Denotata con 1, la sua unita, ¢ definita I’applicazione
f:Z— A taleche f(n)=nl,, VneZ,

[con nl1, =1,+ ... +1, (n volte),se n >0, 01, =0,, nl, = —(|n|1,), se n < 0]. Si verifica
subito che f & un omomorfismo di anelli e che trasforma 'unitd 1 di Z in 1, [o, come si dice, che
f & un omomorfismo unitario].

Imf={nl,, Vn e Z} ¢ un sottoanello di A ed ovviamente ¢ il pilt piccolo sottoanello unitario
di A; viene anche chiamato sottoanello fondamentale di A e denotato F,. 1l nucleo Kerf =
{neZ: nl, =0,} ¢unideale di Z e quindi ¢ principale; porremo Kerf = (c¢), con ¢ > 0.

Definizione 4.1. Sia A un anello c.u. esia f:Z — A I'omomorfismo sopra considerato. Si
dice che A ha caratteristica c [e si scrive car(A) =c] se Kerf = (c), con ¢ > 0.

Dal TFO, F, = Z/(C). Ne segue:
F, >2Z, se car(A) =0; F, >2Z. se car(A)=c>2.
[Sinoti che car(A) =1 <= Kerf=2Z < f=0 < 1,=0, < A=0 (anello nullo)].
Si verifica immediatamente che car(Z,) = n e che car(Z) = 0. Si noti inoltre che ogni anello
c.u. di caratteristica 0 ¢ infinito [in quanto contiene Z, a meno di isomorfismi]. Ne segue che ogni
anello c.u. finito ha caratteristica > 0. Tale risultato non si inverte: esistono anelli infiniti di

caratteristica positiva. Infatti, come subito seguira dalla Prop.4.1(4), Z,.[X] ¢ un anello infinito,
con car(Z,[X])=n, Vn>2.

Proposizione 4.1. (i) Sia ¢ : A — B un omomorfismo iniettivo ed unitario di anelli c. u.. Risulta:
car(A) = car(B).
(ii) Per ogni anello c.u. A, risulta: car(A) = car(A[X]).

Dim. (i) Si consideri il diagramma:

N

A%B

con f(n)=mnl,, f'(n)=nl,, VneZ.
Poiché ¢(1,) =1, risulta allora @of = f' [infatti (¢of)(n) =p(nl,)=ne(l,)=nl, = f'(n).
Poiché ¢ ¢ iniettiva, Ker(pof) = Kerf. Ne segue che Kerf' = Kerf, cio¢ car(B) = car(A).

(it) Basta utilizzare (i) ed osservare che linclusione canonica i : A — A[X] & un omomorfismo
iniettivo unitario.

Proposizione 4.2. Sia A un anello c. u. di caratteristica ¢ > 0. Risulta:

¢ é il minimo intero positivo tale che cx =0, Vx € A.

Dim. Sia car(A) =c¢ > 0. Poiché Kerf = (¢), ¢ ¢ il minimo intero positivo in Kerf, cioe tale
che ¢l1, =0. Perogni = € A, risulta: cx =¢(1, ) =(cl,)x =02z =0. Siapoi ¢ >0 tale che
dx=0, Vx € A. In particolare ¢/1, =0 e dunque ¢ > c.

Nota. Se car(A) =0, 0 & l'unico intero ¢ tale che cx =0, Vo € A [infatti da cx =0, Vo € A,
segue che ¢1, =0 e quindi ¢ € Kerf = (0)].

Proposizione 4.3. Sia A un dominio d’integrita. Se car(A) > 2, car(A) é un primo p. Ne
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segue che F, =2 Z,.

Dim. Sia car(A) =¢>2. Sia c¢=c¢,¢, con 1<¢, ¢, <c. Risulta:

0, =cl, = (clcz)lA = (01 ]‘A)(c2]‘A)'
Essendo A integro, uno dei due fattori ¢ nullo, ad esempio ¢, 1, = 0. Ne segue che ¢, = ¢ [e quindi
¢, = 1]. Allora la fattorizzazione di ¢ & banale e quindi ¢ & un numero primo.

Se K & un campo, ha caratteristica 0 oppure p (primo). Il sottoanello fondamentale F,. & un
dominio (in quanto sottoanello di un campo). Sia Q(FK) il suo campo dei quozienti. Ovviamente
Q(F,) € K (ameno di isomorfismi). Dai risultati precedenti:

F_>2Z, se car(K)=0; F,_>27, se car(K)=p>2.
Ne segue:
Q(FK)%Q, se car(K) = 0; Q(Fk)gzl,7 se car(K)=p>2.
Il campo Q(F,.) ¢ detto sottocampo fondamentale di K [o sottocampo primo di K] ed & usualmente
denotato K,. Abbiamo dimostrato che ogni campo K contiene (a meno di isomorfismi)
Q, se car(K)=0; Z,, se car(K)=p>2.

Osservazione 4.3. (i) Il sottocampo fondamentale K, ¢ Iintersezione di tutti i sottocampi di K
(cioe il pit piccolo sottocampo di K).

Se infatti L C K ed L ¢ un campo, allora 1, € L e quindi F,, C L. Allora K, = Q(FK) C L.
(i) Se H, K sono campi ed esiste un omomorfismo non nullo ¢ : H — K, allora car(H) = car(K).

Basta verificare che ¢ & unitario ed iniettivo ed applicare la Prop.4.1(3). Sia infatti ¢(1,,) = a,
con a # 0 (essendo ¢ mnon nullo). Allora a = ¢(1, -1,) = ¢(1,)¢(l,) = a” e quindi a = 1,..
Inoltre, poiché Kery & un ideale di H e Kerg # H (essendo ¢ non nullo), allora Kere = {0},
cioe ¢ e iniettivo.

kK ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok

Esercizio 3.4.1. Sia K un campo di caratteristica p > 0. Verificare che I'applicazione
¢: K — K tale che ¢(a)=a", Vae€K,

¢ un omomorfismo iniettivo di anelli. Se K ¢ finito, verificare che ¢ € un automorfismo di K. Tale
automorfismo & detto automorfismo di Frobenius di K.

Esercizio 3.4.2. Siano A, B anelli commutativi unitari, entrambi di caratteristica positiva. De-
terminare la caratteristica del prodotto diretto Ax B.

Esercizio 3.4.3. Sia ¢ : A — B un omomorfismo unitario di anelli commutativi unitari. Verificare
che car(B)|car(A).

Esercizio 3.4.4. Sia A un anello commutativo unitario.

(i) Indicato con A, Tanello totale delle frazioni di A, verificare che car(ASD) = car(A).

(#) Determinare un esempio di parte moltiplicativa S di A tale che car(A,) # car(A).

Esercizio 3.4.5. Ogni anello commutativo unitario A contiene, come sottoanello unitario, al piu
un solo anello Z,, n > 2.



Capitolo 4

ELEMENTI DI TEORIA DEI CAMPI

1. Estenstoni di campi

Siano K, L due campi. L’applicazione nulla 0 : K — L [tale che 0(c) = 0, V¢ € K] ¢ un
omomorfismo di anelli, detto omomorfismo banale. Ogni altro eventuale omomorfismo ¢ : K — L &
iniettivo [infatti, essendo Kere un ideale di K e Kerp # K (perché ¢ #0), allora Kerp = {0}].
Dunque, a meno di isomorfismi, ¢ identifica K ad un sottocampo di L [cioe¢ la sua immagine

Im g = ¢(K)|.

Definizione 1.1. Siano K, L due campi. Se K & un ”sottocampo” [cioé un sottoanello che é un
campo] di L, diremo che K C L & un’estensione di campi, ovvero che L ¢& un’estensione di K.
[Talora ¢ usato il termine ampliamento come sinonimo di estensione].

Come osservato sopra, ogni omomorfismo non banale di campi ¢ : K — L determina ’estensione
di campi ¢(K) C L. Viceversa, un’estensione di campi K C L definisce 'omomorfismo canonico
d’inclusione (non banale) i : K < L. Pertanto ¢ lecito generalizzare la definizione precedente come
segue.

Definizione 1.1°. Sichiama estensione di campi ogni omomorfismo non banale di campi ¢ : K — L.

Tale generalizzazione si rendera necessaria per alcuni risultati dei prossimi paragrafi. Ma, dove
possibile, indicheremo un’estensione di campi nella forma K C L, piuttosto che ¢ : K — L.

Definizione 1.2. Siano K C L e K C L due estensioni di campi, a partire da uno stesso campo
K. Un omomorfismo di campi F : L — L & detto K-omomorfismo se risulta F(c) =¢, Yece K
(cioé se F fissa tutti gli elementi di K). In altri termini, F' é un K-omomorfismo se ¢ commutativo
il seguente diagramma di omomorfismi:

LL
Vo

_—

Nt
BN

ovvero Foi =701, [infatti (Foi)(c) = F(c), (i-1,)(c)=¢, Ye € K. Scriveremo (impropriamente)
tale relazione nella forma F), =1,]. Ogni K-omomorfismo é ovviamente non banale (e dunque é
un’estensione di campi). Infine si chiama K-isomorfismo ogni K-omomorfismo biiettivo.

Osservazione 1.1. (i) Se le due estensioni sono definite dagli omomorfismi non banali ¢ : K — L
e ¢: K — L, un omomorfismo F :L — L & detto K-omomorfismo se Fop =@ [= @o1,].

(ii) Se F:L — L & un omomorfismo non banale di campi, in base all’Osserv. 4.3 del Cap. 3 risulta
car(L) = car(L) e quindi L, L hanno (a meno di isomorfismi) lo stesso sottocampo fondamentale
K. Si osserva subito allora che F' & un K, -omomorfismo [infatti, Vn € Z, F(nl) =nF(1)=nl
e quindi F(c)=¢, Vce K,|.

(ii1) La definizione di K-omomorfismo si estende inalterata al caso di due anelli contenenti un campo
K.

Definizione 1.3. Siano ¢ : K — L e ¢ : K — L due estensioni di campi. Tali estensioni sono

dette isomorfe se esistono due isomorfismi di campi f: K — K, F:L — L, tali che Fop=¢of,
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cioé tali che sia commutativo il seguente diagramma di omomorfismi:

AS)
N ——
Nz%b«r
A

Nota. Si verifica facilmente che la relazione di isomorfismo tra estensioni di campi € una relazione di
equivalenza nell’insieme delle estensioni di campi.

Data un’estensione di campi K C L (ovvero, pilt generalmente, un omomorfismo non banale
¢ : K — L), L & dotato in modo naturale di struttura di K-spazio vettoriale. Infatti (L,+) & un
gruppo abeliano ed & definita la seguente moltiplicazione scalare

LxK — L tale che (¢,c) — fc [ovvero ({,¢) — Lo(c)], VL€ L, Yce K.

La verifica degli assiomi di spazio vettoriale € un semplice esercizio.

Definizione 1.4. Si chiama grado dell’estensione K C L la dimensione dim, L di L come K-
spazio vettoriale. Il grado di K C L verra denotato [L : K]. Un’estensione K C L é detta finita
se [L: K] < oo.

Esempi 1.1. (i) [C:R]=2. Infatti ad esempio {1, i} ¢ una base di C' come R-spazio vettoriale.
(i) [K(X): K] = co. Infatti, Vn € N, gli n+ 1 polinomi 1, X, X* .. X" (in K(X)) sono
K-linearmente indipendenti [cio¢ > a,X' =0 = a,= ... = a, =0]. Dunque [K(X): K] > n,

i=0
Vn €N, e quindi [K(X): K] = oc.

(i) [L:K]=1 <= K =L (ameno di isomorfismi). Infatti [L: K] =1 <= {1} ¢ una base di
L su K < K =1L.

(iv) Siano K C L e K C L due estensioni isomorfe (con isomorfismi f: K — K e¢ F: L — L).
Allora [L : K] = [L : K]. Infatti si verifica subito che se {{,},., ¢ una base di L su K, allora

{F(¢,)},., ¢unabasedi L su K.

1€l

Proposizione 1.1. Sia K un campo finito. Allora |K|=p", con p primoe n > 1.

Dim. Essendo K finito, il suo sottocampo fondamentale K, ¢ isomorfo a Z, (p primo). Ovvia-

mente [K :Z,] <oo. Se [K:Z,]=n e {a, ..,a,} &una base di K su Z,, ogni elemento di
K si scrive in modo unico come combinazione lineare di «y, ..., «,, a coeflicienti in Z,. Pertanto
K| =p".

La seguente proprieta, nota col nome di moltiplicativita del grado, permette di calcolare il grado
di un’estensione di campi, spezzandola in un’opportuna catena di estensioni (cioé una sequenza finita
di estensioni consecutive).

Teorema 1.1. Sia K C M C L una catena di estensioni di campi. Risulta:
[L:K]=[L:M]-[M:K].

Dim. Sia {m,}
che {m ¢}

una base di M su K esia {{,},_, una base di L su M. Bastera verificare
¢ una base di L su K. Ne segue infatti che
(L K) = {6} ey e, | = 1) = 1] = [M : K]-[L: M)

Proviamo che {m, ¢, }

i€l

i€l,jeg

ie1. oy ©un sistema di generatori di L su K. Risulta, per ogni £ € L,
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k
{= Zatﬂjt, con a, € M.
i=1
h,
Se a, = Z c,,m, , con ¢, €K, allora
s=1

Py
(=% Yot m,

Proviamo ora che {m,¢,} ¢ formata da vettori K-linearmente indipendenti. Sia

iel,jed

kE h
Allora 0= Z(Z . )Ej . Essendo £, , ... ,Ejk M-linearmente indipendenti, allora
t=1 s=1 ¢ ! ’
h
Yoc.m, =0, Vi=1, ..k
s=1
Essendo My e My K-linearmente indipendenti, allora ¢,, =0, Vs=1, .., h, Vit=1, .. k.

Un’immediata conseguenza del teorema precedente ¢ il seguente fatto:
se [L: K] =p é primo, non esistono campi intermedi (propri) tra K ed L.

Si noti che la ricerca di campi intermedi di una data estensione & un problema centrale della teoria
di Galois (di cui ci occuperemo nel prossimo capitolo). Concludiamo il paragrafo illustrando un
modo per ottenere campi intermedi di un’estensione.

Definizione 1.5. Sia L un campo e sia T un suo sottoinsieme non vuoto. Si chiama sottocampo di
L generato da T [Dintersezione di tutti i sottocampi di L contenenti T', cioé il minimo sottocampo
di L contenente T [si osservi che l'intersezione di campi & un campo]. Si denota usualmente (T')

[oppure (T')].

Osservazione 1.2. (i) Indicato con L, il sottocampo fondamentale di L, allora (T') = (T UL, )
[infatti ogni sottocampo di L contiene L ].

(i)) Se 0 +£T, CT,C L, ¢&evidente che (T,) C (T,).

(i) (T') ela chiusura di TUL, in L, cio¢ ¢ I'insieme di tutti gli elementi di L ottenuti a partire
da TUL, con una successione finita di operazioni del campo [addizioni, sottrazioni, moltiplicazioni
e divisioni]. Dimostriamo tale affermazione. Denotiamo con X, la chiusura di TU L, in L. Si

verifica subito che X, & un sottocampo di L e contiene T: dunque X, D (7). Viceversa, per ogni
sottocampo E di L contenente T', risulta che £ 2 TUL, edunque E 2 ¥,.. Pertanto (7') 2 ¥,..

Sia ora K C L un’estensione di campi e sia T' un sottoinsieme non vuoto di L. Il campo (KUT')
(sottocampo di L) viene usualmente denotato K (7). Valgono ovviamente i tre seguenti fatti:
KCK(CL, KT)=K — TCK; K()=K(T-K).
Se poi T = {a} (con « € L), siscrive K(a) in luogo di K({a}); se infine T = {a,, ...,a.} (C
L), si scrive K(ay, ...,a,) in luogo di K({ay, ...,a,}). Si noti che K(«y, ...,a,) (in quanto

P(ay,...,a,)

chiusura di KU {ay, ...,a, }) ¢ formato da tutte e sole le espressioni del tipo 0, e VP Qe
) #

(0%
K[X,, ... X.], Qa,, ..., a.

Nota. Con le notazioni ora introdotte, ad esempio Q(+/2) denota il sottocampo (Q U {v/2}) di R,
mentre in Cap. 3, Osserv. 2.1 abbiamo denotato con Q(v/2) il campo Q[X]/ (x2_2)" Tale confusione

non crea perd alcuna contraddizione. Infatti entrambi i campi coincidono con {a+bv2, Va,b € Q}.

Definizione 1.6. Un’estensione K C L é detta finitamente generata se esistono «, .., o, € L tali
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che L =K(a,, ...,a.). B detta semplice se L = K(a), Ja € L.

Esempi 1.2. (i) R C C & un’estensione semplice. Infatti C = R(i) (= (RU{i})).
(i) K C K(X) ¢ un’estensione semplice. Infatti si ha:
K(X) = Q(K[X]) ={253, Vp(X), ¢(X) € K[X], ¢(X) #0} = (K U{X}).

(iii) L’estensione Q C Q(v/2, v/3) & ovviamente finitamente generata. Ma possiamo provare che &
anche semplice. Possiamo infatti dimostrare che

Q(V2, V3)=Q(V2+V3)
Piu generalmente, dimostreremo che, se r, s sono due interi distinti, Q(y/r, v/s) = Q(\/7 + /s).
Ovviamente /7 + /s € Q(\/r, v/s) e quindi vale 'inclusione (2). Viceversa, va verificato che
Vo Vs €Q(\/r++/s). Siponga a:=./r++/s. Siha:
o’ =r+s+2yrs edunque s =1(a’—r—s)€Q(a).

Ne segue:

ayrs=r/s+syr €Q(a), dacuianche ayrs—ra€@Q(a) equindi (s—1r)/r € Q(«).
Pertanto anche /r € @(«). Infine /s =a — /r € Q().

Nota. Che tale estensione finitamente generata sia semplice non e un fatto casuale. Infatti tale
estensione, come vedremo, ¢ finita e, in base al teorema dell’elemento primitivo (cfr. Teor.3.1), ogni
estensione finita di @ ¢ semplice.

(i) Un esempio di estensione finitamente generata ma non semplice ¢ K C K(X,Y) (campo delle
funzioni razionali in due indeterminate su un campo K). Cid potrebbe essere dimostrato utilizzando il
fatto che le due indeterminate X, Y sono algebricamente indipendenti, cioe non esiste alcun polinomio
non nullo P in due variabili ed a coefficienti in K tale che P(X,Y) =0.

Osservazione 1.3. Ogni estensione finita ¢ anche finitamente generata. Se infatti K C L e finita
e {{,,..,0,} ¢unabasedi L su K, allora L = K({,,...,¢,). 1l viceversa ¢ ovviamente falso: ad
esempio K C K(X) ¢ semplice ma non finita.

kok sk ok sk ok ok sk ok sk ok ok sk ok ok ok ok sk ok

Esercizio 4.1.1. Si consideri in R l’insieme
L= {a—i—bf/ﬁ—i—c\g/z, Va,b,c€Q}.
Verificare che L & un campo ed & un’estensione semplice di Q.

Esercizio 4.1.2. Dire se sono isomorfe le seguenti estensioni di campi

QCQ(W2), QcCQW3).

Esercizio 4.1.3. Si consideri in R il sottoinsieme T = {v/2*, Yk € Z}. Verificare che
(T)=Q(V2).

Esercizio 4.1.4. Nel campo C(X) & assegnato il sottoinsieme 7 = {X", X °}. Determinare il
sottocampo (7).

Esercizio 4.1.5. Dimostrare che I'estensione @ C R & non semplice.

[Suggerimento. Valutare la cardinalita di un’estensione semplice di @]

Esercizio 4.1.6. Sia K un campo e si consideri I'estensione K(X*) C K(X). Verificare che
{1, X} & una base di K(X) su K(X?).
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2. Estensioni semplici

Sia K C L un’estensione di campi e sia a € L. Vogliamo studiare I’estensione semplice K C K («).
Si consideri ’applicazione

Yo : K[X] — L tale che ¢, (p) =p(a), Vpe K[X].

E evidente che ¢, &un omomorfismo, che fissa gli elementi di K (cio¢ un K-omomorfismo). Risulta:

Kerp, ={pe K[X]|pla) =0}; Imep,={> a,a', ¥n>0, Va, € K}.
i=0
Poniamo: I, := Kerp, (ideale di K[X]) ¢ Kla] := Imy, (sottoanello di L e quindi dominio

d’integrita). In base al TFO, K|«a] & K[X]/I . Quindi I, & un ideale primo e principale.

Definizione 2.1. Sia K C L un’estensione di campi e sia o € L. L’elemento « é detto algebrico
su K se I, # {0}, cioé se esiste un polinomio non nullo p € K[X] tale che p(a) =0. Altrimenti,
a ¢ detto trascendente su K. Nel primo caso 'estensione semplice K C K(«) é detta estensione
algebrica semplice; nel secondo caso € detta estensione trascendente semplice.

Ad esempio, considerata l’estensione Q C C, gli elementi i, v/2 sono algebrici su @ e dunque le
estensioni Q C Q(i), @ C Q(v/2) sono algebriche semplici. Invece & noto che ad esempio i numeri
reali e e 7 sono trascendenti su Q [risp. teorema di Hermite (1873) e teorema di Von Lindemann
(1882)] e dunque le estensioni @ C Q(e), @ C Q(m) sono trascendenti semplici.

Cominciamo ad esaminare le estensioni trascendenti semplici.

Proposizione 2.1. Sia K C L un’estensione di campi e sia « € L trascendente su K. Il campo
K(«a) ¢ K-isomorfo a K(X) (campo delle funzioni razionali su K in una indeterminata X ). Dunque
tutte le estensioni trascendenti semplici di K sono isomorfe tra loro ed hanno grado infinito.

Dim. L’omomorfismo ¢, : K[X] — L & iniettivo e quindi stabilisce un K-isomorfismo tra gli
anelli K[X] e Imp, = K[a]. Tale isomorfismo induce un K-isomorfismo tra i rispettivi campi dei
quozienti

F.: Q(K[X]) = Q(K[a]) tale che F.({) =L vicQ(K[X]).
Poiché Q(K[X]) = K(X) e poiché Q(K]a]) = K(«) [in quanto Q(KJ«]) & il pit piccolo sottocampo
di L contenente K U {a}], abbiamo ottenuto il richiesto K-isomorfismo tra K(X) e K(a).

La parte conclusiva dell’enunciato ¢ ovvia [cfr. Esempi 1.1(i),(iv)].
Veniamo ora alle estensioni algebriche semplici.

Proposizione 2.2. Sia K C L un’estensione di campi e sia « € L algebrico su K. Risulta:

(1) Esiste un unico polinomio monico irriducibile m,, € K[X]| che ammette o come zero. Tale
polinomio é detto polinomio minimo di o su K.

(2) K(a)=Kla] = K[X]/(ma).

(3) Sezp = amai risulta [K(«): K| =p ed una base di K(«) su K é data dalle successive potenze
1, aa, ...,a" .

Dim. (1) Poiché K[X]/, = K[a] C L (campo), K[a] & un dominio e quindi I, &un ideale primo.
Inoltre & non nullo. Poiché K[X] & un PID [e in un PID ogni ideale primo non nullo & massimale
(e principale)], I, & massimale e principale. I suoi generatori sono irriducibili (cfr. Cap. 3, Lemma
3.1) e sono definiti a meno di un fattore invertibile. Pertanto uno solo di essi ¢ monico: si tratta del
polinomio minimo m,, .
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(2) Poiche Klo] = K[X]/

(ma)

Q(K[0]) = (K U{a}) = K(a).

(8) Poiché m, & monico e m, () =0, allora «” & una combinazione lineare (a coefficienti in K)

. 2 —1 . 1 . ..
di 1, a,a’ ....,a" . Ne segue che tutte le successive potenze «" (con h > p) sono combinazioni

lineari di 1, @, @, ....,a" " e pertanto tali elementi sono un sistema di generatori di Kla] su K,
cioe di K(a) su K. Per provare che si tratta di una base basta verificare che sono K-linearmente
indipendenti. Infatti un’eventuale relazione di dipendenza lineare non banale di 1, a, o, ...,a" "
determinerebbe un polinomio non nullo in 7, di grado < p, che non esiste [in quanto m, ha grado
minimo possibile in I,, cfr. Cap.3, dim. Prop.3.4]. Essendo {1, a, o’ ....,a" '} una base di
K(a) su K, segue che [K(a): K| =p.

€ un campo, esso coincide con il proprio campo dei quozienti

Osservazione 2.1. Assegnato un polinomio irriducibile e monico p € K[X], & possibile costruire
un’estensione algebrica semplice K C K(x) tale che p sia il polinomio minimo di = su K.

Infatti (essendo p irriducibile) K[X] /(p) ¢ un campo. Ponendo z := X + (p) e scegliendo

opportuni rappresentanti delle classi mod (p), tale campo si identifica col campo

op—1 )
=0

che denotiamo K[z |p(x) = 0] o, pitt semplicemente, K[z]. K C K|x] ¢ un’estensione di campie x &
algebrico su K (in quanto p(z) = 0). Essendo p monico e irriducibile su K, allora p ¢ il polinomio
minimo di z su K. Infine Kz] = (K U{x}), ciot K[z] = K(z). Il problema & cosi risolto.

Si noti che ’elemento x sopra considerato ¢ puramente formale (o ”simbolico”). Esaminiamo ora
due esempi apparentemente diversi.

(a) Sia p= X"+ 1 € Q[X]. Tale polinomio & irriducibile su @ e dalle considerazioni appena
svolte risulta che

Q(z) = {a+bx, Va,beQ; 2* = —1}.
Si noti che p ammette in C i due zeri +i, di cui & polinomio minimo su Q. Segue dalla Prop. 2.2

che Q(z) puo essere identificato al sottocampo Q(i) [o Q(—i)] di C. In particolare z si identifica
aifo —i.

(b) Sia p= X"+ X +1€ Z,[X]. Tale polinomio ¢ irriducibile su Z, e risulta quindi
Z,(z)={a+bz, Va,beZy; 2°=x+1} ={0, 1, x, v + 1}.
In questo caso = non si identifica ad alcun elemento gia noto di un campo contenente Z,. Viceversa,
2 ha creato un nuovo campo di cardinalita 4 [cioe Z,(z)].

Ma la differenza tra i due casi ¢ di natura puramente ”psicologica” (o meglio non esiste). In fondo
anche i & stato in qualche momento ”creato” [circa 500 anni fal.

Osservazione 2.2. Sia K C L un’estensione di campi. Due elementi distinti «, 8 € L, algebrici
su K, in genere determinano estensioni algebriche semplici non K-isomorfe. Quando tali estensioni
sono isomorfe? Cio avviene, come ora vedremo, se «, § hanno lo stesso polinomio minimo su K.
Ma pud avvenire anche in altri casi. Ad esempio, o = /5, 3 = %\/g € R determinano la stessa
estensione algebrica semplice di @ [infatti si verifica che o € Q(8) e [ € Q(«)], ma i due elementi
hanno differenti polinomi minimi su @ [rispettivamente X*—5 e X+ X —1].

Proposizione 2.3. Sia K C L un’estensione di campi e siano «, 3 € L algebrici su K ed aventi
lo stesso polinomio minimo su K. Esiste un K-isomorfismo ¢ : K(a) — K(B) tale che p(a) = (.

Dim. Sia m € K[X] il comune polinomio minimo di @ e § su K. Sia p=0m. Allora

K(a):{é;aiai, Va, € K; m(a) =0}, K(ﬁ):{é;aiﬂi7 Va, € K; m(8) =0}

?

Si definisce

p—1 _ p—1 _ p—1 ,
¢: K(a) > K(B) taleche o(Y a,a') =Y a,, VY a,a" € K(a).
i=0 i=0 i=0
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@ ¢ certamente biiettiva; inoltre ¢, =1, e ¢(a) = . Per concludere che ¢ ¢ un K-isomorfismo,
bisogna verificare che € un omomorfismo di anelli.

Siano f(a), g(a) € K(«), con f, g€ K[X] e 0f, g < p. Bisogna verificare che
p(f(@) +9(@) = o(f(@) +o(9(@), @(f(@)g(a)) = o(f(@)-¢(9(a)).

La prima uguaglianza & ovvia [verificare]. La seconda & un po’ piti complicata [in quanto 9(fg) pud
superare p]. Sidivida fg per m esia r il resto della divisione [0r < p]. Allora f(«a)-g(a) = r(a)
e f(8)-9(8) =r(0) [infatti m(a) = m(B) = 0]. Ne segue:

o(f(a)gla)) =p(r(e) =r(B) = [(8)-9(8) = o(f(@)) ¢ (g(a)).

Il risultato che segue generalizza la proposizione precedente e sara utilizzato come lemma per
dimostrare 'unicita del campo di spezzamento (cfr. Cap.5, Teor.2.1). Osserviamo preliminarmente
che ogni isomorfismo di campi ¢ : K — K induce l'isomorfismo di anelli

¢ K[X] — K[X] tale che ¢'(Xa,X") =Y 0(a,)X", ¥ a, X €K[X].

i

Proposizione 2.4. Siano K C L e K C L due estensioni di campi. Sia ¢ : K — K un
isomorfismo. Siano o € L e & € L elementi algebrici rispettivamente su K e K. Siano m € K[X]
e m € K[X] i rispettivi polinomi minimi. Se m = ¢'(m), esiste un isomorfismo di campi

®: K(a) — K(&) tale che Q. =p e ®la)=a.

Dim. Sia

F:=7.¢ : K[X] — K[X] — f([X]/(m).
Essendo ¢’ un isomorfismo e 7 suriettivo, F' ¢ un omomorfismo suriettivo di anelli. Inoltre F &
non nullo [infatti F(c) = ¢(c), Ve € K]. Infine (m) C KerF [infatti F(m) = ¢'(m) + (m) =
m+ (m) =0+ () (zero del campo)]. Poiché m & irriducibile in K[X], allora KerF = (m) (cfr.
Cap. 3, Lemma 3.1). Dal TFO esiste un isomorfismo di campi

F:K[X]/(m)a f([X]/(m), tale che F(X + (m)) =X+ (m) e F|,, =¢

Denotiamo con f: K(a) — K[X]/(m) il K-isomorfismo tale che
fXCaa)=Ya X +(m), VY aa €K(a).

Analogamente, poniamo

f5 f(<d) - R[X]/(m)
Si consideri allora I'isomorfismo ¢ = feFof : K(a) — K(&). Tale isomorfismo agisce come segue:
per ogni > a,a" € K(a),

Yaa =3 a, X+ (m) = Fela)X + (m) > Y ea,)a’.

In particolare, ®(a) =& e @), = ¢, come richiesto.

tale che f(Ya,a') =3 a X + (m), VY a,a € K(@).

Nota. In accordo con la Def. 1.3, le due estensioni K C K(a) e K C K(&) sono isomorfe.

Per ogni n > 1, sia (, = cos%r + z'sin%—zT € C. Si tratta, come noto, di una radice primitiva
n-sima dell’unita. Ci chiediamo quale sia il polinomio minimo di {, su @ e quale sia il grado
dell’estensione algebrica semplice @ C Q((,.).

E noto dal corso di Alg. 1 che tutte e sole le radici primitive n-sime dell’unita sono
C:7 con 1<k<n e MCD(k,n)=1.
11 loro numero & ¢(n) [dove ¢ & la funzione di Eulero]. Denotiamo con ®, = ®,(X) il polinomio
©.(X)= JI (X-¢).
1<k<n, (k,n)=1
®,, e detto n-simo polinomio ciclotomico. Si tratta ovviamente di un polinomio monico di grado

©(n), a priori in C[X]. Invitiamo lo studente a verificare le seguenti proprieta (cfr. ad esempio
[AA], pag.195):

(1) X"—1= J] ®,X); (2 ®.€Z[X], Vn>1.

d|n,1<d<n
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La (1) consente di determinare ricorsivamente ®,, sfruttando il fatto che
o, = (X" =1)/ I &,X).
dln,1<d<n

Ad esempio si verifica subito che, Vp primo:

O, =X""+ X"+ . H+X+1
e che tale polinomio ¢ irriducibile su Q. Analogamente si puo verificare (sempre con p primo) che

P _ XP(P*I) +Xp(p72) + —I—Xp +1
, =

P
e che anche tale polinomio ¢ irriducibile su @ (cfr. Esercizio 4.2.8). Ma dimostreremo ora, piu
generalmente, che ogni ®, ¢ irriducibile su Q. Alla luce di questo fatto si ricavano i due seguenti
risultati:

®,, ¢ il polinomio minimo di ¢, su Q; Q(¢.) : Q] = ¢(n).

Teorema 2.1. Per ogni n > 1, il polinomio ciclotomico ®,, ¢ irriducibile in Q[X].

Dim. Dal teorema di Gauss e sufficiente dimostrarne 'irriducibilita su Z. Sia quindi ®, = fg, con
fy g € Z[X], monici e f irriducibile su Z. Tenuto conto che 9P, = ¢(n), basta dimostrare che
df =p(n) [dacui g=1 e la fattorizzazione & banale].

Poiché 0f > 1, dal teorema fondamentale dell’algebra f ha uno zero ¢ € C, che & necessariamente
uno zero di ®, e dunque una radice primitiva n-sima dell’unita.

Sia p un primo tale che p Jn. Poiché o(¢") = n, anche (" & una radice primitiva n-sima
dell’unita. Quindi @,(¢*) = 0 e pertanto f(¢”) = 0 oppure g(¢*) = 0. Vogliamo provare che
assumere che ¢(¢") =0 porta ad un assurdo [e quindi necessariamente f(¢") = 0.

Sia ¢g(¢") = 0. Allora ¢ ¢ uno zero del polinomio ¢g(X") € Z[X]. Quindi i due polinomi f, g(X")
hanno uno zero in comune. Poiché f ¢ il polinomio minimo di ¢, allora f | g(X") in Q[X] e quindi
anche in Z[X]. Dunque ¢(X") = fh, 3h € Z[X].

Tramite 'omomorfismo di riduzione mod p (cioe Z[X] — Z,[X]) trasferiamo in Z,[X] la

precedente uguaglianza: g(X*) = fh. Ora dimostriamo che in Z,[X]:

9(X")=7".
Osserviamo preliminarmente che in un dominio A di caratteristica p:
t

P t 4
(Z%) =>a", Va,..,a €A
i=1

i=1

t
ai)p = .. =a+..+a"]. Inparticolare in Z,[X],
=2

t P t P
infatti (> o) =(,+X a,) =a+(
i=1 i=2

t ) t ) t )
se g= Y. a,X', allora g* = Y a"X" = > a. X" =g(X") = g(X”) [si ricorda che, in base al
i=0 i=0 i=0
Piccolo Teorema di Fermat, a,” =a, (in Z,)].

Da g(X*) =7", segue che g = fh. Essendo Z,[X] un UFD, ogni fattore irriducibile f, di f
dividendo g” divide anche g. Pertanto f, g hanno un fattore comune [cioe TL}

Ricordiamo che @, | X" —1. Dunque X" —1=®,-G = fgG, con G € Z[X]. Allora, in Z,[X]:
X"—1=fgG. Nesegue che X" —T ha un fattore multiplo [cioe f.].

Denotiamo con D Doperatore di derivazione formale in A[X] (cfr. [AA], Esercizio3.7), con A
anello c.u.. Se un qualsiasi polinomio P € A[X] ha un fattore multiplo, cioe P = U"V, allora
DP =2UV DU + U’DV = U(2V DU +U DV) e dunque P, DP hanno un fattore comune.

Applichiamo tale fatto al polinomio X" —1 € Z,[X]. Essendo D(X"—1) =nX""" #0 (in
quanto 7 & invertibile in Z,), X" —1 hain Z,[X] un fattore X', con 1 <i <n. Ne segue subito
che X |T: assurdo. Abbiamo cosi dimostrato che g(¢") # 0.

Possiamo quindi affermare che f(¢") = 0. Dunque abbiamo provato che esiste una radice primitiva
n-sima dell’'unita ¢ tale che, per ogni primo p coprimo con n, risulta:

f(Q)=0 = f(¢")=0.

Consideriamo i numeri naturali 1, k,, ..., k_ = coprimi con n e minori di n. Per ogni siffatto k,

sia k=p,p,...n,, con p,, ...,p, primi (con eventuali ripetizioni). Tali primi sono coprimi con n e
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dalla precedente dimostrazione otteniamo successivamente:
FO=0= f¢)=0= f((")=0= .. = f(¢)=0

k k n . . . . . .
Dunque f ammette come zeri ¢, ¢ R ,C #0 " Tali elementi sono distinti (essendo ogni k, < n)
e dunque f ammette almeno ¢(n) zeri e pertanto 9f > ¢(n), da cui df = p(n), come richiesto.

Nota. Si osservi che i polinomi ciclotomici non sono generalmente irriducibili mod p. Ad esempio
@, = X'~ X*+1, pensato in Z,,[X] si fattorizza nella forma: @, = (X" —5X +1)(X*+5X +1).

k ok ok ok ok ook sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Esercizio 4.2.1. Sia z € C —R.
(i) Determinare il polinomio minimo di z su R [in funzione della norma e della traccia di z].

(i) Esiste il polinomio minimo di z su Q7

Esercizio 4.2.2. Siano p, ¢ due primi distinti. Determinare il grado [Q(./p, /) : @] ed una base

di Q(\/p, va) su Q.
Esercizio 4.2.3. Determinare il grado ed una base dell’estensione Q C Q(v/2, \3/5) .

Esercizio 4.2.4. Determinare il grado ed il polinomio minimo dell’estensione algebrica semplice

QCQ(V2+V3).

Esercizio 4.2.5. Assegnato o =12+ 2 € R,
(i) determinare il polinomio minimo di « su @;
(it) esprimere % come combinazione lineare (a coefficienti razionali) delle potenze di a.

(ii7) determinare il polinomio minimo di a su Q( ﬁ)

Esercizio 4.2.6. Sia K :=Z,(z) = ZQ[X]/(p)7 con p=X"+X+1¢€Z,[X] (estensione algebrica
semplice di Z,). Sia ¢= X"+ 22X +1¢€ K[X].

(i) Verificare che ¢ @ irriducibile su K e determinare gli elementi del campo K[y] := K[X]/ @ (con
y:=X+(a)

(i7) Calcolare il grado di [K[y]: Z,] e studiare l’estensione algebrica semplice Z, C Z,(y), determi-
nando il polinomio minimo di y su Z,.

Esercizio 4.2.7. Sia K C L un’estensione finita di campi e sia f € K[X] un polinomio irriducibile.
Verificare che, se f ha uno zero in L, 0f | [L: K].

Esercizio 4.2.8. Sia p un primo. Calcolare il polinomio ciclotomico ® , € Z[X] e verificare che
P
¢ irriducibile.
[Suggerimento: applicare il criterio di Eisenstein a e, (X +1)).
2

Esercizio 4.2.9. Determinare [Q((,, ¢,): Q], con ¢, =cosZL + isin2F, (, = cos 2T + isin

2
T

Esercizio 4.2.10. Sia K, [rispett. K] lestensione di Z, generata dalle radici quarte [rispett.
quinte] dell’unitad (su Z,). Calcolare [K,:Z,] e [K,:Z,].

Esercizio 4.2.11. Determinare un isomorfismo tra i due campi

K, = Z3[X]/(X2+T), K,= Zg[X]/(X2+X+§) )
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3. Estensioni algebriche

Definizione 3.1. Un’estensione di campi K C L é detta estensione algebrica se ogni o € L &
algebrico su K.

Proposizione 3.1. Ogni estensione finita é algebrica. In particolare, ogni estensione algebrica
semplice é algebrica.

Dim. Sia K C L un’estensione finita di grado n. Per ogni « € L, consideriamo gli n+ 1 elementi

1,a,a” ...,a". Sono n + 1 elementi di L e dunque sono K-linearmente dipendenti: esistono
n . n .

Ay, Ay, .., a, € K, non tutti nulli, tali che > a,a’ =0. Allora a ¢zerodi p= > a,X € K[X] e
i=0 i=0

quindi ¢ algebrico su K.

L’ultima affermazione ¢ ovvia: ogni estensione algebrica semplice ¢ finita (di grado uguale al grado
del polinomio minimo).

La proposizione precedente non si inverte: verificheremo che esistono estensioni algebriche infinite.
Premettiamo la seguente caratterizzazione delle estensioni finite.

Proposizione 3.2. Sia K C L un’estensione di campi. Risulta:

K C L éfinita <= ¢ algebrica e finitamente generata.

Dim. (=). Tale implicazione & gia stata dimostrata (cfr. Prop. 3.1 ed Osserv.1.3).
(<=). Sia K C L algebrica e finitamente generata. Dunque L = K(a, ...,c.). Costruiamo la
seguente catena di estensioni:

KCK(a) CK(ay, ) C ... CK(ay, ..., ;)< K(ay, ...,a,) = L.
Poniamo: M,=K e M, = K(«a,, ...,,), con 1 <i < s. La precedente catena si riscrive nella
forma:

K=MCMCM,C .. CM, ,CM, =L.

Per ogni i =1, ..., s, lestensione M, , C M, ¢ algebrica semplice. Infatti M, =M,  («,) e «, &
algebrico su M, , [in quantolo &su K]. Nesegue che [M, : M, ,] < co. Applicando ripetutamente
il Teor. 1.1 si ottiene che

L:K]=[L:M,_

1

|-IM,_, M) ...-[M,: K] < oo.

1 5— 5—

Definizione 3.2. Sia K C L un’estensione di campi. Si chiama chiusura algebrica di K C L
I'insieme

L :={a € L|a éalgebricosu K}.

alg, K

Proposizione 3.3. L, , & un campo intermedio tra K ed L. Inoltre I'estensione K C L

¢ un’estensione algebrica.

alg, K

Dim. Ovviamente K C L, . [infatti ogni ¢ € K ¢ zero del polinomio X —c¢ € K[X]]. L’ultima

affermazione & ovvia e resta soltanto da verificare che L,, , € un campo, cioe che, Va, 8 € L

a—B€L,, . e FEL,, . (se3#0).

Si consideri il sottocampo K (a, §) di L. L’estensione K C K(«, ) ¢ finita [infatti & ottenuta
tramite la catena di estensioni algebriche semplici K C K(a) C K(«)(8) = K(a, £)]. Dalla Prop. 3.1
segue che K C K(a, 3) & algebrica. In particolare aa— /3 e % (se B #0) appartengono a K(a, f3)
e quindi sono algebrici su K, cioé appartengono a L

alg,K *

alg,K *

Veniamo ora al preannunciato esempio di estensione algebrica infinita. Considerata ’estensione

Q CR, sia R = {z € R | x ¢ algebrico su @} la sua chiusura algebrica. L’estensione @ C R

alg,Q alg,Q
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¢ ovviamente algebrica. Verifichiamo che [R,, ,:@Q]= oo, provando che [R, ,:Q]>n, Vn € N.

In Q[X] si consideri il polinomio f, = X" —2. Tale polinomio & irriducibile su @ [in base al criterio
di Eisenstein] e v/2 ne & uno zero. Dunque v2 € R e f, ¢ il polinomio minimo di v/2 su Q.
Pertanto:

alg,Q

[Ralg,q : Q] = [Ralg.Q : Q(%)][Q({L/i) : Q] = [Ralg,Q : Q({L/i)}n >n.

Sia K C L un’estensione algebrica. Per ogni campo intermedio M, le due estensioni K C M e
M C L sono ovviamente algebriche. Vale anche il viceversa, che ora dimostriamo.

Proposizione 3.4. Se K C M e M C L sono due estensioni algebriche, anche K C L é una
estensione algebrica.

Dim. Sia £ € L. Dobbiamo provare che ¢ & algebrico su K. Per ipotesi lo € su M: dunque esiste

un polinomio p = Y a, X' € M[X] tale che p(¢) = 0.
i=0

Consideriamo V'estensione K C K(a,, a,, ..., a,, £). Vogliamo dimostrare che ¢ finita. La spez-
ziamo nella forma:

K C K(a,, ay, ...,a,) C K(a,, ay, ..., a,)(L).
La prima estensione ¢ algebrica [perché K(a,, a,, ...,a,) C M e K C M ¢ algebrical; poiché ¢ anche
finitamente generata, da Prop.3.2 segue che ¢ finita. La seconda estensione & algebrica semplice
[infatti ¢ & algebrico su K(a,, a,, ...,a,) perché & zero del polinomio p € K(a,, a,, ...,a,)[X]] e
dunque & finita. In base alla moltiplicativita del grado, 'estensione K C K (a,, a,, ..., a,, £) & finita.
Dunque e algebrica e quindi ¢ & algebrico su K.

Osservazione 3.1. Sia K C L un’estensione finita (e dunque algebrica e finitamente generata).
Vogliamo rimarcare che, se L = K(«,, ..,a,), L & formata da tutte e sole le espressioni polinomiali

f(au . aa-S)a vf € K[XD .. 7XS]'
Spezziamo infatti K C L nella catena di estensioni algebriche semplici
K C K(ay) € K(a)(ay) C - € K()(ay) - (o).
Risulta:
K(a,) = K[a,] & formato da tutte e sole espressioni della forma g(a,), con g € K[X,];
K(a,)(a,) = K(o,)[a,] & formato da tutte e sole espressioni della forma > g, (a,)«,, cioé da
espressioni del tipo f(ay, a,), con f € K[X,, X].

Proseguendo in questo modo si arriva alla conclusione.

Concludiamo il paragrafo con il teorema dell’elemento primitivo, che afferma che ”se car(K) =0,
ogni estensione finita di K é semplice.”

La dimostrazione di tale teorema poggia sul seguente risultato, che sara dimostrato in seguito (cfr.
Cap. 5, Teor. 3.1) [e che naturalmente non & conseguenza del teorema dell’elemento primitivo]:
(%) Sia car(K) =0 esia f € K[X], 0f =n. Se f éirriducibile su K isuoi n zeri [in un’opportuna
estensione di K| sono a due a due distinti.

Teorema 3.1. (Teorema dell’elemento primitivo). Sia car(K) = 0 e sia K C L un’estensione
finita. Allora L = K(§), per un opportuno { € L (detto elemento primitivo dell’estensione).

Dim. Poiché K C L ¢ finitamente generata, basta dimostrare che, se L = K(a,3) & un’estensione
finita di K, allora L = K(£), 3¢ € L. Ne segue che ¢ possibile ridurre di un’unita il numero dei
generatori di L; iterando il procedimento si perviene alla conclusione.

Per evitare casi banali, assumiamo che «, § ¢ K e denotiamo con f, g rispettivamente i polinomi
minimi di «, § su K. Sia 9f = n,dg = m e siano o, = a, @,y ..., 0, € B, = 0, By ooy B 1
rispettivi zeri di f, g, contenuti in un’opportuna estensione M di K. [L’esistenza di una siffatta
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estensione & facilmente desumibile dall’Osserv. 2.1, ma sara formalmente provata in Cap. 5, Prop. 2.1].
In base ad (), gli elementi «, a,, ..., sono a due a due distinti, e lo stesso & vero per 3, f3,, ... B, .

Si puo scegliere un elemento ¢ € K tale che
a, +cf, #Fa+cB, Vi=1,..,n, Vj=2,..,m.
Un siffatto elemento esiste perché |K| = oo e dunque si puo scegliere in K un elemento diverso dagli
n(m — 1) elementi % € M. Sipongaora & :=a+cf. Ovviamente K(§) C K(a, 8). Per
ottenere 'inclusione oppésta (e quindi la tesi), basta provare che € K(§) [in tal caso infatti anche
a=¢{—cfeK()]

Consideriamo il polinomio h(X) = f(£ — ¢X). Tale polinomio ha coefficienti in K (&) e quindi in
M. Risulta:

h’(ﬁ) = f(é._ Cﬁ) = f(O[) = Oa h’(ﬁ;) = f(f_cﬂj) 7é Ov v] = 27 cee sy T,
[perché & —cB, #a,, Vi=1,..,n]. Quindi (in M[X]) X —B’h mentre X — 3, J/h.
Poniamo D := MCD(h,g) in M[X] e d:=MCD(h,g) in K(¢)[X]. Ovviamente d|D [in base
alla definizione di M CD]. Poiché ¢ in M[X] & prodotto degli m fattori distinti
(X = B)X = B,) . (X = B),
allora D =X—p. In K(&)[X] idue polinomi h, g non possono essere coprimi [se lo fossero, varrebbe
un’identita di Bézout del tipo 1 = gr + hs, in K(£)[X] e quindi anche in M[X], contrariamente

al fatto che D # 1]. Pertanto d # 1 e siccome d}D = X — (3, allora d = X — (3. Poiché
d=X - € K(§)[X], segue che (€ K(§), come richiesto.

k ok ok ok ok ok ook ok ok ok ok ok ok ok ok ook ok ok ok

Esercizio 4.3.1. Sia K un campo. E assegnata ’estensione di campi
K(X*, XY)C K(X,Y).
Verificare che tale estensione ¢ algebrica semplice e determinarne il grado.

Esercizio 4.3.2. Sia K un campo. Verificare che ’estensione di campi
K(X*Y, XY*) C K(X,Y)
¢ algebrica semplice, di grado 3.

Esercizio 4.3.3. E assegnata ’estensione algebrica semplice @ C Q(v/1+ v/3).
(i) Determinarne grado, base e polinomio minimo.

I
V3V1+V3

(i7) Esprimere in tale base.

Esercizio 4.3.4. E assegnata l'estensione Q C Q(v/2, v/3).
(i) Determinarne il grado.

(#) Determinare tutti i possibili elementi primitivi della forma V2 + cv/3, al variare di ¢ € Q.

Esercizio 4.3.5. Sidenoti con A la chiusura algebrica C,, . dell’estensione @ C C. [A & detto
campo dei numeri algebrici.

(4) Utilizando il TFA (teorema fondamentale dell’algebra) verificare che ogni polinomio non costante
p € A[X] ammette uno zero in A.

(it) Dimostrare che A non ha estensioni algebriche proprie.

Esercizio 4.3.6. Siano n, m due naturali relativamente primi. Verificare che

QG €)= Q] = p(nm).

Cosa avviene se n, m non sono coprimi?
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4. Costruzioni con Tiga e compasso

Le estensioni di campi giocano un ruolo risolutivo, come vedremo, nello studio di un importante
problema classico della geometria euclidea.

Secondo Platone, Ie rette e le circonferenze sono le sole figure geometriche perfette. Per i geometri
della Grecia antica, la geometria euclidea piana ¢ stata quindi lo studio delle figure geometriche
ottenute tracciando una sequenza finita di rette o circonferenze, costruite a partire da punti gia
ottenuti (o assegnati). Gli strumenti usati per tracciare rette e circonferenze sono rispettivamente la
riga (non graduata) ed il compasso. Precisiamo cosa significa operare con riga e compasso [nel seguito
abbreviato R&C] su un assegnato insieme P, (con almeno due punti distinti) del piano euclideo E”.

Definizione 4.1. Un’operazione con la riga su P, consiste nel tracciare un (arbitrario) segmento
della retta R(A, B) passante per due punti distinti A, B € P,. Un’operazione col compasso su P,
consiste nel tracciare un (arbitrario) arco della circonferenza C(A,d) di centro un punto A € P, e di

raggio la distanza d = d(B,C) = BC di due punti distinti B, C € P,.

Definizione 4.2. Un punto P € E* ¢ detto costruibile (con R&C) in un passo a partire da P, se
P é intersezione di due rette, oppure di una retta ed una circonferenza, oppure di due circonferenze,
ottenute con operazioni con la riga o col compasso su P,. Un punto P € E* si dice poi costruibile
(con R&C) a partire da P, se esiste una sequenza finita di punti di E* P, P,, ..., P, = P, tali che:
- P, é costruibile in un passo a partire da P,;
- P, ¢é costruibile in un passo a partire da P,U{P,};

- P, = P é costruibile in un passo a partire da P,U{P,, P,, ..., P, _, }.

Ilustriamo alcune semplici costruzioni geometriche in E* che si ottengono con operazioni con R&C.

(A) punto medio M di un segmento di estremi A, B € P,.

Si ottiene con questa costruzione: .
.,::‘{:_
C,=C(A,d(A, B)); ¢ , ¢
C,=C(B,d(A,B)); / \
01002: {H17H2}; ."' M I'L
M = R(H,,H,) N R(A, B). A1 B
?:Jl’::
i

(B) retta m normale ad un’assegnata retta r e passante per un punto P & r.

Si ottiene con questa costruzione:

Si fissa A ernP,; Z

C(Pd(A,P)nr={A, A}

M = punto medio tra A, A, [cfr. (4)];

n=R(M,P). . M o r
AT A,
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(C) retta m normale ad un’assegnata retta r e passante per un punto P € r assegnato.

Si ottiene con questa costruzione:

Sifissa Aern®P, A#P,; P

C = C(P,d(A, P));

Cnr={A A}; 7N

C,=C(A,d(A,A)), C,=C(A,,d(A, A)): At

C,NC,={H, H,}; N A

n=R(H, H,). G e
A

(D) retta s parallela ad un’assegnata retta T e passante per un punto P & r assegnato.

Si ottiene con questa costruzione:

P

n = retta normale a r per P [cfr. (B)];

s = retta normale a n per P [cfr. (C)].

|
|
|
|
|
|
|
|

&

L4
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Fissati in P, due punti distinti O, U, resta ad essi associato un unico riferimento cartesiano
antiorario RC = RC(0,U), avente O come origine ed U come punto unita dell’asse x. Tale RC
¢ costruibile con R&C, come segue:

- assex = R(O,U);

- assey = retta per O, normale all’asse z [cfr. (C)];

- se asse yNC(0,d(0,U)) ={V, V'} ese V ¢il primo dei due punti che si incontra, percorrendo
in senso antiorario la circonferenza a partire da U, il punto V & scelto come punto unita dell’ asse y.

D’ora in poi assumeremo che, assegnato P, in E’, sia fissato in esso un riferimento cartesiano
antiorario RC = RC(O,U). Rispetto ad RC, ogni punto P € E* corrisponde biunivocamente ad
una coppia (z,y) € R’ detta coppia di coordinate cartesiane di P (rispetto ad RC); scriveremo,
per semplicita, P = (x,y).

Diremo che una coppia di numeri reali (x,y) ¢ costruibile con R&C' a partire da P, se il punto
P = (z,y) & costruibile con R&C a partire da P,. Diremo poi che a € R & costruibile con R&C a
partire da P, se il punto (a,0) [ovvero, equivalentemente, il punto (0,a)] lo &. Si verifica subito che
(x,7) € R® & costruibile con R&C a partire da P, <= xz,y € R lo sono.

Lemma 4.1. Siano a,b € R costruibili (con R&C) a partire da P,. Allora anche a +b, ab e
2 (se b # 0) lo sono. Ne segue in particolare che tutti i punti di E’ a coordinate razionali sono
costruibili con R&C' a partire da P,.

Dim. Essendo a,b costruibili da P,, i punti (a,0), (—a,0), (b,0) e (—b,0) lo sono (semplice
verifica). Assumiamo a, b > 0. Allora
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C((a,0),b) N asse x = {(a+b,0), (a —b,0)}.
Se a <0 o/e b <0, siprocede in modo analogo.
Per costruire ab e ¢ siricorre al teorema di Talete. Assumiamo infatti ancora a, b > 0. Sia r
la retta per (0,1) e (a,0) ed s la retta parallela ad 7, per (0,b) [cfr. la figura seguente a sinistral.

Se sN asse x = (¢,0), dal teorema di Talete % = < equindi ¢ =ab. Pertanto ab ¢ costruibile con
R&C a partire da P,.

(a,0) (¢, 0) €0\ (a, 0)\

Infine, sempre nell’ipotesi a, b > 0, sia r la retta per (a,0), (0,b) e sia s la parallela ad r, per

(0,1) [cfr. la figura precedente a destra]. Sia (c,0) = sN asse z. Dal teorema di Talete 2 =2 e

quindi ¢ = ¢. Pertanto anche § ¢ costruibile con R&Ca partire da P,

L’ultima affermazione ¢ evidente: V¢ = ¢ € @, gli interi a,b sono somma dell'unita 1 (o del suo
opposto —1). Quindi ¢ & costruibile con R&C a partire da {O, U}. Ne segue subito che lo stesso

& vero per ogni P = (q,,q,) € @xQ.

Sia P, C E*. Denotiamo con K, il sottocampo di R generato dalle coordinate dei punti di P..
Ovviamente @ C K. Inoltre ogni = € K, & costruibile con R&C a partire da P,. Cio segue dal
lemma precedente, tenendo conto che x € un quoziente di due espressioni polinomiali a coefficienti
razionali nelle coordinate di punti di P,.

Ma ci sono altri punti (oltre a quelli di K)) costruibili con R&C a partire da P,. Per individuarli
ci dobbiamo chiedere come si estende K, quando costruiamo con R&C un punto P = (z,y) € E* a
partire da P,. Cominciamo con i punti costruibili in un passo.

Proposizione 4.1. Sia K, il sottocampo di R generato dalle coordinate dei punti di P, C E*. Sia
P = (z,y) € E*. [Si noti che il sottocampo di R generato dalle coordinate dei punti di P,U {P} &
K, (z,y)]. Risulta: se P & costruibile in un passo a partire da P,, allora [K (z,y): K < 2.

Dim. Da elementari considerazioni geometriche segue subito che I’equazione cartesiana di una retta
o di una circonferenza costruita con punti di P, ha coefficienti in K.

Sia ora P = (z,y) un punto costruibile in un passo a partire da P,. Sono possibili tre casi:

(a) P ¢intersezione di due rette aX+bY = ¢, o/ X4+0'Y = (con a,b,¢,d’, 0/, ¢ € K,). Ilsistema
formato da tali equazioni ha un’unica soluzione (z,y), con z,y € K,. Dunque [K (z,y): K] =1.

(b) P ¢ intersezione della retta aX + bY = ¢ con la circonferenza X*+ Y* +dX +eY = f
(con a,b,c,d,e, f € K;). Esplicitando l'equazione della retta rispetto (ad esempio) alla variabile ¥
e sostituendo tale espressione nell’equazione della circonferenza, si ottiene un’equazione del tipo

aX?4 X +~ =0, per opportuni «, 3, v € K,,
di cul z & soluzione. Si osserva poi subito che y € K () [essendo ax + by = ¢]. Si ha quindi:
(Ko(z,y) : K] = [Ky(2,y) : Kj(2)][Ky(2) : K] = [K(2) : K] =2 oppure 1,
a seconda che il polinomio aX”+ X + v € K [X] sia o meno irriducibile su K,
(c) P &intersezione di due circonferenze C: X +Y’+aX+bY =¢, C': X' +Y +ad' X +bY =¢

(con a,b,c,a’, b, € K,). Sottraendo tra loro le due equazioni si ottiene (a—a’)X+(b—0")Y =c—¢,
che rappresenta (in generale) una retta r tale che CNr =CNC’. Dunque P & intersezione di una
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retta ed una circonferenza. Si ritorna cosi al caso (b).
La Prop. 4.1 puo essere approssimativamente invertita, nella seguente forma.

Proposizione 4.2. Sia x € R tale che [K (x): K, =2. Allora (z,0) é costruibile con R&C a
partire da P,.

Dim. Se denotiamo con X°+aX +b € K [X] il polinomio minimo di = su K, risulta x = #,
con A =a’—4b > 0. Ovviamente il punto (A,0) & costruibile con R&C a partire da P,. Se proviamo

che anche il punto (VA ,0) & costruibile con R&C' a partire da P,, allora anche (z,0) lo é. Quindi
bastera provare la seguente affermazione:

(x) Se a € K, e >0, il punto (y/a,0) é costruibile con R&C a partire da P,.

Dimostriamo (*). Il punto @ = (a+1,0) & costruibile con R&C a partire da P,. Sia M il punto
medio del segmento di estremi O, Q e sia C = C(M,d(O, M)). Sia poi Q= (1, h) il punto costruito
intersecando C' con la semiretta X =1, Y >0

Il triangolo OQQ ¢ rettangolo (nel vertice Q) Ad esso applichiamo il secondo teorema di Euclide:
?il quadrato costruito sull’altezza relativa all’ipotenusa coincide con il prodotto delle proiezioni dei
due cateti sull’ipotenusa”. Tali proiezioni sono 1, a. Pertanto h’ = 1-a e quindi h = \/a. Poiché

Q@ = (1,h) & costruibile a partire da P,, anche (v/«,0) lo &.
Veniamo ora ad una caratterizzazione dei punti in E” costruibili con R&C a partire da P,.

Teorema 4.1. Sia K, il sottocampo di R generato dalle coordinate dei punti di P, C E*. Sia
P = (z,y) € E*. Risulta: P ¢é costruibile con R&C a partire da P, <= esistono a,, ...,a, € R
tali che =,y € K (ay, ...,a,) e o € K,, a; € K(a,), ... ,a. € K (a,, ..., _,).

Dim. (=). Per definizione, 3P, P,, ...,P,, = P € E* tali che P, & costruibile in un passo da
P,U{P,..,P_,}, Vi=1,..,m. Sia K, il sottocampo di R generato dalle coordinate dei punti
di P,U{P, ...,P,} [in particolare, z,y € K,,]. Risulta:

K,CK ,CK,C .. CK,, con [K,:K, ]<2

—1
(in base alla Prop.4.1). Possiamo limitarci a considerare la sottocatena formata dalle sole estensioni
proprie (cioe di grado 2). Cambiando gli indici, otteniamo la catena di estensioni proprie
K,CcK,Cc .. CK,(=K,).

Perogni i =1, ...,n, siscelga z, € K, — K, | esia f, € K, ,[X] il relativo polinomio minimo (di
grado 2). Se denotiamo con A, il discriminante di f,, risulta K, = K, ,(z,) = K, , (\/A,). Posto
a, := /A, sono verificate le condizioni al €K, (1<i<n) erisulta: z,y€ K,, =K, ,(a,) =
e = K (e, ..oty

(«<). Poniamo Q, = (a,,0), Vi =1, ...,n. In base all’affermazione () di Prop.4.2, essendo
a, = +,/a?, risulta:

@, ¢ costruibile a partire da P,; @, ¢ costruibile a partire da P,U {Q,}; ... ;

Q.. ¢ costruibile a partire da P,U{Q,, ...,Q, _, }.
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Poiché z,y € K (ay, ...,a,) e tale campo & il sottocampo generato dalle coordinate dei punti di
P,U{Q,, ...,Q.}, siconclude che P = (z,y) & costruibile con R&C in P,U{Q,, ...,Q.} e quindi a
partire da P, [essendo ogni @, costruito con R&C a partire da P,).

Corollario 4.1. Sia K, il sottocampo di R generato dalle coordinate dei puntidi P,. Se P = (z,y)
é costruibile con R&C a partire da P,, [K,(x,y) : K, é una potenza di 2. Ne segue subito che
anche [K (z): K] e [K,(y) : K, sono potenze di 2.

Dim. In base alla dimostrazione del Teor. 4.1, posto K, = K, _,

«,), risulta:
(K (ay, ...,a,)  K])=[K,: K, ] ... [K,:K]=2", con 0<t<n.

Allora
2" = [K (g, ooy ) : Ko(m,y)]- [Ky(z,v) : K] equindi [K(z,y): K]=2°, con 0<s<t.

L’ultima affermazione ¢ immediata, in quanto [K,(z) : K] e [K,(y) : K,] sono divisori di 2°.

Dal precedente Coroll. 4.1, segue che non sono costruibili con R&C a partire da P, tutti quei punti
(z,y) € E* tali che [K,(x,y): K, non & potenza di 2. Da questa semplice osservazione segue la
risoluzione di famosi problemi della geometria euclidea classica.

Corollario 4.2. Con R&C non é possibile duplicare un cubo né rettificare o quadrare un cerchio.

Dim. Sia P,={0,U} C E* (e quindi K, =@Q). Sia Q un cubo dilato 1 (e quindi volume 1).
”Duplicare @ con R&C” significa costruire con R&C un cubo di volume doppio, cioe il cui lato ha
misura £ € R tale che ¢* = 2. Poiché ¢ ha polinomio minimo X°—2 € Q[X], allora [Q(¢) : Q] = 3.
In base al Coroll. 4.1, (¢,0) non & costruibile con R&C a partire da P,.

Sia C una circonferenza unitaria (cio¢ di raggio 1). La sua lunghezza ¢ 27 e la sua area & .
"Rettificare C con R&C” significa costruire con R&C un punto (¢,0) tale che ¢ = 27, mentre
"quadrare C' con R&C” significa costruire con R&C un quadrato di lato £ tale che ¢* = 7, cioe
¢=/m. Ma [Q(27):Q]=[Q(V/7):Q] =00 [perché 7 & trascendente su Q]. Dunque (¢,0) non
¢ costruibile con R&C' a partire da P,.

Il Coroll. 4.1 non si inverte. Utilizzando argomenti della teoria di Galois e infatti possibile ottenere
un’estensione M di grado 4 su @ ed un elemento z € M non costruibile con R&C a partire da

P, = {0,U}.

Sussiste pero il seguente inverso parziale (molto pitt debole) del Coroll. 4.1. Di esso avremo bisogno
per dimostrare il successivo Teor. 4.2.

Proposizione 4.3. Sia K, il sottocampo di R generato dalle coordinate dei punti di P, e sia M
un sottocampo di R contenente K, tale che [M : K] = 2", con r > 1. Se esiste una catena di
estensioni tutte di grado 2

K,CcM,Cc M,C .. CM,_, C M, =M,
ogni x € M e costruibile con R&C' a partire da P,.

Dim. Procediamo per induzione su r. Se r=1, [M : K] =2. Perogni x € M — K,, M = K (z)
e lasserto & quindi conseguenza di Prop.4.2. Sia r > 2. Poiché [M : M__] =2, da Prop.4.2 segue
che z & costruibile con R&C da P, e da un numero finito di punti le cui coordinate generano M, _,.
Poiché [M,_,: K| =2""", per ipotesi induttiva tali punti sono costruibili con R&C a partire da P,.

Si conclude che x € costruibile con R&C' a partire da P,.

Ci occuperemo ora di bisezione e trisezione di angoli. Bisecare un angolo ¢ un problema facilmente
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risolubile con R&C. Basta procedere come suggerito nella figura che segue.

mmmmmm b

Vogliamo comunque dimostrare che la bisettrice di un angolo & costruibile con R&C, come con-
seguenza dei precedenti risultati.

Corollario 4.3. La bisezione di un angolo ¢ un problema risolubile con R&C.

Dim. Sia 9 la misura in radianti di un angolo di vertice O ed avente come lati il semiasse x >0 e
la semiretta di origine O, passante per il punto P = (cosd,sin®). Assumiamo P, = {0, U, (cos®,0)}
e quindi K, = Q(cos?). [Sinotiche P = (cos¥,sind) & facilmente costruibile con R&C a partire da
P,: basta intersecare la circonferenza C(O,1) con la semiretta {X = cosd, Y > 0].

Per bisecare 1'angolo bisogna costruire con R&C'il punto (cos¥,0) [da cui subito si costruisce il

punto P = (cos2,sin%) e la retta R(O, P) che biseca I'angolo assegnato].

Poiché cos ¥ = £,/ ¢ ovviamente 1+ € K dall’affermazione () di Prop.4.2 segue

subito che (cos%,0) ¢ costruibile con R&C a partire da P,.

—— P:(cosﬁ, sind)

. P.-
N //
Ry
:

:

:

Corollario 4.4. La trisezione di un angolo é un problema non sempre risolubile con R&C.

Dim. Manteniamo le notazioni della dimostrazione del precedente Coroll.4.3. A partire da P, =
{0,U, (cos?,0)} [e quindi K, = Q(cos?)], per trisecare ’angolo assegnato bisogna costruire con R&C
il punto (cos %, 0). Dall’identita trigonometrica cos3a = 4 cos’a — 3cosa segue:

cost = 4cossg — 3cos g.
9

Dunque cos § & uno zero del polinomio f =4X"—3X — cos? € K [X].

Se f & irriducibile su K,, [K,(cos%): K] =3 e dunque, in base al Coroll. 4.1, il punto non &
costruibile con R&C. Se invece f e riducibile su K, allora [KO(Cosg) : K] <2 e dunque, in base
a Prop. 4.2, il punto (cosg, 0) @& costruibile con R&C.

Esempi 4.1. (i) L’angolo retto é trisecabile con R&C.
Posto ¥ = %, cos?¥ = 0 e quindi K, = Q. Il polinomio f = 4X° —3X € Q[X] & ovviamente
riducibile e quindi I’angolo retto ¢ trisecabile con R&C. Ne segue che (cos§,0) ¢ costruibile con

R&C infatti cos§ = ‘/73]

(ii) L’angolo di 60° non ¢é trisecabile con R&C.
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Posto ¥ = I, cost = £ e quindi K, = Q(3) = Q. Il polinomio f =4X°—3X — 1 € Q[X] &
irriducibile su @ [infatti il polinomio 8X*—6X — 1 € Z[X] & irriducibile su Z, in quanto, come
facilmente si verifica, non ha zeri razionali]. Dunque cos§ non ¢ costruibile con R&C. Ne segue che
I’angolo di 60° non & trisecabile con R&C.

Vogliamo ora studiare la costruibilita con R&C dei poligoni regolari, a partire da un insieme
{0, U} C E*. Introduciamo la seguente notazione: per ogni n > 3, denotiamo con P, il poligono
regolare n-latero unitario standard, cioe il poligono centrato in O, inscritto nella circonferenza uni-
taria e con un vertice in U. I suoi vertici si identificano, nel piano di Gauss, con le n radici n-sime
dell’unita

ko 2km - i 2k
G, =cos =T +isin="" (0 <k <n).

21
n?

27
n

In particolare, ¢, si identifica con il vertice (cos sin<f) di P,. Ovviamente, P, & costruibile

con R&C <= tale punto lo e&.

Nel lemma che segue abbiamo raccolto alcune semplici considerazioni sulla costruibilita con R&C

di P.,.

Lemma 4.2. (a) Se m|n e P, & costruibile con R&C, anche P, lo é.

(b) Se MCD(n,m)=1 ese P,, P, sono costruibili con R&C, anche P,,, lo é.

(c) Sia m=p/t..p,s (coni p, primia due a due distinti e k, > 0). Risulta:
P.. & costruibile con R&C <= ogni B, loe.

(d) Ogni P, é costruibile con R&C.

Dim. (a) Sia n=md. Poiché P, & costruibile con R&C, in particolare lo ¢ il suo vertice C: = (e
Ne segue che P,, & costruibile con R&C.

(b) Sia 1=an+bm (identitd di Bézout). Allora —L- =2 4 b ¢ quindi

m
om 2 4 p 2
cos 7 —cos(am + b n)

Utilizzando le formule di addizione e sottrazione del coseno, si ottiene che cosf—fn ¢ un’espressione
polinomiale (a coefficienti interi) di

2w

— < ol 2T 2m
T, = cos <k, y, = sin

. 27
T Tm :CObF, .

Ym = SINN m

Dunque cos 37’; € Q(Xny Yn, Trn s Ym ). Essendo ., Yn, T, Ym costruibili con R&C, anche cos

¢ costruibile con R&C.

27
nm

(¢) discende subito da (a) e (b).

(d) Per ogni intero k > 3, il poligono P, ¢ ottenuto da P, _, bisecando gli angoli al centro (che

insistono sui lati) di ampiezza ¢ = 23—’11 Poiché la bisezione di un angolo e realizzabile con R&C e
poiché P, & ovviamente costruibile con R&C, si ha la tesi (per induzione su k > 2).

Nota. Si noti che, se P, & costruibile con R&C, anche P,, lo ¢ [basta bisecare I'angolo 9 = 2X].

La maggior parte dei poligoni regolari P,, con p primo, non sono perd costruibili con R&C (a
partire da {O,U}). Vale infatti il seguente risultato, conseguenza del Coroll. 4.1.

Corollario 4.5. Sia p un primo > 3. Se p—1 non ¢ una potenza di 2, P, non é costruibile con
R&C (a partire da {O,U}).

27

Dim. Sia P = (z,,y,), con z, = cos%r, Y, = sin<] [e dunque ¢, = x, + iy,]. Per ipotesi,
p—1=gh, con q,h € N e ¢ primo dispari. Se proviamo che q| Q(x,,y,) : Q], in base al

Coroll. 4.1, P non & costruibile con R&C.
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Siha: [Q(¢,): Q] =p—1, in quanto ¢, ha polinomio minimo ®, = X" " + X" > 4 . + X +1¢
Q[X] Icfr. Osserv.2.3]. Consideriamo il seguente diagramma di estensioni

P7yp7

Q
Ovviamente [Q(z,,v,,%): Q(z,,y,)] =2 e [Q((,) : Q] = p— 1, come sopra osservato. Se poniamo

a:=[Q(z,,y,): Q] e b:=[Q(z,,y,,1) : Q((,)], allora 2a = b(p — 1) = bgh. Poiché ¢|2a e ¢ YZ,
allora ¢ | a, come richiesto.

(T, Yp)

Dal Coroll. 4.5, se p =7, 11, 13, 19, 23, 29, ... , P, non ¢ costruibile con R&C. Lo stesso ¢ vero
per P, Vk>1 (in base al Lemma 4.2(a)). Restano fuori dalla lista precedente i primi 3, 5, 17

e, piul generalmente, tutti i primi della forma 1 + 22" , k>0.

Che P, e P, fossero costruibili con R&C' era gia noto ai matematici dell’antica Grecia. Che anche
P,. fosse costruibile con R&C fu dimostrato (all’eta di 19 anni) da Gauss (nel 1796). Lo stesso Gauss
ha poi caratterizzato i poligoni P, costruibili con R&C, dimostrando il seguente teorema.

Teorema 4.2. (Gauss) P, é costruibile con R&C (a partire da {O,U}) <= n=2"p,..p., con
r,s >0 e p,, ..,p, primia due a due distinti, tali che p, = 22%4 1,

La dimostrazione di tale teorema necessita di un lemma (che ripresenta gli argomenti della di-
mostrazione del Coroll. 4.5).

Lemma 4.3. Se p é un primo > 3, il poligono regolare 'Pp2 non ¢ costruibile con R&C.

Dim. Posto ¢ = sz =x+1iy, con T = cos j;; , y =sin p2 , basta dimostrare che [@Q(z,y) : Q] non
¢ una potenza di 2
E noto che ¢ ha polinomio minimo ®,=1+X" + X7+ L+ X"V € Q[X] (cfr. Osserv. 2.3).

Si consideri il diagramma di campi

Q(z,y,1)

N
\/

Si osserva subito che [Q(¢): Q] =p(p—1) e [Q(x,y,i): Q(x,y)] =2. Posto a:=[Q(z,y): Q] ¢
b:=[Q(z,y,7) : Q(C)], allora 2a = bp(p—1). Poiché p | 2a e MCD(p,2) =1, allorap | a. Pertanto

[Q(z,y) : Q] non & una potenza di 2.
Possiamo ora dimostrare il teorema di Gauss.

(=>). Sia P, costruibile con R&C e sia n=2"p*...pJs, con 7,5 >0 e (se s > 1) p,, ..., p.
primi dispari ( due a due distinti) e r,, ...,7, > 1.
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Se per assurdo r, > 2, allora, in base al Lemma 4.2(a), 'Pp2 sarebbe costruibile con R&C': cio €

assurdo, in base al Lemma 4.3. Dunque n =2"p,...p..
Sia s > 1. Essendo ogni P, costruibile con R&C, in base al Coroll. 4.5 risulta p, — 1 = 2

Resta soltanto da verificare che s, = 2" (1 <i<s). Perassurdo, s, non sia una potenza di 2 ed
abbia quindi un fattore dispari d > 1. Dunque s, = dh, 3h € N, h > 1. Si verifica subito che in
Z[X] vale I'identita
d—1
X' 4+1=(X+1)g, con g= > (-1)'X" =1-X+X" - X"+ ... + X"
=0

Calcolando tale identita in 2", si ottiene:
P =2 1= (2 1) g(2"),

Poiché 1 < 2"+1 < 2"+1 =p,], sie ottenuta una fattorizzazione non banale del primo p,: assurdo.
Nota. Abbiamo dimostrato che un naturale della forma 1+ 2°, con s non potenza di 2, non pud
essere primo.
(«<=). La dimostrazione che segue ¢ incompleta in quanto, per poterla concludere, ¢ necessario
utilizzare la corrispondenza di Galois (che studieremo in Cap.5, §5).

In base al Lemma 4.2(c),(d), ¢ sufficiente dimostrare che i poligoni regolari P,, ... ,P,, sono

costruibili con R&C. Per ipotesi, p, —1=2", con r =2". Poniamo:

i

(=, =x+iy, consc—cosQ—7T y—smi”.

Per ottenere la tesi va dimostrato che z & costruibile con R&C (perché allora ovviamente anche y lo
¢ e quindilo ¢ P, .

¢™") [infatti "' = ¢ e quindi ¢+ ¢ = 2Re(¢) = 2z]. Dunque
Q(¢) N R, ovviamente = € M e sussiste il seguente diagramma di

/\
\/

/

Q

Per ipotesi [Q(¢) : Q] =p, —1=2". Inoltre ¢ € M e si verifica subito che ¢ & zero del polinomio
f=X"—22X+1¢€ M[X] [infatti risulta: f = (X — {)(X —{)]. Ne segue che [Q((): M] =2 e
pertanto [M : Q] =2""".

[Sinoti che M = Q(z). Infatti ovviamente Q(z) C M e [Q({) : Q(z)] = 2, in quanto f € Q(z)[X];
pertanto [M : Q(z)] = 1].

A questo punto per concludere va provato, tenuto conto della Prop. 4.3, che esiste una catena di
estensioni
(%) QCcMcCcM,C..CM_, =M,
tutte di grado 2. Ne segue che = € M & costruibile con R&C.

Osserviamo che z = %(C +
z € QC)NR. Posto M :=
estensioni.

Per provare Desistenza della catena (%) occorrono alcuni risultati relativi alla corrispondenza di
Galois, che qui anticipiamo, avvertendo il lettore di leggere i punti successivi dopo aver studiato il
Cap. 5.

(1) @ C Q(¢) & un’estensione finita, normale e separabile.
(2) il gruppo di Galois G = G(Q(¢) |Q) ha ordine 2" [segue dal TFTG(3)].
(8) G ¢& abeliano [segue dall’Esercizio 5.5.2].
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(4) Vestensione @ C M & normale [segue da (%) e dal TFTG(iv)] ed ovviamente finita e separabile.

(5) il gruppo di Galois G’ = G(M | Q) ha ordine 2"" [segue dal TFTG(i)]. Essendo un 2-gruppo,
G’ possiede (cfr. Cap.2, Coroll.4.1) una catena di sottogruppi

{1Y=H,<H, < .. <H,_, =G con |H/|=2".

r—1

(6) La corrispondente catena di campi fissi [cfr. TFTG(%)]:
M=H>H > ..oG =Q

¢ la richiesta catena di estensioni di grado 2.

Osservazione 4.1. Abbiamo quindi dimostrato che, se P, & costruibile con R&C, gli eventuali
fattori primi dispari di n sono della forma 1 4+ 22" Tali numeri sono detti numeri di Fermat.
Precisamente: si chiama k-simo numero di Fermat il numero naturale F, =1+ 22k7 k> 0.

Fermat osservd (nel 1640) che
F,=3,F =5 F,=17, F, =257 e F, = 65537
sono numeri primi. Congetturo quindi che ogni F, fosse primo. Ma cio ¢ falso: nel 1732 Eulero
dimostrod che F, non & primo [si tratta di un naturale dell’ordine di 10°]. A tutt’oggi non si conoscono

altri numeri di Fermat che siano primi e non si sa se i numeri di Fermat primi siano in numero finito
o infinito.

Concludiamo con un semplice corollario del teorema di Gauss.

Corollario 4.6. Risulta:
P. ¢ costruibile con R&C <= p(n) =2", Ih > 1

[dove ¢ ¢ la funzione di Eulero, cfr. Osserv.2.3].

Dim. (=). Sian=2"p,...p,, con r >0 e p,, ...p. primi di Fermat a due a due distinti. Allora
k ks
o) =2""(p,— 1) (p. —1)=2""22" .22 =2" Jn>1

(). Sia n=2"p]* ...pJs. Allora

ry—1 rg —1

2 =pn)=2"p, (p-1)..p. (p. 1)
Ne segue subito (essendo i p, dispari) che r, =1 eche p, —1 =2". Infine, che s, non possa avere
un fattore dispari lo abbiamo gia osservato nella Nota all’interno della dimostrazione del teorema di
Gauss.

La parte conclusiva di questo paragrafo ¢ dedicata alla costruzione con R&C del pentagono regolare
standard P,. Costruiremo P, unendo i vertici ”dispari” consecutividi P,,. P,, in effetti e facilmente
costruibile con R&C, in quanto, come vedremo, gode di questa importante proprieta: ”il lato di un
poligono regolare 10-latero ¢ la sezione aurea del raggio della propria circonferenza circoscritta”.

Cominciamo dalla definizione di sezione aurea.

Definizione 4.3. Sia AB un segmento del piano euclideo E* e sia P un punto di AB. Siano
¢ =AB |[=d(A,B)] e x = AP [= d(A, P)] le misure dei due segmenti AB e AP. Il segmento AP
é detto sezione aurea di AB se

L= 2 Jovvero L =42]

Il numero reale % é detto rapporto aureo, o numero d’oro, e verra denotato con G [iniziale di ”"golden
ratio”]. Ovviamente AP = G 'AB.

AN . . . . . 2 .
Piu generalmente, diremo che un arbitrario segmento C'D del piano euclideo E” é sezione aurea
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di un segmento AB se CD =G 'AB.

Osservazione 4.2. Sia R un rettangolo di E”, la cui altezza ¢ sezione aurea della base. Fissiamo
in E” un riferimento cartesiano in modo che R abbia un vertice nell’origine O e lati paralleli agli assi.
Indicati con ¢, x rispettivamente la misura della base e dell’altezza, R ha un vertice in @ = (¢, x).
Consideriamo i rettangoli R’, R” [sempre con vertice in O e lati paralleli agli assi|, aventi base ed
altezza di misure xz,¢ — x e, rispettivamente, ¢+ x, /.

Dalle proporzioni % = = = “f segue facilmente che tali rettangoli sono legati ad R dalla

seguente proprieta: il vertice Q' = (z,£—x) di R’ ed il vertice Q" = ({+z,¢) di R” sono allineati
con i vertici @ ed O, come evidenziato nella figura che segue.

Q//
l >
Q. .
Y ~ - -
{—z QI,,,,,,Z,A
9] T Y {+2x

Lemma 4.4. Il rapporto aureo G verifica le seguenti proprieta:
-1 _ /51, _ ! _ B4l
G =Y5—; G=G +1=Y3=.

2 )
Dim. Da é = 42 segue l'uguaglianza: 2+ ¢z — ¢ = 0. Dunque z & zero del polinomio
X?+4+¢X — ¢* € R[X]. Tale polinomio ha zeri %Ng. Poiché = > 0, allora x = _“Tg‘/g. Ne
segue che

—1717\/5—1
G =7="5

Dividendo I'uguaglianza 2° + fx —¢* =0 per z” si ottiene: 1+ G —G* =0, cioe G(G —1) = 1.
Allora G—1=G ', cioe G=G "'+ 1.

Nota. Si puo verificare che G~' ~ 0,618034 [e dunque G =~ 1,618034]. Inoltre, dalla relazione
G* — G —1 =0, segue che G ha polinomio minimo X*— X —1 su Q.

Per costruire con R&C la sezione aurea del segmento unitario OU, si procede come segue. Si fissi
il rettangolo R di vertici O, U, M = (1, %), N = (0, %), e se ne consideri la diagonale OM.

La sezione aurea OP di OU ottiene con questa costruzione:

/e
C,=C(M,MU) =C(M,3);
N = . M
Q=0MNC,; i
C,=C(0,0Q); <
P=0UNC,. I
0] 'P U

Si noti infatti che OM = /1 + % = ‘/75 Ne segue che OQ = OM — MQ = § — % =G™". Allora
OP=0Q =G '=G'OU. Dunque OP =G 'OU.

Se AB & un segmento arbitrario, di lunghezza ¢, per costruirne la sezione aurea AP si procede
in modo analogo: si costruisce un rettangolo R di vertici (successivi) A, B, M, N, con BM = g.

La diagonale AM di R ha lunghezza %. Si pone
Q:=AMNC(M,%) e P:= ABNC(A,AQ).
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Poiché AP =AQ = AM — MB =(G '=G "AB, allora AP & sezione aurea del segmento AB.

Lemma 4.5. Sia P un poligono regolare 10-latero. 1l lato di P é la sezione aurea del raggio della

circonferenza circoscritta a P.

Dim. Scegliamo un RC tale che P abbia centro O ed un vertice A sul semiasse x > 0. Denotiamo
con P il vertice di P successivo (in senso antiorario) ad A.

Sia ¢ la misura in radianti dell’angolo O del triangolo POA; risulta: ¢ = % = +. Poiché

=259 e POA ¢ un triangolo isoscele, gli altri due angoli P ed A di POA misurano 29.

0] A 0] A

Si consideri la bisettrice AC' dell’angolo A del triangolo POA. §i verifica subito che anche i due
triangoli OCA e ACP sono isosceli. Ne segue che AP = AC = OC. Ricordiamo ora il teorema
delle bisettrici (cfr. Esercizio 4.4.8):

Sia T un arbitrario triangolo di vertici A, O, P e sia AC' la bisettrice di T relativa al vertice A

T ; . A0 _ OC
[e quindi C € OP]. Risulta: 4% = &5.

In base alla Def. 4.3, AP (lato di P) & sezione aurea di AO (raggio della circonferenza circoscritta).

Lemma 4.6. Risulta: cos 2?” = %Gil.

Dim. Siponga ¢ =25 ¢ P = (cos?,sind) (vertice di P,,). Dal Lemma 4.5, essendo OU =1,
TP=G"' = 5L,

Sia H la proiezione ortogonale di P sull’asse z. Applichiamo il teorema di Pitagora al triangolo
PHU:
(G71)2 =sin™ + (1 — 00819)2 = 2 — 2cos?.

Ne segue cost = 1+4‘/5 e pertanto

cos(2) = cos2¥ = 2cos™ — 1= 3G .

Dal Lemma 4.6 segue subito la costruzione con R&C di P,. Basta costruire prima la sezione
aurea OS del segmento unitario OU e poi calcolare il punto medio M di OS. Poiché S = (G~*,0),

allora M = ($G",0) = (cos(2%),0). Da M si ricava subito il punto Q = (cos(2X),sin(2X)),
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vertice di P,

R E
1
i
1
/
QO

-
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
ittt ot §

Osservazione 4.3. (i) Naturalmente il punto @ poteva essere ottenuto a partire da P (vertice di
P,,) intersecando la circonferenza unitaria C(O, 1) con la circonferenza C(P,G™").

(i) Per ottenere la lunghezza del lato di P, basta calcolare la distanza tra U e . Tenuto conto
che U =(1,0) e @ = (3G ',sin(Z)), si ottiene:

TQ= /(G -1 +1-1G= = V25

(#4) Un’altra costruzione del lato di P, a partire da quello di P,, si ottiene come segue.

Costruito il segmento UP (lato di P,,), lo si prolunga sino ad incontrare in H la circonferenza
2

C(U,1). Poiché I'angolo in U del triangolo OPU ha ampiezza 29 = =, il segmento OH (che
insiste su tale angolo) ha la lunghezza del lato di P, .

kK ok osk sk osk sk ok ok ok ok ok ok sk sk ok ok ok ok

Esercizio 4.4.1. Sia P,={0,U} C E* esia Q. il sottocampo di R generato dalle coordinate dei
punti costruibili con R&C' a partire da P,. Verificare che @ C Q. & un’estensione algebrica infinita,
con Q. contenuto propriamente in R, , (chiusura algebrica di @ in R).

Esercizio 4.4.2. Utilizzando R&C dividere in tre parti uguali un assegnato segmento di E°.

Esercizio 4.4.3. Verificare che I'angolo di 120" non ¢ trisecabile con R&C. Dedurne che il poligono
regolare 9-latero non puo essere costruito con R&C.

Esercizio 4.4.4. Verificare se 'angolo di 45° & trisecabile con R&C.

Esercizio 4.4.5. Verificare che 'angolo retto & pentasecabile con R&C' e determinare un’espressione
algebrica per il coseno dell’angolo di 18°.
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Suggerimento. Utilizzare 'identita trigonometrica cos59 = 16 cos’ ¥ — 20 cos’ ¥ + 5 cos ).

Esercizio 4.4.6. Spiegare, senza eseguire costruzioni grafiche, perché, assegnato un angolo di
ampiezza ¢ (radianti), & possibile con R&C costruire un angolo di ampiezza nd, Vn > 1.

Esercizio 4.4.7. Determinare tutti i naturali n, con 3 < n < 100, per cui il poligono regolare P,
¢ costruibile con R&C.

Esercizio 4.4.8. Dimostrare il teorema delle bisettrici, utilizzando il teorema di Talete (come
suggerito dalla figura che segue)




Capitolo 5

UN’INTRODUZIONE ALLA TEORIA DI GALOIS

1. Rasolubilita per radicali

Dal corso di Alg. 1 & noto il seguente semplice risultato, attribuito a Ruffini:

Sia f € K[X] esia a € L (estensione di K). o ¢ unozerodi f <= X —al|f (in L[X]).
Ne segue subito la seguente definizione:

uno zero o di f ha moltepliciti t < (X —a)' [f e (X —a)™" Jf.
In particolare, uno zero di f & detto semplice se ha molteplicita 1 ed e detto multiplo se ha molteplicita
> 2. Vale infine (e si dimostra per induzione forte su 9f) il seguente risultato (per il quale rinviamo
ad [AA], Prop. 4 di Cap. 3.2):

Sia f € K[X], con 0f =n > 0. In ogni estensione L di K, f ammette al pitt n zeri, contando
ciascuno di essi un numero di volte pari alla sua molteplicita.

Ci poniamo preliminarmente due domande relative ad un polinomio f € K[X], con df =n > 1:

(A) Esiste un’estensione finita L di K, in cul f ammette esattamente n zeri, contati con la rispettiva
molteplicita, cioé in cui f si fattorizza ”linearmente” (ovvero con fattori tutti di grado 1) ?

Vedremo nel prossimo paragrafo 2 che la risposta a tale domanda € positiva. Saremo in particolare
interessati ad ottenere un’estensione ”minimale” rispetto a tale proprieta, cioé a verificare I'esistenza
(e I'unicita) del cosiddetto campo di spezzamento di f su K, che nel seguito denoteremo X, .. Si
tratta della piu piccola estensione di K contenente tutti gli zeri di f. Se tali zeri sono noti e sono
@y, sy allora B, = K(ay, ..., ).

(B) Se f é irriducibile, i suoi zeri (contenuti in un’opportuna estensione di K ) sono tutti semplici
[cioé di molteplicita 1] 7

Ci occuperemo di questa questione nel prossimo paragrafo 3. Diciamo pero gia sin da ora che
la risposta & affermativa se car(K) = 0 [e di tale fatto ci siamo gia serviti nella dimostrazione del
Teor. 4.1 del Cap.4]. Se invece car(K) = p > 0, esistono polinomi irriducibili con zeri multipli.
Questo fatto motiva la definizione di polinomio separabile, cioe¢ polinomio i cui fattori irriducibili
hanno tutti zeri semplici. In Q[X] tutti i polinomi sono ovviamente separabili.

Veniamo ora al problema centrale dell’Algebra classica: la risolubilita per radicali di un polinomio
in una indeterminata.

Era gia conosciuta dai matematici dell’antica Grecia la ben nota formula per il calcolo degli zeri di
un ”"generico” polinomio di grado 2. Intuitivamente ”generico” significa che i coefficienti del polinomio
sono di natura ”simbolica”, ad esempio esprimibili con lettere, e privi di legami algebrici.

Al matematici italiani del Rinascimento (Cardano, Tartaglia, Ferrari ed altri) si devono analoghe
formule per i polinomi di gradi 3 e 4 [cfr. ad esempio [AA], Appendice Cap.3]. Tutte queste
formule forniscono gli zeri del generico polinomio f (di grado < 4) in funzione dei coefficienti di f e
di espressioni radicali da essi ottenute: sono percio chiamate formule risolutive per radicali.

Fino agli inizi del 1800 era ancora in piedi il problema di stabilire se esistessero formule risolutive
per radicali di polinomi generici di grado > 5 o se viceversa esistesse qualche polinomio di @[X] non
risolubile per radicali. Una prima risposta (parziale) fu data da Ruffini (nel 1813) ed una risposta
completa da Abel (nel 1824). Si tratta del celebre teorema di Abel-Ruffini:

11 generico polinomio di grado 5 non e risolubile per radicali.

Torneremo in conclusione di questo paragrafo a questo importante risultato [e formalizzeremo la
nozione di "polinomio generico”]. Per il momento con le due definizioni che seguono precisiamo la
definizione di ”polinomio risolubile per radicali”.

Definizione 1.1. Sia car(K) =0 esia K C L un’estensione finita. Tale estensione ¢ detta radicale
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se esistono «, ...,«, € L tali che L = K(ay, ...,a,) e, per opportuni n,, ...,n, € N°, risulti:
"t e K, a2 e K(a,), a®* € K(a,a,), ... ,a," € K(a,, ...,a,_,).
{a,, ...,a,} & detta sequenza radicale dell’estensione.

Nota. In caratteristica p positiva, questa definizione andrebbe lievemente modificata, per rendere poi
vero, anche in caratteristica p, il successivo Teor.1.1. Rinviamo per i dettagli a [Stewart], Ch.15.

Dunque un’estensione radicale di K e ottenuta aggiungendo a K una sequenza di radici n-sime
(per valori differenti di n) di elementi appartenenti ai campi intermedi che vengono via via generati.

Ad esempio il campo L = Q(v/2, vV V2 + v/2 ) & un’estensione radicale di @, con sequenza radicale
ad esempio {a, = V2, a, = V2, a, = VV2+ V2 }. Infatti risulta: of =2 € Q, ol =2 € Q(a)),

;= a, +a, € Q(a,, a,); inoltre si verifica subito che L = Q(a,, a,, aj).

Definizione 1.2. Sia car(K) =0 esia f € K[X]. f & detto risolubile per radicali se tutti i suoi
zeri sono contenuti in un’estensione radicale K C L [cioé se esiste un’estensione radicale K C L tale
che K C %, C L]

Nel 1832, prima di morire (in un duello, all’eta di 20 anni), E. Galois lascio un manoscritto (pub-
blicato postumo, nel 1846), in cui caratterizzava i polinomi f € K[X] (con car(K) = 0) risolubili per
radicali, in termini di una proprieta [la "risolubilita”] del gruppo dei K-automorfismi di X [detto
”gruppo di Galois” di f]. Precisamente:

K

Teorema 1.1. Sia car(K) =0 esia f € K[X]|. Risulta:
f e risolubile per radicali <= il gruppo di Galois di f é risolubile.

Per chiarire questo fondamentale risultato [dal quale si fa risalire la nascita dell’Algebra modernal
occorre innanzitutto dare la definizione di gruppo "risolubile”.

Definizione 1.3. Un gruppo (G,-) é detto risolubile se esiste una catena di suoi sottogruppi
{1} =G, < G, < ... <G,=G,
tali che, Vi=1, ...,n: (i) G, , < G,; (ii) Gi/G e abeliano.
i—1

Come si vede, la risolubilita di un gruppo e una proprieta inerente la struttura dei suoi sottogruppi.
E altresi evidente che ogni gruppo abeliano & risolubile [con catena {1} < G]. Dei gruppi risolubili ci
occuperemo nel paragrafo 4, mentre dimostreremo il Teor. 1.1 nell’Appendice 2 al presente capitolo.

Denotiamo con G(¥, ,|K) o, pilt semplicemente, con G(f|K) il gruppo di Galois di f su K,
cioe, come gia detto, il gruppo degli automorfismi di ¥, che fissano K (elemento per elemento).
[Che tali automorfismi formino un gruppo lo verificheremo in seguito, nel paragrafo 5].

m
Supponiamo che f = Y ¢, X' eche a, ...,a, siano gli zeri a due a due distinti di f [e dunque

i=0
Y, = K(a,, ...,a,)]. Preso comunque ¢ € G(f|K), risulta:

fpla,) = g: ¢ p(0,) = w(é c,al) = p(f(e)) = p(0) = 0.

Dunque anche ¢(a,) & uno zero di f. Tenuto conto che ¢ & iniettiva, ¢ induce quindi una
permutazione o, degli zeri a,, ...,a, di f. Abbiamo cosi costruito un’applicazione

G(f|K) — 8, tale che ¢ —0,, Vo € G(f|K).

Tale applicazione & un omomorfismo di gruppi [cioe o, ., = 0, o0, ] ed & iniettiva [infatti ¥, =
K(ay, ...,a,) e quindi (cfr. Osserv.3.1, Cap.4) ¢ & completamente individuata dal comportamento

sugli zeri «, ...,a, di f, cioé da o,]. Dunque il gruppo di Galois G(f|K) & un sottogruppo di S,.
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Nota. Da quanto precede si deduce che il gruppo di Galois G = G(f|K) agisce sull’insieme S :=
{a,, ...,a,} degli zeri (a due a due distinti) di f con la seguente azione:

w:GxS — S tale che w(p,a;)=¢(a,), VoG, Va, €.

Tale azione & fedele [essendo ¢ — o, iniettiva).

Si noti che all’epoca di Galois il concetto di gruppo non era ancora noto [la prima definizione
di gruppo ”astratto” ed i primi risultati sui gruppi risalgono al 1870 circa, ad opera soprattutto di
Cayley, Jordan e Kronecker]. Dunque i gruppi sono nati - con Galois - come gruppi di permutazioni
degli zeri di un polinomio.

Allo scopo di generalizzare il Teor.1.1 (ad esempio al caso di campi di caratteristica p > 0) e di
facilitarne la dimostrazione, la definizione di gruppo di Galois ¢ stata successivamente estesa al caso
di estensioni qualunque [invece che a solo quelle di tipo K C ¥, ], definendo, per ogni estensione
K C L, il gruppo di Galois G(L|K) di tale estensione come il gruppo dei K-automorfismi di L.

Come vedremo nel successivo paragrafo 5, esiste una naturale corrispondenza tra i sottogruppi di
G(L|K) edicampi intermedi tra K ed L. Nell’ipotesi poi che l'estensione K C L sia finita, normale
e separabile [condizioni di cui tratteremo nei paragrafi 2 e 3 e che sono automaticamente verificate
se L =%, e car(K) = 0] vale il teorema fondamentale della teoria di Galois, che stabilisce - tra
Paltro - che la predetta corrispondenza e biunivoca. Ne segue che dalla conoscenza dei sottogruppi
di G(L|K) seguono informazioni sui campi intermedi (e viceversa).

Si noti che la conoscenza di tali campi intermedi agevola, nel caso in cui L =%, ., ad esempio la
determinazione algebrica degli zeri di f. Se infatti K C M C L ed f si fattorizza in M[X] nella
forma f = gh, per ottenere gli zeri di f bastera calcolare gli zeri di g ed h in M[X] [cid che & pin
semplice, perché tali polinomi hanno grado inferiore al grado di f].

Veniamo ora ad una piu precisa formulazione del teorema di Abel-Ruffini. Per ”polinomio gene-
rico”, meglio detto polinomio generale di grado n su K, intendiamo il polinomio

=X —a, X"+ a, X" — .+ (=1)"a, € K(a,, ...,a,)[X],
dove a,, ...,a, sono elementi trascendenti su K ed algebricamente indipendenti su K [nel senso che
non esiste alcun polinomio P € K[X,, ..., X,] tale che P(a,, ...,a,) = 0].

Teorema 1.2. (Abel-Ruffini) Se car(K) = 0 e n > 5, il polinomio generale f, su K non é
risolubile per radicali.

Tale teorema puo essere dimostrato (come conseguenza del Teor.1.1), provando due fatti:
(a) G(fn|K(a1, . an)) ~G.:
(b) il gruppo S, non & risolubile, Vn > 5.

Dimostreremo il punto (b) [nel paragrafo 4], ma non il punto (a), per il quale & necessario adden-
trarsi pitt profondamente nello studio della teoria dei polinomi simmetrici (cfr. ad esempio [Machi] o
[Stewart]).

Il teorema di Abel-Ruffini dimostra che non esiste una formula risolutiva generale per ”risolvere
per radicali” i polinomi di grado > 5. Cio non escluderebbe a priori che ogni singolo polinomio di
grado > 5, ad esempio in Q[X], possa essere risolubile per radicali. Ma non & cosi: concluderemo il
paragrafo 5 dimostrando che siffatti polinomi esistono. Infatti proveremo che ad esempio il polinomio
f=X"—6X+3 € Q[X] [che & irriducibile in base al criterio di Eisenstein] & non risolubile per
radicali. Il motivo di cio sta nel fatto che si dimostra facilmente, studiando il grafico della funzione
reale Y = f(X) [con le tecniche di Calcolo 1], che tale polinomio ammette esattamente tre zeri reali
distinti (e quindi altri due complessi coniugati) e conseguentemente dimostrando un risultato ”ad
hoc” (cfr. Prop.5.5), che garantisce che in questo caso il gruppo di Galois di f & esattamente S, (e
dunque non é risolubile).
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2. Campt di spezzamento ed estensioni normali

Sia K un campo e sia f € K[X], 0f > 1. Poiché K[X] & un UFD, f & prodotto (a meno di una
costante moltiplicativa) di un numero finito di polinomi monici irriducibili in K[X], ciog¢ f si scrive
nella forma

(*) f=cf™ o 5,
con ce K'yr, >1,t>1 e f,..,f, polinomi monici e irriducibili in K[X], a due a due distinti.
Tale espressione € unica (a meno dell’ordine dei fattori) ed ¢ detta fattorizzazione irriducibile di f.

Definizione 2.1. Sia f € K[X], 8f > 1, con fattorizzazione irriducibile (*). Si dice che f si

spezza (linearmente) su K se 0f, =0f,= ... =0f, = 1. In tal caso:
f = C(X - al)rl (X - Oét)Tt ’
dove «, ...,a, € K sono gli zeri (a due a due distinti) di f.

Assegnata un’estensione di campi K C L, allora K[X] C L[X]. Ogni polinomio f € K[X]
puod quindi essere interpretato in L[X]. Se f non si spezza su K, potrebbe perd spezzarsi su L.
Anzi, come ora vedremo, esiste certamente un campo contenente K su cui f si spezza. Saremo
poi interessati a costruire un’estensione minimale rispetto a tale proprieta. Si tratta del campo di
spezzamento di f su K, che ora definiamo.

Definizione 2.2. Sia f € K[X], 0f > 1, esia K C E un’estensione di campi. E & detto campo
di spezzamento di f su K se

(i) f si spezza (linearmente) su E;
(i) sia E' un campo tale che K C E' CE ed f sispezzasu E'. Allora E' = E.

Per indicare che E é un campo di spezzamento di f su K, useremo, come gia fatto nel paragrafo
precedente, la notazione £ =3, .

Se gli zeri di f € K[X] sono «, ... ,«, (in un’opportuna estensione L di K), il problema di indi-
viduare il campo di spezzamento E di f su K si risolve molto semplicemente: infatti K(«,, ... ,«,)
verifica le condizioni (i) e (i) di Def.2.2 e dunque E = K(ay, ... ,a,). Se invece gli zeri di f non
sono noti, il problema ¢ pit complicato e si risolve, come ora vedremo, con successive estensioni
algebriche semplici.

Proposizione 2.1. Sia f € K[X], 0f > 1.
(i) Esiste un’estensione finita K C L tale che f sispezza su L.

(i) Esiste un campo di spezzamento E di f su K.

Dim. (i) Si procede per induzione su n = 9f.

Se 0f =1, basta porre L = K.

Sia n=0f > 1. Se f sispezza su K, si pone ovviamente L = K. Altrimenti, f ammette un
fattore irriducibile f, € K[X], con 0f, > 2. Sia

K(x1) = K[X]/(fl)
(estensione algebrica semplice di K). In K(z,)[X], f si fattorizza nella forma f = (X —z,)g, con

g € K(z,)[X] e 9g =n—1. Al polinomio ¢ si puo applicare l'ipotesi induttiva: esiste un’estensione
finita K(x,) C L tale che g si spezza su L. Ne segue che f sispezzasu L e K C L ¢ finita.

(4) In base a (7) esiste un campo L D K tale che f=c¢(X —a,)"...(X —a,)" (in L[X]). Allora
E =K(ay, ...,,) ¢ un campo di spezzamento di f su K.

Ci dobbiamo ora chiedere se il campo di spezzamento ¢ unico. Dalla Prop. 2.1, una volta ottenuto
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K(z,) si puo scegliere un eventuale fattore irriducibile g, di g, di grado > 2, e costruire il campo
K(z,)(z,) = K(xl)[X]/(g ) Su tale campo f si fattorizza nella forma f = (X —z,)(X —z,) h, con
1

0Oh =n — 2. Procedendo in modo analogo si ottiene in un numero finito di passi una fattorizzazione
completa di f in E = K(z,)(z,) ... (z.) = K(z,, ,, ...,2,), con s <n. Ma tale procedimento non
sembra, garantire a priori I'unicita del campo di spezzamento. Non e evidente infatti che, variando
Pordine di scelta dei successivi fattori irriducibili, si pervenga alla fine alla stessa estensione. Inoltre,
visto che gli zeri di f possono non essere gia noti e vanno in tal caso assunti esistenti solo ”formal-
mente”, I'unicita del campo di spezzamento non potra che essere ottenuta a meno di K-isomorfismi.
Vale infatti il seguente teorema.

Teorema 2.1. Sia f € K[X]. Se E ed E’ sono campi di spezzamento di f su K, esiste un
K-isomorfismo ¢ : E — E'.

Quando parleremo de il campo di spezzamento di un polinomio, intenderemo quindi che tale campo
¢ stato scelto a meno di K-isomorfismi.

Il Teor. 2.1 verra dimostrato in una forma piltt complessa (cfr. il successivo Teor. 2.1°%), che perd si
presta ad utilizzare un procedimento induttivo, che svilupperemo nel prossimo lemma.

Teorema 2.1°. Sia ¢ : K — K’ un isomorfismo di campi. Sia f € K[X], 0f > 1, e sia
= (f) € K'[X] [siricorda che ¢ : K[X] — K'[X] éisomorfismo indotto da o, cfr. Cap.4,8§2].
Siano rispettivamente E ed E’ campi di spezzamento di f su K e di f' su K'. Esiste un
isomorfismo W : E — E' tale che ¥|, = . Inoltre [E: K] = [E": K'].

Il Teor. 2.1 segue subito dal Teor. 2.1’ ponendo K' = K e ¢ =1,.. Per dimostrare il Teor. 2.1’
facciamo uso del seguente lemma.

Lemma 2.1. Sia ¢: K — K’ un isomorfismo di campi. Sia f € K[X], 0f > 1. Sia E un campo
di spezzamento di f su K e sia L' un’estensione di K' tale che f' = ¢'(f) sispezza su L'. Esiste
un omomorfismo V¥ : E — L' tale che V|, = .

Dim. (Lemma 1) Per induzione su n = 9f.
Se n =1, allora F = K. Basta quindi porre ¥ =i.p: K — K' < L’ e¢ ¥ verifica le condizioni
richieste.

Sia n > 1. Supponiamo che f=c¢(X —a,)...(X —,) € E[X] (con gli o, non necessariamente
distinti). L’elemento «, & algebrico su K e sia f, € K[X] il suo polinomio minimo su K. f; &
un fattore monico irriducibile di f e quindi anche f! := ¢'(f,) ¢ un fattore monico irriducibile di
J" € K'[X]. Denotiamo con (3, € L’ uno zero di f!. Poiché f! ¢ il polinomio minimo di 3, su K’,
in base a Prop. 2.4 di Cap. 4, esiste un isomorfismo

¢ : K(a,) — K'(3,) taleche ®(a,) =0, e @, = .
In K(«a,)[X], [ si fattorizza nella forma f = (X —«,)g, con g € K(«,)[X]. Applicando ad f
lisomorfismo (indotto da ®) &' : K(a,)[X] — K'(3,)[X], si ottiene
=& (f) =¥ (f) = (X = 5,) P (9)
[si osservi che ®'(f) = ¢'(f) in quanto f € K[X] e ®, =¢]. Siponga g':= ®'(g). Sinota subito
che ¢’ sispezza su L [in quanto ¢’ & un fattore di f' e K'(5,) C L']. Si ha:

dg=n—1; Eg,mal) =X, =E; ¢ sispezzasu L'
E quindi possibile applicare a g lipotesi induttiva: esiste percid un omomorfismo ¥ : E — L’ tale
che ¥ =& Maallora ¥ =¥ =~ =&, =¢ Dunque ¥ ¢l'omomorfismo cercato.
1 1 |K

Dim. (Teor.2.1’) In base al precedente lemma, esiste un omomorfismo ¥ : E — E’ tale che
W\, = ¢. Bisogna soltanto dimostrare che ¥ ¢ suriettivo, cioe che W(E) = E'.
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Poiché K' C U(FE) C E' [infatti K’ = ¢(K) = U(K) C U(F)] in base alla condizione (i) di
Def. 2.2 ¢ sufficiente verificare che f’ si spezza sul campo ¥ (F).

¥ induce 'omomorfismo di anelli ¥’ : E[X] — E'[X], tale che W]  =¢'. Se, in E[X], risulta

Ix
f=cX—-q))...(X—a,), allora f'=¢'(f)=T'(f) = gp(c)(X—\IJ(ozl))[..]. (X—¥(a,)) e, ovviamente,
tale polinomio appartiene a U (E)[X].

L’ultima affermazione ¢ evidente: infatti una base di £ su K si trasforma tramite ¥ in una base
di B su K'.

Osservazione 2.1. Se f € K[X] e L ¢ un campo intermedio tra K e X risulta: ¥, =%, .

£
Se infatti «,, ...,a, sono gli zeri di f, risulta ¥, = K(ay, ..,a,) e X, = Lo, ..., ;).
Poiché K(ay, ...,a,) C Loy, ...,a,) C X allora ¥, , =3, .

fLKD

Osservazione 2.2. Se E & il campo di spezzamento di f su K, l'estensione K C E & ovviamente

finita (in quanto algebrica e finitamente generata). Se poi E = K(ay, ...,,) e df =n, allora
[E:K]|=[E:K(ay, ...,a,_ )] [K(ay, ...;a,_,): K(ay, ooy, )] o [ [K(ay) : K] <n"
[in quanto ogni estensione K(a, ...,a,_,) C K(a,, ...,«,) & algebrica semplice, di grado <n]. Ma

tale diseguaglianza puo essere molto migliorata, come ora dimostriamo.

Proposizione 2.2. Sia f € K[X] un polinomio di grado n > 1 esia E il suo campo di spezzamento
su K. Se f=/f"..f", con f, .., f. € K[X] componenti irriducibili (a due a due distinte) di f,
posto n, = 0f,, risulta:

[E:K]|n!n,..nl

Ne segue in particolare che [E : K]|n!.

Dim. Posto F' = f,-...-f., ovviamente ¥, = E. Possiamo quindi sostituire f con F', o meglio
assumere che f abbia tutte componenti f, di molteplicita s, = 1.

L’ultima tesi del teorema segue subito dalla precedente. Infatti, essendo n = > n,, risulta che
[Tn,!| (X n,)!=mn! [sinotiche, VYa,be N, albl|(a+Db)!, in quanto (‘ZT;)!)! = (“:b)].

Per dimostrare la prima affermazione procediamo per induzione su n.

Se n=1, allora E =K, f ¢irriducibile e [E: K] =[K: K] =1]1!.

Sia n > 1 esia a uno zero di f,. In K(«a)[X] sussiste la fattorizzazione f, = (X — a)g,. Se g,
non & irriducibile, si fattorizza in K («)[X] nel prodotto di fattori irriducibili

9, = 91 "'glsl , COIl 891;‘ =nN, € anj = 891 =n,— 1.

Analogamente, le altre componenti irriducibili f,, ..., f, si fattorizzano (eventualmente) in K («)[X].
Per ¢ =2, ...,r, sia

fi=9, 9., condg, =n, e >on,; =0f =n,.
Si noti che [](n,,!) | (> n,)!=mn,!. Posto
h=g.f,... f = Gu1 - Gre, GoroeGauy o Gravoe Grsy s
siha 0h = n—1 e dunque ad h puo applicarsi 'ipotesi induttiva. Sinoti poi che X =X, ,=FE.

h, K (o) K
Dunque (contando anche gli eventuali fattori g,; ripetuti):

[E: K(a)| TT(ny, ") TI(ng, 1) oo TI(n,, D) | (S ny, )t ng, )t (0, )t = (0, — Dnyln,l.
Essendo poi [K(a): K] =n,, allora
[E:K]=[E:K()]-[K(a): K]| n,(n,— D!'n,l..n!=nln)..nl

Il Teor. 2.1 ha inoltre un importante corollario relativo alla struttura dei campi finiti.

Corollario 2.1. Due campi finiti aventi la stessa cardinalita sono isomorfi.
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Dim. Siano K e K due campi finiti, entrambi di cardinality p" (cfr. Prop.1.1, Cap.4). Tali
campi hanno lo stesso sottocampo fondamentale Z, (cfr. Cap.4.3). In base al Teor. 2.1, bastera

dimostrare che entrambi i campi sono campi di spezzamento del polinomio f = X" — X € Z, [X].

Proviamo che ogni elemento a € K verifica la relazione a’" = a. Cid ¢ evidente se a = 0; sia
invece a # 0. Poiché a € K* e (K',-) & un gruppo di ordine p" — 1, allora a” ~' = 1 e quindi

P

a’"=a. Abbiamo cosi provato che f(a) =0, Va € K. D’altra parte f ha grado p" e quindi ha al

pitt p” zeri. Siconclude che f= [] (X —a) e dunque K & un campo di spezzamento di f su Z,.
aceK

Le stesse considerazioni valgono anche per K. Dunque i due campi sono isomorfi.

Veniamo ora alla definizione di estensione normale. FEsaminiamo 1’estensione algebrica semplice
3
Q CR(W2).
Il polinomio minimo di \3/5 su Q ¢ ovviamente f = X°—2. Tale polinomio non si spezza su Q(\g/ﬁ)
Infatti, come ben noto, gli altri due suoi zeri sono \S/ECE‘, \S/QC; [con ¢, = *1%“/5 radice primitiva

terza dell’unita]. Trattandosi di numeri complessi non reali, non appartengono a Q(\S/i) [che & invece
contenuto in R]. Dunque in tale estensione fallisce la seguente "buona” proprieta:

se f € K[X] é irriducibile ed ha uno zero in L (estensione di K ), ha tutti gli zeri in L.

. . . 3 N . . .
Diremo in tal caso che I'estensione @ C Q(+v/2) ¢ non normale, in accordo con la seguente definizione.

Definizione 2.3. Un’estensione di campi K C L é detta estensione normale se ogni polinomio
irriducibile f € K[X] con uno zero in L si spezza (linearmente) in L [cioé ha tutti gli zeri in L].

Ogni estensione K C C & ovviamente normale (in base al Teorema Fondamentale dell’Algebra).
Invece ad esempio le estensioni Q C Q(\g/§) e @ C R non sono normali.
Il seguente risultato collega i campi di spezzamento con le estensioni normali.

Teorema 2.2. Sia K C L un’estensione finita. Risulta

K C L énormale <= L é campo di spezzamento di un polinomio in K[X].

Dim. (=). Essendo K C L finita, allora L = K(«,, ...,a,), con a, ...,«, algebrici su K.

t
Denotiamo con m, il polinomio minimo di «, su K e poniamo g = [[ m, € K[X]. Ogni m, ha
i=1
uno zero in L (cio¢ «,) ed, essendo K C L normale, tutti i suoi zeri sono in L. Allora
L=K(a, ...,o,) CK(a, ooy Qyy oy oy, ) =8, €L,

cioc L=X% .

(). Sia L=% con g € K[X]. Si tratta di verificare che per ogni polinomio irriducibile

g9,K?

f € K[X] risulta: f hauno zeroin L = f ha ogni zero in L, ovvero:
Va, o, zeridi f: o, €L <= o, € L.

Si consideri il campo di spezzamento M := ¥j,x. Ovviamente M DO L e sussiste il seguente
diagramma di inclusioni di campi:

N
\L/

K(a,)

a,)

K(a,)

I

K
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1%

Si noti che, essendo «,, a, zeri di f (irriducibile su K), in base a a Prop.2.3 di Cap.4, K(«,)
K(a,). Ne segue:

() [K(a): K] = [K(a,) : K].

Essendo L =% allora L(a,) = Zg,x(a1> [infatti, se L =K(g,, ...,05,), con B, ...,0, zeridi g,
allora ¥, = K(ay)(B,, ..., B,) = L(,)]. Analogamente, L(a,) = DIRE

In base al Teor.2.1’, da K(a,) = K(a,) segue che ¥ =) cioe L(a,) & L(a,) e

9.K (o)) 9. K (ay)?

g9,K>

quindi:
(s) [L(a,) : K(,)] = [L(a,) : K(aw)].

Il teorema sarad dimostrato se proveremo che [L(w,): L] =1 <= [L(a,): L] = 1. Bastera quindi
dimostrare che [L(ay): L] = [L(e,) : L].
Calcoliamo [L(«,) : K] e [L(ay): K]. Siha,in basea () e (s2):

[L(a,) : K] = [L(a,) : K(e)]- [K(ev) : K] = [L(@,) : K(a,)]-[K(a,) : K] = [L(ay) : K].
Ne segue che
[L(av,) : L]'[L: K] = [L(e,) : K]

e pertanto, come richiesto, [L(a,): L] = [L(a,) : L].

I
=
L
ka
I
=
L
=
™
R

Osservazione 2.3. Ogni estensione K C L di grado 2 & normale.

Sia infatti @ € L — K. Allora L = K(a) ed « ha polinomio minimo m € K[X] di grado 2. In
L[X] tale polinomio si fattorizza linearmente e dunque L = ¥ _ .. In base al teorema precedente
K C L ¢ normale.

Osservazione 2.4. Sia K C M C L una catena di estensioni finite. Se K C L ¢ normale, anche
M C L ¢normale [infatti,se L =3, (con f € K[X]),da Osserv.2.1segueche L =% edunque
M C L &normale]. Invece K C M pud non essere normale [ad esempio, posto f = X°—2 € Q[X],
si consideri la catena @ C Q(\B/i) CZ ol

Se viceversa K C M e M C L sono normali, non ¢ detto che K C L sia normale. Ad
esempio @ C Q(v2) e Q(v2) C Q(v/1+ v/2) sono estensioni normali (perché di grado 2), mentre
Q C Q(v/1+ +/2) non & normale. Infatti, posto a := \/1 4 /2, si osserva subito che a ha polinomio
f=X"-2X"-1¢cQ[X] [sinotiche o’ —1=+/2; quadrando, a'—2a”—1=0]. Tale polinomio
ha due zeri non reali [cioe +1/1 — /2 = +i\/+/2 — 1] e quindi non appartenenti a Q(1/1 4 /2)].

Se K C L ¢ finita ma non normale, esiste sempre, come ora vedremo, un’estensione normale
K C N, con N DO L. Esiste anzi un unico campo N ”minimale” rispetto a tale proprieta: ¢ la
chiusura normale di K C L, che ora definiamo.

Definizione 2.4. Sia K C L un’estensione di campi. Si chiama chiusura normale di K C L un
campo N contenente L tale che:

(i) Destensione K C N ¢é normale;
(i) sia N’ un campo tale che L C N’ C N e lestensione K C N’ ¢ normale. Allora N = N'.

Teorema 2.3. Sia K C L un’estensione finita. Esiste una chiusura normale N di K C L, con
K C N finita. Tale chiusura normale ¢ unica a meno di K-isomorfismi.

Dim. Sia L=K(«,, ...,,), con a, ...,«, algebrici su K. Siano m,, ...,m, € K[X] i rispettivi
t
polinomi minimi e sia f = [] m, € K[X]. Poniamo N =X, : proveremo che N ¢ una chiusura

=1
normale di K C L e che K C N ¢ finita.

Si osserva subito che N =%, . Infatti, denotati con a;, =«,,, ..., qa,, glizeri di m,, allora

in
2

Yok =Koy, o a,, 0y, ) = Koy a,, o, ) (g, e , Q
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In base al Teor. 2.2, K C N & normale. Inoltre K C N & ovviamente finita [¢ finitamente generata
ed algebrica]. Resta da verificare soltanto la condizione (#i) di Def. 2.4.

Sia N’ un campo tale che L C N' C N e K C N’ & normale. Ogni polinomio m, ha uno
zero in N’ [in quanto lo ha in L] e percio si spezza su N’. Ne segue che anche f si spezza su N'.
Poiché N =3 allora N C N’ [per la minimalita del campo di spezzamento] e quindi N = N'.

£ED
Dimostriamo ora 'unicitad (a meno di K-isomorfismi) della chiusura normale. Siano N, N due

¢
chiusure normalidi K C L esia f = [[ m, € K[X], definito come sopra. f sifattorizza linearmente
i=1

su N esu N. Dunque esistono F, E campi di spezzamento di f su K taliche N D F e N DE.
Inoltre, per costruzione, £ DO L e £ D L.

| i
|
E E
\L/
|
K

Per la minimalita della chiusura normale, N =E e N = E. Dal Teor. 2.1, E, FE sono K-isomorfi.
Ne segue che N e N sono K-isomorfi.

La precedente dimostrazione fornisce il modo per ottenere la chiusura normale di un’estensione
t

finita K C L = K(a, ...,a,). Seinfatti f = [[ m,, allora N =X, .. Ad esempio, la chiusura
i=1

normale dell’estensione Q C Q(\Cyﬁ) &

N=3%,=QW2.V2¢.V2¢) =Q(V2Z, () = Q(V2, iV3).

Faremo uso del concetto di chiusura normale di un’estensione nella dimostrazione del TFA (cfr.
§ 6) e soprattutto nella dimostrazione del teorema fondamentale della teoria di Galois (cfr. §5),
dimostrazione che & rinviata all’Appendice 1, al termine del presente capitolo. Anche il risultato
che segue verra utilizzato nella stessa appendice [cfr. dim Teor. B].

Proposizione 2.3. Sia K C L un’estensione finita e sia x € L. Siano N ed N, rispettivamente
la chiusura normale di K C L edi K(x) C L. A meno di K-isomorfismi risulta che N = N,.

t
Dim. Se (con le notazioni precedenti) L = K(ay, ...,a,) e f= ][] m, € K[X], allora N=X, .

i=1
Ma L = K(z, o, ...,a,). Detto m il polinomio minimo di « su K e posto f, = fm, allora N,
¢ K-isomorfo a X, . Draltra parte X, | 2 X, , cioc N, 2 N (a meno di K-isomorfismi).

Viceversa, siccome lestensione K(x) C N & normale (cfr. Osserv.2.4), per la minimalita di N,
segue che N, = N.

Osservazione 2.5. In molti testi di teoria di Galois non si fa riferimento alle estensioni normali, ma
si definiscono le estensioni galoisiane, ciot le estensioni finite K C L tali che [L : K] = G(L|K)|. Nella
parte conclusiva dell’ Appendice 1 proveremo che, in caratteristica 0 i due concetti sono equivalenti.

kK ok ok sk osk ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok

Esercizio 5.2.1. Verificare che il campo di spezzamento F di f = X'+1 € Q[X] ¢ E =Q(i, V2).
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Esercizio 5.2.2. Determinare il campo di spezzamento E di f = X°—8 € Q[X]. Calcolare il
grado [E : Q).

Esercizio 5.2.3. Determinare il campo di spezzamento del polinomio f = X°+ X+ X +2 € Z,[X]
e fattorizzare f in tale campo.

Esercizio 5.2.4. Determinare il campo di spezzamento E di f = X°+5 € Z,[X]. Fattorizzare f
in E[X] e calcolare [E: Z.].

Esercizio 5.2.5. Sia f=XT" - X°T° - 71§T2 + + € Z,(X)[T). Fattorizzare f e determinare il

campo di spezzamento nyzg(x).

Esercizio 5.2.6. Determinare il campo di spezzamento del polinomio f = X"+ X°+1 € Z,[X].

Esercizio 5.2.7. Determinare la chiusura normale N dell’estensione @ C Q(/3, \3/5) e calcolare il
grado di @ C N.

Esercizio 5.2.8. Determinare (se esiste) la chiusura normale dell’estensione @ C R.

Esercizio 5.2.9. Dire perché l'estensione Q(X) C Q(v/X) & non normale e determinarne la
chiusura normale.

Esercizio 5.2.10. Sia K C L un’estensione finita e sia N la sua chiusura normale. Sia M
un’estensione di N esia ¢: L — M un K-omomorfismo. Verificare che Imy C N.
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3. Separabilita

Nella dimostrazione del teorema dell’elemento primitivo (cfr. Teor. 3.1 di Cap.4) abbiamo utiliz-
zato un risultato relativo al concetto di separabilita, che ora vogliamo dimostrare (cfr. il successivo
Teor. 3.1). Cominciamo con una definizione.

Definizione 3.1. Un polinomio irriducibile in K[X] ¢ detto separabile se tutti i suoi zeri (in
un’estensione di K ) sono semplici ed un polinomio in K[X] ¢é detto separabile se tutte le sue com-
ponenti irriducibili sono polinomi separabili. Se inoltre K C L é un’estensione di campie o € L &
algebrico su K, a é detto separabile su K se il suo polinomio minimo in K[X| é separabile. Infine
un’estensione algebrica K C L é detta separabile se ogni o € L é separabile su K.

Teorema 3.1. Sia car(K) = 0. Ogni polinomio in K[X] éseparabile. Ne segue che ogni estensione
algebrica K C L é separabile.

Per dimostrare tale teorema & necessario premettere (cfr. Prop.3.1) una caratterizzazione dei
polinomi con zeri multipli. A tale scopo serve un’altra definizione.

Definizione 3.2. Sia f € K[X], f = Y. a,X'. Si chiama derivata (formale) di f (o polinomio
i=0

derivato di f) il polinomio Df =Y ia, X' " € K[X].
i=1

Nota. In luogo di Df viene talvolta utilizzata la notazione %.

Si noti che 9(Df) < df — 1. In particolare, se car(K) =0 e 9f > 1, allora d(Df) = 9f — 1
[infatti na, # 0, essendo a, # 0]. Se invece car(K) = p > 0, la precedente diseguaglianza pud
essere stretta [ad esempio, se f € K[X"], allora Df = 0].

Osservazione 3.1. (i) Se K =R, Df coincide con 'usuale derivata di f [intesa come limite del
rapporto incrementale]. La Def. 3.1 estende quindi la definizione di derivata di un polinomio ad ogni
campo K, usando la regola di calcolo della derivata di un polinomio in R[X].

(i) L’applicazione di derivazione formale D : K[X] — K[X] verifica le ben note proprieta delle
derivate:

(a) D(f+g)=Df+ Dg, Vf,ge K[X]; (b) D(fg)=fDg+gDf, Vf,ge€ K[X];
(¢) D(c)=0, Vce K, (d) D(cf)=cDf, Vce K, Vfe K[X].

Di queste quattro proprieta, soltanto la verifica di (b) [nota come regola di Leibnitz] richiede qualche
calcolo (cfr. [AA], Esercizio 3.7).

Lemma 3.1. Sia f € K[X] esia « uno zero di f (in un’opportuna estensione L di K). Risulta:
a ¢ uno zero multiplo di f < (Df)(a) =0.

Dim. (=). Sia f= (X —a)’g (in L[X]). Allora Df = 2(X —a)g+ (X — a)’Dg e pertanto

). Sia f=(X—a)h (in L[X]) esia (Df)(a) =0. Siha: Df = (X —a)Dh+h e quindi
= (Df)(a) = h(). Allora X —«|h (in L[X]), ciot h = (X —a)h,, Ih, € L[X]. Pertanto

Proposizione 3.1. Sia f € K[X]. f ha uno zero multiplo <= f, Df hanno un fattore comune
non costante in K[X].
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Dim. (=). Sia « uno zero multiplo di f. Dal Lemma 3.1, f(a) = (Df)(a) = 0. Detto m il
polinomio minimo di « su K, allora m ‘ fem | Df. Dunque m & un fattore non costante cercato.

(«<). Sia g € K[X] un fattore comune non costante di f e Df. Sia « uno zero di g (in
un’estensione L di K). In L[X], X —a|Df e X —a|f. Ne segue che f(a) =0 e Df(a) = 0.
Dal Lemma 3.1 segue che « € uno zero multiplo di f.

Possiamo cosi dimostrare il Teorema 3.1.

Dim. (Teor.3.1) Sia car(K) = 0. Bisogna dimostrare che se f € K[X] ¢ irriducibile, tutti i suoi
zeri sono semplici.

Per assurdo, f abbia uno zero multiplo. Dalla Prop.3.1, f e Df hanno un fattore comune non
costante g. Poiché f e irriducibile e g|f, allora ¢ = ¢f (con ¢ € K') e quindi dg = 9f. Ma
g | Df equindi dg <9dDf =0f—1. Dunque 0f <9f — 1: assurdo.

Relativamente alla caratteristica p, vale il seguente risultato, anch’esso conseguenza di Prop. 3.1.

Teorema 3.2. Sia car(K)=p >0 esia f € K[X]| un polinomio irriducibile. Risulta:
f ¢ non separabile < f € K[X"].

n .
Dim. (=). Sia f = ) a,X’ non separabile, cioe dotato di almeno uno zero multiplo. Da

=0
Prop. 3.1, f e Df hanno un fattore comune non costante g. Ma f & irriducibile e quindi g = cf
(con ¢ € K'). Dunque f | Df. Allora, per ragioni di grado, Df =0 e pertanto ia, = 0, per ogni
i=1,..,n. Sequindi i # 0 (mod p), allora a, =0. Si conclude che f € K[X"].

t )
(<). Sia f = > a,X”. Allora Df = 0 e pertanto f, Df hanno in comune un fattore non

i=0
costante (cioé f). Dalla Prop. 3.1, f ha uno zero multiplo.

Osservazione 3.2. Costruiamo ora un esempio esplicito di un polinomio irriducibile non separabile
(in caratteristica p > 0).

Sia K = Z,(X) il campo delle funzioni razionali su Z, esia f =T"— X € K[T]. Se proviamo
che & irriducibile, allora & non separabile (in base a Teor. 3.2). Ma si puo dimostrare qualcosa in piu
e cioé che f ha un unico zero (di molteplicita p).

Cominciamo col provare quest’ultima affermazione. Siano «, § zeridi f (in un’opportuna esten-
sione di K). Allora o = X = 8" e dunque o = . Poiché car(K) = p, allora (o — 3)" =
o’ — " =0. Dunque o — 3 =0, cioe¢ o = S3.

Ora dimostriamo che f ¢ irriducibile in K[T]. Per assurdo, sia f = gh, con g,h € K[T] e
dg, Oh > 1. Poiché in X,  [T] risulta f = (T — )", allora g = (T'— )", con 1 < s <p. Si
noti inoltre che @” = X € K e che anche o” € K [in quanto +a” ¢ il termine noto di g]. Poiché
MCD(s,p) =1, allora 1 =as+ bp, con a,b € Z. Ne segue

a=a =) (") €K (=Z,(X)).

Dunque a = Zg;, con u = u(X),v = v(X) € Z,[X]. Elevando tale uguaglianza alla p-sima
potenza si ottiene v” o” = u”, cioe v"X = u”. Confrontando i gradi (in Z,[X]) si ottiene

pOv+1=pdu e quindi p| 1: assurdo.

Nota. L’esempio precedente € probabilmente il pit semplice possibile. In effetti possiamo subito
verificare che non esistono polinomi irriducibili non separabili in Z,[X], Vp primo. Se infatti
f € Z,[X] fosse irriducibile e non separabile, in base a Teor.3.2 f € Z,[X"] e quindi si avrebbe

S .
f=>aX".
i=0
Ma allora, tenuto conto che a =a”, Va € Z,, si avrebbe

=l S~ (S )

=0
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e dunque f non sarebbe irriducibile.

Da tale considerazione segue che ogni estensione algebrica Z, C K ¢ separabile (perché, Va € K,
il polinomio minimo di « su Z, e separabile).

Concludiamo con un semplice corollario del Lemma 3.1.

Teorema 3.3. Per ogni primo p ed ogni intero n > 1, esiste, a meno di isomorfismi, un unico
campo di cardinalita p".

Dim. L’unicita & gia stata dimostrata (cfr. Coroll.2.1). Per dimostrare 1’esistenza, si consideri il
polinomio f=X" —X € Z,[X] esia E=X sz, unsuo campo di spezzamento. Si osserva subito
che ogni zero di f & semplice [infatti Df = —1 e quindi, se « € E & uno zero di f, (Df)(a) # 0.
Dal Lemma 3.1 segue che « & semplice]. Dunque f possiede (in E) p" zeri distinti. Denotato
con K linsieme di tali zeri, bastera verificare che K & un sottocampo di E: dunque € il richiesto
campo di cardinalitd p”.

Se infatti «, 8 € K, risulta: =a, 87 =/ e quindi (a — ﬁ)"n =a" = 3" =a- 8, cioe

o
!
a— 3 € K. Analogamente, se 3 # 0, (%)pn: ;:n = %’ cioe % c K.

Nota. Si osservi che, poiché K O Z, ed E ¢é generato su Z, dagli zeri di f, allora F = K.

Kk ok ok ok ook sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Esercizio 5.3.1. Sia K C L un’estensione algebrica e separabile e sia M un campo intermedio
(tra K ed L). Verificare che le estensioni K C M e M C L sono separabili.

Esercizio 5.3.2. Sia n un naturale positivo e sia d un suo divisore positivo. Per ogni primo p,
verificare che ogni campo di cardinalitd p” contiene un unico campo di cardinality p?.

Esercizio 5.3.3. Verificare se un campo L di cardinalita 8 pud ammettere un sottocampo K di
cardinalita 4.
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4. Gruppi risolubili

Ricordiamo (cfr. Def.1.3) che un gruppo risolubile & un gruppo (G,-) nel quale esiste una catena
di sottogruppi

(*) {1} =G, < G, < .. <G,=G,
tale che, Vi=1,..,n: G, , <G, e Gi/G‘ ¢ abeliano.

1

[Per brevita diremo che (¥) & una catena di risolubilita di G).

Si osserva subito che ogni gruppo abeliano (G, -) & risolubile, con catena di risolubilitda {1} < G.
Risulta inoltre:

(1) T gruppo S, € risolubile, con catena di risolubilita {(1)} < 4, < S,.

(2) 1l gruppo diedrale D, ¢ risolubile, Vn > 3. Infatti, ricordato che

D,=(p.p|e"=p"=1 pep=0""2p),
D,, possiede la catena di risolubilitah {1} < (¢) < D,, [verificare].

(3) Il gruppo S, e risolubile. Infatti ha catena di risolubilita
{D}<V<A<S,

con V ={(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} (gruppo di Klein). C’¢ soltanto da osservare che V< A,
(infatti V' & 'unico sottogruppo del proprio ordine in A,).

(4) Ogni p-gruppo ¢ risolubile. Infatti, se |G| = p”, in base al Coroll. 4.1 di Cap.2, G possiede
una catena di sottogruppi {1} = H, < H, < ... < H, =G, taleche, Vi=1,..,n, H,_, < H, e
H,L./H =~ (C, (abeliano).

i—1

(5) Ogni gruppo semplice non abeliano & non risolubile. Ricordiamo infatti (cfr. Osserv. 1.1, Cap.2)
che un gruppo semplice G & un gruppo privo di sottogruppi normali non banali. L’unica catena di
risolubilita di G potrebbe essere {1} < G [se G/ 0 fosse abeliano]. Se quindi G & semplice non

abeliano, allora non e risolubile.
Il risultato principale che vogliamo provare ¢ il seguente.

Teorema 4.1. Per ogni n > 5, il gruppo simmetrico S, é non risolubile.
Allo scopo serve il seguente risultato.

Proposizione 4.1. Se G é risolubile e H < G, anche H é risolubile.

Dim. Sia (*) una catena di risolubilita di G. Intersechiamola con H ed otteniamo la catena

(**) {1} <G,NH < ... <G, ,NH<H.
Vogliamo provare che (**¥) & una catena di risolubilita di H. Bisogna verificare che, Vi=1, ... ,n:
(i) G,_,NH<G,NH; (it) G, ﬂH/GV ~ g ¢ abeliano.

1

La (i) ¢ gia stata dimostrata in Esercizio 1.4.2. Per provare la (ii) basta osservare che G, /, o ¢
i—1

abeliano e dimostrare che

G.OH [y oy <Gy,

—1 -1
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Applichiamo il secondo teorema di isomorfismo ai sottogruppi G, , e G,NH di G,:

G,

i

G, (G,NH)

i—

/}/\
\/

NG,NH)=G, ,NH

Si ottiene:

GimH/GiilmH = Gi—l(GiﬂH)/cH < G'i/Gi,l

Osservazione 4.1. Sussistono altri due notevoli risultati sulla risolubilita, analoghi a quello di
Prop.4.1. La dimostrazione verra proposta come esercizio (cfr. Esercizio 5.4.3).

(i) Se G @& risolubile e H <G, anche G/ ¢ risolubile.

(i) Sia H<G. Se H e G/, sono risolubili, anche G & risolubile.

Per dimostrare il Teor. 4.1 bastera dimostrare che il gruppo alterno A, ¢ semplice, Vn > 5. In
tal caso, infatti, se S,, fosse risolubile, anche A, lo sarebbe (in base a Prop.4.1). Ma A, non &
abeliano e quindi (in base a (5)) non & risolubile.

Sia m > 3. Del gruppo alterno A, assumiamo noti i seguenti fatti:
(a) Se n >3, A, ¢ generato dai 3-cicli (cfr. [AA], Osserv.4, pag.155).
(b) Se n>4, A, non & abeliano [si verifichi che (abc)(abd) # (abd)(abc)].

Per provare che A, & semplice, Vn > 5, basta dimostrare che se H <A, e H # {(1)}, allora H
contiene tutti i 3-cicli di S, [e quindi, in base ad (@), H = A,]. Allo scopo ¢ sufficiente dimostrare
i due seguenti lemmi.

Lemma 4.1. Sia H<A, e H+#{(1)}. Se H contiene un 3-ciclo, li contiene tutti.
Lemma 4.2. Sia H<A, e H#{(1)}. Se n>5, H contiene un 3-ciclo.

Dim. (Lemma4.1). Assumiamo n > 5 [mentre i casi n = 3,4 possono essere trattati a parte, cfr.
Eserc.5.4.1]. Sia (a,b,c,) € H e sia (abc) un arbitrario 3-ciclo di S,: bisogna dimostrare che
(a,b,c) € H.

I due 3-cicli (a,b,c,) e (abc) sono coniugati [infatti hanno la stessa struttura ciclica, cfr. [AA],
Prop. 5, pag. 156]. Dunque 3o € S, tale che (abc) =0 '(a,b,c,) o

Se o € A,, allora (abc) € H [infatti, essendo H 9 A,, allora ¢ 'Ho C H]. Sia o ¢ A,. Poiché
n > 5, esiste un 2-ciclo (de) disgiunto da (abc). Allora o,:=o0(de) € A,. Si ha:

o, (aybyc,) o, = (de) o "'(a,b,c,) o (de) = (de) (abc)(de) = (de) (de) (abe) = (abe)

[infatti (abc), (de) commutano]. Come nel caso precedente, concludiamo quindi che (abc) € H.

Dim. (Lemma4.2). Scegliamo in H una permutazione ¢ # (1). Poniamo ¢ = o,...0, (prodotto
di cicli disgiunti). A priori sono possibili le seguenti alternative:
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A

o contiene un ciclo o, di lunghezza k > 4;

)
B) o contiene due 3-cicli disgiunti o, o, ed eventualmente altri 2-cicli o 3-cicli;
) o contiene un solo 3-ciclo o, ed eventualmente altri 2-cicli;

)

(
(
(C
(D) o & prodotto di soli 2-cicli [almeno due, essendo o di classe pari].

Dimostriamo che, a partire da ciascuno di tali casi, e possibile concludere che H possiede un
3-ciclo.

(A) Sia ad esempio o, = (1234...k) e consideriamo in A, il 3-ciclo 7 = (123). Poiché H <4 A,,

707 € H e quindi anche 7 'o70 ' € H. Risulta:
oo = (132)(1234...k)0,...0,(123)0, " ..o, (1k...432).
Tenuto conto che (123) commuta con o,, ...,0, [in quanto disgiunto da essi], allora:
T oto  =(132)(1234...k)(123)(1k...432) = (13k).

Dunque H contiene il 3-ciclo (13k).

(B) Si assuma ad esempio o, = (123), 0, = (456). Sia poi 7 = (234) € A,. Come in (A),
risulta 7 'o70 ' € H e siha:

T oTo = (243)(123)(456)0,...0.(234) 0, " ...0, (465)(132) =
= (243)(123)(456)(234)(465)(132) = (12436).

Allora H contiene un 5-ciclo e si conclude utilizzando il caso (A).

Nota. Ovviamente il caso (B) si pud presentare solo se n > 6.

(C) Si assuma ad esempio o, = (123). Tenuto conto che i cicli o, commutano tra loro, si ha:
oc°=00=(123)0,..0,(123)0,...0, = (123)(123)05...0, = (123)(123) = (132) € H.

Dunque H contiene il 3-ciclo (132).

(D) Si assuma ad esempio o, = (12), 0, = (34) e si scelga in A, il 3-ciclo 7 = (234). Allora
p:=7 'oro € H esiha:

p=(243)(12)(34)0,...0.(234) 0, " ...0, (34)(12) =
= (243)(12)(34)(234)(34)(12) = (14)(23) € H.
Si consideri ora in A, il 3-ciclo v = (145). Siha: v 'pyp '€ H e risulta:
VT = (154)(14)(23)(145)(23)(14) = (145)(2)(3) = 7.

Si conclude che H contiene il 3-ciclo v = (145).

sk sk ok sk ok ok ok ok sk sk ko ok ok sk Kk K
Esercizio 5.4.1. Dimostrare il Lemma 4.1 nei casi n =3 e n = 4.

Esercizio 5.4.2. Dimostrare che, Vn > 2 risulta: S, = ((12), (123...n)).
e =

Suggerimento. Si ponga n > 3, v = (12),0 = (123..n) e H

permutazione di S,, & prodotto di 2-cicli, verificare:
(@) H>(t, t+1), Vt=1,..,n—1;
(b) H>(1t), Vt=2,...,n;
(¢) ogni (hk) & prodotto di 2-cicli di tipo (1t).

(7, 0). Ricordato che ogni

Esercizio 5.4.3. Dimostrare le affermazioni (i) e (#) enunciate in Osserv4.1.
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5. La corrispondenza di Galotis

Assegnata un’estensione di campi K C L, abbiamo affermato nel paragrafo 1 che I'insieme dei K-
automorfismi di L & un gruppo, detto gruppo di Galois di L su K e denotato G(L|K). Verifichiamo
ora che si tratta effettivamente di un gruppo.

Lemma 5.1. G(L|K) é un gruppo, rispetto al prodotto operatorio. Si tratta di un sottogruppo
del gruppo Aut(L) degli automorfismi di L.

Dim. Se ¢,, v, € G(L|K), allora ¢,o¢, € Aut(L); inoltre (p,op,)(c) = ¢, Ve € K e dunque
©,0p, € G(L|K). Analogamente, se ¢ € G(L|K) allora ¢ ' € Aut(L) e ¢ '(c) = ¢ (¢(c)) =
1,(c)=¢, Vee K; dunque ¢ ' € G(L|K). Infine ovviamente 1, € G(L|K).

Osservazione 5.1. In letteratura sono presenti numerose altre notazioni per indicare il gruppo di
Galois. Eccone alcune: G(L, K), Gal(L|K), Gal(L,K), T'(L|K), T'(L : K).

Come gia detto nel paragrafo 1, Galois introdusse il gruppo di Galois limitatamente ad esten-
sioni del tipo K C ¥, ed abbiamo gia osservato, sempre nel paragrafo 1, che il gruppo di Galois
G(X; x|K) [usualmente denotato G(f|K)] si identifica ad un sottogruppo del gruppo delle permu-
tazioni S,, se t ¢ il numero degli zeri distinti di f. Ma determinare tale sottogruppo ¢ in generale
molto complicato, soprattutto se non si conoscono gli zeri di f; ed ancora piu dificile ¢ determinare
il gruppo di Galois di un’arbitraria estensione K C L.

Ci limiteremo ora a svolgere qualche considerazione elementare circa il gruppo di Galois di un’esten-
sione semplice, sia trascendente che algebrica.

(A) Assegnata un’estensione trascendente semplice K C K(X), si pud dimostrare che
G(K(X)|K) = GLy(K) /.,
dove GL,(K) ¢ il gruppo delle matrici invertibili di ordine 2 a valori in K, mentre K" si identifica
con il sottogruppo (normale in GL,(K)) delle matrici scalari invertibili di ordine 2 (cio¢ le matrici
cl,, Yc € K'). Tale gruppo quoziente ¢ usualmente denotato PGL,(K) ed & chiamato gruppo
generale lineare proiettivo di ordine 2 su K.

Dimostrare che esiste I'isomorfismo sopra indicato non ¢ banale e ci limiteremo solo a qualche

. a b
accenno. Assegnata una matrice A = <c d

.t K(X) — K(X) tale che ¢, (X) = 25

) € GL,(K), ad essa si puo associare I’'omomorfismo

u X
[e quindi @A(Z&(;) = UE:Z:EX;;, ‘v’zgg € K(X)]. Si verifica facilmente che P = 0, " e che

Paje = 1, . Dunque ¢ definito un omomorfismo
®:GL,(K) - G(K(X)|K) tale che ®(A)=¢,, VA€ GL,(K),

e si dimostra che tale omomorfismo ¢ suriettivo ed ha nucleo Ker® = K".

(B) Siaora K C K(a) un’estensione algebrica semplice. Denotiamo con m € K[X] il polinomio
minimo di « su K e siano o = a,, a,, ...,q, tutti gli zeri a due a due distinti di m, contenuti in
K(a). Ovviamente K(a,)= K(a), Vi=1, ...,t. Verificheremo che G(K(«)|K) & un sottogruppo
di ordine ¢ di §,.

Infatti, in perfetta analogia a quanto avviene in G(f|K), risulta, per ogni ¢ € G(K(a)|K) e per
ogni 7, 1 <i<t:

m(p(e;)) = p(m(a,)) = ¢(0) = 0.

Dunque ¢(«,) € uno zero di m e ¢ individua quindi la permutazione

o= (i oty ),
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che ¢ identificabile ad un elemento di §,. L’applicazione
®:G(K(a)|K)—S,, taleche ¢ —0,, Yo e G(K(a)K),
¢ un omomorfismo di gruppi [infatti o, oo, (a,) = 0, ., (@;)]. Inoltre ® & iniettiva; infatti,
se o, ¢ la permutazione identica di S, allora ¢(a) = a e dunque, V > c,a' € K(a), risulta:
(X c,a)=>¢c,p(a) = c,a', cioe p =1.
Si tratta ora di verificare che |G(K(a)|K)| =t. Per ogni a, € {a = oy, a,, ..., a, }, poniamo

v.(a) = a,. Poiché a, a, hanno lo stesso polinomio minimo, in base alla Prop. 2.3 di Cap.4 & ben
definito il K-isomorfismo

0. K(a) — K(a,) tale che p. (Y c,a') =Y c,a.’, VY c,a' € K(a).
Essendo K(a) = K(a.), ¢. € G(K(a)|K). Viceversa, per ogni ¢ € G(K(a)|K), se p(a) = a,
allora ¢ = ¢, e dunque G(K(a)|K) = {p,, ..., ¢, }-

Nota. Come gia osservato nel paragrafo 1 a proposito di G(f|K), anche il gruppo G = G(L|K)
agisce fedelmente sull’insieme S = {a,, ..., @, } [con azione w: GxS — S tale che w(p,a,) = p(a,)].

Tale azione & anche transitiva: infatti, Ve,, a, €9, 09, (o) = a

e

Con I’aiuto delle considerazioni svolte, calcoliamo il gruppo di Galois di alcune estensioni algebriche
semplici.

Esempio 5.1. G(Q(i)|Q) =C,.
Il polinomio minimo di i su Q & ovviamente m = X*+ 1 € Q[X]. I due zeri di m sono =i,
entrambi contenuti in Q(i). Allora G(Q(i)|Q) = {1, ¢}, con 1 =1, e
v :Q(i) — Qi) tale che (i) = —i e quindi ¢(a+ib) =a—ib, Ya+ib € Q(i),

[si tratta della restrizione a Q(7) dell’automorfismo di coniugio di C]. Ovviamente =1 e pertanto

GR>H)|Q) = (p) =C..

Esempio 5.2. G(Q(vV?2)|Q) = {1}.
Il polinomio minimo di v/2 su Q ¢ m = X°—2 € Q[X]. Isuoi tre zeri (in C) sono v/2, v2(, e

\3/§§32. Di essi, soltanto il primo ¢ in Q(\S/i) [gli altri due non sono reali]. Pertanto G(Q(\S/ﬁ)|Q) e
formato dalla sola identita 1 =14, 35 .

Esempio 5.3. G(Q(V1++2)|Q)=C,.

Posto a = \/1+ /2, risulta subito che « & zero del polinomio m = X' —2X”— 1 € Q[X]. Per
verificare che m ¢ il polinomio minimo di « su @, va verificato che ¢ irriducibile su @ e cio ¢ lasciato
al lettore [si confrontil’Osserv. 2.4]. Il polinomio m ha soltanto due zeriin Q(«a): « e —«a. Glialtri

due zeri di m sono complessi coniugati e si tratta di 4iv/v/2 — 1. Segue che G(Q(a)|Q) = {1, ¢},
con p:Q(a) — Q) tale che p(a) =—a e dunque

o(a+ba+ ca’ +da’) = a — ba + ca’ — da’, Va,b,c,d € Q.
Pertanto G(Q(a) |Q) = (p) = C,.

Osservazione 5.2. Cosa si puo dire di G(L|K), se K C L ¢ un’estensione finita non semplice (o
almeno se non ¢ presentata come tale) ?

Se L =K(ay, ...,«,) € my, ...,m, sono i polinomi minimi di «,, ...,«, su K, si pud senz’altro
affermare che, V¢ € G(L|K), ¢(«,) varia tra gli zeri di m, contenutiin L. Ne segue che G(L|K) ¢
un gruppo finito di permutazioni (cfr. Eserc.5.5.1). Ma resta ovviamente il problema di individuarlo.

Va comunque detto che, se K C L & un’estensione finita, |G(L|K)| ¢ un divisore di [L: K]. Una
dimostrazione di tale fatto ¢ presentata nell’ Appendice 1 al termine di questo capitolo [cfr. Nota
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in coda alla dimostrazione del Teor. A].

Ora vogliamo illustrare la corrispondenza di Galois, tra i campi intermedi dell’estensione K C L
ed i sottogruppi del suo gruppo di Galois G(L|K).

Osserviamo che, per ogni campo intermedio M di K C L, & definito il gruppo di Galois G(L|M).
Si tratta di un sottogruppo di G(L|K) [infatti ogni M-automorfismo di L & a fortiori un K-auto-
morfismo di L.

Viceversa, assegnato un sottogruppo H di G(L|K), vogliamo associargli un campo intermedio di
K C L. Vale il seguente risultato.

Lemma 5.2. Sia K C L un’estensione di campi e sia H un sottogruppo di G(L|K). L’insieme
L" ={zeL|px)=x, Vo H}

¢ un campo intermedio di K C L. Tale campo é detto campo fisso di H.

Dim. Siano z,y € L”. Siha, Yy € H:

T

plo—y) = (@) — p(y) =2 — y; p(E) =28 =2 (s y#0).

Dunque L¥ — L7 C L*¥ e L* (LH')71 C L¥. Pertanto L™ & un campo. Ovviamente L C L.
D’altra parte, V¢ € H, ¢ & un K-automorfismo e dunque ¢(c) =¢, Vc € K. Pertanto K C L".

Se denotiamo con G l'insieme dei sottogruppi di G(L|K) e con F linsieme dei campi intermedi
dell’estensione K C L, da quanto precede restano definite le due seguenti applicazioni che, per
economia di scrittura, denoteremo rispettivamente con f (diesis) e b (bemolle):

t:F — G tale che M — M* := G(L|M), VM € F;
b:G — F taleche H— H' :=L", VH €G.
E evidente che le due applicazioni f, b sono inverse 'una dell’altra se e solo se sono verificate le due
condizioni:
(*) M" =M, YM € F; () H*  =H, VHEG.
Dai precedenti esempi 5.2 e 5.3 ricaveremo che, in generale, le applicazioni # e b non sono inverse
tra loro. Ma lo sono se l'estensione K C L ¢ finita, normale e separabile: questo & il contenuto di

parte del teorema fondamentale della teoria di Galois, che enunceremo nel seguito (cfr. Teor.5.1).
Premettiamo alcuni semplici risultati sulle relazioni che sussistono tra le due applicazioni f, b.

Proposizione 5.1. Sia K C L un’estensione di campi. Risulta:
(i) Per ogni M € F, M*" D M.
(i) Per ogni He G, H* > H.

Dim. (i) Risulta:
M =L =z e L|p(z) =z, Yoe GLIM)}.
Se z € M e ¢ € G(LIM), allora ¢(z) =z e dunque z € M*". Pertanto M C M*".
(i) Risulta:
H'* = G(L|L") = { L" -automorfismi di L }.
Se pe H e z e L", allora ¢(z) =z e dunque ¢ € G(L|L"). Pertanto H < H'*.

Proposizione 5.2. Sia K C L un’estensione di campi. Risulta:
(i) Se M,, M,e F ¢ M, C M,, allora M} > M.
(i) Se H, H,€ G e H, < H,, allora H D H,.

Dim. (i) Sia ¢ € M, = G(L|M,). ¢ & anche un M, -automorfismo e dunque ¢ € M.
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(i) Sia 2 € H; = L">. Per ogni ¢ € H,, ¢ € H, e dunque ¢(z) = z. Pertanto x € H,

Proposizione 5.3. Sia K C L un’estensione di campi. Risulta:
(i) M’ =M* VM eF.
(i) H'* =H’, VH<€G.

Dim. (i) Da Prop.5.1(i), M C M*"; da Prop.5.2(i), M* > (M*")* = M*"*. Viceversa, da
Prop.5.1(ii), M* < (M*"* = M*"*.

(i) DaProp.5.1(i), H < H'*; daProp.5.2(ii), H' D (H'*)" = H’*". Viceversa, da Prop. 5.1(i),
Hb C (Hb)ﬁb :Hbﬁb.

Proposizione 5.4. Sia K C L un’estensione di campi. Risulta:
(i) K =G(LIK) e L* ={1,}.
(ii)) {1,}" =L e G(L|IK)" D K.

Dim. (i) & ovvio.
(i4) Risulta: {1,}" =LY’ ={x € L|1,(x) =2} = L. L’inclusione G(L|K)" D K & semplice-
mente linclusione K** D K (cfr. Prop.5.1(3)).

Possiamo riassumere i risultati precedenti nei due seguenti diagrammi:

K

N
L —tes {1,} G(L|K) o> K
U IN VI N
M ot At H s H?
U A VI N
K fes GLIK) {1} e L

L’inclusione K C K*” puod essere stretta [nel qual caso le applicazioni f e b non sono inverse tra
loro]. Nell’Esempio 5.1, Q*" = @, in quanto
Q" =Q(H)” ={a+ibeQ(i)|pla+ib) =a+ib}={a+ibeQ(i)|a—ib=a+ib}=Q.
Invece, nell’Esempio 5.2 risulta Q*” D @, in quanto Q*" = {1}’ = Q(\S/E) Anche nell’Esempio
5.3 risulta Q*" D Q. Infatti
Q" =Q()"” ={z€Q(a)|p(x) =2} = {a+ca’, Va,c€Q}=Q(a") = Q(V2).

Passiamo ora ad enunciare il teorema fondamentale della teoria di Galois [abbreviato TFTG, nel
seguito]. Avvertiamo che la dimostrazione & piuttosto tecnica e 'abbiamo posta nell’ Appendice 1,
al termine di questo capitolo.

Teorema 5.1. (TFTG) Se K C L é un’estensione finita, normale e separabile, risulta:
(i) |GLIK)| = [L: K);
(i) Le applicazioni § e b sono inverse l'una dell’altra [cioé valgono le due relazioni:
(*) M*> =M, YM € F; (*) H® =H, VH €G].
(iii) Per ogni M € F, |G(LIM)|=[L:M] e [M: K] = {GHEL.
(iv) Sia M € F. L’estensione K C M ¢é normale < G(L|M) <1 G(L|K).
(v) Sia M € F e K C M normale. Allora
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G(M|K) = G(LIK)/ gy )

Osservazione 5.3. Nelle ipotesi del TFTG, segue subito da (4), (i), (#4) che:

(iii’) Per ogni H € G, [L:H’|=|H| e [H : K] = (G(L|K): H) [indice di H in G(L|K)].
Infatti da (i) e (#1): [L: H'] = |(G(L|H")| = |H"*| = |H| eda (i): [H":K]= [[LL;;J] = IG%K)\ —
(G(LIK) : H).

Il TFTG puo essere utilizzato per costruire il reticolo dei campi intermedi di una data estensione
finita, normale e separabile [di cui sia facile costruire il gruppo di Galois]. Procediamo con un
esempio.

Esempio 5.4. Sia f= X'—2¢c Q[X]. Si tratta di un polinomio irriducibile su @ (dal criterio di
Eisenstein). Posto E' =X, ., l'estensione @ C E ¢ finita, normale e separabile. Ne calcoleremo il
gruppo di Galois e poi il reticolo dei campi intermedi.

Sia a =v2. In E[X]: f=(X—a)(X +a)(X —ia)(X +ia). Dunque
E=Q(a, —q, ia, —ia) = Q(a, 7).
Risulta:
[E: Q] =[Q(a, 1) : Q(0)][Q(e) : Q] =2-4=38
[infatti X* + 1 ¢ il polinomio minimo di i su Q(«)]. Ogni Q-automorfismo ¢ € G(E|Q) ¢
completamente individuato da ¢(a) e (i), che vanno scelti tra gli zeri dei polinomi minimi di « ed
i (rispettivamente). Dalla (i) del TFTG segue che |G(E|Q)| =8 e quindi ¢(«) pud essere scelto
arbitrariamente in {«o, —a, ia, —ia} e (i) in {i, —i}.
Passiamo quindi a descrivere gli otto @Q-automorfismi di G(E |Q). Se poniamo
{ o — i { o — o
Py . . Py . .
i — 1, i — —i,

da ¢, p restano definiti:

R oa— —a 3 o — —io 4 5
"2 . . "2 . . ® :]-Ea P :]‘E7
T — 1, i — 1,
a — o ) a— —o 3 a — —io
Popry . ) Poepiy . . Poepiy . :
T — —1, 1 — —i, T — —t.
. . . o — —iOé 3 .
Si osservi poi che pop: 4 . . edunque pop = op. Siconclude che
i — —1

GE|IQ)= (o, ple'=p"=1, pop=p'sp) = D, (gruppo diedrale del quadrato).
Dal corso di Alg.1 & ben noto il reticolo dei sottogruppi di D,:

(")

\/

1.}

con V= (% p) ={1,, ¢", p, ¢’ op} e V,= (9", pop) = {1, ¢", pop, ¢"op} (gruppi di Klein).
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I tre sottogruppi di ordine 4 sono normali [in quanto hanno indice 2] mentre & noto che dei cinque
sottogruppi di ordine 2 soltanto (¢?) & normale.

Applichiamo ora la biiezione b: G — F e passiamo al corrispondente reticolo dei campi fissi, cioe
dei campi intermedi del’estensione @ C E [si noti che b inverte le inclusioni, cfr. Prop.5.2].

{1.}" =

(n)"

(¥*p) (")’ (wop) (¥*op)’
0)’ v,

D4b :Q

Vogliamo presentare gli otto campi fissi intermedi come estensioni di Q. Osserviamo preliminar-
mente che, in base all’Osserv. 5.3, per ogni sottogruppo H di D,, risulta:

[H*: Q)= (G(EIQ): H) = (D, : H) = -

I campi (p) b, Vlb e V; per la formula precedente sono tutte estensioni di grado 2 su Q.
Relativamente a (@)’ = {z € E|¢(z) = x}, poiché (i) =i, allora i € (¢)’ e quindi (@) = Q(i).
Relativamente a V" = {z € E|*(z) = p(z) = z}, poiché

pi(@’) = (¢*(@) = (~a)"=0a’,  p(a’) =a,
allora o’ €V, edunque V' =Q(a°) = Q(v2).
Relativamente a V, = {z € F|p*(z) = (pop)(x) = x}, poiché
pi(ia”) = ig*(a’) =ia’, (pep)(ia’) = p(—ia’) = —ip(a)’ = —i(ia)’ =
allora ia’ €V, edunque (essendo [V, : Q] =2), allora V, =Q(ia’) = Q(i \/_)

b

Veniamo ora ai campi (¢°) e (p)’, entrambi estensioni di grado 4 su Q.
b
(

Si ha: (¢?) " = {x € E|p’(z) = z}. Siosserva subito che ¢” fissa i ed a’. Dunque i, a” € (p°) .
Essendo [Q(a”, i) : Q] = 4, allora ((,02>b = Qi) = Q(V?2, 1).

Analogamente, (p)’ = {z € E|p(z) = z}. Ovviamente p fissa o. Dunque, essendo [Q(a) : Q] = 4,
allora (p)’ = Q() = Q(V2).

Determinare gli ultimi tre campi fissi € meno immediato. Conviene esprimere il generico elemento
r € F rispetto ad una Q-base di E, ad esempio {1, a, o’, o’, 4, ic, ia”, ia’}, e tradurre rispetto a
tale base la condizione che z sia fissato dal generatore del gruppo.
Calcoliamo (¢”op) " Si ponga:
T =a,+ a0+ a0’ + a0’ +a,i+ ajia + agia’ + a, ia’, con a,, ...,a, € Q.
Si ha:
(©*op)(x) = a, — a,a + a0’ — a0’ — a,i+ a ia — azia’ + a, ia’.
Imponendo la condizione (¢°cp)(x) = x, si ottiene il sistema di equazioni lineari
{ Ay = Gy, Q) = =4y, Ay = Ay, A3 = —4y,
a4y = =0y A5 = Q5 Qg = —Qg, Ay = Ay,

equivalente a {al =a,=a,=a,=0. Pertanto

2 b - 2 . . 3
T E(Pop) <= T=a,+a,a +azia+a,ia.
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b

Quindi (p°op) = Q(1, o’ ia, ia’) = Q(a’, ia). Ma o’ = —(ia)’ e quindi
(¢"op) = Qlia) = Q(iV2).

Procediamo in modo analogo per i campi (@ p) e (@°op) .
Si ha:
(pop)(x) = a, + a,ic — a,0” — a,ia’ — a,i + a,o + azia” — a,a’.
Dunque
(g@op)(.’ﬂ):l‘ { a’oiam a, :j’ov a, ::azv a3: A7, { a,=a,=0
A, = =0y Q5= Q) Qg = Ag, A7 = —0Ay a; Qs, G5 = @,

Percio

z € (pop) = z=0a,+a,(a+ ia)+ a0’ — ia®) + a,ia’
e quindi (pop)’ =Q(1, a+ ia, o® — i’ ia®). Ma o’ — ia® = —id’(a+ia) e i’ = $(a+ia)”.
Quindi

b . o4
(pop) =Qa+ ia) =Q((1+1)V2).
Infine si ha:
(©*op)(x) = a, — a,ia — a0’ + ayia’ — a,i — a.o + agia’ + a,a’.
Pertanto
T SR S
Ay = —0y G4 ay, Qg = Aoy, A7 = Ay Qg a,, G; = Q.

Dunque

T € <<p3op>b = z=a,+a,(a— ia)+aya’+ ia’) + azia’.
Come nel caso precedente, o’ + ia’ =ia’(a— ia), ia’ = —3(a—ia)® e quindi

(¢*op) = Qa— ia)=Q((1—i)V2).

Riassumendo, il reticolo dei campi intermedi ¢ il seguente:

Qi
Q(W?2) Qiv2) Qi

\Q(// T\

V2) Qi) Q(iv?2)

\/

Q

V2)=E

Nota. (i) I campi intermedi normali su @ sono quattro: Q(i, v2), Q(v/2), Q(i) e Q(iv/2) [cor-
rispondenti ai quattro sottogruppi normali propri di D,]. Sono campi di spezzamento rispettivamente
dei seguenti polinomi: (X*+1)(X*—-2), X* -2, X+ 1, X’ +2c Q[X].

(i) Se M € F e Q@ C M ¢ normale, il gruppo di Galois G(M | Q) puo essere facilmente calcolato
dalla (v) del TFTG. Ad esempio, scelto M = (¢*)" = Q(i, V/2), si ha:
G(Q(, \/E) Q) = G(ElQ)/G(E|Q(i,\/§)) = D4/(<,02)M = D“/(soz)'

Si tratta di un gruppo di Klein, come facilmente si verifica.

Usando il TFTG (ed un semplice risultato sulle funzioni simmetriche elementari) & possibile deter-
minare - con un semplice calcolo aritmetico - il gruppo di Galois di un polinomio irriducibile di grado
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3 in Q[X]. E quanto vedremo nell’osservazione che segue.

Osservazione 5.4. Sia f = X+ aX”+ bX + ¢ € Q[X] un polinomio monico irriducibile. Siano
a, 3, v 1suoi zeri, contenuti nel campo di spezzamento ¥ = Q(«, (3, v) [contenuto in C]. In 3[X]
risulta:

f=X-a)(X=P)(X —7)=X"—(a+B+7)X"+(..) X —apy.
In particolare, a = —(a+ 8+ ) e dunque v € Q(a, 3). Pertanto X = Q(a, ).

E poi noto che G(f|Q) ¢ isomorfo ad un sottogruppo di 8, e che |G(f|Q)| = [ : Q]. Ne segue
che [2:Q][6. Poiché poi [L:Q]=[T:Q(a)-[Q(c): Q] = [T :Q(a)]-3, allora 3|[S:Q]. Ne
segue che [X:Q] =3 oppure = 6. Pertanto

G(f|Q) = 8, oppure G(f|Q) = A, (gruppo alterno).
Ovviamente [X:Q(a)]=1 <= € Q(a) e quindi
(%) GflR)=A, — feQa).

Ma la condizione 3 € Q(«) non & facile da verificare [specialmente se gli zeri di f non sono noti!].

E quindi opportuno cercare un’altra caratterizzazione. Si consideri il numero complesso

0:=(F-a)(y=0B)v—a)

Ovviamente § € ¥ e § # 0 [infatti «, 8, v sono a due a due distinti]. Facciamo ora agire S,
su ¥ [identificando «, 8, v risp. con 1, 2, 3 e ponendo: w(o, P(a,B,7)) = P(o(a),0(8),0(7)),
Voes§, VP(a,f(,7) €X]. Risulta:

{ o(6) =46, se o ¢ diclasse pari;

o(d) = =4, se o e diclasse dispari.
Ad esempio, se o = (123), allora oc(0) = (y — )@ —y)(a — B) = 4. Se invece o = (12), allora
0(8) = (= B)(y—a)(y—B) = —6. In modo analogo si verificano gli altri casi.
Ricordato che A, & il sottogruppo delle permutazioni di classe pari di S, si ha:
G(f|Q) 2 A, < § ¢ fissato da ogni automorfismo ¢ € G(f|Q) < § € G(f|Q)".

Poiché G(f|Q) = Q" = Q, si ottiene:
(%%) GflR)=A4, — dcQ.

Osserviamo ora che, Vo € 8,, o(8°) = o(§)’ = (£6)* = §°. Pertanto §° € G(f|Q)" = @,
indipendentemente da quale sia il gruppo G(f|Q) [se S, oppure A,]. Il numero razionale §° & detto
discriminante di f ed & denotato con D. La caratterizzazione (*#) si trasforma quindi nella

(x * ) G(flQ)= A, = VDeQ.

Per rendere ”operativa” tale caratterizzazione e necessario poter calcolare D senza conoscere gli
zeri di f. A tal fine ci aiutano alcuni semplici risultati relativi alle funzioni simmetriche elementari
[per i quali rinviamo ad esempio ad [Artin], Ch. 14 Sec. 3]. Si perviene facilmente a questo risultato.

Assegnato un polinomio irriducibile f € Q[X] di grado 3 e rappresentatolo nella sua ”forma
incompleta” f = X°+ pX +q, risulta: D = —4p° — 27¢°.

Dunque D e¢ aritmeticamente calcolabile a partire dai coefficienti di f e senza conoscerne gli zeri.
Si ricorda (cfr. ad esempio [AA], pag.135) che per ottenere la forma incompleta di f basta operare
su f con la sostituzione lineare X — X — g.

Nota. Si osservi che se f ha un unico zero reale a [e quindi due zeri complessi coniugati 3, 7],
necessariamente § ¢ Q(«) [infatti Q(a) C R] e dunque G(f|Q) = S, in virth di (*). Si osservi
che tale risultato e altresi ottenibile dalla successiva Prop. 5.5.

Se invece f ha tre zeri reali, G(f|Q) puo essere isomorfo a A, o §,, a seconda che D sia o
meno razionale. Ad esempio f = X®—3X + 1 ¢ irriducibile su @, ha tre zeri reali e e risulta
D =81=9" Allora G(f|Q)= A,. Invece, posto ad esempio g =4X’— 12X + 3, si osserva che g

¢ irriducibile su @, ha tre zeri reali e D = 1485 non & un quadrato. Allora G(g|Q) = S.,.

Concludiamo il paragrafo dimostrando che esistono in @Q[X] polinomi di grado > 5 non risolubili
per radicali. Tenuto conto di quanto gia detto in conclusione del paragrafo 1, & sufficiente dimostrare
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il seguente risultato.

Proposizione 5.5. Sia p un primo e sia f € Q[X]| un polinomio irriducibile di grado p. Se f ha
esattamente p — 2 zeri reali distinti [e quindi altri due zeri complessi coniugati], allora

G, ol@) =S8,

[e dunque, se p > 5, f non é risolubile per radicali].

Dim. Denotiamo con a, @, ay, ...,q, gli zeri di f, assumendo i primi due complessi (e coniugati)
e gli altri reali (distinti). Poiché

nyQ = Q(a7 a7 a37 et ap)?
G = G(X,,|Q) ¢ isomorfo ad un sottogruppo di §,. Identifichiamo gli zeri o, @, aj, ..., q,
rispettivamente con i naturali 1, 2, 3, ..., p.

In base alla (i) del TFTG, |G| = [¥,,:Q]. Inoltre [¥,,:Q] =[X,,: Q(a)]- Q) : Q] e
[Q(c) : Q] = p. Ne segue che che p||G|.

In base al teorema di Cauchy (cfr. Teor.4.1, Cap.2), G possiede un elemento di periodo p.

Osserviamo che in S, i soli elementi di periodo p sono i p-cicli. Infatti, se o(0) =p e o =o0,...0,
(prodotto di cicli disgiunti non banali), risulta p = mem(o(o,), ...,0(0,)) (cfr [AA], Prop.2(%i),
pag.152). Ne segue che o(c,) =p, Vi=1, .., h. Poichéi o, sono disgiunti, allora o & prodotto
di un unico p-ciclo.

Assumiamo dunque che G contenga il p-ciclo 0 = (¢,¢,...¢,). Si pud assumere, sostituendo
eventualmente ¢ con una sua potenza, che risulti o = (12¢,...¢,). Rinumerando eventualmente gli
zeri reali di f, si puo ulteriormente assumere che sia ¢ = (123...p). Dunque (123...p) € G.

Ora verifichiamo che anche (12) € G. Ovviamente ¥, , C C e l'automorfismo di coniugio
~: C — C induce un automorfismo su X , [infatti ~ fissa R e scambia o con @]. Tale
automorfismo corrisponde al 2-ciclo (12). Pertanto (12) € G.

In base all’Esercizio 5.4.2, S, = ((12), (123...p)). Dunque G =S,, come richiesto.

Un esempio di polinomio di grado p = 5 in Q[X], verificante le condizioni della proposizione
precedente, ¢ il polinomio f = X°—6X +3, il cui grafico ha un andamento come riportato in figura.

35 -1 \1/ 2
2

Kk ok ok ook sk ok ok %k ok ok ok ok ook ok ok ok ok ok

Esercizio 5.5.1. Se K C L & un’estensione finita, verificare che G(L|K) & un gruppo finito.

Esercizio 5.5.2. Sia (, = cos2Z +isin2X, n > 1. Verificare che G(Q((.)|Q) & abeliano e ha
ordine ¢(n).

Esercizio 5.5.3. Posto f=X"—2¢€ Q[X], calcolare G(3, ,|Q) e determinare i campi intermedi
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dell’estensione @ C X, .

Esercizio 5.5.4. Sia N la chiusura normale dell’estensione @ C Q(v/1 +v2).
(i) Determinare il gruppo di Galois G(N | Q).
(ii) Verificare che I'unico campo intermedio tra @ e Q(v/1++/2) & il campo Q(V/2).

Esercizio 5.5.5. Sia (, = cos%’r + isin%". Dimostrare che 1’estensione @ C Q(¢,) contiene un
unico campo intermedio K. Determinare il polinomio minimo di {, su K.

Esercizio 5.5.6. Sia f=X"+X+1¢€ Z,[X].

(i) Determinare il campo di spezzamento ¥ = D

(i) Calcolare il gruppo di Galois G(X|Z,), esplicitandone tutti gli Z,-automorfismi.

Esercizio 5.5.7. Sia f= X"+2X +1 € Z,[X]. Determinare il campo di spezzamento ¥ = Yz,
e dedurne il gruppo di Galois G(X|Z,).

Esercizio 5.5.8. Si consideri I'estensione di campi @ C Q(\/§7 V3, \/5)
(i) Determinare il grado di tale estensione e dire se & normale.
(i7) Determinare il gruppo di Galois G di tale estensione.

(#4) Determinare i campi intermedi di tale estensione contenenti Q(+/10).

Esercizio 5.5.9. E assegnato il polinomio f = X°+ X°+2 € Z,[X].
(i) Verificare che f & il cubo di un polinomio irriducibile g € Z,[X].

(i) Determinare il campo di spezzamento ¥ di f su Z, e dire se l'estensione Z, C X & finita,
normale e separabile.

(#3) Determinare il gruppo di Galois G(X]Z,).

Esercizio 5.5.10. Determinare le radici ottave dell’'unita su Z,. Qual’e la minima estensione di
Z in cui sono contenute 7 Qual’e il gruppo di Galois di tale estensione su Z,7

Esercizio 5.5.11. (i) Determinare il campo di spezzamento E del polinomio X' —1 € Z,[X].
(i) Calcolare il gruppo di Galois G(E | Z,).

(#4) Determinare i campi intermedi dell’estensione Z, C E.

Esercizio 5.5.12. Sono assegnati i polinomi f = X"—-3X+1, g= X>+3X +1 € Q[X] [si tratta
di polinomi irriducibili, come facilmente si verifica].

(i) Posto ¢ =(, (radice primitiva nona dell’unitd), verificare che f ammette i tre zeri reali
a=(+¢ B=C+0 =+
e che 3, v € Q(a). Dedurne che G(f ‘ Q) ~A.

(i) Verificare che g ammette un unico zero reale. Dedurne che G(f|Q) =S, e calcolare il campo
fisso A .
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6. Il teorema fondamentale dell’Algebra

E noto che un campo K & algebricamente chiuso se verifica una delle seguenti condizioni (ovvia-
mente) equivalenti:

(1) Ogni polinomio non costante in K[X] si fattorizza linearmente.
(2)
(3) Ogni polinomio irriducibile in K[X] ha grado 1.
(4) K non possiede estensioni algebriche proprie.

Scopo di questo paragrafo ¢ dimostrare il Teorema fondamentale dell’Algebra (come d’abitudine
abbreviato TFA): C ¢é un campo algebricamente chiuso.

Ogni polinomio non costante in K[X] ha almeno uno zero in K.

Tale teorema, enunciato da D’Alembert (nel 1746), fu provato per la prima volta da Gauss, nella
sua tesi di dottorato (1799). Di tale teorema esistono numerose e molto diverse dimostrazioni e
nessuna di esse € puramente ”algebrica”. Infatti tutte rinviano alla definizione ed alle proprieta (non
algebriche) dei numeri reali. Tra le varie dimostrazioni ne presenteremo una, attribuita a Legendre
(1752-1833), che non & certo la piu elementare, ma che ha il pregio - relativamente a questo corso - di
avere contenuto prettamente algebrico ed in particolare di sfruttare il TFTG.

Cominciamo con il seguente risultato che possiamo riguardare come il primo passo del TFA.

Proposizione 6.1. In C[X] non esiste alcun polinomio irriducibile di grado 2. Ne segue che C
non ammette estensioni algebriche di grado 2.

Dim. IL’ultima parte dell’enunciato segue ovviamente dalla prima [infatti ogni estensione di grado
2 di C determina un polinomio irriducibile di grado 2 in C[X]].

Sia f=X"4+aX + € C[X]. Posto v = O‘TZ — 3, risulta: f=(X+ %)277. Si scelga 6 € C
tale che 6 =~ [se v = r(cost + isint), con r,t € R, 7 > 0, basta porre § = /r(cos§ + isin§)].
Allora

f=X+5+0)X+5-9)

e dunque f & riducibile su C, come richiesto.
Proposizione 6.2. Ogni estensione finita di R ha grado 2", con h > 0.
Premettiamo il seguente Lemma, che contiene la parte "non algebrica” di questa dimostrazione.

Lemma 6.1. Ogni estensione finita propria di R ha grado pari.

Dim. (Lemma 6.1). Sia R C L un’estensione finita propria. Dal teorema dell’elemento primitivo
(cfr. Teor.3.1, Cap.4) tale estensione & semplice. Se quindi L = R(«), allora [L: R] = dm,,, con
m, € R[X] polinomio minimo di a su R. Ovviamente dm, > 2.

Per assurdo, Om,, sia dispari. La funzione polinomiale f = ®,, [tale che f(z)=m.(z), Vz €
R] & una funzione reale di variabile reale. Dai corsi di Calcolo & noto che f(z) & una funzione
continua e che f(x) — +oo, per x — +oo mentre f(zr) — —oo, per © — —oo. Per ragioni di
continuita, esiste =, € R tale che f(x,) =0. Pertanto X —z, | m, e cio contrasta con l'irriducibilita
di m,.

Dim. (Prop.6.2). Sia R C L un’estensione finita propria e sia N la chiusura normale di tale
estensione. Poiché R C N ¢ finita e propria, in base al lemma precedente 2 | [N : R]. Essendo
R C N finita, normale e separabile, dal TFTG(i) segue che |G(N|R)| =[N : R] e dunque G(N|R)
ha ordine pari.
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Poniamo !G(N|R)| =2'm, con r > 1 e m dispari > 1. In base al teorema di Sylow (cfr.
Teor. 4.2, Cap.2), G(N|R) contiene un 2-Sylow H (con |H|=2"). Sia H’ il campo fisso di H
(campo intermedio dell’estensione R C N). In base all’Osserv. 5.3, si ha:

G(N|R "m
[H* : R] = (G(N|R) : H) = [CIRL — 2m — .

Abbiamo cosi provato che R C H® & un’estensione finita di grado dispari. Ancora in base al lemma
precedente, m =1 e dunque [N : R] =|G(N|R)| =2". Ne segue che

N:R " )
[L:R] = %N:L} = [1\27:L] =2,

con 0<h<r.
Possiamo finalmente dimostrare il TFA.

Teorema 6.1. (TFA). Il campo C dei complessi ¢ algebricamente chiuso.

Dim. Va dimostrato che, per ogni f € C[X], risulta % , =C.

Siponga ¥ =X, . esiassuma, per assurdo, che C C ¥ sia un’estensione (finita) propria. Essendo
anche R C ¥ un’estensione (finita) propria, in base alla Prop. 6.2 risulta [¥ : R] = 2", con h > 1.

Ne segue che
h

>:R -1
:Cl=fga=%=2""
Si noti che 2"7' > 1 (cioe h > 2) perché C C ¥ & un’estensione propria. In base al TFTG(i),
|IG(Z|C)| =[2:C]=2"" edunque G(X|C) & un 2-gruppo. E noto allora (cfr. Prop.4.1, Cap.2)
che G(X|C) possiede un sottogruppo H di indice 2, cioe di ordine 2"*. Consideriamone il campo
fisso H” (campo intermedio tra C e ¥). Risulta, in base all’Osserv. 5.3:

[H* :C) = (G(3|C) : H) = 2.

Dunque H’ & un’estensione di grado 2 di C: cid ¢ in contrasto con la Prop. 6.1.
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1. Dimostrazione del Teorema fondamentale della teoria di Galois

Rienunciamo il teorema fondamentale della teoria di Galois (abbr. TFTG):
Se K C L é un’estensione finita, normale e separabile, risulta:
(i) |GLIK)| = [L: K);
(ii) Le applicazioni § e b sono inverse I'una dell’altra [cioé valgono le due relazioni
(*) M* =M, YM € F; (»+) H® =H, VH €G]

(iii) Per ogni M € F, |G(LIM)| =[L:M] e [M: K] =1ZHAE.

(i) Sia M € F. L’estensione K C M & normale < G(L|M) <1 G(L|K).

(v) Sia M € F e K C M normale. Allora
GM|K) = G(L|K)/G(L|M).

Il TFTG puo essere dimostrato essenzialmente come conseguenza di tre risultati, che per il momento
ci limitiamo ad enunciare e la cui dimostrazione verra posta in coda a questa appendice.

Teorema A. Sia K C L un’estensione di campi e sia H un sottogruppo finito di G(L|K). Risulta:
[L:L"]=|H]|

Ne segue subito che [L": K| =L : K]/lH‘.

Teorema B. Sia K C L un’estensione finita e separabile. Sia N la chiusura normale di K C L.
Risulta:

|{ K-omomorfismi da L a N}| = [L: K].
Ne segue che se K C L ¢ anche normale, allora |G(L|K)| = [L : K].

Proposizione C. Sia K C L un’estensione finita e normale. Siano «, 8 € L zeri di un polinomio
irriducibile f € K[X]. Esiste ¢ € G(L|K) tale che ¢(a) = (.

Si noti che la Prop. C sara utilizzata per dimostrare il Teor. B [e quindi verra dimostrata prima
di tale teoremal. Utilizzando i risultati precedenti, cominciamo col provare le parti (i), (i) e (44),
del TFTG.

Dim. ((i), (7), (i17)). La (i) segue immediatamente dalla seconda parte del Teor. B.
Proviamo la relazione (+) di (7). Sia M € F. L’estensione M C L & ovviamente finita. Inoltre
¢ normale (cfr. Osserv.2.4) e separabile (cfr. Esercizio 3.1). Dai Teor. A, B segue che
[L:M*)=[L: L") = |G(LIM)| = L : M].
Poiché M C M*" C L, dalla moltiplicativita del grado segue che [M*": M] =1, cioe M = M*".
Proviamo ora la relazione (s+) di (i3). Essendo H < H’* ed essendo tali gruppi finiti [in quanto

lo & G(L| K)], basta verificare che |H|= |H"%|. Infatti, essendo H® = H'*" (cfr. Prop.5.3), dal
Teor. A segue che

|H|=[L:H'|=[L:H"*)=|H""|.

La (u11) & pressoché ovvia. Infatti, VM € F, essendo M C L finita, normale e separabile, da (7)
segue che |G(L|M)| =[L: M]. Infine,da [L:K]=[L:M]-[M: K] segue che
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IG(LIK)| = [GLIM)|- M : K], cioe [M : K] =[G

Per dimostrare (iv) e (v) serve il seguente lemma.

Lemma 1. Sia K C L un’estensione finita, normale e separabile. Sia M € F e sia ¢ € G(L|K).
Risulta:

e(M) =M o™

Dim. Proviamo la doppia inclusione tra i due gruppi.

(>) Per ogni ¢ € G(L|M) = M*, bisogna verificare che @otpop~ " € o(M)* = G(L|p(M)).
Sia infatti y = p(z) € (M), con x € M. Allora (oo )(y) = ¢(¥(z)) = ¢(z) = y. Dunque
wothop € G(L|p(M)), come richiesto.

(<) Sia ¢ € G(Llp

)
(M)) = o(M)*. Basta verificare che ¢ 'otpop € M* = G(L|M). Infatti,
VeeM: (¢ othop)(z) =

) = ool

Dim. (()). (=). Assumiamo K C M normale (con M € F). Bisogna verificare che
G(LIM) <« G(L|K), e cioe che
Vo€ G(LIK), M*p=pM*, ovvero M* =pM* ™'

In base al Lemma 1, & sufficiente dimostrare che (M) =M. Sia 2 € M e sia m il suo polinomio
minimo su K. Siha: 0= ¢(m(z)) = m(e(x)). Dunque ¢(z) & uno zero di m. Essendo K C M
normale e m irriducibile su K, allora m ha tutti gli zeri in M. Dunque ¢(x) € M ed abbiamo
cosl provato che (M) C M. Essendo poi ¢ iniettiva, allora dim(p(M)) = dim(M) e quindi (per
la finitezza delle dimensioni di tali spazi vettoriali) M = @(M).

(<=). Per ipotesi M* 9G(L|K). Per dimostrare che K C M & normale, bisogna verificare che, se
f € K[X] & irriducibile su K, con uno zero « € M, ogni altro zero § di f appartiene ad M.

Certo 3 € L (perché K C L & normale). Si pud quindi applicare a K C L la Prop.C e si
ottiene un automorfismo ® € G(L|K) tale che ®(a)= . Si ponga ora ¢ = @, . Se verifichiamo
che (M) = M, allora 3 = p(a) € M, come richiesto.

Poiché M* <a G(L|K), allora ® M* ® ' = M*. Dal Lemma 1, ® M* &' = ®&(M)* e quindi
M* = ®(M)*. Applichiamo b a tale uguaglianza e utilizziamo (4). Si ha:

O(M)=d(M)"" =M’ =M.
Dunque ®(M)= M. Allora p(M) =&, (M)=®(M)= M, come richiesto.

Dim. ((v)). Sia K € M normale, con M € F. Per determinare un isomorfismo tra G(M|K) e
G(L|K) /G(L‘M) utilizzeremo il TFO, creando un omomorfismo suriettivo F : G(L|K) — G(M|K)

tale che KerF = G(L|M).
L’applicazione richiesta ¢ semplicemente la restrizione ad M dei K-automorfismi di L, cioe:
F(p) = ¢y Vo € G(LIK).

Si tratta di verificare che

(a) ¢, € G(M|K); (b) F & un omomorfismo di gruppi;

(¢) F & suriettiva; (d) KerF = G(L|M).
(a) Basta ripetere la dimostrazione di (iv)(==): si ottiene ¢, (M) = M, cioe ¢|,, € G(M|K).
(b) Per ogni ¢,, p, € G(L|K), si ha [tenuto conto che, da (a), ¢,(M) = M]:

Flpiopa) = (Pro@a) i = uly,, ) = @1y, 00, = Flp) o Flpo)-

(¢) Assegnato ¥ € G(M|K), va provata esistenza di un automorfismo ¢ € G(L|K) tale che
©|,, = [si usa dire che ¢ & un sollevamento di ¢]. Cio segue subito dal successivo Lemma 2 (un
lemma che serve per dimostrare la Prop. C).
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(d) Risulta: KerF = {p € G(LIK) |y, =1,}=G(L|IM).

Dimostrazione del Teorema A

Rienunciamo il Teorema A: sia K C L un’estensione di campi e sia H un sottogruppo finito di

G(L|K). Risulta: [L:L"]=|H|. Ne segue subito che [L":K]=[L: K]/‘Hl.

L’ultima affermazione segue immediatamente dalla prima, in quanto [L: K| = [L: L"]-[L" : K].
Per dimostrare I'uguaglianza [L : L] = |H|, poniamo: n := |H|, m :=[L:L"]. Sia inoltre
H={p, ¢, ..., pn}. Bastera dimostrare:
(i) n £ m; (it) m &£ n.
(i) Per assurdo, sia n < m.

Essendo m = dszH (L), si possono scegliere x,, ...x € L, che siano L™ -linearmente indipen-

n+1
denti. Resta definita la matrice

Sol(xl) s (pl(l‘n+l )
A= : : ; eM, .. (L).
w"(xl) A Lp”(:'vn#»l )
Y,
Si consideri il sistema lineare omogeneo AY =0, con Y = colonna di incognite. Poiché
Yn+1

n < n -+ 1, tale sistema ammette autosoluzioni. Se ne puo scegliere una avente il massimo numero
possibile di zeri. Permutando eventualmente le righe di A, si puo assumere che tale autosoluzione
sia (yyy o, Yr, 0, ...,0), con 7 <n+1e y,..,y. #0. Siottiene quindi il sistema di uguaglianze:

;w,-(wi)yfo

j=1 ..., n.

(%)
Si scelga ora arbitrariamente ¢ € H e lo si applichi alle n uguaglianze di (*). Si ottiene

éw(@j (xb)) oly,) =0
i=1 ...,n

Poiché la moltiplicazione per ¢ & una biiezione di H, le precedenti uguaglianze si riscrivono [con
un’eventuale permutazione| nella forma:

é%(xi)so(yi):o

j=1 .., n.

(x)
Si moltiplicano ora le uguaglianze di (%) per ¢(y,) e quelle di (%) per y,, ottenendo:

é% (z,)y, ¢(y,) =0

1
7=1,..,n, j1=1,..,n.

()
Sottraendo le righe corrispondenti di () e (s «) si ottiene:

(v 0) ; 0, (@) [y, o(y) — () y] =0

j=1, .., n.

Si noti che il coefficiente di ¢, (x,) ¢ nullo. Pertanto (s« <) fornisce una soluzione del sistema

AY = 0 avente meno di r elementi non nulli. Per non ottenere una contraddizione, tale soluzione
deve essere nulla, cioe:

oy oely)

Y p(y) = ¢(y,) y,, dacul - = 25 = @(35).

1
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Essendo ¢ € H un elemento arbitrario, allora Z—’ € L". Siponga: «a, = ?yj—’ (e quindi y, = o, y,).
1 1

La generica espressione di (%) diventa (essendo a, = ¢, (a,)):
0= Z:l(pj (xz) a, Y, = yl(; P (1‘1) P, (az)) = yl(; P (xlaz))

-

Cancellando y, (# 0) e ricordato che ¢, ¢ un automorfismo, allora ) 2,«, = 0. Poiché ogni
i=1

a, # 0, allora z,, ...,x, sono L"”-linearmente dipendenti, contro l'ipotesi [z, ...,

mente indipendenti].

H .
wi1 L7 -linear-

(i) Per assurdo, sia m < n.
Assumiamo che {z,, ...,z,, } sia una base di L (come L"-spazio vettoriale). E’ definita la matrice:
pilz) e pa(@)
B = : : : eM,..(L),
pi(@n) e palan)

e quindi il sistema lineare omogeneo BY = 0. Poiché m < n, tale sistema ammette autosoluzioni.
Sia (y,, ...,yn) un’autosoluzione del sistema: dunque

lepi(xj)yi =0
ij=1 ....m

n
Dimostreremo ora che Y y, ¢, =0 (omomorfismo nullo). Si tratta di verificare che
i=1
n

i=1
Sia © =Y o, x, (con o, € L"). Allora [tenuto conto che ¢, (a,) = «,]:
j=1
n m n m m
Zyw( )=2ue (X om) =3y Yoe)= Z(Z@( Jy)a, =3 00, =0.

i=1 j=1 i=1  j=1 j=1i= j=1

Gli automorﬁsml ©ys v, @, sono quindi L-linearmente dipendenti. Ma tale fatto contrasta con il

seguente risultato (noto come Lemma di Dedekind) e da cio segue I’assurdo.

Teorema. (Lemma di Dedekind). Siano M, L due campi e siano ¢, ...y, omomorfismi distinti e
non banali di campi. Risulta: ¢,, ..., ¢, sono L-linearmente indipendenti. Ne segue in particolare
che ogni insieme finito di automorfismi distinti di L é L-linearmente indipendente.

Dim. Per assurdo, ¢,, ...,¢, siano L-linearmente dipendenti, con relazione di dipendenza lineare
n
> a, ¢, =0 (a,, ...,a, € L). Possiamo assumere (permutando eventualmente i ¢,) che i coefficienti
i=1

non nulli di tale relazione siano i primi r (1 < r < n) e che non esistano relazioni di dipendenza
lineare tra ¢,, ..., ¢, con meno di r addendi.

Essendo ¢, # ¢,, esiste y € M tale che ¢,(y) # ¢, (y). Per ogni x € M, si ha:
(') {2:10‘1§0L(x):0’ (“) { ;alwb(xy)zo
Da(ve) segues (++) { 3 a0,()e) =0,

™

Da (»), moltiplicando per ¢,(y), segue: (s') { Sta, o, (x)p,(y) =0..
i=1

Sottraendo (¢’) da (s+’), si ottiene: (eee) { ZT:a (. (y) — . (y)] . (x) = 0.

i=

1
Osservato che a,[¢,(y) — ¢,(y)] =0 eche a,[p.(y) —¢,(y)] #0, la (+=+) fornisce la relazione di
dipendenza lineare
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formata da r — 1 addendi. Cio & assurdo per le ipotesi di minimalita fatte.

Nota. Sia K C L un’estensione finita. Dal Teor. A [applicato a G(L|K)] segue che |G(L|K)| =
[L: K*"]. Ne segue che |G(L|K)] |[L: K]

Dimostrazione della Proposizione C

Rienunciamo la Proposizione C: sia K C L un’estensione finita e normale. Siano «, 3 € L zeri
di un polinomio irriducibile f € K[X]. Esiste ¢ € G(L|K) tale che ¢(a) = .

La dimostrazione della Prop. C segue da questo lemma (di ”sollevamento” di un K-omomorfismo).

Lemma 2. Sia K C L un’estensione finita e normale. Sia M € F. Ogni K-omomorfismo
@ : M — L siestende ad un K-automorfismo ® di L [cioe ®|, = o]

L2

2

M
K —— K
Dim. (Lemma 2). L’applicazione suriettivizzata ¢., : M — (M) & un K-isomorfismo; inoltre

@(M) C L. Essendo K C L finita e normale, dal Teor.2.2, L =3, ., per un opportuno f € K[X].
Dall'Osserv.2.2, L=%, =3

Considerato l'isomorfismo d’anelli ¢’ : M[X] — o(M)[X] (indotto da ¢,, ), risulta (essendo
fe K[X]) ¢(f) =f. In base al Teor.2.1°, esiste un isomorfismo di campi ® : L — L tale che
®|,, = v... Ma allora <I>‘K = <I>‘M|K = |, =1, cioc ® ¢ un K-automorfismo di L che estende
®.

frp(M)*

Dim. (Prop.C). In base a Prop.2.4 di Cap.4, esiste un K-isomorfismo K(a) — K(8) che
trasforma « in . Lo si componga con linclusione canonica K(8) — L. Si ottiene il K-
omomorfismo ¢ : K(a) - K(3) — L. In base al Lemma 2, ¢ si estende ad un K-automorfismo ®
di L tale che @, =~ =¢. Inparticolare ®(a) =3, come richiesto.

Dimostrazione del Teorema B

Rienunciamo il Teorema B: Sia K C L un’estensione finita e separabile. Sia N la chiusura
normale di K C L. Risulta:

|{ K-omomorfismi da L a N}|=[L: K].
Ne segue che se K C L ¢ anche normale, allora |G(L|K)| = [L : K].

Possiamo subito dimostrare (utilizzando la prima parte del teorema) 'ultima e pil significativa
affermazione.

Poiché K C L e normale, N = L. Ogni K-omomorfismo ¢ : L — L & necessariamente suriettivo
[infatti, essendo ¢ iniettivo e dim, (L) finita, allora Imy = L]. Pertanto ¢ ¢ un K-automorfismo
di L. Dalla prima parte del teor. B segue:

|G(LIK)| = |{K—0mom0rﬁsmi da L a L}| =[L: K].
Dimostriamo ora la prima parte del teorema, procedendo per induzione forte su t = [L : K.

Sia t =1. Intalcaso K = L= N. Allora {K-omomorfismi da K a K} = {1,.} e pertanto
{1,.}|=1=[K: K] [la tesi ¢ ovvial.
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Sia t > 1 ed assumiamo vero il risultato per ogni estensione finita e separabile di grado < t.
Sia o € L — K esia m € K[X] il suo polinomio minimo. Sia r =dm (> 1) e si consideri il campo
intermedio K(a) (tra K ed L). Essendo [K(a): K| = r, dalla moltiplicativita del grado segue
subito che [L: K(a)] =+ <t. Poniamo s:= % ed osserviamo che l'estensione K (o) C L ¢ finita
e separabile (cfr. Esercizio 3.1). Dalla Prop.2.3 la chiusura normale di K(«) C L & ancora N.
Applicando 'ipotesi induttiva,

’{K(a)-omomorﬁsmi da L a Nl}‘ =[L: K(a)] =s.

Denotiamo tali K (a)-omomorfismi con ,, ..., ..

Per ipotesi, il polinomio m € K[X] & separabile. Inoltre ha zero « € L C N. Poiché K C N ¢
normale, i suoi r zeri - tutti distinti - sono in N. Li denotiamo o, = a, a,, ..., ..

Dalla Prop. C, applicata all’estensione finita e normale K C N, segue che esistono ¢, ..., ¢,

K-automorfismi di N, tali che ¢,(a)=a, (1<i<7r).
Consideriamo le seguenti composizioni:
p,op, :L—-N—->N, 1<i<r, 1<j<s.
Si tratta di K-omomorfismi a due a due distinti. Sono complessivamente rs =t. Per concludere la
dimostrazione basta provare che non esistono altri K-omomorfismi da L a N.

Sia quindi ¢ : L — N un K-omomorfismo. Poiché ¢(«) & uno zero di m, allora ¢(a) =
a,, 3h e N, 1 <h <r. Consideriamo allora
@, op:L—N.
Risulta: (¢, 'op)(a) = ¢, (a,) = a. Dunque ¢, 'o¢p & un K(a)-omomorfismo da L a N e
dunque ¢ uno degli s omomorfismi v, ..., %, sopra considerati. Se ad esempio gohflogo =1,, allora
=1, o1,, cioe v € uno dei t K-omomorfismi sopra considerati.

Come accennato nell’Osserv. 2.5 del Cap. 5, la definizione di estensione normale € equivalente, per
estensioni finite e separabili, a quella di estensione galoisiana, molto diffusa in letteratura (cfr. ad
esempio [Artin]): un’estensione finita K C L & detta galoisiana se [L: K| = |G(L|K)].

Nella proposizione che segue intendiamo giustificare tale affermazione.

Proposizione 1. Sia K C L un’estensione finita e separabile. Risulta:

K C L énormale < K C L ¢ galoisiana.

Dim. L’implicazione ( =) ¢ dimostrata dal TFTG(3). Per dimostrare (<=) bisogna verificare
che se f € K[X] & un polinomio irriducibile con uno zero « € L, allora f si spezza su L.

Osserviamo che K = K*". Infatti, dal Teor. A applicato a G(L|K) segue [L: K"’ = |G(L|K)|.
Ma, per ipotesi, |G(L|K)| = [L: K] e quindi, essendo K C K*" C L, K = K*".

Sia ora O(«) Porbita di « rispetto all’azione

w:G(LIK)xL — L tale che w(p,x) =¢(x), Vo € G(L|IK), Vz € L.
Essendo l'estensione finita, G(L|K) & un gruppo finito. Se G(L|K) = {p, =1, ¢,, ..., ¢,}, risulta
O(a) = {a, py(®), ..., (@)} C L. Poniamo «, :=¢,(a) (1<i<r) e
g=(X-0o)X —-a,)...(X —a,) € LIX].

Se proviamo che g € K[X] e che g¢ | f, dall’irriducibilita di f segue che f = g e dunque f si

spezza in L[X], come richiesto.

Ogni automorfismo ¢, € G(L|K) induce una permutazione di «,, ..., [infatti G(L|K) =
{©, oP1, ©; 0Py vovy @, or}].  Indicato con ¢! : L[X] — L[X] automorfismo di anelli associato a
@,, allora ¢! fissa g. Sepoi g=> ¢, X", siha:

h
g=¢l(g) = §% (c,)X" equindi ¢, (c,)=c,, Yh,

ciot ¢, € K*" = K. Dunque g € K[X]. Inoltre ogni a, ¢ uno zero di f. Infatti , essendo
a, = ¢, (a), allora f(o,) = f(¢,(a)) = ¢, (f(a)) = 0. Pertanto X —a, | f (1 <i <) e quindi
)

f. Essendo f irriducibile, allora f = g, come richiesto.
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2. Il Teorema di Galois sulla risolubilita per radicali

Scopo della presente appendice ¢ dimostrare il teorema di Galois sulla risolubilita per radicali di
un polinomio. Come noto (cfr. Cap.5, Teor1.1) tale teorema afferma che, assegnato un polinomio
f e K[X], con car(K) =0, risulta:

f ¢ risolubile per radicali <= il gruppo di Galois G(X, . |K) ¢ risolubile.

Cominciamo col provare I'implicazione (=).

Per definizione, se f ¢ risolubile per radicali esiste un campo M tale che K C 3,  C M e
K C M & un’estensione radicale. L’implicazione (=) & quindi dimostrata dal seguente teorema.

Teorema 1. Sia car(K) =0 esia K C M un’estensione radicale. Per ogni campo intermedio L
di tale estensione, il gruppo di Galois G(L|K) é risolubile.

La dimostrazione del Teor. 1 poggia sul seguente analogo risultato, che ha ipotesi piu forti.

Teorema 1°. Sia car(K) =0 esia K C L un’estensione finita, normale e radicale. Il gruppo di
Galois G(L|K) é risolubile.

Prima di dimostrare questo teorema, vogliamo dimostrare che dal Teor. 1’ segue il Teor.1. A tale
scopo enunciamo due risultati preliminari, che dimostreremo successivamente.

Lemma 1. Sia K C L un’estensione radicale e sia N la chiusura normale di K C L. Anche
K C N ¢ un’estensione radicale.

. . N . . . . b G(L|K
Proposizione 1. Se K C L ¢é un’estensione finita, considerato il campo fisso K** = L (10

. b N
che lestensione K*' C L ¢ normale.

, si ha

Abbiamo ora gli strumenti per dimostrare che Teor.1’ = Teor. 1.

Sia K C M un’estensione radicale ed L un campo intermedio di tale estensione. Si consideri il
campo K' = L™ In base a Prop.1, K*" C L & normale. Inoltre, da Prop. 5.3, G(LIK) =
K' =K"" = G(L|K*"). Infine l'estensione K*’ C M ¢ radicale (con la stessa sequenza radicale
di K C M). Pertanto non & restrittivo sostituire K con K 7 ovvero supporre direttamente che
Pestensione K C L sia normale.

Sia ora N la chiusura normale di K C M. Dal Lemma 1, essendo K C M radicale, anche
K C N e radicale. Infine, considerato L come campo intermedio dell’estensione (finita, normale e
separabile) K C N ed essendo K C L normale, dal TFTG(v) segue che G(L|K) = G(N|K)/G(N‘L).
Se quindi dimostriamo che G(N|K) ¢ risolubile, in base a Osserv.4.1, anche G(L|K) ¢ risolubile.
Quindi il Teor.1 puo essere dimostrato direttamente per ’estensione K C N che & finita, normale e
radicale. Siamo cosi nelle ipotesi del Teor. 1°.

Per dimostrare il Teor.1’ enunciamo un altro lemma (che poi dimostreremo).

Lemma 2. Sia n un naturale positivo, sia p un primo e sia K un campo con car(K) = 0.
(i) Posto f=X"—1€ K[X], il gruppo di Galois G(X, . |K) é abeliano.
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(ii) Se K contiene tutte le radici n-sime dell’unita, per ogni f = X" —a € K|X], il gruppo di Galois
G(¥; «|K) ¢ abeliano.

Dim. (Teor.1’). Sia L = K(ay, ...,a,), con «i € K(ay, ...,a, ;) (per 1 < i <n). Non
e restrittivo assumere che ogni esponente ¢, sia primo. DBasta altrimenti aggiungere alla sequenza

radicale {«,, ..., a,} ulteriori potenze degli «,, come chiarito dal seguente esempio: se {«,, a,, .....}
¢ una sequenza radicale di K C L, con o, € K, a,’ € K(a,), ..., lasi puo sostituire con la sequenza
radicale {a), o), o, o, a, ... } [che genera ancora L].
Denoteremo in particolare con p il primo esponente della sequenza radicale {a, ...,a,} [a espo-
nenti primi]. Dunque «; € K. Siaora f:=X"—1¢€ K[X] e si ponga:
E=% ., M=% .

Sussiste quindi il seguente diagramma di estensioni
M
/ \
L E
\ /
K
ed ovviamente risulta: M = FE(q,, ...,®,). Inoltre 'estensione K C M & normale [se infatti

L=%, ,.,allora: M=%, ] ede¢ovviamente finita e separabile. Dal TFTG (v), essendo K C L
normale,

fg,.K

G(L|K)=G(M | K)/G(M|L).
In base ad Osserv.4.1 (i), basta dimostrare che G(M | K) @ risolubile. Dal Lemma 2 (i), G(E|K)
¢ abeliano e quindi risolubile. Inoltre (essendo K C E normale), sempre dal TFTG (v),

G(E]K)%G(M]K)/G(M‘E).

In base ad Osserv.4.1(ii), se proviamo che G(M |E) & risolubile, anche G(M|K) lo &. La tesi
diventa quindi: G(M ‘ E) ¢ risolubile, e la proveremo per induzione su n.

Sia n=1. Allora: L= K(a,); a € K; M = F(«a,). Possiamo applicare il Lemma 2 (i) al
polinomio X" —«a,” € E[X] [si noti che E =X, contiene le radici p-sime dell’'unita]. Ne segue
che G(M | E) ¢ abeliano e quindi, come richiesto, risolubile.

Sia ora m > 1 e consideriamo l'estensione F C M. Si tratta di un’estensione normale (in quanto
K C M & normale) ed ovviamente finita e separabile. Se ne consideri il campo intermedio E(a;)
ed il relativo gruppo di Galois E(a,)’ = G(M | E(a,)). Poiché E(a,) ¢ campo di spezzamento su
E del polinomio X" — )", allora l'estensione E C E(«,) ¢ normale e quindi, dal TFTG (v),

G(E(a,) | E) 2 G(M | E)/G(M | Blay)”

Il gruppo G(E(wv,)| E) ¢ abeliano per il Lemma 2 (ii) e quindi & risolubile. Il gruppo G(M | E(«,))
¢ risolubile per ipotesi induttiva [infatti E(«,) C E(«,)(q,, ...,q,) € un’estensione normale e radicale
con n — 1 generatori]. Si conclude, in base a Osserv. 4.1 (ii), che G(M | E) & risolubile.

Completiamo la dimostrazione dell’implicazione ( = ) del teorema di Galois sulla risolubilita per
radicali, dimostrando tutti i risultati precedentemente enunciati ed utilizzati.

Dim. (Lemma 1). Premettiamo due osservazioni

(a) Date due estensioni isomorfe K C L e K C L', se una é radicale, anche I'altra lo é.

Infatti, se ¢ : L — L’ & un K-isomorfismo e {a,, ...,,,} € una sequenza radicale di K C L,
allora {p(a,), ..., p(a,,)} € una sequenza radicale di K C L’ (con gli stessi esponenti).

(b) Se K CL,, ..,KCL,, sono estensioni radicali, anche K C (L, U ... UL,) é radicale.
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Se infatti {a,,, ...,q,, } & una sequenza radicale di K C L, (1 <1 < s), si verifica subito che
{a,, ey O Oy ey Qg ey Ol e , Qe } € una sequenza radicale di K C (L, U ... UL,).

Veniamo ora alla dimostrazione del lemma. Sia L = K(ay, ..., a,,), con {a,, ...,q,, } sequenza
radicale di K C L. Indichiamo con o, = ¢, ,, ... ,q, gli zeri del polinomio minimo di «, su K.

i,mn;
i

E ben noto che

N =K, 0y 4y ey ooy iy Oy o)
Poiché K(a,) = K(a,;), allora L = K(a,, ..., ;, ...,0,,). In base ad (a), I'estensione K C
K(ay, ..., ...,a,) ¢radicale. Da (b) segue che l'estensione K C K(ay, ..., 0, , ..., Q) €

radicale. Ripetendo questo ragionamento per ogni i e per ogni «,; si conclude che K C N ¢
radicale.

Per dimostrare la Prop.1 occorre una caratterizzazione delle estensioni normali, che dimostriamo
in questa proposizione.

Proposizione 1°. Sia K C L un’estensione finita. Le seguenti affermazioni sono equivalenti:
(i) K C L é normale

(i) per ogni campo M tale che K C L C M e K C M é normale, si ha che, per ogni K-
omomorfismo ¢: L — M, o(L)= L.

(iii) esiste un campo M tale che K C L C M, K C M ¢é normale e, per ogni K-omomorfismo
p:L—-M, ¢o(L)=L.

Dim. (Prop.1’). (i=>4). Si consideri un campo M taleche K C L C M e K C M & normale.
Sia ¢ : L - M un K-omomorfismo. Sia « € L, con polinomio minimo m, € K[X]. Si ha:
m.(p(a)) = p(ma(a)) = ¢(0) = 0 e dunque p(a) & uno zero di m,. Essendo K C L normale,
allora ¢(a) € L. Dunque (L) C L e quindi, per ragioni di grado, (L) = L.

(it = i) & evidente.

(ii => 4). Sia K C L un’estensione finita e sia M un campo verificante le ipotesi di (4i). Sia

f € K[X] un polinomio irriducibile con uno zero o € L. Sia § € M un altro zero di f. Applichiamo
all’estensione finita K C M la Prop. C della precedente appendice. Esiste ¢ € G(M ’ K) tale che

o(a) = 8. Essendo cp|L : L — M un K-omomorfismo, per ipotesi p(L) = L e dunque 8 € L. E

cosi provato che l'estensione K C L ¢ normale.

Dim. (Prop 1). Applichiamo il Teor. A dell’Appendice 1 all’estensione K C L ed all’intero gruppo
G(L| K). Si ottiene:

[L:K*]=|G(L|K).
Dal Teor. B dell’Appendice 1, applicato all’estensione K*° C L), si ottiene (indicata con N la
chiusura normale di tale estensione):
‘{Kw-omomorﬁsmi da L a N}‘ =[L:K".
Tenuto conto che G(L ’ K*)=G(L | K), ne segue:
(%) |{K“—0momorﬁsmi da L a N}| = \G(L|K“)|.
Evidentemente ogni ¢ € G(L|K*") definisce un K *’-omomorfismo ¢ =i-¢: L — N. In base ad

(%), ogni K *’-omomorfismo ¢ : L — N proviene da un automorfismo ¢ € G(L | K*"). Ne segue
che ¢(L) = L, come richiesto dalla Prop. 1.

Dim. (Lemma 2). (i) Risulta: ¥,
mente individuato da ¢(¢,) e ¢(¢,)
0(G) =Gy (G) = ¢, siha:

= K((,); ogni automorfismo ¢ € G(K(,) ‘ K) & completa-

Cp (con 1 <i<p). Sequindi ¢, € G(K((,J)IK), con

K

Wo0)(G) =6 = (0e1)(G)-
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Dunque op = pot), cioe G(X, ’K) ¢ abeliano.

(71) Sia o« uno zero di f (in X, ). Gli altri zeri di f sono gli elementi a(l, (con 1<i<mn).

Essendo per ipotesi ¢, € K, allora Y, x = K(a). Ogni ¢ € G(K(a) ’ K) & completamente definito
da ¢(a) e pla) =a(l, (con 0<i<n).

Se quindi ¢,1 € G(K(a)| K) e ¢(a)= al., Y(a

(pot)(a) = p(al) = pla)p(() =ali ¢ =a

e quindi si conclude che Yop = po1p, cioe G(Z

a(,), allora:

)=
anry )

Jj+i

Analogamente, (¢o¢)(a) = a(,

x| K) & abeliano.

Ora veniamo alla dimostrazione dell’implicazione (<=) del teorema di Galois sulla risolubilta per
radicali: se car(K) =0, f € K[X] ed il gruppo di Galois G(%,, | K) ¢ risolubile, allora f &
risolubile per radicali, cioé esiste un campo R tale che ¥, C R e K C R ¢ radicale.

Per ottenere tale risultato dimostreremo, piti generalmente il seguente teorema.

Teorema 2. Sia car(K)=0 e K C L un’estensione finita e normale (ovviamente separabile). Se
il gruppo di Galois G(L | K) é risolubile, esiste un’estensione R di L tale che K C R ¢é radicale.

Premettiamo una proposizione, che, al solito, dimostreremo dopo.

Proposizione 2. Sia K un campo, con car(K) =0, ed assumiamo che il polinomio f=X"—1¢€
K[X], con p primo, si spezzi su K. Sia poi K C L un’estensione finita normale (ed ovviamente
separabile), con gruppo di Galois G(L | K) ciclico di ordine p.

Risulta: L = K(«a), dove « € L ¢ uno zero di un polinomio della forma X" —a € K[X].

Dim. (Teor.2). Procediamo per induzione sull’ordine di G(L ‘ K). Se |G(L ‘ K)| = 1, allora
L = K e basta porre R= L.

Sia |G(L|K)| =n > 1 e fissiamo arbitrariamente un primo p [che verra poi determinato nella
parte conclusiva della dimostrazione]. Procedendo come nella dimostrazione di Teor.1’, poniamo:

f=X"-1€K[X], E:=X% M:=%,,.

£
Verifichiamo che il gruppo di Galois G(M | E) & risolubile. Infatti per ipotesi lo & G(L | K);
inoltre G(L|K)= G(M | K)/G(M|L)
che M =X, =L(¢)] e quindi risolubile. Da Osserv.4.1(ii) segue che G(M | K) & risolubile.
Poiché G(M | E) < G(M | K), anche G(M | E) ¢ risolubile (cfr. Prop.4.1).

e G(M ’ L) & abeliano [basta verificarlo, dopo aver osservato

Per dimostrare la tesi, bastera determinare un’estensione R di M tale che F C R e radicale.
Infatti anche K C E & radicale [essendo E =3, , = K((,) e ¢, € K| e la composizione di due
estensioni radicali ¢ radicale, come subito si verifica.

Si definisce la seguente applicazione:
F:G(M|E)— G(L|K) tale che F(¢)=¢|,, Yo GM|E).
Sinoti che F' & ben definita, in quanto ¢(L) = L [basta applicare la Prop. 1’ all’estensione normale

K C L]. Inoltre F & un omomorfismo ed ¢ un’applicazione iniettiva [se infatti ¢, =1,, allora ¢
essendo M = (LU E)].

L

agisce come identita su LUE e quindi ¢ =1,,,

Consideriamo il sottogruppo Im(F) di G(L ’ K). Sono possibili due casi:
(a) Im(F) < G(L|K); (b) Im(F)=G(L|K).
Nel caso (a), |G(M |E)| = |Im(F)| < n; Destensione E C M ¢ finita, normale, separabile ed ha

gruppo di Galois risolubile (come sopra osservato). Per ipotesi induttiva esiste un’estensione R di
M tale che E C R e radicale.

Nel caso (b), F:G(M |E) — G(L|K) & un isomorfismo. Essendo G(L|K) un gruppo finito,
possiamo scegliere in esso un sottogruppo proprio H, normale e "massimale rispetto alla normalita”.
Allora. G(L | K)/, &semplice. Inoltre & risolubile (comelo& G(L | K)). Ma un gruppo semplice e
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1%

risolubile ¢ abeliano ed i gruppi abeliani semplici sono ciclici di ordine primo. Dunque G(L | K) / I
C,, con p primo. Ne segue che F~'(H) & un sottogruppo ciclico di indice p di G(M | E).
Consideriamo nell’estensione £ C M [che & finita, normale e separabile] il campo fisso F~'(H)" =
-1
M- (H), che denoteremo P. Si ha:
(1) L’estensione E C P éradicale. Per provare tale fatto osserviamo che E C P ¢ finita, separabile
ed anche normale [infatti F~'(H) < G(M | E)]. Inoltre

G(P|E) G(M]E)/G(M|P) =G(M|E)/pr ) 2G(L|K) /[, 2C,.

Infine f = X"—1 sispezzasu FE (= ¥, k). Siamo nelle ipotesi della Prop. 2 (applicata all’estensione
E C P) edunque P = E(a), con o’ € E, ovvero E C P & radicale.
(2) L'estensione P C M ¢ finita, separabile e normale. Il suo gruppo di Galois G(M | P) ¢ risolubile
[infatti ¢ sottogruppo di G(M | E)]. Poiché

|G(M | P)| < |G(M | E)| = |G(L| K)| =mn,
per ipotesi induttiva esiste un campo R O M tale che P C R e radicale.

Componendo le due estensioni radicali £ C P e P C R, si ottiene I'estensione radicale E C R,
con M C R, come richiesto.

Resta da dimostrarne la Prop.2. A tale scopo & necessario premettere un altro risultato, noto
come Teorema 90 di Hilbert [in quanto dimostrato da Hilbert nel 1890]. Tale teorema necessita a
sua volta di una definizione.

Definizione 1. Sia K C L un’estensione finita e sia G(L ‘ K) ={¢, ...,pn}. Perogni o € L
I’elemento

Ny = [ o.(0)

¢ detto norma di «. [Sitratta di un elemento di L e si osserva facilmente che N («) € L
Inoltre, se a € K, N(a) =a"]

GLIK) _ potv

Proposizione 2°. (Teorema 90 di Hilbert) Sia K C L un’estensione finita il cui gruppo di Galois
G(L | K) e ciclico (finito, di ordine n > 1), con generatore . Per ogni « € L, risulta:

Dim. (Prop.2’). Per ipotesi, G(L ‘ K)={(p)=1{1, ¢, ...,¢" '}

(«<=). Per definizione di norma,

n—1 n—1 ;
8y T oty = T e M)
Ngwm) = 1L ¢'(5m) = 11 o7 = we = 1

(=). Fissato arbitrariamente ¢ € L, si definiscono in L gli n elementi
d, = a-p(a)-¢*(a) ...-p'(a)-p'(c), Vi=0,..n—1.
In particolare, d,= a-c, d, ,=N(a)-¢" '(c) =¢" '(c) [essendo, per ipotesi, N'(a) = 1].
Si verifica con facilita che
d_.,=ap(d), Vi=0,..n-2.

Sipongaora, Vi=0,..,n—1, \;: = ap(a) ....p'(a) [in particolare A\, = o # 0] e si consideri
la combinazione lineare di automorfismi:

n—1 .
> A¢ :L— L
i=0
In base al Lemma di Dedekind (cfr. Appendice 1), gli automorfismi 1, ¢, ..., """ sono linearmente

n—1 . n—1 .
indipendenti e quindi Y A, ¢" # 0. Pertanto esiste ¢ € L tale che (Y. X, ¢")(c) #0. Essendo
=0 1=0
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n—1 . n—1
(T ae)e =73 d.
i=0 i=0
n—1
esiste in L un elemento non nullo 8= 3 d,.
i=0

Verifichiamo allora che ¢(8) = g (da cui la tesi). Si ha infatti:

wm=<2d> Pldy) +o(d) + o T o(d, )= 2424 gl o) =

SRy

= %(d1+ wotd, ) te=L(d,+d + ... +d,_)=

Dim. (Prop.2). Sia G(L|K) = (¢) [e quindi ¢"=1].

Le radici p-sime dell’'unita formano, come ben noto, un gruppo ciclico di ordine p, generato da
¢:=¢, [con ¢"=1]. Peripotesi, ( € K e dunque N({) =" = 1. In base alla Prop.2’, esiste
a € L tale che (= ﬁ.

Verifichiamo che o’ € K. Poiché K = K11 basta verificare che ¢ (@) =a", Vi=0,..,p—1.
Infatti, da o(a) = (" 'a segue subito che ¢'(a ) ("' edunque ¢'(a”) = ("o’ =a".
~Siponga a:=a" esiconsideri il polinomio g:= X" —a € K[X]. Gli zeri d1 g sono gli elementi
C'a (0<i<p), tuttiin K(a), edunque K(a)=X% ..
Ovviamente K(a) C L e dunque resta solo da verificare che K(«) = L. L’estensione KCLe
| =
K(o

finita, normale e, ovviamente, separabile. Quindi per il TF TG(z) risulta [L: K| = |
)

m % = 1. assurdo. Qumdl K C

un’estensione propria e [K(a): K]|[L: K] =p, dacui [K(a): K]=p equindi K(«)=L.

Inoltre « ¢ K, perché altrimenti avremmo ( =



SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI

DEL CAPITOLO 1

Esercizio 1.1.1. Verificare che le seguenti sette condizioni sono equivalenti:
(i) H<G, (it) aH C Ha, Ya € G; (iii) Ha CaH, Va € G,
(iv) aHa ' = H, Ya € G; (v) aHa ' C H, Ya € G; (vi) aHa ' D H, Ya € G.
(vid) Va,y€ G, 2ye H = yx € H.

Soluzione. (i) = (#) e (i) = (ii1) sono ovvie.

(i) = (4). Basta verificare che Ha C aH, Ya € G, ovvero che ha € aH, Ya € G, Yh € H. Per
ipotesi, a 'H C Ha™' e dunque a 'h = h,a™', 3h, € H. Moltiplicando a destra ed a sinistra per a
si ottiene a(a”'h)a = a(h,a”")a, da cui ha = ah, € aH.

(#i) = (i) si dimostra nello stesso modo.

(i) <= (). Siha: H<G <= aH =Ha, Va€G <= aHa '=H, Ya€G.

(iv) = (v) e () = (vi) sono ovvie.

(v) = (ii). Siha, YVa€G: aHa ' C H = aHa 'a C Ha = aH C Ha.

(vi) = (41). Siha, Ya€G: aHa ' D H = aHa 'a2> Ha = aH D Ha.

(i) = (vii). Sia H <1 G esia h:=axy € H Allora z = hy ' € Hy ' = y 'H. Dunque
x =y 'h, 3h, € H. Allora yz=h, € H.

vid) == (ii). Scelto ah € aH, bisogna provare che ah € Ha. Siha: h = (a 'a)h =a '(ah) € H.
Per I'ipotesi, (ah)a™" € H e dunque 3h, € H tale che aha™' = h,. Allora ah = h,a € Ha.

* ok ok

Esercizio 1.1.2. Sia Q il gruppo (delle unitad) dei quarternioni (cfr. [AA] pag.174). Verificare
che il gruppo quoziente Q / (~1) e isomorfo ad un gruppo di Klein.

Soluzione. E noto che
Q=11 -L,4, —i,j, —j, k, —k},

con & =j=k'=-1 (-1)°=1 éj=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j =ik

Verifichiamo che (—1) = {1, —1} & normale in Q. Si ha infatti:

i(—1) ={i, =i} = (-1)i, j§(-1)={j, gt =(-1)j, k(-1 ={k —k}=(-1k

[ma tale verifica ¢ inutile, in quanto (—1) & I'unico sottogruppo di Q di ordine 2].

Il gruppo quoziente é:

Q/, 4, = {{~1), i(-1), §(~1)}, k(-1)}.

Siha: (i(—1))* = (j(-1))* = (k(-1))* = (—1). Dunque Q/< 1) ha tre elementi di periodo 2 ed &
pertanto un gruppo di Klein.

L

Esercizio 1.1.3. Verificare che S, / 4 =20, con A, gruppo alterno di S, e C, gruppo ciclico di

ordine 2.

Soluzione. A, ¢ il sottogruppo di S, formato dalle permutazioni pari. Risulta:

(12)A, =S, - A,
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[infatti la moltiplicazione per (12) trasforma le permutazioni pari in dispari e viceversal]. Ne segue
che A, ha indice 2 e quindi & un sottogruppo normale di S,. Il gruppo quoziente

Su/a, = A (12)4.}

¢ necessariamente isomorfo a C, [in quanto unico gruppo di ordine 2, a meno di isomorfismi.
x % X

Esercizio 1.1.4. Sia n >3 esia H, =S({1,2, .., ¢, ..,n}) (con 1 <i<n). Verificare che H, &
un sottogruppo non normale di S,. Verificare che gli H, sono a due a due coniugati.

Soluzione. Consideriamo H, = S({2, 3, ..,n}) < S,. Siha:
(12)H,(12)7'3(12)(23...n)(12) = (134...n)(2).
Poiché (134..n) ¢ H,, allora (12)H,(12)"" € H, e dunque H, ¢ S,.
Analogamente:
(12)H,(12)"' 3 (12)(13...n)(12) = (234...n) € H,;
(13)H,(13)"' 2 (13)(124...n)(13) = (24...n3) € H;

(1n)H,(In)"" > (1n)(12..n—1)(1n) = (23..n—1n) € H,..
Ne segue che, per i =1, ..n, (1i)H,(1i)"" ¢ H, e dunque H, 4 S,.
Per provare 'ultima affermazione verifichiamo che, per ¢ =2, ...n, H, ~ H,.

Calcoliamo (14)H,(14)”". Per ogni permutazione o € H,: (1i)o(1i)”" fissa 'elemento i. Dunque
(1i)o(1i)"" € H, e quindi (1i)H,(14)"" € H,. Ma i due gruppi hanno lo stesso ordine e quindi
coincidono. Pertanto H, ~ H, tramite (14).

L

Esercizio 1.1.5. Verificare che, ¥n >2 SO.(R) { GL,.(R) [con
SO.(R)={A€GL,(R) : A" =A" e det(A) =1} (gruppo ortogonale speciale).

Soluzione. Si noti che SO, (R) ¢ un sottogruppo di GL,(R). Se infatti A, B € SO,.(R), allora

(AB™)' = (B™)'A" = (B")'A™' = BA™' = (AB™')"". Inoltre det(AB™") = 95 =1 =1.

Per verificare che SO,.(R) 4 GL,(R), basta determinare una matrice A € SO, (R) ed una matrice
B € GL,(R) tali che BAB ' ¢ SO, (R).

Si ponga provvisoriamente n = 2 e si scelgano

_ (0 =1\ _ ([cos§ —sinj (11
AO_(1 0>—< )68’02(}2) e BO—<1 0>€GL2(R).

M s us
Sin b COS bl

, o (1 1\ [0 —1\[0 1\ (-1 2
Ao 1= BAsB, _<1 0)(1 0)(1 —1)‘(—1 1)'

La matrice A/, ottenuta non & ortogonale [infatti si verifica che (A%)™" # (A4%)"].

I, 0 (1., O
AZ(O" AO>’B_(0‘ BO)

[si tratta di matrici quadrate di ordine n; 0 denota la matrice nulla di n — 2 righe e 2 colonne ed
I _, la matrice unita di ordine n —2]. Ovviamente A € SO,(R) e B € GL,(R). Come prima,

L (I, 0
BAB _< - A,())gZSOn(R).

Si conclude che SO..(R) 4 GL,(R) [e con la stessa dimostrazione si prova che O,(R) 4 GL,(R)].

Si ha:

Sia ora n > 3 e si ponga

EOE
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Esercizio 1.1.6. Determinare una catena di gruppi H < K < G tali che
H< K, K<G, ma H4G.

Soluzione. Si consideri il gruppo diedrale D, = (g, p | o' =p" =1, pop = ¢%p). In esso si
considerino i sottogruppi

H = (p) (gruppo ciclico di ordine 2), K = (p, ¢”) (gruppo di Klein).
Poiché (K:H)=(D,: K)=2, allora H< K, K< D, Proviamoche H #D,. Infatti:
po(p)={p, pop} mentre (p)op={p, gp}.

Nota. L’esempio considerato e il piti semplice possibile, nel senso che ¢ minimo rispetto all’ordine di
G. 1l successivo esempio piu semplice si ottiene considerando nel gruppo alterno A, (di ordine 12)
la catena di sottogruppi H := ((12)(34)) < K :=((12)(34), (13)(24)) < A,

L S

Esercizio 1.2.1. Verificare che, per ogni campo K, l'anello K[X] possiede soltanto ideali principali
e risulta K[X]/p) = K[X]/EP, VP e K[X].

Soluzione. Sia I un ideale di K[X]. Se I = {0}, I = 0K[X] (ideale principale). Sia quindi
I # {0} e siscelga in I un polinomio di grado minimo. Sia P un tale polinomio. Ovviamente
PK[X]C1I. Viceversa, YF €I, sidivida F per P:

F=PQ+ R, con OR < OP.

Poiché R=F — PQ € I —I C I, allora necessariamente R = 0 [altrimenti sarebbe contraddetta la
minimalitd di 0P in I]. Dunque F € PK[X] e pertanto I = PK[X].

Si osservi infine che la classe di congruenza [F] di F' mod P coincide con F + PK[X]. Dunque
K[X]/;P = K[X]/(P).

X x kx

Esercizio 1.2.2. Verificare che un campo possiede soltanto i due ideali banali. Viceversa, verificare
che ogni anello commutativo unitario che ha solo gli ideali banali ¢ un campo.

Soluzione. Sia K un campo ed I un suo ideale, I # {0}. Bisogna dimostrare che I = K. Allo
scopo basta verificare che 1 € I. Infatti, scelto = € I', risulta: 1=2"'z € KI CI. Dunque 1€ I.

Sia A un anello commutativo unitario, privo di ideali propri. Per provare che A & un campo,
basta dimostrare che a™' € A, Ya € A". Infatti, essendo a # 0, (a) = A e dunque 1€ (a). Allora
l=ab,3bc A equindi a ' =b€ A.

L S

Esercizio 1.2.3. Siano I, J ideali di un anello A. Verificare che I'insieme
I+J={x+y, Yzel, VyeJ}

¢ un ideale di A, detto ideale somma di I e J. Verificare che si tratta del piu piccolo ideale
contenente I U J, cioe (IUJ) [se A & commutativo e unitario].

Soluzione. Si tratta di verificare che:
I+)—-I+I)CI+J, (T+NHACI+J, AI+J)CI+J.
Infatti, Va,z,z,€1, Yy,y,y,€J, Vac A:
(1’1+y1)—($2+y2):(1‘1—:172)+(y1—y2)€I+J;
(x+y)la=za+ya € [A+JAC I+ J;
alx+y)=ar+aye AI+AJ CT+J.

Si osserva subito che TUJ C I+J [infatti Ve e I: z=a4+0€ I+J; VyeJ: y=0+y e I+J].



126 G.CAMPANELLA APPUNTI DI ALGEBRA 2

Sia ora K un ideale di A taleche K D TUJ. Perogni z €1 ed y € J, allora z,y € K e quindi
r+y€ K+ KCK. Dunque I+ J C K. Abbiamo cosi dimostrato che I+ J = (IUJ).

L S

Esercizio 1.2.4. Siano I, J ideali di un anello A.

(@) Verificare che 'insieme
IJ={Y 2y, Ynz1, Vo, €I, Vy, €J}
i=1

¢ un ideale di A, detto ideale prodotto di I e J.
(@) Verificare che IJ CINJ.

(#4) Sia A commutativo unitario e sia I + J = A. Verificare che in tal caso risulta: IJ =1InNJ.

(i) Determinare due ideali I, J C Z tali che IJ CINJ.

Soluzione. (i) Risulta:

[J—1JC1J [owio]; (INJACIJ [mfatti (3 2,4, )a =

i=1 i=1

NE

z,(y,a) € 1J];

A(IJ) C1J [infatti a(d z,y,)a=

i=1 =1

NE

(az,)y, € 1J].

(i) Sia > x,y, € IJ. Siha: =z,y, € IANAJ CINJ. Dunque leyb € INnJ. Pertanto
i=1 i=1

IJCIndJ.

(iit) Sia 1=r+s, conre€l,s€J. Perogni z€INJ: x=xl=xr+xs. Siha: zre Jl=1J,

xzs€1J. Dunque z =ar+as€lJ+1J CIJ. Pertanto INJ CIJ. Da (i), INJ=1J.

(v) Si ponga ad esempio I =4Z, J = 6Z. Verifichiamo che IJ = 24Z mentre I NJ = 12Z (e

dunque IJ C INJ).

Si ha: 24 = 4-6 € IJ e dunque 24Z C IJ. Viceversa, Va = > 4t,6s, € IJ, risulta
x=24(>"t,s,) € 24Z. Dunque IJ C 24Z.

Siha: 12€ INJ edunque 12Z C INJ. Viceversa, sia x € INJ. Allora x = 4n = 6m. Poiché
3 ’ dn e MCD(3,4) =1, allora 3 ‘ n e quindi n = 3r, da cui z = 12r € 12Z. Dunque INJ C 12Z.

* kX%

Esercizio 1.2.5. Sia I il sottoinsieme di Z[X] formato dai polinomi a termine noto pari. Verificare
che I & un ideale non principale di Z[X].

Soluzione. Verifichiamo che I & un ideale di Z[X]:

I—-1C1I. Infatti, Vfgel,con f=2a+Xf,g=2b+ Xg,, a,b€ Z, f,,g, € Z[X], allora
f—g=2(a—b)+X(f,—g,) €1

I-Z[X]|CI. Infatti, Vf=2a+Xf €I, g€ Z[X], risulta fg=2ag(0)+X(...) el

Per assurdo, I sia un ideale principale, con generatore h € Z[X]|. Poiché 2 € I, allora 2 =

hf,3f € Z[X]. Ne segue che Oh =0, cioe h € Z°. Poiché +1 ¢ I allora h # +1. Infine, poiché
X €1, allora X =hg,3g € Z[X] e h #0,£1. Ma allora X non sarebbe primitivo: assurdo.

Esercizio 1.2.6. Sia F linsieme delle funzioni continue da R a R.

(i) Verificare che (F,4+,-) € un anello commutativo unitario rispetto alle due seguenti operazioni:
(f+9)() = fz)+9(x), (fo)lz)=f(z)g(x), V[, geF, VzeR.

(i) Siponga: Z,={feF|f(0)=0} Z,={feF|f(1)=0}, T=Z,NnZ, Verificare che Z &

un ideale di F e che I'anello F/, & non integro (cfr. [AA], Def. 8, pag. 22).
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Soluzione. (i) Dal Calcolo & noto che la somma ed il prodotto di funzioni continue sono funzioni
continue. L’applicazione costante nulla & elemento neutro della somma e ’applicazione costante di
valore 1 e elemento neutro del prodotto. Inoltre —f & continua ed € 'opposta di f. Infine fg=gf
e valgono le proprieta associative e distributive. Dunque F & un anello commutativo unitario.

(i) Siha: T={feF | f(0)=f(1)=0}. Risulta:

T-TCT [imfatti, se £(0) = f(1) = 0,g(0) = (1) = 0, allora (f —g)(0) = 0 = (f — g)(L):
IF C 7T [infatti, se f(0) = f(1)=0,g¢€ F, allora (fg)(0) =0g(0) =0, (fg)(1) =0g(1) =0].
Analogamente, FZ CZ. Dunque Z & un ideale di F.

Si scelgano in F le funzioni f(z) = z, g(z) = x — 1. Risulta subito (fg)(0) = (fg)(1) =0 e
dunque fgeZ. Ma f(1)#0, g(0) #0 e dunque f,g ¢ Z. Quindi

F+T 4T, g+T4T ¢ fg+T=1.
I due elementi f+Z, g+ Z sono zero-divisori di F /..

L S

Esercizio 1.3.1. Verificare che GL,(R)/s, R) = (R,:) [dove SL,(R) ¢ il gruppo delle matrici

quadrate di ordine n, a valori in R e a determinante = 1].

Soluzione. Utilizzando il TFO, basta determinare un omomorfismo suriettivo da GL,(R) a R, il
cui nucleo sia SL,(R). Si definisce I’applicazione

det : GL,(R) — R’ tale che det: A — det(A), VA € GL,(R).
det & un omomorfismo di gruppi. Infatti, per il teorema di Binet:
det(AB) = det(A) det(B), VA,B € GL,.(R).
L’omomorfismo det ¢ suriettivo. Infatti, Va € R, risulta:

a 0 0 .. 0
01 0 .. 0

det| 0 0 1 .. 0] =a.
0 0 0 .. 1

Infine Ker(det) = {A € GL,(R) | det(A) =1} = SL,(R).

Esercizio 1.3.2. Sia H={A € GL,(R)|det(A) €Q'}.
(4) Verificare che H <GL,.(R).
(#) Verificare che GL,.(R) /H ~ R/

Soluzione. (i) Verifichiamo che H & un sottogruppo di GL,.(R). Risulta, VA, B € H:
det(AB™") = Zigg; € Q [in quanto det(A), det(B) € Q'].
Dunque AB™' € H.
Verifichiamo che M < GL,(R), cioé che AHA™ CH, YA€ GL,(R). Infatti, VB € H:
det(ABA™") = det(A) det(B) det(A)™" = det(B) € Q.
Dunque ABA™' € H.

(i) Sia f:GL.(R) — R'/Q la composizione delle due applicazioni
det : GL,(R) — R | A — det(A); m:R — R/q- (proiezione canonica).

Dunque f(A) =det(A)Q, VA€ GL,(R). f & un omomorfismo suriettivo (perché det, = lo sono).
Si ha infine:

Kerf={Ae€GL,(R) | f(A)e@}={AeGL,.(R) | det(A)Q =Q'} =
={A€GL,.(R) | det(A) e Q} =H.
Applicando ad f il TFO si conclude.
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Esercizio 1.3.3. In GL,(R) si consideri il sottoinsieme K = {A € GL,(R) | det(A) > 0}.
(4) Verificare che K & un sottogruppo normale di GL,(R).
(#) Determinare il gruppo GL,(R) /IC'

Soluzione. (i) K & un sottogruppo di G = GL,(R). Infatti, YA, B € K, det(AB™") = Zgégg >0

e quindi AB™' € K. Per provare che K < G, basta verificare che, VA € G risulta: AKA™' C K.
Infatti, VB € K:

det(ABA™") = det(A) det(B) #(A) =det(B) > 0.

(4i) Si consideri ’applicazone
1, se det(A) >0
f:G — C, tale che f(A):{+ se det(A)
—1, se det(A) <O0.

Si ha: f(AB) = { 1, se det(4)

—1, se det(A)det(B)

+1, se det(A), det
{ —1, se det(A), det

= f(A)f(B).
Dunque f & un omomorfismo di gruppi. Risulta infine:
Kerf={A€G |det(A) >0} =K.
Applicando ad f il TFO, si conclude che G /’C ~C,.

B) hanno lo stesso segno

B) hanno segno opposto

* kX

Esercizio 1.3.4. Dimostrare che (R,+) /(Z +) ¢ isomorfo al sottogruppo moltiplicativo dei complessi
di norma 1.

Soluzione. Sia U={z€C: |z =1}. (U,-) & un sottogruppo di (C",-) [infatti, se |z| = |w| =1,
allora |Z] = ‘\zjl‘ =1]. Si ponga:
v:(R,+)— (U,-) tale che ¢(t) = cos2nt+ isin2nt, Vi € R.
Risulta, in base alle formule di addizione di seno e coseno, Vt,s € R:
o(t + s) = cos (2t + 2ms) + isin (27t + 27s) = (cos2wt + i sin2mt)(cos27s + isin27ws) = p(t)p(s).

Dunque ¢ & un omomorfismo di gruppi. Inoltre & suriettivo [se infatti z = a + ib € U, risulta
z = ¢(5=arcosa)]. Siha infine:

Kero={te€ R: cos2nt =1, sin2nt =0} = Z.
Applicando a ¢ il TFO, U = R/,, come richiesto.

* kX

Esercizio 1.3.5. (i) Esprimere il gruppo SO,(R) come quoziente di (R,+).
(i) Sia C, = (—1,). Verificare che C, < SO,(R) ed esprimere SOQ(R)/C come quoziente di (R, +).
2

Soluzione. (i) E noto dai corsi di Algebra Lineare che
cost —sint
50,(R) = {(sint cost ) , Vte R},
Si ponga:
cost —sint
sint  cost

¢: R — SO,(R) tale che o(t) = < > , VteR.
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Dalle formule di addizione del seno e del coseno segue che ¢ € un omomorfismo. Inoltre ¢ & suriettivo
e si ha:

Kerp = {t € R | cost =1, sint = 0} = {2k, Vk € Z} = 2nZ.
Dal TFO, SO,(R) =R/, ,.
(ii) Siha: —I, = p(m) € SO,(R). Inoltre (—1I,)* = I, e dunque C, & un gruppo ciclico di ordine 2.

Sinoti inoltre che —I, commuta con ogni matrice quadrata di ordine 2. Ne segue che, VA € SO,(R),

AC,=C,A. Dunque C,<SO,(R).
Sia p=7mop: R — SO,(R) — ..‘)'02(R)/C . Tale omomorfismo & suriettivo e

Kerg = {t € R | cost = +1, sint =0} = 7Z.
Dunque 8'02(R)/C =R/ ,.

X x X

Esercizio 1.3.6. Sia A un anello commutativo. Verificare che gli anelli A[X,Y] /

v) © A[X] sono

isomorfi.

Soluzione. Sia
p: A[X,Y] — A[X] tale che o(P)= P(X,0), VP € A[X,Y].

Sinotiche,se P= Y a,X'Y’, allora o(P)=> a,X". E evidente che ¢ & suriettiva [infatti,
i+5=0 i=0
V f € A[X], risulta ¢(f) = f]. Proviamo che ¢ & un omomorfismo di anelli, cioé:

Pp(P+Q)=¢(P)+¢(Q), ¢(PQ)=¢(P)p(Q), VP,Q e AX,Y]

Posto P= Y a,X'Y', Q= > b, X"Y", allora
i+j=0 h+k=0

mazx(n,m) m n o
P+Q= Y (an+b )XY, PQ= Y b, (> a,XV)X"V".
r45=0 h4k=0 i+j=0

Quindi:

maz(n,m)

PP+Q = X (0, tb)X =S a, X+ 3 b, X" = o(P) +4(Q)

P(PQ) = 52 b,y (3 0, X')X" = (5, X") (2 a0, %) = o(P)e(@)

h=0
Risulta infine:
Kerop={P e A[X,Y]: P(X,0)=0}={P e A[X,Y]: Y|P} =(Y).
Dal TFO si conclude.

Esercizio 1.3.7. Verificare che Z[X, Y}/(XY) ¢ isomorfo ad un sottoanello B di Z[X]x Z[Y].

Individuare B come immagine di un opportuno omomorfismo.

Soluzione. Si ponga:
©:Z[X,Y] — Z[X]xZ[Y] tale che ¢(P)= (P(X,0),P(0,Y)), VP € Z[X,Y].
Si noti che ¢ & un omomorfismo di anelli, in quanto lo sono le sue due componenti:
¢, Z[X,Y] > Z[X] | P— P(X,0), ¢,:Z[X,Y]—Z[Y] | P— P(0,Y)
(cfr. esercizio precedente). Verifichiamo che Kerp = (XY).

Certo XY € Kerp e dunque (XY) C Kerp. Viceversa, sia P € Kerp. Allora P(X,0)=0=
P(0,Y) equindi X |P e Y|P, ciot P=XQ, =YQ,, peropportuni Q,, @, € Z[X,Y]. Accettiamo
come evidente il fatto che Z[X,Y] ¢ un UFD (cfr. Cap.3 Teor.3.1) eche X éirriducibilein Z[X,Y].
Poiché X JV, allora X |Q,, ciot Q,=XQ,, 3Q, € Z[X,Y]. Allora P=XYQ, € (XY).
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Per rispondere all’'ultima domanda, basta determinare Img.
Si osservi che, VP =3} a, XY’ € Z[X,Y],
w(P) = (ao() + Xf17 aOO + Ygl)7 con fl € Z[X}7 gl € Z[Y]'

Tale fatto suggerisce di considerare in Z[X]|xZ[Y] il sottoinsieme

B:=A, +(XZ[X|xYZ[Y]), con A, ={(a,a), Yaec Z}.
Si verifica facilmente che B & un sottoanello di Z[X]|x Z[Y] [infatti B— B C B, BB C B]. Per
quanto sopra osservato, I'me C B. Viceversa, V(a,a)+ (Xf,,Yg,) € B, risulta:

@(a_'_Xfl +Ygl) = (a+Xf17a+Yg1) = (ava') + (Xf17Ygl)'
Dunque B C Imy e siconclude che B = Im¢ e il sottoanello cercato.

Esercizio 1.3.8. Fissato un intero non nullo b, si denoti con (Z), il sottoinsieme di @ cosi definito:
(2), = {bik, VaeZ, YkeN}.

(@) Verificare che (Z), & un anello contenente Z.

(4) Dimostrare che (Z), = Z[X]/(bx_l).

Soluzione. Per comodita di notazioni, poniamo B = (Z),.

(4) Verifichiamo che B & un anello. Si ha:

. . ’ h 1k . . ’ ’
B—BCB [ifatti % — # = =%~ € B, BBCB [infatti - = ;%% € B].

Per provare che Z C B occorre verificare che 'applicazione f : Z — B tale che f(a) = ¢, Ya€ Z
a a’
T

¢ un omomorfismo iniettivo. Che sia un omomorfismo ¢ evidente. Se poi ¢ =

¢ allora a = d'.

Dunque f e iniettiva.
(#) Si ponga:
¢: Z[X] — B tale che ¢(P)=P(3), VP € Z[X].

¢ & un omomorfismo di anelli. Infatti, VP, Q € Z[X]:

P(P+Q)=(P+Q)(3) = P3) +Q(5) = ¢(P) +0(Q) e

©(PQ) = (PQ)(5) = P(3) - Q(3) = ¢(P) (Q).
¢ ¢ suriettivo [infatti ;& = p(aX *)]. Ovviamente bX — 1 € Kery. Viceversa, vogliamo provare
che Kerp C (bX —1) [e da cid segue la tesi, applicando il TFO a ¢].

Per ogni P =Y a,X' € Z[X], poniamo P = Y a, ,X' € Z[X]. Ovviamente P =P. Inoltre
i=0 i=0

risulta PQ = P Q. Proviamo tale affermazione. Sia infatti P = a, X', Q= 3 a, X’ Allora:
i=0 3=0

PQ =" [agh, + (ab, + a,b)X + ... + (ab, , +a, b )X""" " +ab, X" =
=aub, +(ab,,  +a, b )X+ ...+ (ab, +ab)X" " +ab X" =
=(an+a, ; X+ . +aX")(bm +b, X+ ... +0,X")=PQ.

n—1

n N
Verifichiamo ora che, YP = )" a, X' € Keryp, risulta P € (bX — 1). Infatti:
~

K3

P(1)=0 = Ya,3+=0= #(Xab"")=0 = &(Xa,b)=0=
1=0 =0 =0
— Ya, b'=0= P()=0 = X-b|P = P=(X-bG, IG e Z[X] =
=0
— P=P=(X-bG = P=(1-bX)G=(bX-1)(-G) € (bX —1).

Dunque Kery = (bX — 1), come richiesto.

Nota. L’esercizio puo essere risolto anche in ipotesi piu generali, sostituendo cioe 'anello Z con un
anello commutativo unitario A e lintero b con un elemento non zero-divisore di A. In tal caso
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I'insieme (A4), = {bik, Va € A, Vk € N} & un anello in quanto D'insieme {b*, Vk € N} & una
parte moltiplicativa di A (cfr. Cap.3.2).

Esercizio 1.3.9. Siano A, B due anelli e sia AxB il loro prodotto diretto. Sia I un ideale di A.
Verificare che I x B & un ideale di Ax B e calcolare il quoziente AXB/IXB'

Soluzione. Per provare che Ix B & un ideale di A x B bisogna verificare che
(IxB)—(IxB) CIxB linfatti I —1I CIJ;
(IxB)(AxB) C IxB [infatti TAC IJ;
(AxB) — (IxB) CIxB [infatti AI CI].
Si denoti con f:AxB — A / ; la composizione dei due omomorfismi suriettivi:
p,: AxB — A tale che p,((a,b))=a; 7:A— A/l tale che m(a) =a+1I.
f & un omomorfismo suriettivo e risulta: f((a,b)) =a+1, V(a,b) € AxB. Siha:
Kerf={(a,b) e AxB |a+I=1}={(a,b) € AXB | a€l}=IxB.
Dal TFO si conclude che AXB/IXB % A/I.

L

Esercizio 1.3.10. Sia f: A — B un omomorfismo di anelli. Sia .J unidealedi B esia I = f~'(J).
(4) Verificare che I ¢ nucleo di un omomorfismo.
(i) Dimostrare che A/, & isomorfo ad un sottoanello di B/ 7

(#i) Cosa avviene se f & suriettivo?.

Soluzione. (i) Gia & noto da Osserv.2.5 che I = f~'(J) & un ideale di A. Per dimostrare che I
& nucleo di un omomorfismo, si ponga:

g0:7rof:A—>B—>B/J.
¢ € un omomorfismo di anelli e risulta:
Kero={a€A| fla)+J=J}={a€A| fla)eJ}=f"(J)=1.
Dunque I = Kery.

(i) Dal TFO applicato a ¢, esiste un isomorfismo da A/I a Imep, sottoanello di B/J.

(#4) Se f & suriettiva, anche ¢ lo & e quindi A/I ~ B/J.
* ok %

Esercizio 1.4.1. Siano n, m € Z e siano d = MCD(n,m), h = mem(n,m). Applicando il
secondo teorema di isomorfismo, dimostrare che dZ /nZ ~ mZ / Wz

Soluzione. Applichiamo il secondo teorema di isomorfismo ai sottogruppi additivi nZ, mZ di (Z,+)
[ma si pud anche applicare il secondo teorema di isomorfismo (per gli anelli) agli ideali nZ, mZ
dell’anello Z]. Si ha:

(nZ + mZ)/nZ o mZ/(anmZ).
Per concludere, bisogna verificare che
nZ +mZ =dZ, con d=MCD(n,m); nZNmZ =hZ, con h=mem(n,m).
dZ > nZ

dZ O mZ
(identita di Bézout), da cui dZ CnZ + mZ.

Poiché d ;:l allora e quindi dZ D nZ + mZ. Viceversa, risulta: d = nx 4+ my
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nZ O hZ

mZ o hz © quindi nZ NmZ O hZ. Viceversa, sia * € nZ N'mZ, ciod

Poiché " |k allora
m

x = na = mb, da,b € Z. Allora :1 x e quindi, per definizione di mcm, h|x, cioe r € hZ.

Pertanto nZ NmZ C hZ.

Esercizio 1.4.2. Siano H, < H,< G e K < (G. Verificare che HNK < H,N K.

Soluzione. Poiché H, < H,, & possibile applicare il secondo teorema di isomorfismo ai sottogruppi

H,H,NK di H,
G
K H

/2
\ H,.(H,NK)
/ \

Tenuto conto che H, N (H,N K) = H, N K, si ottiene:
Hl(HmeVHl ~ (H,NK
Ne segue che HHNK <« H,N K.

(H,NK)/

)/Hlﬂ(HzﬂK) = (H,nK)"

Esercizio 1.4.3. Utilizzando il terzo teorema di isomorfismo, determinare un isomorfismo tra il
gruppo additivo (Z,,,+) ed un opportuno quoziente di (Z,,,+). Esplicitare un siffatto isomorfismo.

Soluzione. Siha: 60Z C 12Z C Z. Applicando il terzo teorema di isomorfismo:

Z12 = Z/12Z = 1227)2 = Z60/<ﬁ>7
602

Per esplicitare un isomorfismo ¢ : Z,, — Z, /<ﬁ>7 basta porre, V% € Z,,:
o(@) =7+ (12) € ZGO/<ﬁ> (con T € Z,).

Nota. Si osservi che lo stesso risultato vale per gli anelli (Z,,,+,-) e (Z4,+,").

Esercizio 1.4.4. In G = GL,(R) si considerino il sottogruppo normale H = SL,(R) ed il sot-
togruppo K = O,(R). Si calcoli HK e si verifichi se ¢ normale in G.

Soluzione. E noto da un precedente esercizio (cfr. Esercizio 1.3.1) che H <G e che G / y = (R,
applicando il TFO all’omomorfismo det : G — R’ (che associa ad ogni matrice invertibile il suo
determinante). Poiché H < G, HK & un sottogruppo di G e risulta HK = 7 '(7(K)), con
m:G— G/H proiezione canonica (identificata con det, se G/H viene identificato con R’).

E noto che, YA € O,(R), det(A) = +1 [infatti, essendo A" = A, allora 1 = det(A)det(A") =
det(A)* e quindi det(A) = £1]. Risulta: 7(K) = det(0,(R)) = {£1} =C, e quindi
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HEK =7 '(n(K)) ={A € G | det(A) = +1}.

In base al teorema di corrispondenza, i sottogruppi normali di G / g corrispondono ai sottogruppi
normali di G contenenti H. Ma in (R’,-) ogni sottogruppo ¢ normale. Dunque HK < G.

L S

Esercizio 1.4.5. Nel gruppo diedrale D, = (g, p ‘ 0 =p° =1, pop = pop) si consideri il
sottogruppo H = (7).

(@) Verificare che H < D,.

(i1) Determinare i sottogruppi di D, contenenti H.

(éi1) Quanti sono i gruppi diedrali del quadrato contenuti in D, ?

Soluzione. (i) Siha: (D, :H)= 14—6 = 4. I quattro laterali destri modulo H sono:

Hl=H={1,¢"¢" ¢",  Hp={p, ¢%p, ¢"p, ¢%p},

Ho={p, ¢, ¢°, @'}, H(pop) ={pop, 0op, 0*p, ¢"op}.
Ovviamente 1H = H1 e @H = Hyp. Se verifichiamo che pH = Hp, allora necessariamente
(pop)H = H(pop) e quindi H < D,. Poiché pop" = " “sp, si ha infatti:

pH = {p, po’ = ¢%p, pop’ = pop, pop’ = @’p} = Hp.

(it) Per ottenere i sottogruppi cercati conviene utilizzare il teorema di corrispondenza e calcolare i
sottogruppi di D, / ;- Risulta:

D,/ ={H, Hp, Hp, H(p-p)}.
Si verifica che Hp-Hp=H, Hp- Hp = H. Dunque D, /H ha almeno due elementi di periodo 2:

quindi ¢ un gruppo di Klein ed ha percio tre sottogruppi propri di ordine 2. I sottogruppi di D,
contenenti H sono quindi tre (escludendo quelli banali). Si ha:

D/ D/, D/HND/ - Dy/, ~D,/

Hp)y — H/ /<p>H’ (Hp) (H(pop)) 8/(pop)H’

I tre sottogruppi cercati sono quindi:

(pYH = (¢) =2 C, (ciclico di ordine 8), (p)H = (¢°, p) e (pop)H = (¢°, pop).
Gli ultimi due sottogruppi hanno cinque elementi di periodo 2 e quindi sono isomorfi a D, (gruppo
diedrale del quadrato).

(ii1) E’ noto che D, ogni possiede due elementi di periodo 4. Poiché in D, esistono esattamente due
elementi di periodo 4 (cioe ¢°, |f°), segue che ogni D, in D, contiene H. Pertanto D, possiede
esattamente due soli D,: (p” p) e (p° wop).

k* kX

Esercizio 1.5.1. In A = K[X,Y] si considerino il sottoanello B = K[Y] e l'ideale I = (XY)
(ideale generato dal polinomio XY € A). Determinare l'anello (I + B)/I.

Soluzione. Dal secondo teorema di isomorfismo: (I + B) / B/mB
Sia XY F un elementodi I (VF € A). Siha:

XYFelINB < XYFeK[Y] « F=0.
Ne segue che I N B ={0}. Pertanto B/mB =~ B edunque (I + B)/I ~B

X x X

Esercizio 1.5.2. Sia A = 9M,(Z) lanello delle matrici di interi, quadrate e di ordine n. In A si
considerino i sottoinsiemi

7 = {matrici di A ad elementi pari}, R ={A € A| laprima riga di A & nulla}.

(4) Verificare che Z ¢ un ideale di A e che R & un sottoanello ma non un ideale di A.
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(i1) Dimostrare che A/ =M, (Z,).

(#4) Verificare che ZNR ¢ un ideale di R e determinare 1’anello R/Imz'

Soluzione. (i) Risulta: Z—-Z CZ [se A, B sono formate da interi pari, anche A — B lo &]. Si
noti che

A€l <= A=(2I,)A, JA €A
[con I, matrice unitd in A]. Ne segue:

AZ C7T [seinfatti Be Ae A= (2I,) A, €I, allora BA= B(2I,)A, = (21.)BA, € Z; si ricordi
che 21, commuta con ogni matrice].

ITACT [seinfatti A€Z e B € A, allora AB = (21,) A,B € Z]. Abbiamo cosi provato che Z
¢ un ideale di A.

Verifichiamo che R & un sottoanello di 4. Si ha:
R —R CTR [se A, B hanno prima riga nulla, anche A — B ha prima riga nullal;
RRCR [se A ha prima riga nulla, AB ha prima riga nulla; si noti quindi che R.A C R].

3 4 11 4 4
(i) Sia ¢ : A — M, (Z,) tale che, V (a,,) € A:

¢((a,,)) = (@,), con a, € Z,
[¢ ¢ la ’riduzione mod 2" degli elementi di ogni matrice in A4]. Si verifica che ¢ & un omomorfismo
di anelli. Infatti:

¢((a,) +(b,) = (a,; +b,) = @) + (b,) = ((a,)) +¢((b,));
()O((aij) : (b”)) = @((Z Ay, bk])) = (Z Ay bm) = (Z Ay b_k]) - @((az‘j)) ) 90((1)”))
@ € ovviamente suriettivo. Inoltre
Kerpo={Aec A|p(A) =0 (mod2)} =M, (2Z2) =Z.
Dal TFO, A/, =M. (Z,).

Ma AR Z R [ad esempio (1 2) (0 0) = (2 2> ¢ R]. Dunque R non & un ideale di A.

(ii1) Dal secondo teorema di isomorfismo:
R/ror = (T +R)/z
Ovviamente ZNR ¢ un ideale di R. Inoltre (Z + R)/I ¢ un sottoanello di .A/I ~9IM,.(Z,). Siha:
©(Z +R) = {matrici di 9M,(Z,) la cui prima riga & nulla (in Z,)}

[infatti Z+ R = {matrici di A la cui prima riga & pari}]. Poiché o(Z+R) siidentifica a (Z+R)/,
in M, (Z,), abbiamo ottenuto che

R/Imz & {matrici di M, (Z,) la cui prima riga & nulla}.
% ok %

Esercizio 1.5.3. Determinare I’anello Z[X]/(X‘Q) [dove (X,2) & l'ideale di Z[X] generato dagli
elementi X, 2.

Soluzione. Si puo applicare il terzo teorema di isomorfismo ad una delle seguenti due catene di
ideali:
(1) (2) C (X,2) Cc Z[X]; (i) (X)cC (X,2) C Z[X].
(4) Risulta:
Z[X] /(2>
(x2)/,

>~ Z,[X] [applicando il TFO alla "riduzione mod 2” cioé all’omomorfismo suriettivo

ZIX]/(x 0 =

2)
Ora Z[X]/(Q)
Z[X] — Z,X] tale che Y. a, X' — Y. @ X']. Tramite tale isomorfismo, l'ideale (X, 2)/(2) si
trasforma nell’ideale (X)= XZ,[X]. Allora
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Z[X]/(X,z) = Z2[X}/XZQ[X] =2z,
[dove I'ultimo isomorfismo ¢ indotto dall’omomorfismo Z,[X]| — Z,, tale che f — f(0)].
(4) Risulta:

zix]/
Z[X]/(X,z) —(X72)/:: .

Ora Z[X]/(X) &~ 7 [tramite 'omomorfismo Z[X] — Z, tale che f — f(0)]. Tramite tale isomor-
fismo, l'ideale (X, 2)/(X) corrisponde a 2Z e quindi:

ZIX) a2 oy % 2.

1%

* kX

Esercizio 1.5.4. Assegnato un campo K, determinare gli eventuali ideali propri dell’anello A =
K[X]/(Xg). Di ciascuno calcolare il quoziente rispetto ad A.

Soluzione. Risulta:
A= K[X]/(XS) ={a+bx+cz’, Va,be K; 2° =0}
(con x:= X + (X7)).

In base al teorema di corrispondenza, I'insieme Z(A) degli ideali di A & in corrispondenza biunivoca
con l'insieme I(X3> degli ideali di K[X] contenenti (X°). Gli ideali di K[X] sono principali. Per

ogni F € K[X]:
(F)2(X) <= F|X’ <= F=cX',0<i<3, Vce K.
Ne segue che I(X3) = {(1), (X), (X*), (X*)}. Dunque A ha quattro ideali, formanti la seguente
catena (decrescente):
AD (z) D (2%) 2 (0) [= ().
Ovviamente A/A =0e A/(o) = A. Gli ideali propri di A sono (x) e (z”). Risulta:

1%
Il

K[X]/(Xz) ~ K[X]/(X) K;

0/ s,

K[X]
A/(IQ) = ﬂ o K[X]/(X2

o/ = K[( | ¢ =0]={a+b(, Vabe K; ¢* =0} (non integro).
(x3)

)
% K %

Esercizio 1.5.5. Sia d un intero positivo tale che X* —d € Z[X] sia irriducibile. Verificare che
Z[\/E]/(Qd) = Z[V _d]/(gd)7

dove, come noto dal corso di Alg.1, Z[vVd] = {a+bVd, Ya,bec Z} &isomorfo a Z[X]/(Xzid) (cfr.
anche Cap. 3, Osserv. 2.1(iv)).

Soluzione. Risulta:

~ Z[X]/(X27d) ~ ~ Z[X]/(zd) ~
2V 0 = oy 2)/ 2y 21X x2a,20) = x*—d2a)/ Z.dX)xe-ay
(x2-a) (2d)
con d € Z,,. Osservato che, in Z,,, d= —d, allora

IR

Z[X]/( = Z[X]/<X2+d) — = Z[\/*_d}/@d)'

(X2+d)

Nota. Non & detto che Z[v/d] sia isomorfo a Z[v/—d]. In effetti si potrebbe ad esempio dimostrare
che Z[/3] ¢ un dominio a fattorizzazione unica, mentre Z[y/—3] non lo & (cfr. Cap.3.3).

L
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Esercizio 1.5.6. Utilizzando il terzo teorema di isomorfismo, verificare che Z[i]/(1+3i) = Z,-
Esplicitare un siffatto isomorfismo.

Soluzione. Siha: (14 3i)=(i—3). Infatti i(1+3i)=i¢—3 e i €U(Z[i]). Ne segue che

L 2/

X =
) [ }/(X73,X2+1) (X—B,X2+1)
(X2+41) (X—3)

. o . ~ Z[X]/(X2+1) ~
Z[Z]/(1+3i) = /(z 8 (x-s.x*11)/ =7z
Ora Z[X /(X 3 = Z, tramite isomorfismo ¢ : Z[X] — Z tale che ¢(f) = f(3), Vf € Z[X], [
cui nucleo ¢ (X — 3)]. Poiché ¢(X*+1) =10, lideale (X —3, X*+ 1)/(X73) viene trasformato in
10Z. Dunque

Z[Z]/(1+3Z) = Zlo

Per esplicitare un isomorfismo F' tra tali anelli, conviene procedere da Z,, a Z[i] /(1 30y tenendo
conto che, Vt=0,..,9, F(f)=F(t1) e F(1) =1+ (1+3i). Siponga, per abbreviare le notazioni,
J = (14 3i). Allora:

FO)=J, FQ)=1+4+J, F2)=2+J,

FB)=F1)+F2)=3+J=i+J (perché i —3 € J);

F4)=FQ)+FB3)=1+4+i+J, FGB)=F2)+F3)=2+i+J,

F6)=F@B3)+F3)=2i+J, F()=FQ1)+F6)=1+2i+J,

FR)=FA4)+F@4)=2+2i+J, FO)=FQ1)+FQ®)=3+2i+J=3i+J
(in quanto 34+2i—3i=3—i€ J).

X x X

Esercizio 1.5.7. Dimostrare che Z[i] /(2) e un anello non integro con quattro elementi. Indicarne

gli zero-divisori (non banali).

Soluzione. Risulta, usando il terzo teorema di isomorfismo:

/( 1) ~ ~ Z[X]/(2) ~
/(2) 2 X2+1)7 22X /(2 X241) = (2’X2+1)/(2> = Z2[X]/(X2+T) -

(X241)
=Zjz|z :T] ={a+bx, Va,be Z,; $2:T} = {63 1z, T4 IZZT}
[dove si & posto x := X + (X +1)].
Risulta: z ¢ invertibile [infatti x-z = 1], mentre (1+ )" =1+ 2"=0 e quindi 1+ z & uno
zero-divisore non banale. Si conclude che

Z[il/ 5y ={(2), 1+(2), i+ (2), 1+i+(2)}

e che 1+1i+ (2) e ’unico zero-divisore non banale.

IIZ

k* kX%

2
N

Esercizio 1.5.8. Dimostrare che Z6[X]/(§X—T) o

3, X +1). Infattisi ha:

—~

Soluzione. Si verifica facilmente che (2X —1) =
(D). 3=02X-1)(-3), X+1=02X —-1)(-1—

3X).
(C). 2X -T=3(X+1)-3.
Allora:
~ ~ Z[X]/G X ~ ~
ZG[X]/@X—T) - ZS[X]/@ - = Z[X]/(3,X+1,6) - Z[X]/(3,X+1)

, X+1) (3’X+1’6)/6z[x]
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[dove I'ultimo isomorfismo & ottenuto applicando il TFO all’epimorfismo Z,[X]| — Z, tale che
P — P(-1), VP e Z[X]].

EE S

Esercizio 1.5.9. (i) Sia z = a-+1ib un elemento non nullo e non invertibile di Z[i] e sia n = N (z).

Esprimere Z[i]/(z) come quoziente di Z,[X].

(#) Verificare che Z[i] /(3+4) ~Z,..

Soluzione. (i) Sinoti che, posto z =a+ib: n=N(z) =2Z=a"+b"€ (2). Dunque (n) C ().
Pertanto, dal terzo teorema di isomorfismo:
zli] /

Zli &
/e Oy
Si ha:
© a2 N N
h # = ZX]/ g, x241) = 2ol X/ (x243,
(X2+1)

(con X*+1¢€ Z,[X)).
In particolare, I'ideale (z)/(n) di Z[i]/(n) corrisponde all’ideale (@ + bX, X* + T)/(XQJJ) di

X]/(X2+T)' Pertanto
Z,0X1/, . -
(X247) ~ _ _
/(Z) (@+bX, X2+1)/<x2+f> =7 X]/(EH’X, X24T)"
(i) Da (i),
Z i /(3+4i) =2, X /(§+ZX X241)"

Si noti che 3+4X =4(X +7) e 4 & invertibile in Z,, (con inverso —6 = 19). Risulta inoltre
X*+T=(X+T7)(X —T). Nesegue che

B+4X, X’ +1)= (X +7) = (X - 13).
Pertanto

Z25 [X]/(§+ZX,X2+T) = Z25 [X]/(X—ﬁ)
Tale anello ¢ isomorfo a Z,,, tramite I'omomorfismo suriettivo
Z, |X|— Z,, taleche P— P(18), VP € Z, [X].

E cosi provato che Z =7,

[i]/(3+4i)

L S

Esercizio 1.5.10. Esplicitare un isomorfismo tra gli anelli ZG[X]/§Z x] © Z,[X]. Dedurne che
6
=7,

X/ @x 1)

Soluzione. Che i due anelli siano isomorfi ¢ facilmente verificabile:

ZIX /) o
X]/ﬁzs[x] —(2,6)/62[}(] ZX /(26) /(2 =Z,X

Z[X]

I
2

Per esplicitare un isomorfismo tra i due anelli, si consideri I’applicazione
0:ZJX] — Z,[X] taleche (> a,X")=>a X",
con a,=a,+6Z, a,=a,+22.

@ & ben definita [infatti @, = b, = @&, = b,]. Inoltre & un omomorfismo suriettivo di anelli.
Calcoliamone il nucleo.
Se f=2g € Z,[X], allora o(f) =2¢(g) = 0p(g) = 0. Pertanto 2Z,[X] C Kerp. Viceversa, se

=3a,X' € Kerp, allora a, =0 e quindi @, =2b,, Vi. Dunque f € 2Z,[X].
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Dal TFO segue che Z[X]/;, x] = Z,|X] ed un isomorfismo tra i due anelli & il seguente:
6
SaX +(@)—Ya X, ¥5aX €Z,x],

Dimostriamo ora 1'ultima affermazione. Si noti che, in Z [X], 2 =2(3X +1). Dunque (2) C
(3X +1). Dal terzo teorema di isomorfismo:

L ZX) ~
Z,[X]/@x41) = ﬁ = 20X iaxsn) = ZalX)xany = 2

EOE S 3

Esercizio 1.5.11. (i) Dimostrare che Z[\/fQ]/(?)_\/_—Q) ¢ un campo e indicarne la cardinalita.

(4) Dimostrare che per ogni a € N, a pari, a >4, anello Z[\/i]/(a,ﬁ) non ¢ integro.

Soluzione. (i) Risulta: Z[v—2] %Z[X}/(X2+2). Allora

zIx1/,

2 —
(X242,3 x)/<3_x)

1

~ Z[X]/X2 2 ~
Z[v _2]/(37\/7_2) = v = Z[X]/(X2+2,37X)

o~ Z/ ~7Z
- 24 32420 -
(=X, X*42)/ o ( )

Poiché Z,, € un campo con 11 elementi, lo stesso vale per il quoziente assegnato.
(i)) Risulta: Z[v2] = Z[X]/(XQQ). Allora

L N e, 2N/,
Z[\/E]/(afﬁ) - (a7X7X272)/ B (a*X’X272)/(a_X)

(X2-2)
Sia a € N, a>4, a=2n. Allora a’—2 =2(2n°—1) non & primo. Pertanto Zu272 non & integro.

= Z/(O, a?-2) =z

a2-2"

EE S
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Esercizio 2.1.1. Assumendo nota la struttura dei sottogruppi del gruppo alterno A, [cfr. [AA]
pag. 175], determinare un sottogruppo H di A,, di ordine massimo per cui 'omomorfismo del teorema
di Cayley generalizzato sia iniettivo.

Soluzione. E noto che A, & privo di sottogruppi di ordine 6. Inoltre A, possiede un unico
sottogruppo di Klein V', quattro sottogruppi ciclici di ordine 3 e tre sottogruppi ciclici di ordine 2.

V & ovviamente normale in A, [in quanto unico del proprio ordine] e quindi non puo essere scelto
come sottogruppo H [in quanto KerT non sarebbe {1} ma V].

Esaminiamo un gruppo ciclico di ordine 3, ad esempio ((123)).

Tale sottogruppo non ha sottogruppi propri. Basta allora provare che tale sottogruppo non € normale
in A,. Infatti si verifica facilmente che (12)(34)((123)) # ((123))(12)(34). Poiché [L£.({(123)))] =
(A,:((123))) = L2 =4, allora T: A, — 8, & 'omorfismo iniettivo cercato.

Nota. Ovviamente A, &, per definizione, un sottogruppo di S,. Abbiamo quindi ottenuto solo un
fatto ovvio. Sinoti infine che, per ovvie ragioni di cardinalita, A, non potrebbe essere un sottogruppo
di §,. Dunque 'immersione ottenuta € la migliore possibile.

EOE

Esercizio 2.1.2. Sia G un gruppo di ordine 20. Tenuto conto che G possiede un sottogruppo H
di ordine 5 [in base al teorema di Cauchy, cfr. § 4], dimostrare che G non & semplice.

Soluzione. Sia H un sottogruppo di G di ordine 5. Siha: |L,(H)|=(G:H)=2 =4.
Si consideri ’'omomorfismo:
T:G—S(LJ(H)) =S, taleche T:g—T, e T,(xH)=gxH, YzH € L,(H).

Se T fosse iniettivo, |G| = [ImT| e, in base al teorema di Lagrange, [ImT||[S,| = 4!, cioe 20 | 24:
assurdo. Dunque T non ¢ iniettivo, cioe KerT & un sottogruppo proprio di G. Poiché KerT < G,
allora G & non semplice.

* ok x

Esercizio 2.1.3. Dimostrare che se G & un gruppo abeliano finito, il teorema di Cayley ed il
teorema di Cayley generalizzato forniscono la stessa rappresentazione di G [come sottogruppo di un
gruppo simmetrico].

Soluzione. Se G ¢ un gruppo abeliano, ogni sottogruppo H di G & normale. Se quindi H # {1},
Pomomorfismo T : G — S(£) definito dal teorema di Cayley generalizzato non puo essere iniettivo
(essendo KerT = H). Seinvece H = {1}, allora |£| = |G| e dunque T : G — S(G). In tal caso
T & iniettivo, in base alla dimostrazione del teorema di Cayley.

L’unica immersione T fornita dal teorema di Cayley generalizzato coincide con quella fornita dal
teorema di Cayley.

k* kX

Esercizio 2.2.1. Considerati i seguenti gruppi:
CG’ SS? A4’ S47 D47 D57

quale/i di essi & isomorfo al prodotto diretto di due suoi sottogruppi propri ?

Soluzione. (i) Poniamo: Cg= (a |a°=1). Si verifica subito che
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C, = (a’)x(a") = C,xC,.
Infatti a = a’a’ € (a”)-(a®) e quindi (a”)-(a”) = C,. Inoltre (a’)N (a”) = {1}.
(4) Se un gruppo finito G & prodotto diretto di due sottogruppi propri, possiede almeno un sot-

togruppo normale proprio. Poiché S, ha un solo sottogruppo normale [cioé A,] e non pud essere
isomorfo ad A,xA,, allora non & prodotto diretto di due suoi sottogruppi propri.

(ii) B noto che A, non ha sottogruppi di ordine 6, mentre ha un sottogruppo di Klein V' e quattro
sottogruppi ciclici H, di ordine 3.

Se A, fosse prodotto diretto di due suoi sottogruppi propri, necessariamente A, 2V xH,. Ma se
proviamo che tutti gli H, sono non normali, possiamo concludere che A, non & prodotto diretto di
due suoi sottogruppi propri. I quattro sottogruppi ciclici H, sono:

((123)), ((124)), ((134)), ((234)).
Poniamo o = (12)(34). Si verifica facilmente che, VH,, oH,0 ' ¢ H,. Ad esempio
0(123)0 "' = (142) ¢ ((123)).
Dungque gli H, non sono normali in A,.
(iv) Siano H, K eventuali sottogruppi propri di S, tali che Hx K = §,. I possibili ordini di H, K
sono:
(|H|a |K|) - (2a 12)7 (37 8)3 (4a 6)
Ma se dimostriamo che S, non possiede sottogruppi normali di ordini 2, 3, 6, allora S, non & prodotto
diretto di due suoi sottogruppi propri.
Sia |H| =2. Allora H = {(ab)). Scelto c # a,b, si ha: (ac)(ab)(ac)™' = (bc) € H e quindi
H4S,.
Sia |H| = 3. Certo H = {((abc)). Scelto d # a,b,c, si ha: (ad)(abc)(ad)™ = (bed) € H.
Dunque H £8S,.
Sia |H| =6. Certo H % C, [S, non ha elementi di periodo 6]. Dunque H = S,. In S, di
sottogruppi isomorfi a S, ne esistono almeno quattro:
H = S({2’ 3, 4})7 H,= S({l’ 3, 4})7 H, = S({lv 2, 4})’ H, = S({la 2, 3})
Verifichiamo che non ce ne sono altri. Sia H < S,, H=S,. H & generato da un 2-ciclo ¢ e da un
3-ciclo 7. Sia 7 = (abc) e o = (ab) [oppure (ac), (be)]; in tal caso H = H,, con 1 <i<4. Se
invece 7 = (abc) e 0 = (ad), allora 70 = (abed) € H.

Per concludere resta da verificare che H,4S,, con 1 <4 < 4. Per questo si rinvia ad un esercizio
precedente (cfr. Esercizio 1.1.4).

(v) D, & un gruppo non abeliano di ordine 8. Se fosse prodotto diretto di due suoi sottogruppi
propri, tali sottogruppi avrebbero necessariamente ordine 2, 4. Ma & noto che tutti i gruppi di ordine
2, 4 sono abeliani. Dunque D, sarebbe abeliano: assurdo.

(vi) Analoghe considerazioni valgono per D.. Tale gruppo non abeliano ha ordine 10 e quindi
potrebbe essere prodotto diretto di sottogruppi di ordine 2, 5. Ma tutti i gruppi di ordine 2, 5 sono
abeliani e quindi anche D, lo sarebbe.

Esercizio 2.2.2. Determinare in S, un sottogruppo non abeliano di ordine 12, prodotto diretto di
due suoi sottogruppi propri.

Soluzione. Si scelgano in S, i due sottogruppi

((12)), ((34), (345)),

rispettivamente isomorfi a C, ed S,. Poiche sono generati da permutazioni disgiunte, commutano
(elemento per elemento). Dunque H = ((12)){((34), (345)) ¢ un gruppo di ordine 12, non abeliano.
Si noti che H contiene i due sottogruppi ((12)), ((34), (345)). Entrambi sono normali in

H (perché commutano elemento per elemento) e la loro intersezione ¢ {(1)}. Si conclude che
H = ((12)) x ((34), (345)), come richiesto.
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Esercizio 2.2.3. Verificare che il gruppo Z xZ non ¢ ciclico.

Soluzione. ZxZ ¢ il prodotto diretto di (Z,+) per se stesso. L’operazione di tale gruppo ¢ quindi:
(n,m)+ (n,m')=(n+n;m+m'), V(n,m),(n',m') e ZxZ.
Per assurdo, ZxZ sia ciclico. Dunque 3(a,b) € ZxZ tale che
ZxZ = (a,b)Z = {(an,bn), Yn € Z}.
Scegliamo (r,s) € ZxZ tale che MCD(r,s) =1 e (r,s) # £(a,b). Risulta: (r,s) = (an,bn), con
n € Z. Poiché r =an, s=bn, allora
1=MCD(r,s) = MCD(an,bn) = |n|MCD(a,b).

Dunque n = %1, cio¢ (r,s) = £(a,b): assurdo.
* %k

Esercizio 2.2.4. (i) Verificare che, per ogni n naturale dispari, O,(R) = SO.(R) x C,,.
(4) Verificare che invece O,(R) % SO,(R) x C,.

[Suggerimento. 11 gruppo O,(R) possiede un’infinita continua di elementi di periodo 2].

Soluzione. (i) Per comodita di notazione poniamo O, := O,.(R), SO, := SO.(R). 1l gruppo
ciclico C, si identifica in O,, al gruppo (—1I,) [dove I, ¢ la matrice unitd di ordine n. Si noti che
(=1,)(—I,) = I,]. Basta verificare che:

(a) SO, <0, ¢ C,<0,;

(b) SO,-C,=0,;

(¢) SO,.NC,={I.}.
(a) YVA€O, e VBe€SO0, siha: det(ABA™") = det(B) = +1. Dunque ABA™' € SO,. Pertanto
SO, <« 0,. Inoltre, VA€O,, A(-I,)=—-A=(-I,)A. Dunque AC,=C,A e pertanto C, < O.,,.
(b) Se A€O0,—80,, allora —A € SO,. Infatti:

{ (—A) = ((-L)A) = AT (-L) T =AT(-L) = —(AT) = (A7) = (-4)".
det(—A) = (—1)"det(A) = (=1)""" =1 (essendo n dispari).

Ne segue: A = (—A)(—1I,) € SO,-C,. E cosi provato che O, = 80,-C,.
(¢) Poiché —I, €0, — SO, (essendo n dispari), allora SO,NC,={I,}.

(i4) E noto che O,(R) & formato da tutte e sole le matrici
cost —sint cost  sint
4= (Sint cost ) » Bo= (sint cost) , VIER.
Inoltre SO,(R) = {4,, ¥Vt € R}. Ovviamente A, = A4 B, =B
verifica subito che

Vk € Z. Inoltre si

t+4+2kmw? t+2km )

(B,)’=1, (A)'=A4,, VtcR.

Per assurdo, assumiamo che esista un isomorfismo @ : O,(R) — SO,(R)xC,. Poniamo inoltre
C, = {1,-1}. Sia B € O,R) — SO,(R) e sia ®(B) = (A,z), con A € SO,(R) e z € C,
(v = 41). Poiché o(B) =2, allora o((A,r)) =2 edunque A°=1, (e z°=1). Se A= A,, allora
A’=A,, =1, e dunque 2t € 27Z, cioe t € nZ. Allora

®(0,(R) —SO,(R)) C{A,., YVke Z} xC,
ed ha quindi cardinalita al pitt numerabile, mentre O,(R) — SO,(R) = {B,, V¢ € R} ha cardinalita

del continuo, essendo in corrispondenza biunivoca con l'intervallo reale [0,27). Essendo & biiettiva
si ha un assurdo.

L S

Esercizio 2.2.5. (i) Sia G un gruppo finito verificante la seguente proprieta:
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per ogni d divisore positivo di |G|, G ha al pit un solo sottogruppo di ordine d.
Verificare che G & un gruppo ciclico.

(i) Se K & un campo finito, verificare che il gruppo moltiplicativo (K",-) & ciclico. [Suggerimento:
se H< K e |H| =m, applicare il teorema di Ruffini al polinomio X™ —1 € K[X] e dedurne che
G non ha altri sottogruppi di ordine m.]

Soluzione. (i) Cfr. [AA], Esercizio 4.19.

| H

(i4) Per ogni z € H, 2™ =1 e quindi # & uno zero del polinomio X" —1 € K[X]. Gli zeri di
tale polinomio sono al pit m [dal teorema di Ruffini] e dunque sono tutti e soli gli elementi di H.
Se H’ & un altro sottogruppo di (K*,-) dello stesso ordine m, i suoi elementi sono zeri di X" —1 e
quindi coincidono con quelli di H. Dunque H' = H [cfr. [AA], Coroll. 5, pag. 168].

Esercizio 2.3.1. (i) Sia % l'azione di coniugio su un gruppo G. Quando tale azione & fedele?

(i) Sia w Dazione di coniugio su G, ristretta ad un sottogruppo H. Quando tale azione & fedele ?

Soluzione. (i) L’azione di coniugio * : GxG — G [tale che g* s = gsg ', Vg,s € G] definisce
Pomomorfismo ¢, : G — S(G) tale che, Vg€ G,
0. (9)(s) =gxs=gsg ', Vs€QG.
Dunque ¢, (g) coincide con 'automorfismo interno v, : G — G. Risulta quindi:
Kerp, ={g€G ‘ v, =1.}
e dunque g € Kerp, <= gsg =35, Vs€ G < gs=3sg, Vs € G <= g€ Z(G) (centro di
G). Dunque Kerp, = Z(G) e quindi * & un’azione fedele <— Z(G) = {1}.
(#4) L’azione w = *|,,, ¢ cosi definita:
w(h,g) =h*xg=hgh™, Yhe H, YgeQa.
w definisce 'omomorfismo ¢, : H — S(G) tale che
w.(h)=7, :G—G, YheH.
Ovviamente :
Kerg, ={he€H |~, =1} =HnNKerp, = HNZ(G).
Dunque w ¢ fedele <= H interseca Z(G) soltanto nell’unita 1 di G.

Esercizio 2.3.2. Sia w un’azione di G su S.

(@) Verificare che w induce un’azione @ sull’insieme delle parti P(S), cosi definita: VT € PB(5),
o(g,T) =g-T :={g-t, VteT}, se T #; &(g,0) = 0.

(i) Sia |S| > n esia X, l'insieme dei sottoinsiemi di S di cardinalita n. Verificare che w induce

un’azione di G su X,.

Soluzione. (i) Risulta, Vg,,g, € G:
1. T={lt=t, VteP(S)} =T, VI € P(S) [e in particolare si ponga 1-0 = (];
9:(9:T) ={9,(9.t), Vt €T} ={g,9.t, Vt €T} =g,9.T.

Dunque @ & un’azione di G su P(9).

(%) Sia T'e ¥, T ={t,, ...,t,}. Perogni g€ G, g_:S — S & una bilezione. Quindi |¢-T'|=|T]|,
cioe ¢g-T € X,. Resta allora definita la restrizione di @:

:GxY, —=X,.

G:ZLfJ‘GXE

Pertanto w & un’azione di G su X,.
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Esercizio 2.3.3. Sia * l’azione di coniugio su un gruppo G e sia H un sottogruppo di G.
(i) Determinare Porbita O(H) rispetto all’azione % indotta su J¥(G) da * (cfr. esercizio precedente).
(#) Denotato con gtH lo stabilizzatore di tale azione indotta, verificare che
S'~tH ={g€G|gH = Hg}.
Tale gruppo ¢ detto normalizzante di H in G ed & denotato N(H).
(#4) Verificare che N(H) ¢ il pitt grande sottogruppo di G in cui H & normale.

Soluzione. (i) L’azione * indotta da * sull’insieme delle parti P(G) di G & cosi definita:
*: GxXP(G) — PB(G), taleche *(9,X)=g*x X =gXg ', Vge G, VX CG.
Sia H < G. H € *B(G) elorbita di H rispetto a * ¢
O(H)={g*H, Vg G} ={gHg ", Vg€ G}.
Dunque O(H ) & l'insieme dei sottogruppi coniugati ad H.
(4) Risulta:
Sty ={g€GlgxH=H}={geG|gHg " = H}={g€C|gH = Hg} = N(H).

(#34) 1l normalizzante N(H) ={g € G|gH = Hg} & ovviamente un sottogruppo di G [in quanto &
uno stabilizzatore]. Risulta:

H < N(H) [infatti hH=H = Hh, YVh € H|; H<aN(H) [infatti Vge N(H), gH = Hg|.
Sia infine K un sottogruppo di G taleche H < K e H< K. Siha, Vce K: cH = He. Dunque
ceN(H) e quindi K <N(H).

Nota. Se G ¢ finito, essendo |G| = |O(H)|-|St,, |, da (i) e (ii) segue che ‘A}?A)l e il numero dei
sottogruppi coniugati di H.

Esercizio\ 2.3.4. Sia H un sottogruppo di G esia £ = L,(H) Vinsieme delle sue classi laterali
sinistre. E definita ’applicazione
w:GXL — L tale che w(g,aH)=gaH, Vge G, YaH € L.
(i) Verificare che w & un’azione su L.
(#) Verificare che w & transitiva.

(ii1) w e fedele?

Soluzione. (i) Risulta, Vg,,9,€ G, VaH € L:
w(l,aH)=1aH = aH; w(g,,w(g,, aH))=g,9,aH = w(g,9,,aH).
(i) Siano aH, bH € L. Risulta: bH = b(a 'a)H = (ba”")aH = w(ba™',aH). Pertanto I'azione &
transitiva.
(éi1) Risulta:
Kero, ={g€G|wly,_)=1,}={g€G|gaH =aH, Yace G} ={9€G|a 'gac H, VacG}.

Se ad esempio H <G e h € H, risulta a 'ha € H, Va € G. Dunque H C Ker, e pertanto in
generale w non ¢ fedele.

Nota. ¢, € lomomorfismo T considerato in Teor.1.2. Dunque w e fedele <= H & privo di
sottogruppi normali in G (oltre a {1}).

Esercizio 2.3.5. Sia w 'azione di moltiplicazione (righe per colonne) delle matrici ortogonali O.,(R)
su R". Determinare le orbite di tale azione e dire se 1’azione & fedele.
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Soluzione. Siponga G :=0,(R)={A€GL,(R) |A" =A™'}. L'azione w & cosi definita:
w:GxR" tale che w(A,z)=Az, VA€G, VzeR".
Ovviamente 'orbita di x ¢
O(z) ={Az, VAeG}.
Si noti che, essendo A ortogonale: Az-Az =zx'A"Az =z2'z equindi |Az|=|z| [’le matrici
ortogonali fissano la norma dei vettori”].

Se =0, O(0) ={0}. Sia z#0 esia |z|=r (>0). Posto S, ={y€R"| |y|=r} [sfera di
centro 0 e raggio r|, risulta subito che O(z) C S, [infatti |Az|=|z|=7r, VA€ G].

Proviamo 'inclusione opposta. Sia y € S,.. Se y = z, ovviamente y € O(z). Sia invece y # z e
sia 7 liperpiano normale alla retta per z,y, passante per il punto medio del segmento congiungente
z,y. Poiché 7 & il luogo dei punti equidistanti da z,y, allora 0 € 7. Si consideri la riflessione p
di asse l'iperpiano m. Tale riflessione ha equazione Y = A X, per un’opportuna matrice 4 € G.
Poiché p(z) =y, allora y = Az. Dunque y € O(z). Abbiamo cosi provato che

O(z)=S,, se z#0 e r=|z|.

Si ha: Kerp, = {A € O",(R)‘Ag =z, Vz € R"}. Poiché lautospazio di A associato
all’autovalore 1 & tutto R", allora A = I,. Pertanto ’azione & fedele.

Esercizio 2.3.6. Verificare che gli stabilizzatori di elementi di una stessa orbita sono sottogruppi
coniugati.

Soluzione. Se y=g-x (con g € G), dobbiamo verificare che St, ~ St,. Siha, VheG:
heSt, < hy=y < hgr=gz < hgr=gr < g hgr=x < g 'hg € St,.
Pertanto ¢~ 'St,g C St,, cioe St,g C gSt,. Analogamente, V/ € G, si verifica che ¢ € St, +—

glg~' € 8t, e quindi ¢gSt,g”' C St,, cioe gSt, C St,g. Siconclude che St, = gSt, g .

Esercizio 2.3.7. (i) Calcolare il numero delle orbite rispetto all’azione di coniugio in D,. Deter-
minare ciascuna orbita.

(#) Verificare la formula di Burnside (per il coniugio) e I'equazione delle classi per A,.

Soluzione. (i) Dalla formula di Burnside, il numero delle orbite rispetto all’azione di coniugio in
D, e:

ni=15 3 |(Dy),],

9D,
dove (D), ={he€D,| gxh=h}={heD,|ghg”' =h}=Cl(g) (centralizzante di g).
Calcoliamo quindi il centralizzante di ogni elemento di D,. Ricordiamo che:
Dy=(p,pl¢"=p"=1 poo=yp)={L 0, 9" ", ¢, ", p, pop, op, @*op, ¢op, P*p}.
Poiché Z(D,) = {1, ¢°}, allora C(1) = C(y") = D,.
Per k=1,2,4,5: C(¢") > (p) e pZC(¥"). Dunque
C(¢") = (p), per k=1,2,4,5.
Siha: C(p) 21, p, ¢°, ¢’p mentre C(p) & p, ©°, ¢, ©°, wop, ©’op, pop, ¢’op. Pertanto:
C(p) ={1, p, ¢", ¥"p} = (p, ¢") (=V gruppo di Klein).
Analogamente: C(p%p)=C(p) 2V;
Clpop) ={¢", wop) = {1, ¢", pop, gop} =Clgp) =V;
Clp'op) = (¢", pop) = {1, 9", @*op, 0% p} =C(g"p) =V.
In base alla formula di Burnside:
n=15(12+124+6+6+6+6+4+4+4+4+4+4) =7 =6
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Vogliamo ora determinare le sei orbite. Si utilizzi il fatto che |O(s)| = |Cl(25)| . Si ha:

O] = 0(¢")] = 1 =1. Quinds: O(1) = (1}, 0(+") =

O(p)| =22 =2. Allora O(p) = {p, ¢’} [infatti popop ' = ¢;

0(¥")] = Q =2. Allora O(¢") = {¢’ ¢"} [infatti pep®p™’ =¥ ;

0(p)| = Q =3. Allora O(p) = {p, p*op, 'op} [infatti popop™ =pop, Popop ™= phop];
O(pop)| =22 =3. Allora O(pop) = {pop, p%p, ©op} [necessariamente].

(#) Le classi di coniugio di A, formano una sottopartizione delle classi di coniugio di S,, che, come

noto da Alg. 1, corrispondono biunivocamente alle possibili strutture cicliche. Le permutazioni di
A, sono quelle pari e quindi dei seguenti tre tipi:

) - (o)
Ovviamente O((1)) = {(1)}. Calcoliamo V'orbita di (12)(34). Poiché (12)(34) commuta con
(13)(24), allora (13)(24) € C((12)(34)). Essendo C((12)(34)) # A,, allora
3)

1
C((12)(34)) ={(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} =V (gruppo di Klein).
Ne segue che
0((12)(39)| = EradE = © =3

e quindi O((12)(34)) = {(12)(34), (13)(24), (14)(23)}.
Restano da esaminare le orbite dei 3-cicli. Consideriamo O((123)). Poiché C((123)) # A,,
allora C((123)) = ((123)) e quindi
0((123))| = Erazay = 5 = 4
Con facili calcoli, risulta:
0((123)) ={(123), (142), (134), (243)}
[ad esempio (142) = (12)(34)(123)[(12)(34)]"', ecc.]. L’altra orbita degli altri quattro 3-cicli &
0((132)) = {(132), (124), (143), (234)}.

Abbiamo ottenuto che A, ha quattro orbite. Si ha infatti (formula di Burnside):
5 Y A).l=% X IClo)|=15(1-12+3-4+8:3) =4.

o€A, o€A,

Infine, 'equazione delle classi & verificata. Infatti:
12 _ 12 12 12 12 _ 12 , 12 | 12 _
2 Tl ~ 2 T emae tewy T emsy ~ LT E s Ty =12

Esercizio 2.3.8. Verificare ’equazione delle classi e la formula di Burnside per il gruppo S,.

Soluzione. Le classi di coniugio di S, sono, come noto da Alg. 1, in corrispondenza biunivoca con
le diverse strutture cicliche di S,. Pertanto sono le seguenti cinque:

() (C) () o) (Co )

Scegliamo come rappresentante in ciascuna di esse rispettivamente le permutazioni:
(1), (12), (12)(34), (123), (1234).

Deve risultare:

_ _ 24 24 24 24 24
5./ =24 = @iy + ey T ewyen)y T e T eaesn

Si ha:
C((1) =5,
C((12)) = (12), (34)) =V (gruppo di Klein),
C((12)(34)) =((12)(34), (1324)) 2 D, (gruppo diedrale),
C((123)) =((123)) =C,,

C((1234)) = (1234)) = C..

Pertanto ’equazione delle classi & verificata, essendo:
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P+ 2812 146+3+8+6=24
Le orbite (rispetto all’azione di coniugio su S,) sono le classi di coniugio. Dunque in S, sono
cinque (corrispondenti alle strutture cicliche). La formula di Burnside ci dice che

5=35; 2 |(8.).]-

o€S,

Siha: (8,),={r€S,|rx0=0}={r€8,|r.0 =007} =C(0). Basta allora calcolare gli ordini
dei centralizzanti (che sono invarianti all’interno di ogni struttura ciclica).

In S, cisono: un 1-ciclo, sei 2-cicli, tre coppie di 2-cicli disgiunti, otto 3-cicli e sei 4-cicli.
Pertanto la formula di Burnside fornisce:

77(1:244+6-4+3-84+83+6:4) = 5;(24:5) =5
* kX

Esercizio 2.3.9. Sia w un’azione di un gruppo G su un anello unitario A.
(7) Verificare che w si estende in modo naturale ad un’azione @ su A[X].
(#) Verificare che @ non € mai transitiva, ma anzi ha sempre infinite orbite.

(#i4) Verificare che St, (rispetto a @) coincide con StlA .

Soluzione. (i) Si definisce:
w:GxA[X] — A[X] taleche w(g, > a,X') =Y g-a, X', VgeG, VY a, X € A[X].
i=0 i=0 i=0
Si ha:

w(1, > a,X') = f: l-a, X' = f: a,X';
=0 =0 =0

w(g, w(h, zZ::oaiXi)) = ;Z%g- (h-a,)X' = ;:%gh ca, X' =w(gh, i;aiXi).
Dunque @ ¢ un’azione di G su A[X].
(i) Posto 1, =1, si ha:
O(1)={g-1, Vge G} C 4; OX") ={g-X", VgeG}={(g-1)X", Vge G} C AX".
Ne segue che @ ammette le infinite orbite O(X"*), Yk > 0.
(i) Si has
St, ={geG|g-X =X}
Ma g X=(@g1DX e (¢1)X=X <= g1=1 <= g ESt1A~ Dunque St :StlA

L S

Esercizio 2.3.10. Sia G un gruppo non abeliano di ordine p°, con p primo. Verificare che il suo
centro Z(G) ha ordine p.

Soluzione. G & un p-gruppo e quindi Z(G) # {1}. Poiché G non & abeliano, |Z(G)| # p®. Si
hanno quindi due sole possibilita:
1Z(G)| =p oppure |Z(G)|=p".
Per assurdo, sia |Z(G)| = p°. Si scelga un elemento a € G — Z(G). Ovviamente Z(G) < C(a).
Inoltre a € C(a) e a ¢ Z(G). Dunque Z(G) < C(a) e pertanto |C(a)| = p°, cioe C(a) =G. Ma
allora a € Z(G): assurdo.

Nota. Con la stessa argomentazione si puo verificare che se G € un p-gruppo non abeliano, con
|G| =p", allora
pP<I1Z(G) <p".
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Esercizio 2.3.11. Sia H < (. Definiamo centralizzante di H in G l’insieme
C(H)={x€G|xzh=hx, Yhe H}.
(4) Verificare che C(H) & un sottogruppo di G e che C(H) < N(H).

(@) Verificare che C(H) < N(H). Suggerimento: costruire un opportuno omomorfismo da N (H)
ad Aut(H), di cui C(H) sia il nucleo.

Soluzione. (i) Proviamo che C(H) < G. Presi comunque z,y € C(H), si ha, Vh € H:

lh=h="hl equindi 1 € C(H);

Way) = (ha)y = (zh)y = x(hy) = z(yh) = (zy)h e quindi zy € C(H);

h™'z =zh™" equindi 2 'h=(h"'z)" = (zh™") "' =ha . Allora z~' € C(H).

Sia @ € C(H). Poiché zh = hx, Vh € H, allora *H = Hx e quindi « € N(H). Pertanto
C(H) < N(H).
(i) Si ponga:

¢ : N(H) — Aut(H) tale che ¢(z)="., Yz e N(H)
[si noti che, a priori, 7, € Aut(G). Ma ~,(H) =xHz '=H, Yo € N(H). Dunque v, € Aut(H)].
L’applicazione ¢ & un omomorfismo di gruppi, cioe ¢(xy) = p(z)p(y), Y,y € N(H). Infatti
(Veom)(h) = vu(yhy ™) = a(yhy )z ™" = (wy)h(wy) ") = 7.,(h), Yh € H.
Risulta:
r€Kerp < v,=1, < zht '=h, Vhe H < x € C(H).

Ne segue che C(H) <N (H) (essendo un nucleo).

Esercizio 2.4.1. Quanti sono, a meno di isomorfismi, i gruppi di ordine 337

Soluzione. Sia |G| =33. Poiché 33 = 3-11, dal primo teorema di Sylow, G contiene 3-Sylow (di
ordine 3) e 11-Sylow (di ordine 11). Sia 7 il numero dei 3-Sylow e s il numero degli 11-Sylow.
Dal terzo teorema di Sylow,

r|11, r=1(mod3) e s|3, s= 1 (mod1l).
Ne segue subito che r =s=1.

Sia H = (a|a’ = 1) T'unico 3-Sylow e sia K = (b|b"" = 1) P'unico 11-Sylow di G. Tali
sottogruppi sono normali in G (perché unici del rispettivo ordine). Inoltre HK = G e HNK = {1}.
Pertanto: G =2 HxK =2 C,xC,, =C,,. Abbiamo cosl provato che, a meno di isomorfismi, esiste un
unico gruppo di ordine 33: C.,.

Esercizio 2.4.2. Sia G un gruppo di ordine 20.
(i) Dimostrare che G ha un unico sottogruppo normale di ordine 5.

(4) Quanti e quali sottogruppi di ordine 4 pud ammettere ?

Soluzione. (i) Sia r il numero dei 5-Sylow. Risulta:

r|4 e r=1(mod5).
Dunque r =1, cioe G ha un unico 5-Sylow, di ordine 5. Trattandosi dell’unico sottogruppo di
ordine 5, € normale.

(it) I 2-Sylow hanno ordine 4. Dunque sono gruppi ciclici o di Klein. Poiché sono coniugati tra
loro (per il teorema di Sylow), sono necessariamente tutti ciclici o tutti di Klein. Sia s il numero
dei 2-Sylow. Risulta:

s|5 e s= 1(mod2). Allora s=1 oppure s=5.
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Esempi di gruppi con s =1 sono: il gruppo ciclico C,, (che ammette un unico C,) ed il gruppo
C,xC,xC, (isomorfo a C,xC,,), che ammette un solo sottogruppo di di Klein (isomorfo a C,xC,):
infatti si puo facilmente verificare che tale gruppo ha esattamente tre elementi di periodo 2.

Veniamo ad esempi di gruppi (sempre di ordine 20), con s = 5. Innanzitutto c’e il gruppo diedrale

D, ={p,p|lyp” =p"=1; pop=¢’op), che ammette esattamente cinque sottogruppi di Klein:
(@ p)y (&% pep), (@5 @7ep), (@5 @%ep), (¥ ¢ ep).
Esiste anche un gruppo che ammette cinque ciclici C,. Si tratta del seguente gruppo:
Q,, = <x, Yy ’ =1,y =2"= (a:y)2> ={1,z,2° .., 2°, y, vy, =y, ..., 2y}
Si verifica infatti che tale gruppo ammette almeno tre elementi di periodo 4: y, zy, 2°y. Dunque ha
almeno due sottogruppi ciclici C, e quindi ne ha cinque.
Nota. 11 gruppo Q,, fa parte della famiglia dei gruppi diciclici Q,,, con n pari > 2, cosl definiti:
Q.= (z,yla" = 14" = (ay)’ =2"").

Si verifica facilmente che yr = 2" 'y e quindi Q, = {z"y’, 0 <k <n, 0 <i <1}. Ne segue che
|Q..| = 2n. E immediato verificare che Q, = C,.

EE S

Esercizio 2.4.3. Determinare tutti i sottogruppi di ordine 8 di S,.

Soluzione. Poiché |S,| =24 =3-8, S, possiede 2-Sylow (di ordine 8). Denotato con s il numero
di tali sottogruppi, dal terzo teorema di Sylow segue che

s|3 e s=1(mod?2).

Pertanto s =1 oppure s =3. Poiché i p-Sylow sono sempre a due a due coniugati, trovatone uno,
per ottenere gli altri basta coniugarlo; se ne troviamo un altro, allora sono tre.

S, contiene il sottogruppo D, = ((1234), (24)). Si tratta di un 2-Sylow di S,, che denotiamo
H. Siha:

H={(1),(1234), (13)(24), (1432), (24), (14)(23), (13), (12)(34)}.
Risulta:
(12)H(12)" > (12)(1234)(12) = (1342), ma (1342) ¢ H.

Dunque (12)H(12)"'# H. Si tratta di un ulteriore 2-Sylow, che denotiamo H,. Si ha:

H,={(1), (1342), (14)(23), (1243), (14), (13)(24), (23), (12)(34)} =((1243), (23)).
Per ottenere I'ultimo 2-Sylow, si osservi che:

(14)H(14)™"'>(1423), ma (1423)¢ HUH,.

Allora H,:= (14)H(14)™" &l terzo ed ultimo 2-Sylow di §,. Si ha:

H,={(1), (1423), (12)(34), (1324), (12), (14)(23), (34), (13)(24)} = ((1324), (34)).

* kX

Esercizio 2.4.4. B assegnato il gruppo G = (z,y | 2" =¢° = 1, zy = y’z).
(i) Scriverne i dodici elementi e di ciascuno indicare il periodo.

(it) Dall’esame dei periodi degli elementi di G dedurre che G ha soltanto sottogruppi ciclici e
determinarne il reticolo.

Soluzione. (i) Risulta:
G =11,z 2° 2°, y, v, yz, yo’, yo’, yv’w, y’2°, y’2°}.
Dalle relazioni di definizione del gruppo G, segue che ogni prodotto del tipo z*y" o y"z" puo essere
espresso tramite 1 12 elementi di G sopra elencati.
Ovviamente: o(1) =1, o(z) =o(z") =4, o(z")=2, o(y)=o(y")=3. Inoltre:
(yz)* = y(zy)r = yy’rz = 2°. Dunque o(yx) = 4.

6

(y2*)’ = y(2’y)z’ = y(yx*)2® = y* e quindi (y2°)° = 1; inoltre (ya*)’ =19’ (yz’) = 2° # 1.
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Dunque o(yz”) = 6.
(yz*)* = y(z’ y)z’ = y(y’2°)2° = 2°. Dunque o(yz’) = 4.
Procedendo in modo analogo si ottiene:
o(y’xz) = o(y’2”) =4, o(y’z") =6.

(i7) In base al teorema di Lagrange, G pud avere soltanto sottogruppi propri di ordine 2,3,4,6. Da
(i) si osserva che G ha un solo elemento di periodo 2. Ne segue che G non possiede sottogruppi
isomorfi ad S, né sottogruppi di Klein. Pertanto G puod possedere soltanto sottogruppi ciclici.
Precisamente G possiede:

- un solo sottogruppo ciclico di ordine 2: (z%);
- un solo sottogruppo ciclico di ordine 3: (y);
- un solo sottogruppo ciclico di ordine 6: (yz®);

- tre sottogruppi ciclici di ordine 4: (x%), (yz), (y"z).

Nota. 1tre 2-Sylow sono ovviamente non normali, mentre tutti gli altri sottogruppi sono normali (in
quanto unici del loro ordine).

Conoscendo il reticolo dei gruppi ciclici finiti, possiamo disegnare il reticolo dei sottogruppi di G:
(y)

{1}

Nota. Esaminando i periodi degli elementi, si puo osservare che il gruppo G coincide con il gruppo
diciclico Q, (cfr. Eserc.2.4.2), per quanto i generatori siano assegnati con relazioni diverse.

Esercizio 2.4.5. B assegnato il gruppo "diciclico” Q, = (z,y | z' = 1; 3° = (zy)* = 7).
(4) Verificare che |Q,| =8 e individuarne gli elementi.

(it) Dimostrare che Q, = Q (gruppo delle unita dei quaternioni).

Soluzione. (i) Si noti che il gruppo non & abeliano [se lo fosse, dall’ultima relazione seguirebbe
x” = 1, contro la prima relazione].

In Q, sono contenuti gli elementi (a due a due distinti)
17 x’ x27 xs’ y’ 'Ty’ x2y7 xsy'

Si noti in particolare che o(y) =4 [infatti y” = 2" e o(x”) = 2].

Per escludere che esistano in Q, ulteriori elementi, basta verificare che yxr = 2’y [infatti, dalla
relazione (vy)’ = 2” segue: ayry =12° = yry =1 = yryy =y’ = yr=z2'y =2yl
Come anticipato, Q, non contiene ulteriori elementi, oltre a quelli sopra considerati [infatti ogni
elemento y'z’ & ditipo z"y*, con h=0,1,2,3, k=0,1].

(4) Tenuto conto della struttura dei gruppi di ordine 8, Q, (non abeliano) pud essere isomorfo o al
gruppo diedrale D, o al gruppo delle unita dei quaternioni Q. Mentre D, ha due soli elementi di

periodo 4 (e quindi cinque di periodo 2), Q, ha almeno tre elementi di periodo 4, e cioe x, z°, y.
Quindi Q, = Q e la dimostrazione ¢ conclusa. Possiamo comunque verificare che Q, ha esattamente
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sei elementi di periodo 4 (come Q) e dunque che o(zy) = o(z’y) = o(z’y) = 4. A tale scopo si
verifichi che

2 2 3
yr =ry, yr =y
e, utilizzando tali uguaglianze, che

(zy)’ =", (@%y)’ =y’ (@)’ =y"

Esercizio 2.4.6. Tenuto conto della classificazione dei gruppi di ordine 12 (cfr. Osserv.4.3),
dimostrare che C,x8,2 D, ed esplicitare un isomorfismo tra i due gruppi.

Soluzione. Si ponga:
S, = (z,y ‘ =y =1, yr=2y") = {1L,z,y,v", vy, 2y}, C,=(a ’ a’=1)={1,a}.

Allora
C,x8,={(11), (L2), (Ly), (Ly), (L,zy), (L2y’), (1), (@, 2), (,y), (,y"), (,2y), (e, 2y)}-
Essendo C, xS, un gruppo non abeliano di ordine 12, potrebbe essere isomorfo ad A,, D, oppure
a G={(x,y | r' =y’ =1, zy = y°r). Esaminiamo i periodi degli elementi di C,xS,. Risulta subito
che tale gruppo ha:

- sette elementi di periodo 2: (1,z), (1,zy), (1,2y°), (o, 1), (o, ), (o, 2y), (o, Ty?);

- due elementi di periodo 3: (1,), (1,%%);

- due elementi di periodo 6: (a,y), (a,y?).

Poiché A, non ha elementi di periodo 6 e G ha un solo elemento di periodo 2 (cfr. l'esercizio
precedente), allora necessariamente C,xS, = D,.

Ricordiamo che D, = (¢, p ‘ ©*=p"=1, pop = op). Per ottenere un isomorfismo F da D, a
C,xS,, dobbiamo far corrispondere ai due generatori ¢, p di D, elementi di ugual periodo di C,xS,
e verificare che la relazione diedrale pop = ¢’ op venga soddisfatta da F(y), F(p). Si ponga:

F(p) = (a,y), F(p) = (a, ).
Deve risultare: F(p)oF(p) = F(¢")«F(p). Infatti si ha: F (") = F(¢)° = (o, y)’ = (o, 9°) e

F(p)oF(p) = (a,)(a,y) = (Lay), F(¢)oF(p) = (a,y")(a,2) = (Ly'z) = (1, 2y).

Nota. Come visto nella soluzione di Eserc. 2.2.2, il sottogruppo ((12))-((34), (345)) di S, & isomorfo
a C,xS, e quindi, per quanto sopra dimostrato, a D,. Ne segue che D, si immerge in S..

Si noti che il teorema di Cayley generalizzato fornisce soltanto immersioni di D, in S,. Infatti,
esaminando il reticolo dei sottogruppi di D, (cfr. [AA], pag.173), si osserva che i sottogruppi di D,
privi di sottogruppi normali (# {1}) in D, sono soltanto di ordine 2 (e quindi di indice 6).

Esercizio 2.4.7. Verificare che un gruppo G di ordine 30 non ¢ semplice e contiene un sottogruppo
di indice 2.

Soluzione. Poiché 30 =2-3-5, G ammette un 3-Sylow H ed un 5-Sylow K, di ordini rispet-
tivamente 3, 5. Trattandosi di sottogruppi di ordine primo (e quindi privi di sottogruppi propri),
HNK ={1}. Inoltre sono normaliin G (in quanto unici del loro ordine, in base al Coroll. 4.3). Ne
segue che G non e semplice.

Applicando il secondo teorema di isomorfismo,
HK/H > K/unk = K/py =2 K
e dunque |HK|=|H|-|K|=15. Allora (G:HK)=2 ed HK ¢ il sottogruppo richiesto.
Si noti che HK ¢ ciclico di ordine 15, come noto dal Coroll. 4.2).
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Esercizio 2.4.8. Perché un gruppo G diordine 12 non puo avere contemporaneamente tre 2-Sylow
e quattro 3-Sylow ?

Soluzione. Indicato con s il numero dei 2-Sylow (che hanno ordine 4) e con t e il numero dei
3-Sylow, risulta dal terzo teorema di Sylow che s=1,3 e t =1,4.

Per assurdo assumiamo s = 3 e t = 4. Poiché G ammette quattro 3-Sylow, ammette otto
elementi di periodo 3 e quindi ammette esattamente tre elementi di periodo pari. Dunque G
non pud contenere né tre sottogruppi ciclici C, [che necessitano di sei elementi di periodo 4], né tre
sottogruppi di Klein V' [che necessitano di almeno quattro elementi di periodo 2]. Ne segue ’assurdo.

Nota. Da Osserv.4.3 € noto che, a meno di isomorfismo, i gruppi di ordine 12 sono:
C.,, VxC,, A, D, Q,=(nyl|lz'=y"=1, zy=y').
Esaminando tali gruppi, si constata che:
C,, ha (s,t) =(1,1), con un ciclico C,;
VxC, ha (s,t) =(1,1), con un sottogruppo di Klein;
A, ha (s,t) =(1,4), con un sottogruppo di Klein;
D, ha (s,t) = (3,1
Q, ha (s,t) = (3,1), con tre sottogruppi ciclici C,.

), con tre sottogruppi di Klein;

Come si pud notare, non si presenta il caso di un gruppo G con (s,t) = (1,4) ed avente come
unico 2-Sylow un sottogruppo C,.

EE S 3

Esercizio 2.4.9. Assegnato il gruppo G, prodotto diretto di S, per se stesso, determinare i
sottogruppi di Sylow di G. [Siponga S, = (x, y | 2=y’ =1, yr = zy’)].

Soluzione. Poiché G = S,x S, ha ordine 36 = 2°3”, G possiede 2-Sylow (di ordine 4) e 3-Sylow
(di ordine 9). Indicati rispettivamente con r, s il numero dei 2-Sylow e dei 3-Sylow, risulta, in base
al terzo teorema di Sylow:

r9, r=1(mod2); s|4, s=1 (mod3)
e dunque i possibili valori di 7, s sono: r=1,3,9 ed s=1, 4.

Osservato che S, ha due elementi di periodo 3 (y, y°) e tre elementi di periodo 2 (z, 2y, xy?),
allora G ha elementi di periodo 1, 2, 3, 6. Precisamente G ha:

15 elementi di periodo 2 (1,2), (1,zy), (1,ay?), (#,1), (@,2), (@,a1), (2,35, (z9,1), (29, 7),
(zy,zy), (zy,zy), (2" 1), (xy’,2), (zy" 2y), (2", 29°);

- 8 elementi di periodo 3:  (1,9), (1,y), (v, 1), (4,9), (v,%), (", 1), (v",9), (¥"9);

- 12 elementi di periodo 6: (z,y), (z,4°), (zy,9). (zy,y"), (2y", ), (2y°,9"), (v, 2), (y,2y), (y,2y"),
(v 2), (v, 2y), (v 2y°).

Ogni 3-Sylow, avendo ordine 9, & isomorfo a C, o a C,xC,. Ma G non ha elementi di periodo
9 e dunque ¢ isomorfo a C,xC,. Ogni siffatto gruppo possiede otto elementi di periodo 3. Ma G
ha solo otto elementi di periodo 3 e quindi esiste un unico 3-Silow: (y) x (y).

I 2-Sylow, avendo ordine 4, sono isomorfi a C, oa V (gruppo di Klein). Ma G non ha elementi
di periodo 4 e dunque sono isomorfi a V. Ogni gruppo di Klein possiede tre elementi di periodo 2,
che commutano tra loro. Basta allora esaminare i centralizzanti dei vari elementi di periodo 2.

Si osservi che in un prodotto diretto G, x G, risulta C((g,,9,)) = C((9,)) xC((g,)), Y (9,,9,) €
G,xG,. Inoltre in 8, risulta: C(z) = (z), C(xy) = (wy), C(2y”) = (xvy”). Ne segue allora che,
scelta una coppia di elementi entrambi di periodo 2, il centralizzante ha ordine 4 e dunque e un
gruppo di Klein. Ad esempio C((z,z)) = ((1,z), (z,1)). Esistono nove coppie formate da elementi
di periodo 2 e conseguentemente esistono nove 2-Sylow (gruppi di Klein). Sono:

C((a,2)), C((x,29)), C((x,ay")), Cl(ay,)), Cl(ay,zy)),
C((zy,zy")), C(zy’,2)), C((zy’, zy)), C((zy",zy")).

L
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Esercizio 2.4.10. (i) Se |G|=pgq, con p, ¢ primi, verificare che G non & semplice.

(it) Se |G| =pq, con p<q e q#1 (modp), verificare che G & ciclico.

Soluzione. (i) Se p=¢q, G &un p-gruppo di ordine p°’. Quindi G ¢ abeliano. Poiché G ammette
sottogruppi propri (di ordine p), allora G non & semplice.

Sia p #¢q, con p < ¢. Fissiamo in G un ¢-Sylow H (che ha ordine ¢). Per provare che G non
¢ semplice basta verificare (cfr. Osserv.1.2) che |G| J (G : H)!. Infatti

(G:H)! = (%)!:f!:p! e pqg=|G| kp! (essendo p < q).

(i¢) Sia r il numero dei p-Sylow ed s il numero dei ¢-Sylow. In base al terzo teorema di Sylow:
r’q e r=1 (modp); s’p e s=1 (modq).

A priori, r =1, ¢. Ma, per ipotesi, ¢ Z 1 (mod p) e dunque r =1. A priori, s =1, p. Ma, poiché

1<p<ygq, allora p#1 (mod q) e dunque anche s =1.

Consideriamo in G 1'unico p-Sylow H e I'unico ¢-Sylow K. Si tratta di due sottogruppi ciclici
di G, entrambi normali in G. Ovviamente HNK = {1} e HK = G [infatti |[HK| = |H||K| =
pq =|G|]. In base al Teor.2.1 ed al Cor.2.1 del Cap.2, G = HxK e ciclico.

EOE S

Esercizio 2.4.11. Sia S un p-Sylow di un gruppo (finito) G. Verificare che N (N(S)) = N(S).

Soluzione. Poiché N(N(S)) > N(S), basta verificare che x € N(N(S)) = z € N(S).
Per ipotesi, 2N (S) = N(S)z, cioe N(S)=azN(S)z~". Allora, posto T := xSz, risulta:
T CaN(S)z™' = N(9).
Ovviamente S ¢ normale in A (S) e dunque ¢ I'unico p-Sylow di N(S). Ma anche T (che ha lo
stesso ordine di S) & un p-Sylow di N(S). Dunque T = S e pertanto xSz~ ' = S, cioe = € N(S).
Nota. Piu generalmente, con la stessa dimostrazione si puo provare che, per ogni sottogruppo H di
G tale che N(S) < H (con S p-Sylow di G), risulta: N(H)=H.

[Infatti S & anche un p-Sylow di H. Sia # € N(H) e T := xSxz~". Per l'ipotesi, T & un altro
p-Sylow di H e quindi S = yTy ', 3y € H. Allora S = yzS(yzr~"). Quindi yr € N(S) < H e
anche z =y '(yz) € H. Si conclude che N (H) = H].

* kX

Esercizio 2.4.12. Sia p un primo e G un gruppo finito. Verificare che

G & p-gruppo < Vzx € G, o(z) & una potenza di p.

Soluzione. (=>). Sia |G| =p". Per ogni z € G, |(z)||p", ciot o(z)|p". Dunque o(z) & una
potenza di p.

(«<=). Per assurdo, |G| ammetta un altro divisore primo ¢ (# p). Dal teorema di Cauchy, G
contiene un elemento z di periodo gq. Ma o(x) =p', con t > 0. Dunque p'= ¢: assurdo.

L S
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Esercizio 3.1.1. Sia A =2Z (anello non unitario) e sia M = 4Z.
(i) Verificare che M ¢ un ideale massimale di A.

(ii) Verificare che A/ 7 [on & un campo.

Soluzione. (i) Evidentemente M — M C M e MAC M. Dunque M & un ideale di A. Sia ora
I un ideale di A tale che M C I C A. Vogliamo dimostrare che I = A.

Siscelga x € I — M. Allora x =2(2h+1),Fh € Z. Nesegueche 2=ax—4h eI+ M CI+ICIT
e pertanto 24+4Z C I+ M C 1. Allora 2Z =4Z U (24 4Z) C I cioe A = I, come richiesto.
(i) A/,, & formato da due elementi:
M =4Z (elemento neutro), 2+ 4Z.
Siha: (244Z)(244Z)=4Z. Pertanto 244Z & uno 0-divisore non banale di A/,,. Quindi A/,

non € un campo.

Esercizio 3.1.2. (i) Verificare che 9M,(2Z) & un ideale massimale dell’anello unitario (non com-
mutativo) IM,(Z).

(4i) Verificare che E)JQQ(Z)/W2 (2z) Don & un corpo.
2

Soluzione. (i) Siponga A=M,(Z) e M =M, (2Z). Si verifica facilmente che
M—-MCM, MACM, AMC M.
Dunque M & un ideale di A. Sia ora I un ideale di A tale che M C I C A. Basta verificare che

la matrice unita <(1) (1)

Poiché M C I, I contiene una matrice in cui un elemento ¢ dispari. Affermiamo che non é restrittivo
supporre che un tale elemento sia quello di posto (1,1) [cioe nella prima riga e prima colonna].

) €I [dacui I =A equindi M & massimale].

Sia infatti a dispari e si consideri in A la matrice ¢ := (O ) Si ha:

1 0
se a:= (r a) € 1, allora a5:< )6];
s 1
ros a
se [:= (a t)el’ allora 5ﬁ—<r )EI,

r s a t
se 7.—(t a)e[, allora 675—(8 T)EI.

Scegliamo quindi in I la matrice « := (i ;

- o
w o+ w3

), con a dispari. Denotiamo con r, il piu grande

1
intero pari < r e analogamente definiamo s,, t,, rispetto ad s, t. Allora o' = (as ;1) eM e
1 1
quindi §:=a —«a’ € I. Risulta:
1 =z
8= (y z)’ con z,y,z € {0,1}.

- . . . . 10 .

Moltiplicando opportunamente ciascuna di queste otto matrici con la matrice ( := 0 o S

prova che I contiene la matrice ¢ [ad esempio, scelto [ = <} (1)>, risulta (B¢ = (; poiché

(B¢ e ATAC 1, allora ¢ € I. In modo analogo si verificano gli altri sette casi].
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. 0 0 0 1 1 0 . s 1 0
Si osserva ora che (4 (1 1) ¢ (1 0) = (O 1) (matrice unita). Dunque (O 1) € I, come
richiesto.
(4) Si ricorda che un corpo & un anello unitario (non commutativo), in cui ogni elemento non nullo
¢ invertibile. Dunque un corpo & privo di 0-divisori (non banali), cio¢ & integro.

. 1 0 2 0 . 2 0
Si ponga: x := (0 0>,y.— (O 1). Ovviamente x,y ¢ M, ma J:y—(o O)GM. Posto

T=x+My=y+MecAf,, siha: Ty=0 (= M), con T, 7#0. Dunque A/, non e integro e
quindi non € un corpo.

k* ko Xk

Esercizio 3.1.3. Sia K un campo e sia P = (a,b) € K".
(4) Verificare che (X —a,Y —b) & un ideale massimale di K[X,Y].
(i) Sia F € K[X,Y] tale che F(P)=0. Verificare che (F) C (X —a,Y —b).

Soluzione. (i) Risulta:
~ K[X’Y]/(X—a)
K[X? Y]/(X*G.,Y*b) = (Xia’yib)/(xf :

Dunque (X —a, Y —b) & un ideale massimale di K[X,Y].

1%
1%

KY]/iy_y = K.

(i) Sia ®: K[X,Y] — K[X,Y] la sostituzione lineare tale che X — X +a, Y — Y +0b. Siricorda
che @ fissa gli elementi di K e trasforma i polinomi di K[X,Y] con le due sostituzioni assegnate.
Si tratta di un’applicazione biiettiva [con inversa ® ' tale che X — X —a, Y — Y —b] e di un
omomorfismo di anelli.

Sia ora ®(F) = F. Si ha:
F(0,0) = F(0+a,0+b) = F(P) = 0.
Poiché F ha termine noto nullo, allora F' € (X,Y). Quindi 34 =A(X,Y), B=B(X,Y) € K[X,Y]
tali che FF=XA+YB. Siha:
F=0'(®F)=d"(F)=(X-a)AX —a,Y =b)+ (Y —b)B(X —a,Y —b).
Dunque F € (X —a,Y —b) e pertanto (F) C (X —a, Y —b).
Nota. Si verifichera nel prossimo §3 che K[X,Y] & un UFD. Ne segue subito che, se F & un
polinomio irriducibile in K[X,Y], (F) & un ideale primo.

* X X

Esercizio 3.1.4. Verificare che l'ideale I = (X*+1,Y):
¢ massimale in R[X,Y], & primo in Z[X,Y], non & primo in C[X,Y].

Calcolarne i rispettivi quozienti.

Soluzione. Risulta:

N RIxY]/
RX, Y]/(X2+1,Y) = (X2+1,Y)(Y)

1%

R[X]/(X2+1)'

)= C (campo), allora I & massimale in R[X,Y].

Y)

Siccome R[X}/(X2+1

Analogamente,
Z[X, Y]/(X2+17 v ZZIX =~ Z1i]

e Z[i] ¢ un dominio (non campo). Allora I & primo (non massimale) in Z[X,Y].

]/(X2+1)

Infine,

C[X’ Y]/(X2+1,Y) = C[X]/(X2+1)'

In C[X], X’+1=(X+1i)(X —1i) (riducibile). Allora C[X]/(X2+1) =
[ha O-divisori x4+, z —4]. Percid I non & primo in C[X,Y].

Clz | " = —1] non & integro
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Nota. Si osserva subito che (X 44, X —i) = C[X]. Infatti tale ideale contiene ad esempio 2i e
2i e U(C[X]) (=C"). Ne segue (cfr. Coroll. 3.2 e Coroll. 3.1, Cap.1) che
C[X]/(X2+1) = C[X]/(X-',—i)(X—i) = C[XV(XH) X C[X}/(X—i) =CxC.

* kX

Esercizio 3.1.5. Per ogni n > 2, determinare Spec(Z,).

Soluzione. E noto che Z ha soltanto ideali principali. Essendo Z, = Z /nz, dal teorema di
corrispondenza segue che gli ideali di Z, sono tutti e soli gli ideali

mZ, = mZ/nZ7 VY mZ O nZ,
cioe Vm € N, con m divisore di n. Inoltre, dal terzo teorema di isomorfismo,
z/
Z,,L/ nZ :Z/mZ:Zw”

mZ, oz
nZz

Ne segue che
mZ, & primo <= Z, ¢integro <= m & primo (con m divisore di n).
Pertanto:
Spec(Z,) ={pZ,, Vp primo: p ‘ n}.
Ad esempio: Spec(Z,,) ={2Z,,,3Z,,}, Spec(Z,,)=1{5Z,,}, Spec(Z,) ={0Z,}.

Nota. Poiché Z, ¢ integro <= Z, ¢ un campo, allora Spec(Z,) = Max(Z,), Yn > 2.
%k %

Esercizio 3.1.6. Sia A un anello c.u. e sia Spec(A) il suo spettro. Per ogni S C A si definisce:
V(S) = {p € Spec(A) |p 2 S},

detto chiuso di Spec(A) definito da S. Verificare che:

(i) V(A)=0 e V(D) = Spec(A).

(i) V(S,)UV(S,) =V(S,S,), con S,5,:={s,s,, Vs, €S, Vs, €S,}.

(7ii) N V(S,) = V(iLEJI S,).

iel
Nota. Poiché le tre proprieta precedenti corrispondono agli assiomi dei chiusi di uno spazio topologico,
si & provato che la famiglia {V(S), V.S C A} & la famiglia dei chiusi di una topologia su Spec(A).
Tale topologia ¢ detta topologia di Zariski di Spec(A).

Soluzione. (i) & del tutto ovvio. Si noti che risulta anche V(A) = V({1}) e V(0) = V({0}).
(it) (). Se ad esempio p € V(S5,), allora p O S,. Ne segue che p O S;A DO 5.5, e quindi
p € V(5.5,).

(D). Sia p € V(S,5,) e, ad esempio, p € V(S,). Allora p 2 S, e quindi esiste s, € S, —p. Ma
p 2SS, equindi p > 5,5, Vs,€ S, Dalla definizione di ideale primo, p > s,, Vs, € S,. Dunque
p2OS,, cioe peV(S,).

(i) Siha: pe N V(S,) < p2S,, Viel <= p2US, <= peV(US,).

el icl icl

X kX

Esercizio 3.1.7. Sia f: A — B un omomorfismo di anelli c. u..
(i) Dimostrare che f definisce la seguente applicazione

@, + Spec(B) — Spec(A) tale che ¢, (q) = f(q), Vq € Spec(B)
[la controimmagine f~'(q) & detta contrazione o fibra di q].

(it) Determinare un esempio di omomorfismo f in cui un massimale di B ha contrazione non mas-
simale in A.
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(711) Verificare che ¢, : Spec(B) — Spec(A) € una funzione continua, rispetto alle topologie di Zariski
di Spec(A), Spec(B) (cfr. l'esercizio precedente).

Soluzione. (i) Enotoche f'(q) ¢unidealedi A [cfr. Cap.1 Osserv. 2.5]. Verifichiamo che f'(q)
¢ primo in A, se q & primoin B. Sia zy € f'(q), con = & f'(q). Allora f(xy) = f(z)f(y) € q.
Poiché f(x) ¢ q, allora f(y) € q, cioe y € f'(q).

(ii) Sia i:Z < @ Dinclusione canonica. L’ideale (0) & massimale in @, mentre i '(0) = (0) non
¢ massimale (ma ¢ primo) in Z.

(#i7) Basta provare che la controimmagine di un chiuso di Spec(A) € un chiuso di Spec(B), cioe
basta verificare che VV(S) C Spec(4), ¢, (V(S)) € Spec(B). Proveremo infatti che

v, (V(S) =V(/(9))
Per definizione, q € ¢, (V(5)) <= f7'(q) € V(S) < [ '(a) 2 S; viceversa, q € V(f(9)) <

q D f(S). In base a proprieta insiemistiche elementari, se f~'(q) 2 S, allora q 2 f(f~'(4)) 2 f(95);
se invece q D f(S), allora f~'(q) 2 f'(f(S)) 2 S.

Esercizio 3.1.8. Sia A un anello c.u. esia I € J(A) tale che A—T CU(A). Verificare che I &
l'unico ideale massimale di A. [Un anello c.u. con un unico ideale massimale ¢ detto anello locale].

Soluzione. Osserviamo che un ideale proprio I di un anello c.u. A non contiene alcun elemento
invertibile di A [altrimenti, se = € U(A) NI, allora 1 =zx ' € I e dunque I = A]. Allora, se
A —1T CU(A), necessariamente A — I =U(A).

Sia ora J un ideale proprio di A. Allora JNU(A) =0 e dunque J C A—U(A) =1. Pertanto
I & massimale e contiene ogni ideale proprio: quindi & I'unico ideale massimale di A.

Esercizio 3.1.9. Sia A un anello c.u. e sia I un suo ideale.
(i) Verificare che Spec(A/,) ={p/,, Vp € V(I)} [dove V(I)={p € Spec(A)|p 2 I}].
(ii) Posto I = (X*)Y) C Q[X,Y], determinare Spec(Q[X, Y}/I).

A/,

Soluzione. (i) Sia p € V(I). Allora, dal terzo teorema di isomorfismo, 7 = A/p. Poiché A/p
r I

¢ un dominio, anche A;’ lo & e quindi p/I € Spec(A/I).
P I

Viceversa, ogni ideale proprio di A/] e di tipo J/I, con J e J(A),JJ DI Se J/I & primo,

A
I’anello / L & un dominio e quindi anche A/ ; ¢ un dominio, cio¢ J & primo. Dunque J € V(I).
I
(i) Risulta: Q[X, Y]/I = Q[X]/(X3). Inoltre gli ideali di Q[X] sono tutti principali. Per ogni
ideale primo (f) in Q[X] contenente (X°), f & un divisore di X°. Essendo f irriducibile, risulta,
a meno di un fattore invertibile, f = X. Dunque

Spec(QUX]/ o)) = {(X) o} © quindi Spec(QIX.Y]/,) = {(X.Y)/,}.

Esercizio 3.1.10. (i) Sia A un anello c.u.. Verificare che i chiusi della topologia di Zariski di
Spec(A) sono tutti e soli della forma V(I), con I ideale di A.

(i) Determinare i chiusi di Spec(Z).
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Soluzione. (i) Basta verificare che, VS C A, V(S) =V((5)), con (S) ideale di A generato da S.
Ovviamente V(S) D V((S)) [se p 2 (5), allora p D S]; viceversa, se p 2 S, allora p 2 (S) (piu
piccolo ideale contenente S).

(i4) E noto che gli ideali di Z sono tutti e soli della forma nZ, ¥n € N. Da (i) segue quindi che i
chiusi di Spec(Z) sono tutti e soli i chiusi V(nZ), Vn € N.

Risulta: V((0)) = Spec(Z) e V((1)) = V(Z) = 0. Per ogni n > 2, se n ha come fattori primi
Pys s Duy allora V(nZ) = {(p,), ..., (p.)} [infatti (p) 2 (n) <= p|n]. Dunque i chiusi propri di
Spec(Z) corrispondono biunivocamente ai sottoinsiemi finiti di numeri primi.

Nota. 1 singoli primi sono punti chiusi [infatti V(pZ) = {(p)}. Invece {(0)} non & chiuso [ed ha
chiusura Spec(Z)].

k* kX

Esercizio 3.1.11. Sia A un anello commutativo unitario. E noto da Alg.1 che due elementi
a,b € A sono detti associati (e si scrive a ~b) se b=au, Ju € U(A).

(4) Verificare che ~ & una relazione di equivalenza su A, che a ~b = (a) = (b) e che,se A ¢
integro, a ~b <= (a) = (b).

(@) Verificare che, se a ~ b, risulta: «a irriducibile [risp. primo] = b irriducibile [risp. primo].

Soluzione. (i) Che la relazione ~ sia una relazione di equivalenza & una banalissima verifica.

Se a~beb=au, allora be (a) e a=bu' € (b). Dunque (a)= (b).

Sia A integro e (a) = (b). Allora b=az, a =by e quindi a = axy. Allora a(l —xy) =0. Se
a =0, allora b=0; se a#0 allora 1 —ay =0, cio¢ z,y € U(A). Allora a ~ b.
Nota. Se A non & integro, puo risultare (a) = (b) e a ¢ b. Ad esempio si scelgano in Z,,
a=4,b=28 (e si verifichi).
(i) Sia a=bu e b=av, con u,v € U(A).

Sia a irriducibile e b = zy. Allora a = uzxy = (ux)y e quindi ux € U(A) oppure y € U(A). Se
ux € U(A), anche z € U(A). Dunque b ¢ irriducibile.

Sia @ un elemento primo. Allora (b) = (a) & un ideale primo e quindi b & un elemento primo.
* ok ok

Esercizio 3.2.1. Siano A, B due domini d’integrita e sia f: A — B un omomorfismo iniettivo.
(i) Verificare che f induce un omomorfismo iniettivo F': Q(A) — Q(B).
(it) Sia S una parte moltiplicativa di A. Verificare che f(S) & una parte moltiplicativa di B e che

J induce un omomorfismo iniettivo F': Ay, — B, .

Soluzione. (i) Si ponga:

I & ben posta ed iniettiva. Infatti:

t=5 = ab=ab < [(a)f(b) = fa)f(b) <= i =755 < F(§)=F(F

[si noti che f(b), f(b,) # 0, essendo f iniettival.

F ¢ un omomorfismo di anelli. Si ha infatti, V¢, § € Q(A):

a | ¢\ _ p(adtbcy _ fladtbe) _ f(a)f()+f(0)f(c) _ fla) |, f(c) _ p(a c
F(§+9) =F(*55) = “5aa- = " Fwra — = 50 T 7 = F(§) +F(5)

b d
Analogamente si verifica che F(%-9) = F(%)-F(5)

(4i) Si ha:

=

1, = f(]'A) € f(S)7 f(sl)f(S’z) = f(8182) € f(S)v Vs, s, €8.
Abbiamo cosi provato che f(S) ¢ una parte moltiplicativa di B. Si ponga:

F:Ag — B, taleche F(2) =44 veeca,

F(s)
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Si procede come in (%) e si ottiene che F' & un omomorfismo iniettivo.

* X X

Esercizio 3.2.2. Sia A un anello c.u..

(4) Verificare che l'insieme U(A) degli elementi invertibili di A & una parte moltiplicativa di A e

3 k)
determinare l'anello A, ,,.

(#) Sia S una parte moltiplicativa di A. Verificare che S-U(A) CU(A,).
(#4) Sia K un campo, A= K[X] ¢ S =A— (X). Verificare che S-U(A) CU(A,).

Soluzione. (i) Ovviamente 1 € U(A). Se u,v € U(A), con uu, =1 = vv,, allora wwuw, =1 e
quindi uv € U(A). Dunque U(A) & una parte moltiplicativa di A.

Sia f: A — A,, l'omomorfismo tale che fla) = §, Va € A Verifichiamo che f ¢ un

isomorfismo (e quindi A = A4, , ). Per ognl S €A, se st =1, allora ¢ = ‘;—f = “Tt = f(at).
Dunque f & suriettivo. Sia poi f(a) = ¢ = 0. Allora as = 0, 3s € U(A). Dunque a =0 e

pertanto f e iniettivo.

ii) Sia s € S esia u € U(A), con inverso v € A. Allora v e A, e su-tv=sluw=11=1.
( ) ’ s S s s
Dunque su € U(A,).

(i) Risulta: A, = K[X] , ={&, VF,G € K[X], G(0) #0}. Ad esempio 351 € U(Ay).
Invece S-U(A) = (K[X] — (X)) K = polinomi in K[X] a termine noto non nullo. ~Dunque
+H € S:U(A) e quindi S-U(A) CU(A,).

* % %

Esercizio 3.2.3. In Z,, sia S={1, 4,7, 10}.
(4) Verificare che S ¢ una parte moltiplicativa di Z,, e che 'omomorfismo f:Z,, — (Z,,), non ¢
iniettivo.

(it) Dimostrare che (Z,,)s = Z, (campo).

S

Soluzione. (i) Che S sia una parte moltiplicativa in Z,, segue dal fatto che S =1+ 3Z,, [e
3Z,, ¢ unideale di Z,]. Risulta ad esempio: f(3) = % =0 [in quanto (3-1—0-1)4 =0]. Dunque
I'omomorfismo f non & iniettivo.

(i) Se verifichiamo che f ¢ suriettivo e Kerf =3Z,,, allora, dal TFO:
(le)s = Z12/§Z12 = Za'

Verifichiamo che f ¢ suriettivo. Sia ¢ € (Z,,),, con s =1+43t, t € Z,,. Si hanno tre possibili
casi:

a=0 (mod 3). Allora 2 =0= f(0) [infatti a =3h e 4a =12h = 0];

a=1 (mod3). Allora 2 =1= f(I) [infatti a=3h+1 e 4(a—s)=4(3h+1—-1-3t) =0];

a=2 (mod3). Allora ¢ =2= f(2) [infatti a =3h+2 e 4(a—2s) =4(3h+2—2—6t) =0].
= (

Verifichiamo che Kerf =
in Z,,. Poiché 'omomorfi
Kerf = (3), come richiesto.

Certo

). 3) C Kerf [in quanto f(
mo f non & nullo [infatti f(1) #

3
0

(3
s ]

) =0]. Inoltre (3) ¢ massimale
, allora Ker # Z,, e dunque
k% ok

Esercizio 3.2.4. (i) Sia A un anello c.u. e sia p suo ideale primo. Verificare che A, possiede
un unico ideale massimale M [usualmente denotato pA,].

(i) Scelto in Z lideale primo (2), determinare il campo Z ,, /M.

Soluzione. (i) Per definizione, A, ={%, Vz € A, Vs ¢p}. L’insieme
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M={%, Vaep, Vs¢p)

¢ un ideale di A,. Infatti:

S5—0a,S

M — M C M [infatti %—Ezu e a,s,—a,s, €P, 5,5, € P;
1

Sa 5152

MA, €M [infatti ¢ =97 e ax €p, st Zp].

L’insieme complementare A, — M ¢ formato da elementi invertibili di A,. Infatti, VI € A, — M
risulta z ¢ p e dunque 2 € A,. Ovviamente % -2 =1, cioc T € U(A,). Dal precedente Esercizio

3.1.8, M ¢ I'unico ideale massimale di A,. Usualmente M viene denotato pA,.
(44) Si ha:
_{2h+1’ Va,he€Z} ed M= {2h+1, VhkeZ}

Sia a € Z, /M. 2h+1 + M, allora @ = 0+ M [infatti 22& —0 € M]. Se invece

— 2k+1 _ 2k+1 2k+1  2h+1 _ 2(k=h)
a= g7+ M, allora a =1+ M [infatti 557 —1= 55 — 5777 = 551 € M]. Dunque

={M,1+M}=Z,

Sea*

Z(z) /M

EOE S

Esercizio 3.2.5. (i) Sia S una parte moltiplicativa di un anello c.u. A. Verificare che
Spec(Ag) = {ps, Vp € Spec(A) | pN S =0}
(ii) Posto S = {6", Vh >0}, verificare che ogni ideale di Z @& principale e determinare Spec(Zy).

(i) In Z,, sia S = {ﬁh, Vh > 0}. Determinare Spec((Z,4)s)-

Soluzione. (i) Sia p € Spec(A), con pNS = 0. Certo p, # A, [altrimenti 1 € p, e quindi
Jzep, Is,t €5 tali che (s—x)t =0; allora st =xt € SNp =0]. Verifichiamo che p, & primo:
se £Y¥%¢cyp,, allora zy €p e quindi (ad esempio) = € p; allora £ € p,.

Viceversa, assumiamo che P € Spec(A,). Considerato 'omomorfismo canonico f: A — A,
dall’ Esercizio 3.1.7(i) & noto che f~'(P) € Spec(A). Inoltre f ' (P)NS = @ [se altrimenti
s€ f(P)NS, allora £ € P equindi 1 =%-1 € P|]. Risulta infine [come per ogni ideale di A,
cfr. Prop. 3.2.3] f'(P), = P.

(i4) B noto che S ={6", Yh >0} & una parte moltiplicativa di Z e che ogni ideale J di Z
tipo J = (nZ),, per un opportuno n € Z.

s edel
Ovviamente 7 € J e dunque 72 C J. Viceversa, VG- € J, risulta z =nt, 3t € Z e quindi

G =1gr€tZ,. Quindi J=1Z

o ¢ un ideale principale.

S
In base a (4), Spec(Z,) = {(0), (p)s, Vp primo, tale che (p) NS = @}. Gli unici primi che non
verificano tale condizione sono (2), (3). Pertanto Spec(Z.) = {(0), (p)s, Vp primo > 5}.

(#7) Poiché S 2'=0, (Z,,); =0 (anello nullo). Dunque Spec((Z,;)s) = 0.
* % %

Esercizio 3.2.6. (i) Sia S una parte moltiplicativa di un anello c.u. A. Verificare che Spec(A,)
puo essere immerso in Spec(A).

(ii)) Se a€ A e S={a", Vh > 0}, verificare che Spec(A,) si identifica ad un aperto di Spec(A)
(rispetto alla topologia di Zariski).

Soluzione. (i) Dall’esercizio precedente & noto che Spec(A,) = {p,, Vp € Spec(A)[pN S = 0}.
Sia f:A— A, l'omomorfismo canonico. Tale omomorfismo induce I’applicazione continua

, + Spec(A,) — Spec(A) tale che o, (p.) = f (), VP, € Spec(A,).

Risulta: f'(p,) =p [infatti: z€ f '(py) < 2ep, < £=2 Jacp,Isel
< zstep,Is,t €S < x P (essendo st &p)]. Pertanto

¢, (Spec(Ay)) = {p € Spec(A) [pN S = 0}.
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Per concludere la dimostrazione facciamo vedere che I'applicazione ¢, ¢ iniettiva. Sia p, = qg, con

p, q disgiunti da S. Per ogni x € p, sia § =%, con y € q. Allora xst =yt con s,t € S. Poiche

xst € q e st & q, allora x € 4. Dunque p C q e, analogamente, si verifica che q C p.

Nota. Si potrebbe anche dimostrare che I'applicazione ¢, induce un omeomorfismo tra Spec(A;) e
la sua immagine in Spec(A), verificando che ¢, (V(I5)) = V(I), VI ideale di A.

(i) Sia A, l'anello delle frazioni di A rispetto alla parte moltiplicativa S = {a", Yh > 0}. Da (i),

¢, (Spec(A.)) = {p € Spec(A) [pN1S = 0} = {p € Spec(4) | p # a} = Spec(A) — V({a}).
Dunque ¢, (Spec(A.)) ¢ un aperto di Spec(A).

EOE

Esercizio 3.2.7. (i) Sia A un anello c.u. esia S;= A — Z(A) l'insieme dei non 0-divisori di A.
Verificare che S, & una parte moltiplicativa di A e che A e un sottoanello di ASU'

(4) Sia S una parte moltiplicativa di A tale che I'omomorfismo canonico sia iniettivo. Verificare
che S C S, [per questo motivo AS0 e detto anello totale delle frazioni di A].

(#1) Calcolare (Z,,),

o

Soluzione. (i) Ovviamente 1 ¢ Z(A) e quindi 1 € S,. Siano a,b € S, cioe a,b & Z(A).
Verifichiamo che ab ¢ Z(A) [e quindi ab € S)|. Infatti: (ab)e =0 = a(bc) =0 = bc =0
[perché a ¢ Z(A)] = ¢ =0 [perché b ¢ Z(A)]. Abbiamo cosi provato che S, ¢ una parte

moltiplicativa di A.
Sia f:A— ASo tale che f(a) = §, Ya € A. Proviamo che f ¢ iniettivo. Se infatti ¢ =0,
esiste s € S, tale che as=0. Ma s¢& Z(A) e quindi a =0. Allora 'omomorfismo f immerge A

in A, .
So

(i) Per assurdo, sia S € S,. Esiste quindi s € S tale che s ¢ S,. Allora s € Z(A4). Se sa =0,

con a # 0, risulta f(a) = § =0 e dunque I'omomorfismo f non ¢ iniettivo.

che So :u(zu)' Ne segue che (Z12)s0 = Z12 [infatti’ s€ % € (Z12)SO7 allora % =as € Z12]'
* X X

Esercizio 3.2.8. In Z siano assegnati i numeri primi distinti p,, p,, ...,p,. Determinare una
parte moltiplicativa S di Z tale che il dominio Z, ammetta come ideali primi non nulli esattamente

(pl)s7 (p2)57 AR (p”)s‘

Soluzione. Sia m = p, p,- ... p, e si consideri la parte moltiplicativa S =1+ mZ. Si osserva subito
che per ogni primo p risulta

(p)NS =0 < pe{p, Py -, Pn}
Infatti: (p)NS#0 < 3x,y€Z{ple+my = EI:c,yGZ|1:pa:fmy =
< MCD(p,m)=1 <= p#p,, Py -, Pn-
Poiché Spec(Z,) = {p,, Vp € Spec(Z) |pN S =0}, allora
Spec(Zs) ={(0)s, (P)s: (Pa)ss s (Pn)s }-

n
Nota. Un altro esempio € ottenuto scegliendo come parte moltiplicativa l'insieme Z — (U (pz))

(contenente S).

L S

Esercizio 3.2.9. Sia A un anello c.u. e sia p un suo ideale primo. Dimostrare che

Q) =4,/



SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI DEL CAPITOLO 3 161

[dove pA, ={%, Yacp, Vsc A—p} ¢l'unico ideale massimale di A,, cfr. Esercizio 3.2.4].

p

Soluzione. Si consideri la composizione di applicazioni ¢ =7-f: A4 — A, — Ap/ , con
pA
P

f:A— A, taleche f(a)=7¢, VacA; 7:A, — A, /M (proiezione canonica).
»
Verifichiamo che Kerp = p.
Ovviamente, Va € p, si ha: ¢(a) = § +pA, = pA, e quindi p C Kerp. Viceversa, sia
a € Kerp e quindi ¢ +pA, =pA,. Allora § =%, 3z € p,Is ¢ p. Dunque It ¢ p tale che
(as —x)t =0, cioe ast = xt. Ne segue che a(st) ep e st €p. Allora a € p.

Poiché Kery = p, resta definito 'omomorfismo iniettivo @ : A /p — A, / L Inoltre, poiché
o)

A, /vA,, € un campo, esiste un omomorfismo iniettivo F': Q(A/p) — A, /vA,, tale che:

F(Em) = ($+pA)(F+pA,) " = ¢ +pA,, Yk eQ(4/,).

Per concludere basta osservare che F' ¢ anche suriettivo. Infatti, V¢ +pA, € A, / e si ha:
P va,

F($5) = ¢ +p4,.

Esercizio 3.3.1. Dimostrare che ogni dominio d’integrita finito & un campo.

Soluzione. Sia A = {0, z,, ..., 2.} un dominio d’integrita (finito). Ovviamente 1 € {z,, ..., z.}.
Si scelga arbitrariamente un elemento non nullo, ad esempio z,. Gli elementi
Ty T Ty e T T,
sono a due a due distinti [infatti 2,2, = x,#, = =z, = x,]. Esiste pertanto un elemento x, tale
che z,z, =1. Quindi z, € U(A).

Ripetendo lo stesso ragionamento per ogni x, si ottiene che x, € U(A) e dunque tutti gli elementi
non nulli di A sono invertibili: A & un campo.

Esercizio 3.3.2. Dimostrare che se A ¢ un UFD e se S & una parte moltiplicativa di A, con
0 € S, anche 'anello delle frazioni A, e un UFD.

Soluzione. Cominciamo col provare la seguente affermazione:

(%) a irriducibile in A = ¢ irriducibile in Ag.

Sia § = Z-%. Allora ast = xy. Poiché A ¢ un UFD, a ¢ anche primo. Poiché a | xy, allora, ad
esempio, a | z, ciot x =ar,3r € A. Pertanto § = ¢-%-¥. Semplificando, 1= % = =¥ e dunque

4 c¢U(A,). Dunque ¢ & irriducibile in A, .

Ora proviamo che ogni £ € A —U(A,) ¢ prodotto di un numero finito di elementi irriducibili in
Ag. Osserviamo che z € A" —U(A) [altrimenti, se © € U(A) e zy =1, allora £.2Y = Z2 = 2 — 1],
Poiché A & un UFD, sia x = a,...a, una fattorizzazione irriducibile in A. Allora (in base a (x)):

. 1 a a a
s=(- 3t

¢ una fattorizzazione in A, con fattori irriducibili di A, [si noti che 1 & invertibile e dunque (%%)
¢ irriducibile].

Resta da provare che due fattorizzazioni irriducibili coincidono a meno dell’ordine dei fattori e di
fattori invertibili in Ag. Siano

due fattorizzazioni irriducibili di uno stesso elemento. Allora
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wa,...a, =vb, ..b,, con u,ve€S.

. N . o . 1 e . . v, 1 . .
Ogni @, non puo essere associato ad un fattore irriducibile v, di v. Infatti, essendo - invertibile in
ar' . . . N . . .
A, anche < sarebbe invertibile, contro (x)]. Dunque a, ¢ associato ad uno dei b, [e viceversa].
Pertanto le due fattorizzazioni coincidono a meno dell’ordine dei fattori e di elementi invertibili.

L S

Esercizio 3.3.3. (i) Posto I = (X"+Y?) C Z|[X,Y], verificare che I & primo.
(i) Determinare un ideale massimale di Z[X,Y] contenente I.

(ii1) Rispondere alle precedenti domande assumendo I C R[X,Y].

Soluzione. (i) Poiché Z[X,Y] ¢ un UFD, basta verificare che f = X°+Y” & un polinomio irriducibile
in Z[X,Y].

Per assurdo, sia f = gh una fattorizzazione non banale in Z[X,Y]. Si puo assumere 9f = dg =1
[f non ha fattori non invertibili in Z]. La stessa fattorizzazione sussiste anche in C[X,Y], dove
perd vale anche la fattorizzazione: f = (x —iY)(X +4Y). Allora, essendo C[X,Y] un UFD, le
due fattorizzazioni coincidono a meno di un coefficiente moltiplicativo ¢ € C". Ad esempio, sia
(X —iY) = f. Allora ¢,—ci € Z e dunque i € Q: assurdo.

(#) Risulta:
IC(X,Y)C(X,Y,2).
Si ha:

Z[X,Y] /(2>
— @ 7 XY =1 .

(X, v,2)/ ) X ]/(X7Y) > (campo)

Dunque (X,Y,2) ¢ un ideale massimale contenente I.  Altri ideali massimali sono ad esempio
(X, Y, p), Vp primo.

Z[X,Y]/(X)YJ) o

(iid) Con la stessa dimostrazione si prova che I = (X + Y™) & primo in R[X,Y]. Un massimale

contenente I & ad esempio (X,Y). Infatti R[X, Y]/(X vy = R.

* ok X

Esercizio 3.3.4. (i) Verificare che in Z[v2] i due elementi z = 1 — /2, w = 7+ 52 sono
invertibili e calcolarne I'inverso.

(ii) Verificare che U(Z[/2]) & un gruppo infinito non ciclico.

(iii) Verificare che 1+ 2v/2 & un elemento primo di Z[v/2].

(iv) Verificare che 'elemento 2 non ¢ irriducibile in Z[v/2].

Soluzione. (i) Risulta: AN (z) = M(w) = —1. Ne segue che z, w sono invertibili ed hanno rispet-
tivamente inverso:

2’71:—2:—1—\/57 wilz—w:_7+5\/§-

(#) Le potenze di z hanno norma +1 e dunque sono invertibili. Sono a due a due distinte [si osserva
infatti che la "parte intera” di 2" cresce con h]. Dunque U(Z[v/2]) & un gruppo infinito.

Assumendo per assurdo che tale gruppo sia ciclico, con generatore «, deve essere N(a) = —1
[altrimenti z, w & (a)]. Poiché @ € (o), allora @ =", 3h > 0. Ne segue che —1=aa=a""" e

quindi *"** =1. Allora (a) =U(Z[/2]) sarebbe finito, contro quanto precedentemente dimostrato.
(iii) Si tratta di verificare che I := (14 2+/2) ¢ un ideale primo in Z[v/2]. Poiché z & invertibile e
(14+2v2)z = (1+2v2)(1 - +2)=-3++/2, allora I =(-3++/2). Risulta:

o 2N/, o
2121y = 202 v * Gy = E W e

Z[X]/(X—3) ~ _
= (x2-2, X73)/ = Z/(32,2) - Z7 (Campo).

(X-3)

It

x2_2)
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Dunque I e massimale e percio primo.

(iv) In Z [\/i ] st ha: 2 = V242, /2 non ¢ invertibile [se lo fosse, avrebbe norma 41, mentre
N(V2) =+v2(=v2) = —2]. Dunque 2 non ¢ irriducibile. Invece v/2 ha norma prima (negativa) e
pertanto e irriducibile. Dunque 2 = V2 /2 & una fattorizzazione irriducibile di 2.

k* ko Xk

Esercizio 3.3.5. In Z[v/2] fattorizzare gli interi primi 2, 3, 5, 7 come prodotto di elementi ir-
riducibili di Z[v2].

Soluzione. Posto p=2, 3,5, 7, si ha:
2V2)/ ) = 21X/, x20) = 201 X] 23

Per p = 3,5, il polinomio X*—2 € Z,[X] ¢ irriducibile [infatti si verifica subito che X*—2
non ha zeri in Z,]. Ne segue che (p) ¢ massimale e percid primo. Dunque 3, 5 sono irriducibili in

Sia p = 2. In tal caso Z2[X]/(X2_§) = ZQ[X]/(XZ) & non integro. Dunque 2 non & primo in
Z[v2]. In tale anello, 2 si fattorizza nella forma 2 = v/21/2, con N (v/2) = v2(—v/2) = —2 primo
(negativo). Ne segue che V2 ¢ irriducibile e quindi una fattorizzazione richiesta ¢ 2 = V24/2.

Sia p=7. In tal caso Z, [X]/(in) =27, [X]/(X7§)(X71)
in Z[V2]. Se z|7 allora N(z)|N(7) =49 = 7-7. Cerchiamo gli eventuali z € Z[v2] tali che
N(z) =7 Se z=a+by2, allora 7=N(z) =da" - 2"

L’equazione a° — 2b” = 7 & risolta in ZxZ da a = 3, b = 1 (a meno del segno). Si verifica

subito che (3++v2)(3 —v2)=7. Inoltre N(3++/2)=7 & primo e dunque 3+ /2 & irriducibile.
Analogamente, 3 —+/2 ¢ irriducibile. Una fattorizzazione di 7 cercata & quindi

7=03+v2)(3-V2).

€ non integro e quindi 7 non & primo

Nota. 34 /2 & anche primo. Infatti:
Z[\/Q]/(?H_ﬁ) = Z[X]/(X2_27X_~_3) = Z[X}/(32_2) >~ Z. (campo).

Lo stesso & vero anche per 3 — /2.

L

Esercizio 3.3.6. Sono assegnati in Z[v/—5] i due elementi
2, =9, 2z,=3(2+V-h).

(i) Determinare i divisori comuni di z,, z,.

(#) Verificare se tali divisori sono elementi primi.

(#i4) Verificare che non esiste MCD(z,, z,).

Soluzione. (i) Se z 21, allora N (z) N(z) Poiché N (z,) = N(z,) = 81, allora N (z)|81. Se

> N(z,)

N(iz) =81 e z { z,, allora z = £z, e dunque =z 4/22. I divisori comuni propri di z,, z, possono

quindi avere norma 3, 9, 27. Ma in Z[v/—5] non esistono elementi di norma 3 [infatti 'equazione
a®+ 5b” = 3 non ha soluzioni intere]. Ne segue che N(z) # 3 ed anche che N(z) # 27 [se infatti
z,=z2w e N(z) =27, allora N(w) = 3, e cid ¢ escluso]. Quindi i possibili divisori z di z,, z, hanno
norma 9. Posto z =a + byv/—5, si ha:

N(E)=9 < a°+5b°=9 < a°=4, b°=1 oppure a° =9, b’=0 +—

a= 12 a= =43
— { b oOPpuTe { b0 = z=%(2++V-5), £(2—-+/-5H), £3.

Si verifica subito che i tre elementi 2++/—5, 2—+/—5, 3 sono divisori di z,, mentre i due elementi

2+ +/—5, 3 sono divisori di z,. Dunque i divisori comuni propri di z,, z, sono:
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3, 2+ +/—5 [ed i loro associati, cioé i loro opposti].

Nota. Sitratta di elementi irriducibili in Z[v/—5] [infatti hanno norma 9 e in Z[v/—5] non esistono
elementi di norma 3].

(it) 3, 2+ +/—5 non sono elementi primi. Per verificarlo, calcoliamo i quozienti:
Z[\/—5]/(3) = Z[X]/(X2+5’3) = ZS[X]/(X2+§) = ZS[X]/(X+T)(X+§) (anello non integro);
Z[X]/(X+2>

2
(x +5,X+2)/(X+2)

Z[\/f5]/(2+\/_—5) = Z[X]/(X2+5,X+2) = = Z/(4+5) = Z, (anello non integro).

(#) Per assurdo, 3d := MCD(z,, z,). Inbase ad (i), d € {£1, £3, £(2++/—5)} e (d) ¢ il minimo
tra gli ideali (3), (24 +/—5). Ma tali ideali non sono contenuti I'uno nell’altro e dunque nessuno dei
comuni divisori di z,, z, puo essere il massimo comun divisore.

Esercizio 3.3.7. Sia d un intero < —3.
(i) Verificare che 2 non & primo in Z[vd].
(i4) Verificare che 2 & irriducibile in Z[v/d].
(#ii) Confrontare (7) e (ii) con la Prop. 3.3.

Soluzione. (7) Si ha:
Z[\/E]/(z) = Z[X]/(Q,Xz—d) = Z2[X]/(X2—E)'

Il polinomio X*—d € Z,[X] coincide con X* oppure con X”°+1. In ogni caso ¢ riducibile e pertanto
(2) non & primo (in Z[Vd]).
(i) Sia 2 = 2,2, € Z[Vd], con z, = a,+b,Vd, z,= a,+b,/d. Sitratta di verificare che N(z,) =1
oppure N (z,) = 1. Si ha:

4= N(2) = N(2,)N(2,) = (a7 + |d| b ) (a3 + |d| b, ).
Se fosse bb, # 0, allora (essendo d < —2) |d|*b b, > 4 e quindi la precedente uguaglianza non
sarebbe verificata. Dunque b,b, = 0.
Ad esempio, sia b, =0 (e quindi 2z, =a,). Poiché N(z,) |N(2), allora a}|4 e quindi a, = +1, +2.
Se a, = +1, allora N(z,) =1, cioe z, € U(Z[Vd]). Seinvece a, = +2, allora 4 = 4N (z,) e quindi
N(z,) =1, cioe z, € U(Z[Vd)).

La fattorizzazione 2 = z,z, € quindi banale e percio 2 e irriducibile.

(#4) La Prop.3.3 afferma che Z[v/—5] non ¢ un UFD. Da (3) e (i) segue che, pitt generalmente,
ogni Z[v/d], con d < —2, non & un UFD. Infatti 2 ¢ irriducibile ma non primo.

Esercizio 3.3.8. In Z[\/6] fattorizzare z = 4 + /6 come prodotto di elementi irriducibili.

Soluzione. Assumiamo noto il fatto che Z[v/6] & un ED. Si ha:

- ~ Z[X]/(4+x)
ZIV61/ s 221X xo g4 = =64+,

= Z/((74)276’ 0 = Z,, (non integro).

Dunque z =4 + /6 non & primo e pertanto non & irriducibile.

Siha: N(z) =16—6 = 10. Se quindi z = z, z,, allora 10 = N (z,)N(z,). Poiché deve esistere una
fattorizzazione non banale, devono esistere z,, z, € Z[v/6] tali che (N(z,),N(z,)) = (2,5), ovvero
(N(2,),N(z,)) = (—2,-5). Inoltre gli elementi z,, z,, essendo a norma prima, sono irriducibili e
forniscono la fattorizzazione cercata.
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Sia z, = a+bv/6. z, hanorma +2 <= (a,b) &unasoluzione intera dell’equazione X’—6Y* = +2.
Si vede con facilita che esistono soluzioni intere di X —6Y* = —2, ad esempio (42,41). Proviamo
a porre z, = 2++/6 e verifichiamo se z, ‘ z, ovvero se = € Z[/6]. Risulta:
1

2 _ PP (4eVe)(2-vE) _

#1 #1

iy

Si ponga z,:= —1++/6 (di norma —5). Allora la fattorizzazione cercata &
z=44+6=(2+V6)(—1+6).

Nota. Si noti che tale fattorizzazione essenzialmente unica [perché Z[v/6] ¢ un UFD]. Se quindi
avessimo scelto un’altra soluzione dell’equazione X* — 6Y” = —2, ad esempio (422,49), avremmo
ottenuto ad esempio la fattorizzazione

z=4++6=(22+9V6)(—17 + 7V6).

Ma si tratta della stessa fattorizzione. Infatti 22 + 9v/6 = 2+ \/6) ue—-14++6= (=17 + 7\/6) u,
con u=>5+2v6 invertibile in Z[v/6].

EOE S

Esercizio 3.3.9. Fattorizzare in Z[y/—2] i tre elementi 2, 3, z = 2 + /—2, come prodotto di
fattori iriducibili.

Soluzione. Osserviamo preliminarmente che nessuno dei tre elementi € primo. Infatti:
Z[\/ _2]/(2) = Zz[X]/(X2+§) = Zz[X]/(X2)’

Zlv _2]/(3) = ZS[X]/(X2+§) = ZS[X]/(X+T)(X+§)’
ZIX]/ 2., -~ ZIX1/ oy -~
Z[\/_2]/( = /( +2) = /( +2) :Z/((72)2+2) :Zf,.

V=2 T (x42, x242)/ - (X+2,X2+2)/(X+2)

(x242)
Questi tre anelli sono non integri e quindi i tre elementi assegnati non sono primi. [Assumendo di
sapere poi che Z[v/—2] & un UFD, i tre elementi non sono irriducibili].
Osserviamo che in Z[y/—2] risulta:
2=(v-2)(—v/-2).
Tale fattorizzazione ha due fattori di norma 2 e quindi irriducibili. Pertanto ¢ una fattorizzazione
cercata.

Per fattorizzare 3 poniamo: 3 = z,z,, con 2z, = a, +b,v/—2, 2, = a, + b,n/—2. Poiché 9 =
N(3) = N(z,)N(z,), per ottenere una fattorizzazione non banale di 3 cerchiamo elementi z,, z, di
norma 3. Deve risultare a° =b =a.=b, = 1. Posto ad esempio z, =1+ /=2, z,=1—+/=2, si
ottiene una fattorizzazione richiesta:

3=(14++v-2)(1-+-2).

Per fattorizzare z = 24 +/—2, poniamo ancora: z = z,2,, con 2z, =a,+b,v/—2, 2z, = a,+b,/—2.
Poiché 6 = N'(z) = N(z,)N(z,), dobbiamo determinare z,, z, aventi norma rispettivamente 2, 3. Si
ottiene subito a, =0, b, = +1 e a,==+1, b, = £1. Posto ad esempio z, =/—-2, z,=1— /=2, si
ottiene una fattorizzazione richiesta:

2=2+V=2=(-2)(1-V-2)

Esercizio 3.3.10. Sia A un dominio e siano a,b,c € A.

(i) Verificare che se (a,b) = (c¢), allora ¢ = MCD(a,b).

(i) Se esiste MCD(a,b) =:d, & vero che (a,b) = (d)?
Suggerimento. Considerare in Z[v/—3] gli elementi 2, 1+ /—3.

Soluzione. (i) Per ipotesi:
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a=cx, b=cy, c=ar+bs, dx,y,r,s € A.
Si tratta di verificare che:
c‘ Z [infatti @ = cx, b= cyl;
a=cqz
C/y/

/| a

“Ibp

allora ¢ =c'a'r 4+ cy's = ¢ (2'r +y's) e dunque ¢ | .

= |c [infatti, se {

(i) Proveremo che MCD(2,1++/—3) =1, ma che l'ideale I := (2, 14++/-3) (in Z[/-3]) & # (1).
Per calcolare MCD(2,14+/—3) = 1, determiniamo i divisori comuni di 2, 14++/—3 (in Z[v/—3]).
Se z = a+ by/=3 & un divisore comune, allora N(z)|4. Ma N(z) # 2 [infatti I'equazione

X?+43Y? = 2 non ha soluzioni intere]. Dunque 2, 1++/—3 sono irriducibili ed hanno quindi soltanto
i divisori banali. Pertanto:

2 ha divisori: +1, £2; 14 +/—3 ha divisori: +1, £(1 ++/-3).
Ne segue che gli unici divisori comuni sono £1. Pertanto (a meno del segno) MCD(2,1++/-3) = 1.
Ora dimostriamo che I = (2,14 +/—3) # (1). Basta provare che Z[\/73}/I # 0. Infatti:
2| _3]/1 = Z[X]/(Q’HX, X?+3) = Z2[X]/(6,T+X,X2+T) - Zz[X]/(XJrT) =2z,
[ed abbiamo anche provato che I & massimale in Z[v/—3]].

k* kX%

Esercizio 3.3.11. Dimostrare il Lemma 3.2.

Soluzione. Sia d —1=4s,ds € Z. Risulta:
Dunque w, € zero del polinomio monico
f=X'—X-seZ[X]
Poiché d non & un quadrato perfetto, w, € @ e dunque f & irriducibile su Z (e su Q).
Tramite 'omomorfismo ¢ : Z[X]| — C, tale che ¢(g) = g(w,), Vg € Z[X], si ottiene che
Z[X}/(f) ~Ime={a+bdbw, Ya,beZ}=:Zw,].

d—1 —
T tw, =w, +s.

Essendo Z[w,] un sottoanello di C, & un dominio d’integrith. Inoltre Z[Vd] C Z[w,] [infatti
Vd=2w, —1] e Zw,] CQ(Vd) [infatti w, = 3 + 1 /d]. Dunque Q(Z[w,]) = Q(V4).

L

Esercizio 3.3.12. Sia A un ED e v una sua valutazione euclidea. Scelti a,b € A", dimostrare
che:

(i) v(ab) =v(a) <= beU(A).
() v(ab) = maz{v(a),v(b)} < a € U(A) oppure b e U(A).

Soluzione. (i) («<=). Sia b € U(A). Dunque bc=1,3c € A. Allora
v(ab) > v(a) = v(al) = v(abe) > v(ab).
Ne segue che v(ab) = v(a).
(=). Per ipotesi v(a) =wv(ab). Sieseguain A la divisione con resto di a per ab. Allora:
a=abg+r, con r=0 oppure v(r) < wv(ab).

Se r = 0, allora a = abg, da cui 1 = bg e quindi b € U(A). Se fosse invece r # 0, allora
v(r) <wv(ab) =v(a). Ma r=a—abg=a(l —bq) e quindi v(r) > v(a): assurdo.
(i4) E conseguenza immediata di (i):

v(ab) = max{v(a),v(b)} < v(ab) =wv(a) V v(ab) =v(b) < beU(A) V a € U(A).

EOE
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Esercizio 3.3.13. E noto che Z[v/2] & un ED (rispetto al valore assoluto della norma). Scelti
z2=10+3Vv2, w=1+2V2 € Z[V2]:

(i) Calcolare quoziente e resto della divisione euclidea di z per w. [Suggerimento. Procedere come
visto in Z[i], cfr. [AA] pag.126].

(#) Con lalgoritmo euclideo delle divisioni successive, verificare che MCD(z,w) =1 e determinare
un’identita di Bézout relativa a z, w.

Soluzione. (i) La funzione di valutazione euclidea &
v:Z[V2] — N tale che v(a+bv2) = |N(a+bv2)| = |a® —20°|, YVa+bv2 € Z[V2].
Si ha:
z _ zw _ —2-17V/2 _%_'_1_77\/5.

w ww -7

L’intero piu vicino a % e 0; l'intero pil vicino a 1—77 ¢ 2. Siponga q=0+2V2=2v2 e r:=z—qu.
Risulta allora 7 = 24++/2. Siha: v(r) = [4—2| =2 < v(w) = |~7| =7 e, per costruzione z = wq+r.
q, r sono il resto ed il quoziente cercati.
(ii) Da (i), z=wq+7r, con q=2v2, r=2++2.
Si calcoli ora w = rq, +r,, con v(r,) <wv(r). Siha: % = -1+ 322 esiponga ¢ = -1+ V2.
Allora 7, :==w —7rq, = 1++/2. Siha v(r)) =|1-2| =1 e dunque r, € U(Z[V/2]). 1l procedimento
delle divisioni successive termina e MCD(z,w) =1, ~ 1.
Da z=wq+r e w=rq, +r, risulta:

r,=—qz+w(l+qq)=0-v2)z+ (5-2V2)w.

Moltiplicando ambo i membri per r;' = —7;, si ottiene I'identita di Bézout:

1= (=3+2vV2) 2+ (-9+7V2) w.

Esercizio 3.4.1. Sia K un campo di caratteristica p > 0. Verificare che I'applicazione
¢: K — K taleche ¢(a)=a", VaeK,

¢ un omomorfismo iniettivo di anelli. Se K ¢ finito, verificare che ¢ € un automorfismo di K. Tale
automorfismo e detto automorfismo di Frobenius di K.

Soluzione. Ovviamente @(ab) = (ab)” = a"b" = p(a)p(b), Va,b € K. Per provare che ¢ & un
omomorfismo, va verificato che ¢(a + b) = p(a) + ¢(b), Va,b € K Risulta:

P
(a+0)" =Y 0)a" b =a" +pa” b+ (5)a” 0+ .. +pab’ +b".

t=0
Siccome car(K) = p, tutti i termini intermedi della precedente somma sono nulli, in quanto multipli
dip [e p=0 in K]. Quindi
pla+b)=(a+b)" =a" +b" =¢(a) +¢(b).
Poiché ¢(1) =1, Kerp # K e dunque Kerp = {0}, cioé ¢ & iniettivo.
Sia infine |K| < oo. E noto che ogni applicazione iniettiva di un insieme finito in sé & anche

suriettiva. Dunque ¢ € un automorfismo di K.

* ok %
Esercizio 3.4.2. Siano A, B anelli commutativi unitari, entrambi di caratteristica positiva. De-

terminare la caratteristica del prodotto diretto A x B.

Soluzione. Sia car(A) =c¢ >0, car(B) =d > 0. Sia h:=mem(c,d). Per definizione di minimo

comune multiplo, 2‘ h e [ccl ‘ W = h|h]. Sia h=cr=ds. Siha:
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h(1,,1,) = (h1,,hl,) = (crl,,dsl,) =(0,,0,)
[infatti erl, =¢cl,rl, =0, e dsl, =dl,-sl, =0,]. Abbiamo cosi provato che car(AxB) > 0.
Posto { := car(AxB), allora {|h.

Cc

Viceversa, (0,,0,)=14¢(1,,1,)=(¢1,,¢1,). Dunque ¢ € (c) e ¢ € (d), cioe d

Abbiamo cosi provato che
car(Ax B) = mem(car(A), car(B)), se car(A),car(B) > 0.

¢. Allora h | /.

* kX

Esercizio 3.4.3. Sia ¢ : A — B un omomorfismo unitario di anelli commutativi unitari. Verificare
che car(B) |car(A).

Soluzione. Se car(A) =0, la tesi ¢ ovvia. Sia allora ¢ = car(A4) > 0 esia ¢’ = car(B). Denotiamo
inoltre con f': Z — B l'omomorfismo tale che f'(n)=nl,, Vne Z. Allora Kerf' = (¢’). Siha:

0= (p(O) = QO(CIA) = C(p(lA) =cl,.

Dunque ¢ € Kerf' = (¢/). Allora ¢ |c¢, come richiesto.

Esercizio 3.4.4. Sia A un anello commutativo unitario.

(i) Indicato con A, Tanello totale delle frazioni di A, verificare che car(ASO) = car(A).

(#) Determinare un esempio di parte moltiplicativa S di A tale che car(A,) # car(A).

Soluzione. (i) Sia f: A — Ay, Tomomorfismo canonico [tale che f(a) = ¢, Va € A]. E

noto che f & un omomorfismo iniettivo (cfr. Eserc.3.2.7) ed unitario. In base a Prop.4.1(i),
car(A) = car(Aso).

(#) Si consideri in Z,, la parte moltiplicativa S =1+3Z,, ={1, 4, 7, 11}. Dall’Eserc. 3.2.3(11) ¢
noto che (Z,,); = Z,. Dunque car(Z,,) = 12, mentre car((Z,,),)) = 3.

Un altro esempio (banale) si ottiene scegliendo un anello c.u. A # 0 ed una sua parte moltiplicativa
S con 0€S. Intal caso A, =0 e quindi 1 = car(Ag) # car(A).

L

Esercizio 3.4.5. Ogni anello commutativo unitario A contiene, come sottoanello unitario, al piu
un solo anello Z,, n > 2.

Soluzione. Se car(A) =0, A non possiede alcun sottoanello Z, [altrimenti nl, = 0, e quindi
n € Kerf = (0)].

Sia invece car(A) =c¢ >0 esia Z, C A. Allora n =0, cio¢t nl, =0,, per cui d € (c), cioe
d=cr,3r>1. Sefosse r>1, allora 0 <c<n equindi ¢#0 in Z,, cio¢ €¢# 0 in A, ovvero
cl, #0,: assurdo. Pertanto r=1 e Z, & l'unico anello di tipo Z, in A.

* ok ok
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Esercizio 4.1.1. Si consideri in R l'insieme
L= {a+b\3/§+cx3/1, Va,b,ce€Q}.

Verificare che L ¢ un campo ed ¢ un’estensione semplice di Q.

Soluzione. Si verifica facilmente che L — L C L e L-L C L. Dunque L & un sottoanello di
R e quindi ¢ un dominio. Per dimostrare che L e un campo occorre verificare che ogni elemento
a—+ bf/ﬁ + C\S/Z € L' ammette inverso. A tal fine si potrebbe considerare un elemento ”incognito”
T+ y\3/§ + z \3/1 € L ed imporre la condizione:

(a+b\3/§+6\3/1)(x+y\3/§+2\3/1) =1
Sviluppando i calcoli si ottiene un sistema lineare di tre equazioni nelle incognite z,y, z. La soluzione

di tale sistema fornisce (in funzione di a,b,c) i coefficienti z,y,z dell'inverso cercato. Va perd
verificata ’esistenza ed unicita della soluzione del sistema.

Conviene invece seguire un’altra strada. Poiché X°—2 € Q[X] ¢ irriducibile, allora Q[X]/ (X?_2)
e un campo. Risulta:

Q[X]/(X3—2) 2Q[z |2’ =2]={a+bx+ca’, VabceQ; a’ =2}
Per creare un isomorfismo tra L e Q[X]/(Xg_Z), si definisce
#:QIX] — R tale che ¢(f) = f(/2), ¥/ € Q[X]

¢ & un omomorfismo di anelli. Inoltre Keryp = (X° —2) [infatti Kery & un ideale principale e non
contiene polinomi di grado < 3].

Infine Im¢ = L. Infatti, Vk€ N, se k=3¢+7r (0<r <3), siha: /2)" =2°0/?2)". Dunque
/2)" € L. Pertanto f(/2) € L, V f € Q[X], ciot Im¢ C L [mentre I'inclusione opposta & ovvia).
Abbiamo cosi provato che L = Q[X]/(X?,_Q). Dunque L & un campo.

Infine L = Q(\Q’/ﬁ) [in quanto ogni « € L & generato a partire da Q U {\3/5}]
* ok

Esercizio 4.1.2. Dire se sono isomorfe le seguenti estensioni di campi

RQCQ(W2), QcQW3).

Soluzione. Se le due estensioni fossero isomorfe, esisterebbero due isomorfismi
f:Q—-Q, F:Q(vV2) —Q(V3)

che rendono commutativo il seguente diagramma di campi:

Q@ 1> @

l l

Q(V2) —— Q(V3)

Ora f =1, [infatti f(})= % = % = ¢]. Nesegue che F|, =1,. Poniamo F(v2) = a+bV/3,

per opportuni a,b € Q. Allora:

2= F(2) = F(V2)) = (F(V2))* = (a + bV/3)"
Dunque a+ bv/3 & uno zero di X°—2. Percid a4+ bv3 = £v2. Quadrando si otterrebbe V3e Q
(assurdo) oppure a =b =0 e dunque F non sarebbe suriettiva (assurdo).

EOE
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Esercizio 4.1.3. Si consideri in R il sottoinsieme T = {v2*, Vk € Z}. Verificare che
(T)=Q(V2).

Soluzione. Si osserva subito che
Q(WV2) =(QU{V2}) ={a,+¢.V2, Yq,0,€Q}.

Infatti ogni frazione 1(V2) con f,g € Q[X], pud essere prima trasformata in un’espressione del tipo

9(v2)’
% (con a,b,c,d € Q, cd # 0) e poi "razionalizzata” [moltiplicandola per %].

Poiché il sottocampo fondamentale R, ¢ @, allora
(T)=(QuUT)=Q(T)=Q(T - Q).
Si ha:
T={1,v2 2,2v2,4,4v2,8,8V2, .} U{3v2, L, 1v2 1, :V2, %, .}
Ne segue che
= {2"V2, VhEN}U{Q%\/ﬁ, Yh>0}={2"Vv2, YheZ)}.

Ovviamente Q(v/2) C Q(T — Q), perché /2 € T — Q. Viceversa ogni 2"v/2 € Q(v/2) e quindi
Q(T — Q) C Q(V2). Possiamo concludere che Q(v/2) = (T).

L S

Esercizio 4.1.4. Nel campo C(X) & assegnato il sottoinsieme 7' = {X" X °}. Determinare il
sottocampo (T').

Soluzione. Siha: (T)=(C,UT)=Q(T)=Q(X", X °).

Ovviamente X* = (X )7 (X" ™' e dunque X?* € (T). Pertanto Q(X*) C (T). Viceversa, il
generico elemento di (7') & della forma £, con

F=%a (X)X, G=Xb . (X)X
2] T,8
e a, ;,b. . €Q. Poiche
F — Eai’y]‘ X4i—6j — Zai‘j (X2)2i73j 6 K[Xz], G Z br SXALT 6s — Z br S( 2)27“735 e K[X2],
,J (2]

T

allora £ € Q(X®) e quindi (T) C Q(X?).
* k%

Esercizio 4.1.5. Dimostrare che I'estensione @ C R & non semplice.

[Suggerimento. Valutare la cardinalita di un’estensione semplice di @]

Soluzione. Per assurdo, sia R =Q(«), con a € R. Siha: Q(a) = (QU{a}). Quindi gli elementi
di Q(«) sono espressioni del tipo:

S, con F,G€Q[X] e G(a)#0

Ne segue che |Q(a)| < |Q(X)|. Ricordiamo che Q(X) = Q(Q[X]) (campo dei quozienti di Q[X]).
Inoltre:

- @Q[X] & numerabile [infatti |Q[X]| < > |@Q| = |Q], in base al teorema fondamentale del numerabile];

- per ogni dominio A4, |A| < |Q(A)| < |[AxA|, essendo Q(A)=A, =Ax A/ . Ne segue che, se
|A| = |NJ|, allora |Q(A)| <|NxN|=|N| e quindi |Q(A)| = |N|.
In particolare allora |Q(X)| = |[N|. Ne segue l'assurdo, visto che |R| > |N]|.

* ok X

Esercizio 4.1.6. Sia K un campo e si consideri l'estensione K(X*) C K(X). Verificare che
{1, X} & una base di K(X) su K(X?).
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Soluzione. Sia £ € K(X) una funzione razionale. Scriviamo i due polinomi F, G € K[X] nella
forma:

F=F+XF,G=0G,+XG,
con F, F, G, G, € K[X"]. Allora:

G,—X G, F,Gy+XF,G,—XF,G,—X"F,G,
= (F, +XF)m (F, +XF)(G +XG)(G -XG,) — lcogf)(?g;f — =
_ F,Gy— X?F,G, F,G,—F,G, ) 2
= —Gix7G? —|—XG XQGzelK(X)—&-X-K(X).

Abbiamo cosi verificato che {1, X} &un sistema di generatori di K(X) come K (X?)-spazio vettoriale.
Sia ora g—‘; + X g—ll =0, con F, G, F,,G, € K[X"] e G, G, #0. Allora X F,G,= —F,G,.

Poiché i polinomi F,, G,, F,, G, hanno grado pari, allora X F,G, ha grado dispari, mentre —F G,
lo ha pari. Ne segue che i due polinomi sono nulli e quindi F, = F, = 0. Abbiamo cosi verificato
che 1, X sono linearmente indipendenti su K (X°).

* kX

Esercizio 4.2.1. Sia z € C — R.
(i) Determinare il polinomio minimo di z su R [in funzione della norma e della traccia di z].

(it) Esiste il polinomio minimo di z su @7

Soluzione. (i) Intendiamo per traccia di z = x + iy € C il numero reale Tr(z) := z+z = 2z. Si
verifica immediatamente che z*— Tr(z)z + N(z) = 0. Ne segue che z ¢ zero del polinomio

f=X"—Tr(z) X + N(z) € R[X].
Tale polinomio ha come zeri z, Z, non in R. Dunque ¢ irriducibile su R. B poi monico e quindi f
¢ il polinomio minimo di z su R.

(i7) 11 polinomio minimo di z su @ non esiste sempre, perché in generale z non ¢ algebrico su Q.
Ad esempio, si consideri z =im € C — R. Se per assurdo z fosse algebrico su @, esisterebbe un

polinomio non nullo ¢ = 3" a, X" € Q[X] tale che g(iw)=0. Allora:
=0

n
0=>a,(in) =(a,—a,m" +am + ...)+i(a,m— a7’ +am + ...).
=0

Trattando separatamente parte reale e parte immaginaria, si ottengono due polinomi in @Q[X] (non
entrambi nulli) che ammettono 7 come zero. Ma 7 & trascendente su Q: assurdo.

L

Esercizio 4.2.2. Siano p, ¢ due primi distinti. Determinare il grado [Q(./p, /) : @] ed una base

Q(VP, V) su Q.

Soluzione. Risulta: Q(y/p, /) = Q(v/P)(\/1)-

[Tale fatto & del tutto generale: per ogni campo K risulta che K(«, 3) = K(«)(8). Infatti K(«a, 5)
¢ il pit piccolo campo contenente K, a, 8. Siccome «,f € K( )(B), allora K(«a, 8) C K(a)(8).
Viceversa, K(a) C K(a, 8), f € K(a, 8) e quindi K(a)(8) C K(a, §).

Si consideri la seguente catena di estensioni algebriche semplici:

Q € Q(/p) CR(VP: V)
La prima ha grado 2 e /p ha polinomio minimo X ’—p € Q[X]. Anche laseconda ha grado 2. Per
verificarlo, si osservi che /g ¢ zero del polinomio X —qc Q(y/p)[X]. Tale polinomio ¢ irriducibile
su Q(/p). Se infatti non lo fosse, esisterebbe a+b\/p € Q(,/p) tale che (a+by/p)’ =gq. Ma allora
/P € Q: assurdo. Si conclude che [Q(\/p, /q) : Q] =2-2=4.
Per ottenere una base del Q-spazio vettoriale Q(./p, \/q), si scelgano le basi {1, \/p} di Q(,/p)
su @ e {1, /g} di Q(/»)(v/q) su Q(/p). 1l loro ”prodotto”

LV Vi vPe
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¢ una base di Q(y/p, v/4) su Q.

* kX

Esercizio 4.2.3. Determinare il grado ed una base dell’estensione Q C Q(v/2, \3/5)

Soluzione. Si consideri la catena di estensioni:
Q CQ(V2) CQ(V2,V2).
Risulta subito che {1, \3/5 , \371} & una base della prima estensione. Verifichiamo che /2 ¢ Q(%)
Altrimenti, se fosse v2 =a+bv/2 + cv/4 (con a,b,c € Q), allora quadrando:
2=a’+ b2\3/4_l + 202\3/5—!— 2ab\3/§ + 2aC\3/ZI + 4bc.
Ne segue:
{2=2a"+4bc, 0=2c"+2ab, 0=0b"+ 2ac.
Dalla seconda e terza uguaglianza, 2¢® = b’ e quindi, se b,c # 0, (%)3 = 2: assurdo [in @]. Ne
segue che {1, 2} & una base di Q(v2,v/2) su Q(v/2) e si conclude che:
QR(V2,v2): Q1 = [Q(vV2,v2) : Q(V2)1 [Q(V2) : Q] = 2:3 = 6.
Infine una base di Q(v/2, \3/5) su @ ¢ data dal prodotto delle due basi:
{17 \3/5, \3/1 \/57\/5\3/57 \/5%} _ {17 21/37 22/3, 21/2, 21/2+1/37 21/2+2/3} _
={1,27°, 2" 2% 27" 2.2V}

Quindi una base ¢ anche {Qk/a, 0<k< 5}.

Esercizio 4.2.4. Determinare il grado ed il polinomio minimo dell’estensione algebrica semplice

Q CQ(W2+3).

Soluzione. Risulta: Q C Q(v2 + v3) C Q(v2,V3). Poiché [Q(v2, V3) : Q] = 4, allora
[Q(vV2++3):Q] <4 Posto a =2+ /3, esiste un polinomio P € Q[X] tale che OP < 4 e
P(a) =0.
Per calcolare P osserviamo: a° = 5 + 2\/6, o’ = 49 + 20/6. Dunque o' —10a® = —1. Pertanto
P=X"-10X"+1€ Q[X]
ammette o come zero. Per provare che P ¢ il polinomio minimo di a su @ [e quindi [@(«a) : Q] = 4]
basta verificare che P ¢ irriducibile su Q.

P non ha zeri razionali [infatti P(£1) # 0]. Verifichiamo che P non & prodotto di due polinomi
irriducibili di grado 2 in Q[X]. Risolvendo l'equazione Y* — 10Y + 1 = 0 si ottengono gli zeri
5+2v6 € R. Allora in R[X] si ha:

P=(X*-5+2V6)(X*—5—26).
Tale fattorizzazione & unica (in R[X]) e i due fattori non sono associati a polinomi a coefficienti

razionali. Se ne deduce che P ¢ irriducibile su @, come richiesto.

* ok X

Esercizio 4.2.5. Assegnato a =2+ V2 e R,
(i) determinare il polinomio minimo di « su Q;

(it) esprimere % come combinazione lineare (a coefficienti razionali) delle potenze di a.

(44) determinare il polinomio minimo di a su @Q( %)

Soluzione. (i) Siha: o’ =242, o' =6+4v2. Allora o' —4a” =6+ 4v2 -8 — 42 = —2.
Dunque il polinomio
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f=X"-4X"+2 € Q[X]
ammette o come zero. Tale polinomio ¢ monico ed irriducibile (dal criterio di Eisenstein). Quindi
¢ il polinomio minimo di « su Q.
(i1) Q(a) ha base {1, a, o, a’}. Poiché % € Q(a) [infatti V2 =a’—2 € Q(a)], allora
% =a,+a,a+ a2a2 + a3a3, per opportuni a,, a,, a,, a, € Q.

2

Da o =242 segue: S =1+ g =14 % e quindi \% =-1+ O‘; ¢ la combinazione lineare
richiesta.

(#ii) Ovviamente Q(—==) = Q(v/2). Sussiste la catena di inclusioni

Q © Q(v2) > Q(a).
Poiché [Q(a) : Q] = 0f =4 e [Q(v/2): Q] = 2, allora [Q(a) : Q(v/2)] = 2. Si osservi che a &

zero del polinomio g = X* — (2+ v/2) € Q(v/2)[X]. Poiché a & Q(v/2), g ¢ irriducibile su Q(v/2).
Essendo g monico, g ¢ il polinomio minimo di a su Q(%)

N

L S

Esercizio 4.2.6. Sia K :=Z,(x) = ZZ[X]/(p)7 con p= X"+ X+1€ Z,[X] (estensione algebrica
semplice di Z,). Sia ¢= X"+ 2X +1 € K[X].

(i) Verificare che ¢ ¢ irriducibile su K e determinare gli elementi del campo K[y] := K[X]/ @ (con
y =X +(a))-

(it) Calcolare il grado di [Ky]: Z,] e studiare l’estensione algebrica semplice Z, C Z,(y), determi-
nando il polinomio minimo di y su Z,.

Soluzione. (4) Si ha:
K=2Z,(x)={0,1,z,z+1; 2" =2+ 1}.
Per verificare che ¢ & irriducibile in K[X] & sufficiente verificare che non ha zeri in K [infatti
q(0) =q(I) = q(z) =1, gz + 1) =z +1].
Gli elementi del campo L := Kly]| = Z,(z)[y] = Z,(x,y) sono del tipo a+ by, con a,b € Z,(z), e
dunque sono i seguenti sedici:

0 y y (z+1)y

1 T+y T+ a2y 1+ (z+1)y
T T+y T+ Yy r+ (x+1)y
r+1 2414y z+1+ay z+1+(x+1y

(i) Siha: [L:Z,)=[Kly]: K] [K:Z,]=22=4.
Vogliamo valutare [Z,(y) : Z,). A priori, essendo Z,(y) un campo intermedio tra Z, ed L,
[Z,(y) : Z,] =2 oppure =4. Nel primo caso |Z,(y)| = 4; nel secondo Z,(y) = K[y].

Osserviamo che 0, 1,y, T+y € Z,(y). Ma anche y° —1 = zy € Z,(y). Dunque |Z,(y)| >5 e
pertanto Z,(y) = K[y]. Quindi il polinomio minimo f di y su Z, ha grado 4.

Per calcolare f osserviamo che 1, y, y”, y° & una base di Z,(y) su Z,. Quindi devono esistere
a,b,c,d € Z, tali che
y'=a+by+cy’+dy’.
Si ha, con semplici calcoli: 3’ =zy+1, y° =2+ xy, y' =2 +y. Allora
r4+y=a+by+cry+c+dr+dey=(a+c)+de+by+ (c+ d)zy.
Nesegue: a+c=0,d=1,b=1,c+d=0, dacui b=d=1, c=1, d=1. Pertanto
v =T+y+y +¢"
1l polinomio minimo cercato & quindi

=X+ X+ X+ X +1€Z,X].
Nota. Abbiamo provato che L = K[y] & un’estensione semplice di Z,, di grado 4.

L
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Esercizio 4.2.7. Sia K C L un’estensione finita di campi e sia f € K[X] un polinomio irriducibile.
Verificare che, se f ha uno zero in L, Of ’ [L: K].

Soluzione. Sia n =[L: K] esia o uno zero di f in K[X]|. Poiché f ¢ irriducibile, f (a meno di

un fattore in K°) @& il polinomio minimo di & su K. Dunque [K(a): K] =n. Poiché
n=[L:K|=[L:K(a)] [K(x): K|]=[L: K(a)]-0f,

allora Of |n, cioe 9f |[L: K].

k* k%

Esercizio 4.2.8. Sia p un primo. Calcolare il polinomio ciclotomico <I>p2 € Z[X] e verificare che
e irriducibile.

[Suggerimento: applicare il criterio di Eisenstein a e, (X +1)].

Soluzione. Si ha:
P2 P2
P X -1 X -1

p2 @, — XP-1°

Eseguendo la divisione con resto di X" -1 per X' —1, si ottiene:
p—1
o, =3 X" =1+ X X"+ XY
k=0

Per dimostrarne l'irriducibilita, verifichiamo che ¢ possibile applicare il criterio di Eisenstein a
e, (X +1). Siha
p—1 .
ok
®, (X+1)= kX_:O(X + 1)
L’addendo di grado massimo di tale polinomio & X"”~" ed il termine noto & p (= 1+ ... +1). Per
applicare il criterio di Eisenstein (relativamente a p) basta verificare che i coefficienti intermedi del
polinomio sono multipli di p. Poniamo:
p(p—1) inpil J
tI)pz(X+1)—X = Zo a, X7
j=

Dobbiamo verificare che p ‘ a,, Vi=1,.. .p°—p—1. Siha:

2 p2
p? _ X +pf .
o, (X +1)= (();Tl))p_ll = v +;f21’ per opportuni f,, f, € Z[X].
Allora:
, p°—p—1 ,
X" 4pfi=(X"+pf) @ (X+1)=(X"+pf) (X" + > X)) =
Jj=

— Xp2 + pf2Xp<P71) + Zanj-HD + pf2 (Z anj)-
Cancellando il fattore X* e raccogliendo p a fattore, si ottiene
p’—p—1 .
a, X" = pf,, per un opportuno f, € Z[X].
j=0
Dunque p|a;, Vj=1, ... ,p° —p — 1, come richiesto.

Nota. 1l procedimento puo essere esteso per provare che ® , ¢ irriducibile su Z, Vn > 1.

kK ok
Esercizio 4.2.9. Determinare [Q((,, ¢,): @], con ¢, =cos2F + isin2f, (, = cos 2T + isin 2.
Soluzione. Siha: (, = # ha polinomio minimo su Q: ®,= X*+ X + 1, mentre ¢, =4 ha

polinomio minimo su Q: ®, = X”+ 1. Risulta:

QG €)@l = [Q(G, €) - QA RQ(C) : Q] = 2-[RQ(C;, 4) - Q(4)]-
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L’estensione semplice Q(i) C Q((,, 1) ha grado < 2 [infatti @, € Q(i)[X] e ®,({) = 0. Se
per assurdo il grado fosse 1, ®, sarebbe riducibile su Q(i) e quindi ¢, € Q(i), cioe —1 4+ iV/3 =
2a 4 2bi, Ja,b € Q. Quindi /3 € Q: assurdo.

Si e provato che [Q((,, ¢,) : Q] = 4.

L S

Esercizio 4.2.10. Sia K, [risp. K| l'estensione di Z, generata dalle radici quarte [risp. quinte]
dell'unita (su Z,). Calcolare [K,:Z,] e [K,:Z,)].

Soluzione. Le radici quarte e quinte dell’'unita (su Z,) sono rispettivamente le soluzioni delle
equazioni X' —1¢€ Z,[X], X" —1¢€ Z,[X].

Siha: X'—T=(X"-T)(X’+1) = (X —)(X +1)(X*+1) € Z,[X]. Due radici quarte dell'unita
sono quindi T e —1 =2. Inoltre X*+ 1 € Z,[X] & irriducibile [infatti non ha zeri in Z,]. Allora
K, @ generato su Z, dai due zeri di X°+ 1. Se z & uno dei due zeri, altro ¢ —x = 2z [infatti
X+ 1= (X —2)(X +z)]. Pertanto:

K,=Z,(z, —2)=Z,(r)={a+bx, Va,b€ Z,; 2° =2} = ZS[X]/(X2+T)'
Ovviamente [K,:Z,)=[Z,(x):2Z,]=2.
Veniamo al campo K. Si ha:
X I=X-DX'"+X°+ X+ X +1) € Z,[X].
Cominciamo col verificare che il polinomio f = X'+ X+ X*+ X +1 & irriducibile su Z,. Certamente

f non ha zeri in Z, [infatti f(1), f(2) # 0]. Per assurdo, f ammetta una fattorizzazione con due
polinomi di grado 2, cioe
f=(X"+aX +b)(X*+cX +d).
Poiché bd =1, allora b=d =1 oppure b =d = 2. Nel primo caso, confrontando i coefficienti di
ugual grado, si ottiene il sistema
{a+c=1,ac+2=1,a+c=1,
da cui a(a — 1) = 1, che non ha soluzioni in Z,. Nel secondo caso (cioe b = d = 2) si ottiene il
sistema
{a+c=1,ac+1=1, 2a+2c=1,
da cui 2 = 1: assurdo. Si conclude che f ¢ irriducibile. Ne segue che Z,(z) = Z3[X]/(f) e
un’estensione di grado 4 su Z,, con base 1, z, z, z°.
Si osserva subito che z°, z°, 2'(= —1 — 2 — 2" — 2°) sono zeri di f [infatti sono zeri di X° —1T e
sono distinti dagli altri due zeri 1, z di X° —1]. Si conclude che
K, =27z, '7727 IS, .174) =Z,(z).
Ovviamente [K,:Z,)=0f = 4.

Esercizio 4.2.11. Determinare un isomorfismo tra i due campi

K1:Z3[X]/(X2+T)a K2:Z3[X]/(X2+X+§)'

Soluzione. Che K,, K, siano campi dipende dal fatto che i due polinomi f = X471, g = X’ +X+2 €
Z | X] sono irriducibili su Z, [infatti non hanno zeri in Z,, come subito si verifica).

Si tratta di due campi finiti di cardinalita 9, che possiamo rappresentare come estensioni algebriche
semplici di Z,. Si ha:
K,=Z.,(a), con o’ +1=0, cioe o =2; K,=Z,3), con °+3+2=0, cioe 3°=1+28.
Si noti che (in base al Coroll. 2.1 di Cap. 5) due campi finiti della stessa cardinalita sono isomorfi e
dunque un isomorfismo tra K, e K, deve esistere. Lo otterremo cercando 'immagine di « in Z(3).

Sia ¢ : Z,(a) — Z,(0) un isomorfismo (e quindi uno Z,isomorfismo). Poniamo:
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o(a) =a+ b3, con a,be Z,.
Si ha: ¢(a)” = p(a”) = ¢(2) =2 e quindi
2= (a+bB)"=a"+2abB + b (1+28) =a’+ b +2b3(a+b).
Ne segue:
2bB(a+b) =2(1T +a* +b°).
Poiché 8 ¢ Z,, tale relazione & verificata <= b(a+b) =0 e T+a” +b*=0.

Se b =0, allora a°+1 =0 e cid & assurdo, essendo f(a) # 0, Va € Z,. Se a+b =0, allora
T+a’+(—a)’=0, cioe a° =1 e quindi a = 1, 2. Ne segue che le possibili coppie (a,b) cercate
sono: (1,2), (2,1).

Scegliamo la prima. Allora ¢(a) =1+ 23. Quindi:

0—0, a— 1428, 20— 2+
p: 1—1, T+a—2+28, 1+2a—p
2 — 2, 2+ a— 23, 2420 —1+0.

Dunque ¢ ¢ biiettiva. Resta da verificare che € un omomorfismo. Si ha, Va,,a,,b,,b, € Z.:
o((a, + b,a) + (a, + b)) = pla, + a, + (b, + b)) = a, +a, + (b, + b,) (T +28) =
=a,+b,(1+28)+a,+b,(1+23) =
= ¢((a, + b)) + ¢((a, + ba));
o((a, + b,0)-(a, + b)) = a,a, +2b,b, + (b,a, + a,b,) (1 + 2);
g@((al + bla)) ~go((a2 + bza)) = ((a, + b,(1 + Eﬁ)))((a2 +by(1 + Eﬁ))) =
= a,a,+ b,b,(T+ 3°+ 3) + (a,b, + a,b,) (1 +28) =
= a,a,+ 2bb, + (b,a, + a,b,)(1 + 20).

EOE

Esercizio 4.3.1. Sia K un campo. E assegnata l’estensione di campi
K(X*, XY)C K(X,Y).
Verificare che tale estensione e algebrica semplice e determinarne il grado.

Soluzione. Sia L= K(X°, XY) e M= K(X,Y). Siconsideri la catena di estensioni semplici:
LCL(X)CLX,Y) = M.

L’estensione L C L(X) & algebrica semplice. Infatti X & zero del polinomio T°—X" € L[T]. Tale
polinomio & monico ed irriducibile su L [infattiin M hazeri £X e X ¢ L]. Dunque [L(X): L] =2.
Si ha poi: YV = &L (in L(X)). Dunque M = L(X)(Y) = L(X). Pertanto L C M & algebrica
semplice di grado 2. E generata da X, con polinomio minimo 7% — X* € L[T].

EE S

Esercizio 4.3.2. Sia K un campo. Verificare che ’estensione di campi
K(X?, XY*) C K(X,Y)

¢ algebrica semplice, di grado 3.

Soluzione. Si ponga: L = K(X°Y, XY?), M = K(X,Y). Dimostriamo preliminarmente che
X ¢ L (edunque L C M).

Per assurdo, sia X = £, con F = F(X?Y, XY?), G =G(X"Y, XY’ € K[X"Y, XY’] C K[X, Y].
Ovviamente F, G hanno in K[X, Y] grado =0 (mod 3). Se quindi fosse X = £ allora F = XG e
OF =0(XG) =14 0G =1 (mod 3): assurdo.

Osserviamo che 2= = §;§ € L e quindi anche = XY = X* € L. Posto h:=T"— X" € L[T],

tale polinomio ammette X come zero. Dunque X e algebrico su L.

Sihapoi: Y = XX. Anche ¥ € L [in quanto ¥ = ﬁTY;] e quindi ¥ = XX € L(X). Ne segue
che M = L(X)(Y) = L(X).
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L’estensione L C M & dunque algebrica semplice. Per dimostrare che ha grado 3 basta verificare
che h & irriducibile in L[T].

Si noti che gli zeri di h sono X, aX, a’X, con a radice primitiva terza dell’unita (in un’estensione
di K). Sein L[T], h fosse riducibile, uno dei suoi tre zeri apparterrebbe ad L. Ma X ¢ L e dunque
anche aX, a’X ¢ L [se ad esempio aX € L, allora %OLX =a € M e quindi a € K (essendo
M = K(X,Y)); allora X =21 aX € L: assurdo).

R S 3

Esercizio 4.3.3. E assegnata l'estensione algebrica semplice Q C Q(V1++3).

(i) Determinarne grado, base e polinomio minimo.

ii) Esprimere ——L— in tale base.
(i) Esp V115

Soluzione. (i) /14 /3 & zero del polinomio X*— (1 +v/3) € Q(v/3)[X]. Tale polinomio &
irriducibile su Q(v/3) [altrimenti Ja,b € @ tali che (a+bv3)"=1++/3; in tal caso a’+3b"—1 =
(1 — 2ab)V/3 e dunque necessariamente 2ab =1 = a”+ 3b”. Ne seguirebbe b =0, ab= 3: assurdo].

Consideriamo la catena di estensioni:

QCQ(WV3) CRW1+V3).

Risulta:
QR(VI+V3):Ql=R(V1+V3):Q(W3)-Q(V3):Ql=22=4.
Una base di Q(v/1++/3) su @ si ottiene moltiplicando le due basi {1, \/1++/3}, {1, v3}. Si

ottiene la base:
(1, V3, V1+v3,V3V1+V3}.

Il polinomio minimo di /1 ++/3 su @ ha grado 4. Per ottenerlo poniamo o = /1 ++/3 ed
osserviamo che o’ — 1 = /3, da cui, quadrando, segue che a'—2a°—2 =0. Dunque a & zero del
polinomio f = X' —2X”—2 (necessariamente irriducibile su Q).

Alternativamente, possiamo verificare che il polinomio minimo ¢(Y) € Q[Y] di 1 ++3 ¢ g =
Y?—-2Y —2. Sostituendo Y con X* otterremo un polinomio di grado 4 che ammette a come zero;
si tratta dello stesso polinomo f gia ottenuto.

(#) Sia

per opportuni a,b,c,d € Q da determinare. Si ha:

aV3V1+V34+30V1+V3 +ev3(1+V3)+3d(1++3)—1=0,

da cui:

avV3V1+V3 +3bV14+V3 +(3d+c)V3+3c+3d—1=0.

Ne segue: a=3b=3d+c¢c=0, 3c+3d=1, cioe a=b=0, c:%, d:—%.Pertanto

1 - 1./1 1 1 .
=V VAV

EOE S 3

Esercizio 4.3.4. E assegnata l'estensione Q C Q(\7§, \S/g)

(i) Determinarne il grado.

(i) Determinare tutti i possibili elementi primitivi della forma /2 + c¢+v/3, al variare di ¢ € Q.

Soluzione. (i) Risulta:

[QVZ, V3): Q1 =[QV2, V3): Q(V3)[Q(V3) : Q.
Si tratta di due estensioni semplici. La seconda ha polinomio minimo X 3 — 3 e quindi grado 3.
Anche la prima ha grado 3, se verifichiamo che X*— 2 ¢ irriducibile su Q( \3/3)
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Infatti X° — 2 ha tre zeri in C: \3/5, \S/ig“m \S/ig“;, con (, = —% + z@ (radice primitiva terza
dell’unitd). L'unico zero reale di tale polinomio & +v/2: verifichiamo che & Q(v/3). Altrimenti, si
avrebbe v/2 = a + bv/3 + ¢v/9 (con a,b,c € Q). Elevando al cubo, si otterrebbe un polinomio in
Q[X] di grado 2 che ammette /3 come zero: assurdo.

Si conclude che [Qxa/i, \3/§) :Q]=33=0.

(ii) Abbiamo gid osservato che v/2 ha polinomio minimo X° —2 € Q[X] ed ha zeri a = a, =
V2, a, = V2(, o, = V2(.. Analogamente /3 ha polinomio minimo X° — 3 € Q[X] ed ha zeri
8 =p = {7§, 8, = \3/§<3, B, = {”/ﬁ(j. Dal teorema dell’elemento primitivo, ¢ € @ deve essere

o, —x

distinto dai sei elementi 55 € C (con i=1,2,3, 7 =2,3). Tali elementi sono:
J
3/5(3}9—\3/5 3 /o (:—1
m: EW con ]{7:071,2,h:1,2.
G -1 o
Posto z,, = =, si verifica che
3
Zyo =20 =0, 2, =2,=-1, 2z, =2,= Cs'

Pertanto ¢ € @ deve essere diverso da 0, — 0 %, Gy i/g . Quindi ¢ puo essere scelto arbitrariamente
in @ =@ —{0}.
* % ¥

Esercizio 4.3.5. Sidenoticon A la chiusura algebrica C, , dell’estensione @ CC. [A & detto
campo dei numeri algebrici).

(i) Utilizando il TFA (teorema fondamentale dell’algebra) verificare che ogni polinomio non costante
p € A[X] ammette uno zero in A.

(4) Dimostrare che A non ha estensioni algebriche proprie.

Soluzione. (i) Poiché A C C, allora p € A[X] C C[X]. Dal TFA p ammette uno zero z € C. Si
tratta di verificare che z € algebrico su @, cioe z € A.

n .

Se p= > a,X", basta provare che l'estensione @ C Q(a,, a, ..., a,, z) & algebrica.

i=0
Infatti, essendo @ C A algebrica e Q(a,, a,, ...,a,) C A, allora @ C Q(a,, a,, ...,a,) & algebrica;
essendo inoltre finitamente generata, ¢ finita. Inoltre Q(a,, a,, ...,a,) C Q(a,, a,, ...,a,, z) & al-
gebrica semplice [infatti z & zero di p € Q(a,, a,, ...,a,)[X]] e quindi & anch’essa finita. Allora
Q CQ(a,, ay, ...,a,, z) & finita e quindi anche algebrica, come richiesto.

(#) Sia A C L un’estensione algebrica. Sia a € L esia m, il suo polinomio minimo su A. Poiché
m,, ¢ irriducibile e [in base a (i)] ammette uno zero in A, allora dm, = 1, cioé a € L. Dunque
A=1L.

Esercizio 4.3.6. Siano n, m due naturali relativamente primi. Verificare che

QG Cn) : Q] = p(nm).

Cosa avviene se m, m non sono coprimi ?

Soluzione. Siano n, m coprimi. E noto che Q) : Q] = 00,.,, = ¢(nm). Basta quindi
verificare che Q((., ) = Q(Com)-

Poiché ¢, = (um e (= Cum allora (o, ¢ € Q(Cn) € dunque Q(C, Cn) € Q(Com)-
Viceversa, essendo mn, m coprimi, esistono a, b € Z tali che 1 =an + bm. Allora
Com = Gam = G = G = (Gin)™+(Gim)” = G+ Gt € QG G-
Quindi Q(Cum) € Q(Cry Con)-

Rispondiamo ora all’ultima domanda, verificando che
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Q¢ Cn) = Q(G,), se h =mem(n,m).
Se h = nu = mv, con u,v € Z, allora ¢, = (., = C,, Cm = (o = ¢, Dunque (,, . € Q((,),
ciot Q(Cus ) € Q(G,)-
Viceversa si osserva subito, dalla definizione di minimo comune multiplo, che u, v sono coprimi.
Dunque 1=au+bv, Ja,b € Z. Pertanto

G =G G = () (o) =G €Q(Coy Con)-
Quindi Q(¢,) € Q(Cus Cn)-

Esercizio 4.4.1. Sia P,={0,U} C E* esia Q. il sottocampo di R generato dalle coordinate dei
punti costruibili con R&C' a partire da P,. Verificare che @ C Q. ¢ un’estensione algebrica infinita,
con Q. contenuto propriamente in R, . (chiusura algebrica di @ in R).

Soluzione. Sia z € Q.. Allora (z,0) & costruibile con R&C a partire da {O,U}. In base al
Teor. 4.1, esistono aj, ...,a, € R tali che o € Q, a) € Q(a,), ..., a.' € Q(ay, Ay, ...y, ) ©
z € Q(ay, oy, ...,,). Llestensione @ C Q(«,, @, ...,,) € finita [in quanto coincide con una
catena di estensioni algebriche semplici (di gradi < 2)]. Dunque ¢ algebrica e pertanto = & algebrico
su Q.
Per dimostrare che @ C Q. ¢ un’estensione infinita, basta osservare che, per ogni k > 1, % e
costruibile con R&C' a partire da {O,U}. Dunque Q(v/2,v/2,v/2, ...,%, ...) € Q.. Poiché
K, K, kK, .
Q(V2,v2,¥2,...32) =Q(R2) e [Q(2): Q] =2",
allora [Q. : Q] >2", Vk > 1. Dunque [Q. : Q] = cc.
Infine, ad esempio v2 € Q., ma v2 € R Quindi @. C R

alg,Q” alg,Q "

Esercizio 4.4.2. Utilizzando R&C dividere in tre parti uguali un assegnato segmento di E”.

Soluzione. Supponiamo assegnato in E” l'insieme P, = {A, B,C}, con C ¢ R(A, B). Vogliamo
dividerere in tre parti uguali il segmento di estremi A, B.

Si tracci la retta s = R(A,C) e si costruiscano su s i due seguenti punti
C,=snN [C(Cv E) - {A}]7 C,=sN [C(ClvA—C) - {C}]
Per costruzione, AC' = CC, = C,C,.

Si costruisca ora la retta t, := R(B,C,) e, successivamente, le due rette t,, ¢t ad essa parallele,
condotte rispettivamente per i punti C,, C. Intersecando tali rette con R(A, B), si ottengono i punti
P, =t,NR(A,B), P=tNR(A,B). In base al teorema di Talete,

aic [efeh . c,C,
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Poiché i tre numeratori coincidono, lo stesso € vero per i tre denominatori. Quindi i due punti P, P,
trisecano (in parti uguali) il segmento AB.

* ok ok

Esercizio 4.4.3. Verificare che I’angolo di 120" non ¢ trisecabile con R&C. Dedurne che il poligono
regolare 9-latero non puo essere costruito con R&C.

Soluzione. Sia ¥ = 2F. Poiché cos?) = —3 € Q, si puo assumere P, = {0, U} e dunque K, = Q.
cos% = cos %’r ¢ zero del polinomio

f=4X"-3X+1eQ[X]
Posto g := 2f = 8X*—6X + 1 € Z[X], si puo facilmente verificare che g non ha zeri in Q
[se infatti £ € @ ¢ uno zero di g, con MCD(r,s) = 1, deve risultare r‘l, 8’8. Dunque
r =41, s = £1, £2, +4, £8 e pertanto L € {£1, £3, 1, £4}. Ma si verifica, con un po’ di
calcoli, che nessuno di tali otto elementi € uno zero di g.
Poiché ¢ ¢ irriducibile su Z, f lo ¢ su Q e quindi (COS%’T7 0) non & costruibile con R&C.
2 27

Il punto (cos 57, sin ) (vertice del poligono regolare unitario P,) non & quindi costruibile con

R&C, cioe P, non ¢ costruibile con R&C (come ben noto).
* ok K

Esercizio 4.4.4. Verificare se I'angolo di 45" & trisecabile con R&C.

Soluzione. Si ponga P, = {0, U, (cos%,0)}. Poiché cos = @, allora K, = Q(V/?2).

Risulta: cos75 ¢ zero del polinomio 4X”—3X — % € Q(v2)[X]. Verifichiamo se tale polinomio
¢ irriducibile su Q(v/2). Sia f=8X"—6X — 2 € Q(v/2)[X]. Risulta:

f @riducibile su Q(v2) <= Ja+bv2 € Q(v/2) tale che f(a+bv2)=0.

Si ha:

fla+bv2) =0 <= —6a+ 8a’ + 48ab” + v/2(—1 — 6b + 24a’b + 16b*) = 0

—6a + 8a” + 48ab® =0
{ —1 — 6b 4+ 24a’b + 160 = 0.
Tale sistema ammette soluzione a = 0, b = —%. Dunque f(—%) = 0. Allora f & riducibile su
Q(V?2) e si fattorizza nella forma:
f=2(X+ %)(4)(2 —2v/2X —1).

Pertanto I’angolo di 45° & trisecabile con R&C.

Nota. La precedente fattorizzazione fornisce una semplice espressione radicale per cos{;. Infatti
cos % & uno zero di 4X° — 22X — 1. Tale polinomio ha zeri %. Poiché cos{5 > 0, allora

12
cos I — V2+V6 _ 1+v3
12 4 2v2

Esercizio 4.4.5. Verificare che 'angolo retto & pentasecabile con R&C' e determinare un’espressione
algebrica per il coseno dell’angolo di 18".

Suggerimento. Utilizzare I'identita trigonometrica cos59 = 16 cos” 1 — 20 cos’ ¥ + 5 cos).

Soluzione. Il problema della ”pentasecabilitd” di un angolo di ampiezza 1 (radianti) si traduce
nella costruibilita con R&C' del punto (cos 2, 0).
Dall’identita trigonometrica suggerita segue che

cos ¥ = 16(:055% —QOcosag + 5 cos g.
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9 s , . .
Dunque cosg ¢ uno zero del polinomio

f=16X"—20X"+5X — cos¥ € Q(cos?)[X].
Nel caso in esame, cost =cos} =0 e dunque f= X(16X"—20X"+5).
1l polinomio biquadratico g = 16X"—20X"+5 € Q[X] ha quattro zeri reali + % e si fattorizza
in R[X] nella forma
9= 160" =3+ L)X - § - ).

I due fattori quadratici non appartengono a Q[X] e dunque g & irriducibile su Q.

Dei quattro zeri di g, cos {5 coincide con % [in quanto cos {5 > 0 e prossimo ad 1].
Posto a =4/ % , risulta subito che [@(«): @] =4. Inoltre esiste la catena di estensioni
Q () C Q(a),

entrambe di grado 2 [a” ha polinomio minimo X”— %X + 1% su @, mentre « ha polinomio minimo
X’ —a” su Q(a”)]. Dalla Prop.4.3 segue che a = cos 75 & costruibile con R&C.

Esercizio 4.4.6. Spiegare, senza eseguire costruzioni grafiche, perché, assegnato un angolo di
ampiezza ¢ (radianti), & possibile con R&C' costruire un angolo di ampiezza nd, Vn > 1.

Soluzione. Supponiamo assegnato l'insieme P, = {O, U, (cos?,0)} C E* e consideriamo in R il
corrispondente sottocampo K, = Q(cos?).

Si ha: sin® = 1—cos™ € K, e dunque sind & costruibile con R&C a partire da P,. Utilizzando
ripetutamente le formule di addizione del seno e del coseno, si pud esprimere cos(nd) nella forma
fulcosd, sind), con f, € Q[X,Y]. Ne segue che cos(nd) & costruibile con R&C a partire da
P, U {(sin},0)} e quindi a partire da P,.

Esercizio 4.4.7. Determinare tutti i naturali n, con 3 < n < 100, per cui il poligono regolare P,
¢ costruibile con R&C.

Soluzione. In base al teorema di Gauss, e sufficiente determinare i naturali n, con 3 < n < 100,
della forma:

n=2"p,..p,, con r,s >0 e p, ...,p, primi distinti di Fermat (cio¢ tali che p, = 22% 4 1).
I primi di Fermat < 100 sono: p, = 3, p, = 5, p, = 17 ed i loro prodotti < 100 sono: p,p, =
15, p,p, = 51, p,p, = 85. Le potenze di 2 inferiori a 100 sono: 1, 2,4, 8, 16, 32, 64. Moltipli-
cando tra loro tali numeri e sopprimendo quelli > 100, si ottengono i 24 naturali di questa tavola
moltiplicativa

1 2 4 8 16 32 64

1|/ / 4 8 16 32 64
6 12 24 48 96 /

515 10 20 40 80 /

17| 17 34 68 /

15| 15 30 60 /

5151 /

85| 85
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Esercizio 4.4.8. Dimostrare il teorema delle bisettrici, utilizzando il teorema di Talete (come
suggerito dalla figura che segue)

YAl \

Soluzione. Assegnato il triangolo ABC, sia AD la bisettrice del vertice A [dunque D € BC].
Dal vertice C si traccia la parallela ad AD, sino ad incontrare in E la retta R(A, B). Le due rette
R(A,D), R(E,C) sono parallele [intersecate dalle rette R(B,FE), R(B,C)]. Si applica ad esse il
teorema di Talete:

H

() 56 =

DC AE "
1l triangolo AEC & isoscele [infatti DAC = ACE (sono alterni interni) e BAD = AEC (sono

corrispondenti); inoltre DAC = BAD. Dunque ACE = AEC]. Allora AC = AE. Da (%) segue
che

B[S
s

(Teorema delle bisettrici).

b”w|
als
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DEL CAPITOLO 5
Esercizio 5.2.1. Verificare che il campo di spezzamento E di f=X"+1€Q[X] ¢ E =Q(i, v2).

Soluzione. f ¢ il polinomio ciclotomico ®,. Infatti

_ X% _ x8—1 X8 e o
s = 2,0, — (X-D(X+D)(X%+1) — X*-1 T X +1=/.

Allora f = (X = ¢)(X = () (X = ()X = ¢)) equindi E=Q(¢). Tnoltre [Q((,) : Q] = 0D, = 4.
Risulta:

¢, =cos & +isin 2F = %(1—!—@').
Dunque Q(C,) = Q(1).
Si osservi che i = (., V2=C(,— (. (come subito si verifica). Dunque i, v2 € Q((,) e pertanto

Q(i, \/5) C Q(¢). Poiché [Q(i, \/5) Q] =4, allora Q(¢) = Q(4, \/§)a cioe B = Q(i, \/5)

Esercizio 5.2.2. Determinare il campo di spezzamento E di f = X°—8 € Q[X]. Calcolare il
grado [E : Q).

Soluzione. Poiché ovviamente v/2 & uno zero di f, i sei zeri di f sono: \/§<;7 Vk=0,..,5.
Allora:

E= Q(\/§7 \/§<6> s \/§<65) = Q(\/Z Cs)'
Siha: (=3 —|—i§ e dunque Q((,) = Q(iv/3). Allora E =Q(v/2,i/3). Siha:
B:Q)=[F:QUVAQUVE) Q@ =22=1

* X X

Esercizio 5.2.3. Determinare il campo di spezzamento del polinomio f = X°+ X + X +2 € Z,[X]
e fattorizzare f in tale campo.

Soluzione. f & irriducibile su Z,, in quanto f(0), f(1), f(2) #0. Si ponga
Z(x) := Zg[X]/(f) ={a+br+cz’, Ya,bc€Z; x° =22"+2z+1}.
Si tratta di un campo con 27 elementi, estensione algebrica semplice di grado 3 su Z,. In Z,(z) f
si fattorizza nella forma
f=(X—-2)g, con g:=X"+T+2)X +(T+z+2°).
Per determinare gli zeri di g [eventualmente in un’estensione di Z,(z)], utilizziamo la ben nota

formula risolutiva per radicali dei polinomi di grado 2 [sempre valida in caratteristica # 2]. Si
ottengono gli zeri

o - L - - _
H-0+2)£V/OA+a)2-40+z+2?)] =2(-T—-z+V2) =T+ +2//z.
Per decidere se tali zeri sono in Z,(z), basta verificare se /z € Z,(z), ovvero se il polinomio X*—x

ammette zeri in Z,(x).

Si pud verificare che ad esempio, posto y = x + 2z°, si ha y” =z [per ottenere un tale elemento y
si risolva I'equazione (a + bz + cz”)” = x, nelle incognite a,b,c a valori in Z,]. Ne segue che g si
spezza su Z,(x) e quindi che lo stesso & vero per f. I due zeri di g sono quindi:

T+2+2(x+22%), cioe 2°+1, 22"+ 22 + 1.

Si conclude che Ef’zs = Z,(z) e la fattorizzazione di f su tale campo & la seguente:
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f=X-2)(X - (2" +1))(X — (22" + 22+ 1)).

Esercizio 5.2.4. Determinare il campo di spezzamento E di f = X*+5 € Z,[X]. Fattorizzare f
in E[X] e calcolare [E: Z,].

Soluzione. Risulta: f(k)#0, Vk € Z,. Dunque f= X"+75 & irriducibile in Z,[X]. Si ponga:

Z7[X]/(f) =Z,[x|2"+5=0]=2Z,[z]|2"=2]={a+ bz +cz’, Va,bceZ,; s°=2}
e si denoti tale campo con Z,(z). Fattorizziamo f in Z,(x)[X]. Eseguendo la divisione con resto
di f per X —x, si ottiene:
f=(X—-2)(X*+2X +2%.
Posto g = X+ X +2° € Z,(v)[X], vogliamo verificare se g & irriducibile su Z. (z). Gli zeri di g

(in un’estensione di Z,(z)) sono

—xd/ x?—4x? g4 Az2
2 2 :

Tali zeri appartengono a Z,(r) <= V4d2* € Z () < 3y € Z,(x) tale che y° = 42°. Basta
porre y =2z e si conclude che g ¢ riducibile su Z.(x) ed ha zeri

5. - _ 4z
—z+2x __ —
= —4(1::i:2:17)—{§x'
Pertanto g = (X —2z)(X —4z) equindi f=(X—2z)(X—22)(X—4z) in Z,(2)[X]. Siconclude
che E=Z_(x) e [E:Z,]=0f=3.
* ok ok

Esercizio 5.2.5. Sia f = XT°— X"T" — 35T°+ + € Z,(X)[T]. Fattorizzare f e determinare il

campo di spezzamento Zf7ZS(X).

Soluzione. Risulta:
[=XT - 5T - (XT - ) =T(XT"— 1)~ X(XT’ - 1) =(I" - X)(XT° - ) =
= X(I*~ X)(T* - &) = X(I* = X)(T ~ 4)
['ultima uguaglianza segue dal fatto che car(Z,(X)) = 3|.
Dunque f ha lo zero triplo % in Z,(X) ed haiduezeri £v/X di T°—X nell’estensione algebrica
semplice Z,( /(T2 x) = Z,(X)(VX). Tl campo di spezzamento cercato & quindi
2f,z3(X) = Z3<X)(\/y)

Un generico elemento di tale campo e del tipo EVX)  con F,G € Z,(X)[T]. Se ad esempio

, G(VX)’
(VX VX
F=33 E ; , allora F(VX) = Zﬁ\/X = ﬁ, con f,, f, € Z,JT]. Ne segue che
gg\/‘/;z) = gE\/\/:i, per opportuni f, g € Z,[T], e pertanto nyzg(x) =Z.,(vX).

L S

Esercizio 5.2.6. Determinare il campo di spezzamento del polinomio f = X*+ X°+1 € Z,[X].

Soluzione. Si osserva subito che f = X°+X*+1 = (X"+X+1)>. Poniamo g = X'+ X+1 € Z,[X]
e verifichiamo se ¢ & irriducibile su Z,.
Poiché ¢(0), g(1) # 0, se g fosse riducibile, risulterebbe
g=(X"+aX +1)(X*+bX +1), con a,b€ Z,.
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Risolvendo il corrispondente sistema (nelle incognite a,b a valori in Z,), si ottiene a +b =0 e
a+b=1, da cui un assurdo. Ne segue che g & irriducibile su Z,.

Il campo Z,(a) = Zz[X]/(g) ha 16 elementi, e precisamente
0 « a+a’ a+a’ a+a’+a’ o’ o’ +a’ a
T T+a T+a+a® T+a+a® T+a+a’+a’ T+a” T+a’+a’ T+a’
In Z,(a)[X], g si fattorizza nella forma:
g=(X+a)h, con h=X"+aX’+a’X +a’+1.

Si tratta ora di determinare eventuali zeri di h in Z,(«). Basta calcolare h sugli elementi di Z,(«).

3

Si verifica ad esempio che h(I+ a) =0. Ne segue che (X + 1+ «)|h. Eseguendo la divisione, si
ottiene

h=(X+1+a), con {=X"+X+(1+a+a’) e Z,(a)X]
Infine si verifica che ¢(a”) =0. Dunque (X +a”)|¢ esiha
(= (X+a")(X+T1+a".
Riassumendo,
g=X+) (X +T+a)(X +a) (X +T+a?.
Pertanto f ha quattro zeri doppi: a, T+ a, a”, T4+ o il campo di spezzamento di f su Z, &
X2, =2Z5(a)

ed ha grado 4 su Z,.
* ok ok

Esercizio 5.2.7. Determinare la chiusura normale N dell’estensione @ C Q(/3, \3/5) e calcolare il
grado di @ C N.

Soluzione. \3/5 ha polinomio minimo f = X°~2 su @, mentre /3 ha polinomio minimo g = X*—3
su Q. Gli zeri del polinomio fg sono ++/3, \3/5, \3/§§3, \3/5(32, con (, = *HT“/S (radice primitiva
terza dell’unita). Allora
N =%, o =Q(£V3 V2 v2(, V2() = Q(V3. V2, &) = Q(V3, V2. i).

Ovviamente [N :Q(v3,v2)] =2 e [Q(V2):Q] =3. Resta da calcolare [Q(v/3, v2) : Q(V/2)].

Ovviamente /3 & zero di g € Q(v/2)[X]. Se verifichiamo che tale polinomio & irriducibile, allora
il grado cercato & 2. Se per assurdo g fosse riducibile, v/3 € Q(\3/§), cioe

\/§:a+b\3/§+0\3/4_1, Ja,b,c€ Q.
Quadrando, 3 = a’+4bc+ (2¢*+2ab) v2+ (b°+2ac) V4 e quindi, tenuto conto del fatto che 1, v/2, v/4
sono Q-linearmente indipendenti,
3—a’—4bc =0, 2¢° 4 2ab =0, b+ 2ac = 0.

Dalle ultime due equazioni (moltiplicate risp. per c,b) segue b’ = 2¢° e quindi g—z = 2 [assurdo]
oppure b= c = 0; in quest’ultimo caso, dalla prima equazione, a° =3 [assurdo].

Riassumendo, [N :Q]=3-2-2 =12.

EE

Esercizio 5.2.8. Determinare (se esiste) la chiusura normale dell’estensione @ C R.

Soluzione. L’estensione @ C C' ¢ certamente normale (in base al Teorema Fondamentale dell’Alge-
bra). Per dimostrare che C & la chiusura normale dell’estensione @ C R, occorre verificare la
condizione (i7) della Def. 2.4:

per ogni campo N’, taleche RC N' CC e @ C N’ & normale, risulta: N’ =C.
Si consideri infatti il polinomio f = X°—2 € Q[X]. f hain N’ lo zero \3/5 [infatti \3/5 € RC N
Dunque ogni zero di f ¢ in N’. Pertanto \3/543 € N’ e quindi anche ¢, € N’. Allora R # N’ e
quindi N’ =C [essendo [C : R] = 2].
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Esercizio 5.2.9. Dire perché lestensione Q(X) C Q(vX) & non normale e determinarne la
chiusura normale.

Soluzione. Si consideri il polinomio f = 7"~ X € Q(X)[T]. Tale polinomio ¢ irriducibile. Infatti
. . . 3 3 3 2 . o ey LN
i suoi tre zeri sono VX, VX (,, VX (,, con ¢, radice primitiva terza dell’unita.

L’estensione Q(X) C Q(\&/Y) & non normale perché VX € Q(\:B/Y), mentre \3/XC3 ¢ Q(f/y) [in
quanto ¢, € C — R].

La chiusura normale N dell’estensione Q(X) C Q(\S/Y ) coincide con il campo di spezzamento
Y, ax)- Siottiene subito

N = Zf,Q(X) = Q(\S/Y, Cg) = Q(l\/§>(\3/y)

Esercizio 5.2.10. Sia K C L un’estensione finita e sia N la sua chiusura normale. Sia M
un’estensione di N esia ¢: L — M un K-omomorfismo. Verificare che Imp C N.

Soluzione. Sia o € L e sia m € K[X] il suo polinomio minimo. Si ha: m(¢(a)) = p(m(a)) =
©(0) = 0. Dunque ¢(a) & uno zero di m. Ovviamente m ha uno zero in N (si tratta di a) e
K C N ¢ normale; Allora m ha tutti gli zeri in N. In particolare p(a) € N. Quindi Imp C N.

Esercizio 5.3.1. Sia K C L un’estensione algebrica e separabile e sia M un campo intermedio
(tra K ed L). Verificare che le estensioni K C M e M C L sono separabili.

Soluzione. Verifichiamo che K C M e separabile. Ogni o € M & anche elemento di L. 1l suo
polinomio minimo su K & separabile. Dunque « e separabile su K.

Verifichiamo che M C L & separabile. Sia a € L e siano m,, m,, rispettivamente i polinomi
minimi di o su K e su M. Si tratta di verificare che m,, ha tutti zeri semplici. Ovviamente
m,, ‘ m, (in M[X]). Ne segue che gli zeri di m,, sono anche zeri di m,. Ma m, ha tutti zeri
semplici. Quindi anche m,, ha tutti zeri semplici.

Esercizio 5.3.2. Sia n un naturale positivo e sia d un suo divisore positivo. Per ogni primo p,
. . . . LN . . . . N d
verificare che ogni campo di cardinalith p” contiene un unico campo di cardinalitd p“.

Soluzione. Siano K, L campi finiti di caratteristica p, aventi rispettivamente cardinalitda |K| =
d n

p*, |L| = p". Dal Teor.3.3 & noto che K = Yz, ed L=X . con f =X"-X, g=X"-X¢e¢

Z,[X].



SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI DEL CAPITOLO 5 187

Per provare I'inclusione (a meno di isomorfismi) di K in L, basta verificare che ogni zero x di f
(e quindi = € K) ¢ anche zero di g, cioe che: f(z) =0 = g(z) =0. Poiché d|n, allora

pd ... pd pd ... pd pd .. pd
2" = (") = (2) = (") = .. =2" =g,

cioe g(z) =0, come richiesto.
Se poi K’ & un altro sottocampo di L di cardinalitd p”, isuoi p* elementi, verificando I’equazione
d

X" = X, devono coincidere con quelli di K. Da cid segue I'unicita di K (come sottocampo di L).

* ok ok

Esercizio 5.3.3. Verificare se un campo L di cardinalita 8 pud ammettere un sottocampo K di
cardinalita 4.

Soluzione. Due dimostrazioni.

(1) Per assurdo, esistano due campi K, L taliche K C L e |K|=4, |L|=8. K ed L ammettono
come sottocampo Z,. Inoltre sono estensioni algebriche semplici di Z,, di gradi rispettivamente 2, 3.
Infatti, dall’'unicita a meno di isomorfismi di tali campi, si pud assumere

K =: Zz(a) = Zz[X]/(X2+X+T); L= Zz(ﬂ) = Zz[X]/(X3+X+T)'
Ne segue: 3=[L:Z,)=[L:K]-[K:Z,)=L:K]2, cioe 2|3: assurdo.
(2) Assumiamo K = Z,(a) ed L = Z,(f3), come sopra. Per assurdo, esista uno Z,-omomorfismo

¥ : K — L [per cui ¥ (K) & un sottocampo di L]. Osserviamo che il polinomio f = X"+ X +1
ammette in K lo zero a. Allora ¢(a) & uno zero di f in L[X] [infatti f(z/)(a)) =Y (f(a)) =

¥'(0) =0, con ¢’ : K[X] — L[X] Z,-omomorfismo indotto da 1]. Ne segue che ¥ (a)*+1(a)+1 =0,

cioe, posto ¥(a) =a+bB+cB°, con a,b,c € Z,:
0=(a+b8+cB)+(a+b8+cB)+1=(a"+a+1)+B(b+c")+ B0+ +c),

dacui: a®+a+T=b+c" =b"+c+c=0. In particolare, a°+a+1=0, cioe f(a) =0: assurdo

[essendo f irriducibile su Z,).

* kX

Esercizio 5.4.1. Dimostrare il Lemma 4.1 nei casi n =3 e n = 4.

Soluzione. Sia n = 3. In tal caso A, = ((123)) = C,. A, non ha sottogruppi propri e dunque
l’asserto ¢ ovviamente verificato.

Sia n=4. A, possiede otto 3-cicli:
(123), (124), (134), (234),
(132), (142), (143), (243).

Sia H < A, e, ad esempio, (123) € H. Allora, per ogni 3-ciclo v, 7' (123)v € H. Calcoliamo
tali coniugati. Ad esempio:

se y=(134), v '(123)y=(243) € H;
se v=(143), v '(123)y=(142) € H;
se v=(142), 7y '(123)y=(134) ¢ H.
Cio & sufficiente ad affermare che tutti gli otto 3-cicli di A, appartengono ad H.
Assumendo invece che H 3 (124) oppure (134) o (234), si perviene alla stessa conclusione.

Nota. Conoscendo il reticolo dei sottogruppi di A,, ¢ facile concludere subito che nessun sottogruppo
proprio normale di A, possiede 3-cicli.

* ok
Esercizio 5.4.2. Dimostrare che, Vn > 2 risulta: S, = ((12), (123...n)).
Suggerimento. Si ponga n > 3, v = (12),0 = (123..n) e H = ( o). Ricordato che ogni

permutazione di S, & prodotto di 2-cicli, verificare:
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(a) H> (¢, t+1), Vt=1,..,n—1;
() H>(1¢t), Vt=2,...,n;
(¢) ogni (h k) & prodotto di 2-cicli di tipo (1 ¢).

Soluzione. Per n = 2 la tesi e ovvia. Sia n > 3. Per quanto detto nel suggerimento, va dimostrato
che H contiene tuttii 2-cicli.

(a) Risulta:

o' yo=(1n..32)(12)(12...n) = (23) e

0 (23)0=(1n...32)(23)(12...n) = (34).
Analogamente, per 1 <t<n—2:

o (t, t+1) o = (1n..32)(t, t+1)(12...n) = (t+1, t+2).
E cosi provato che H 2 {(12), (23), (34), ..., (n—1n)}.
(b) Siha: (13)=(12)(23)(12). Poiché [da (a)] (12), (23) € H, anche (13) € H. Risulta poi:
(14) = (13)(34)(13) e, analogamente,

1kE)={, k—1)(k—-1, k)1, k—-1), YE=2,..,n.
In questo modo si & provato che H D {(12), (13), ...,(1n)}.
(¢) Risulta subito che, V¥ 2-ciclo (h k):
(hk)=(1h)(1K)@1h).

Dunque (h k)€ H.

X x X

Esercizio 5.4.3. Dimostrare le affermazioni (¢) e (i) enunciate in Osserv4.1.

Soluzione. (i) Essendo G risolubile, esiste una catena di risolubilita
{1}=G, < G, <G, <.. <G,=G.
Poiché H < G, si ottiene subito la catena di sottogruppi
H=GH<GH<GH<. <GH=G.

Possiamo facilmente verificare che G, | H <G, H (Vi=1, ...,n). Cio segue dal seguente semplice
fatto:

siano G',G" < G esia H<1G. Se G'<G"”, anche G'H < G"H.
[Infatti, Vgh € G"H, essendo HG' = G'H, si ha:
ghG'H = ghHG' = gHG' = ¢G'H; G'Hgh =G'gHh = G'gH = gG'H].
Poiché H < G, allora H<G,H (Vi=0,..,n) e dunque & definita la catena
*) H/, <GH/, < GH/, <. <G _H <G/,
Vogliamo verificare che (¥) ¢ una catena di risolubilita di G/H e cioé che, Vi=1, ...,n.
(a) G, H/,aGH/; (b %}{7}1 ¢ abeliano.
Per verificare (a) osserviamo che G, ,H < G,H ed applichiamo il terzo teorema di isomorfismo ai
due sottogruppi normali H, G, ,H di G,H. Si ottiene

~ GlH/ :
GiH/GFlH & ﬁ, dacui G,_H/ <GH/,.

Resta da verificare (b). Si ha [in base al secondo teorema di isomorfismo applicato ai sottogruppi
G,,G,_,H di G,H):

GiH/H Gi/c.

= = = - et
Gi_lH/H o Gl H/Gile a Gl (GiilH)/Gi,le o Gl /Gim(Gi—lH) Gim(Gq‘,—lH)/Gi71 '

1%

L’ultimo gruppo e un quoziente del gruppo abeliano G, / G e quindi e abeliano.
i—1
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(ii) Sia H <G esiano H, G / 7 Tisolubili, con catene di risolubilita rispettivamente:

{1}=H,<H <..<H, , <H e H/, <G/, <..<G, _ [, <G/,

m—1
Consideriamo la catena di sottogruppi
(**) {1}=H,<H < ..<H, ,<H<G < ..<G, _, <G.

Dal teorema di corrispondenza, G, , < G,, (Vi =0, ...,n). Inoltre i quozienti di (**) sono tutti

abeliani, in quanto coincidono con i quozienti delle due catene di risolubilita. Si conclude che (**) &
una catena di risolubilita di G.

Esercizio 5.5.1. Se K C L ¢ un’estensione finita, verificare che G(L|K) & un gruppo finito.

Soluzione. Per ipotesi, L = K(«, ...,a,), con «, ...,«, algebrici su K. Siano m,, ...,m, i
rispettivi polinomi minimi su K. Assumiamo che, Vi=1, ...,t, m, posseggga in L gli zeri, a due
s Se m, =3 c,X’, siha, V¢ € G(L|K):

m, () =X ep(e,) =X w(ca]) = (X c,al) = ¢(0) =0
e dunque ¢(o,) € {o,, a,, ...,a,, }. Poiché ¢ & completamente individuato dalle immagini

o(a,), ... ,p(a,) [infatti, Vo € L, se z =p(a,, ...,q,) € Kla,, ...,a], ¢o(x) =ple(a,), ..., p(a,))],
si conclude che |G(L|IK)| < s+ ...-s, < 0.

a due distinti, o, = ¢,,, o,,, ...,

is, °
i

Esercizio 5.5.2. Sia (, = cos2X +isin2®, n > 1. Verificare che G(Q((,)|Q) ¢ abeliano e ha
ordine ¢(n).

Soluzione. Il polinomio minimo di ¢, € I'n-simo polinomio ciclotomico ®,, € Z[X], i cui ¢(n) zeri
sono le radici primitive n-sime dell’unitad ¢, con 1 < k < n, MCD(k,n) = 1. E noto che ®, &
monico e irriducibile (cfr. Teor.2.1 di Cap.4).

Sia p € G=G(Q(¢.) Q). ¢ & completamente individuato da ¢((,). Inoltre, poiché
©.((C) = (2a(C) = #(0) =0,
allora ¢((,) € una radice primitiva n-sima dell’unita, cioe ©(¢,) = ¢y, per un opportuno k tale

che 1 <k <n, MCD(k,n) =1. Ne segue che esistono esattamente ¢(n) @Q-automorfismi di Q((,),
cioe |G| = ¢(n).

Verifichiamo che tali automorfismi commutano. Siano infatti ¢, 1» € G, con ¢((,) = (o, () =
h

¢.. Allora

Pot0(Ca) = 0(G) = 9(C)" = G = 1(C) = ¥((¢n) = o(G)-
Dunque @+t = 9o, cioe G & abeliano.

Nota. Per ogni k taleche 1 <k<mne MCD(k,n)=1, sia ¢, € G(Q(¢,)| Q) tale che ¢, (¢,) =
¢.r. Si verifica con facilith che Iapplicazione

F:GQ(G)IQ) — (U(Z,),") taleche F(p,)=k VYo, € GQ()]Q),

¢ un isomorfismo (di gruppi). Infatti F(p,-¢,) = F(p,,) = hk =h-k=F(p,) - F(y,).
* ok K

Esercizio 5.5.3. Posto f=X"—2¢€ Q[X], calcolare G(3, ,|Q) e determinare i campi intermedi
dell’estensione @ C ¥, .

il polinomio f ha zeri \75, \375(3, \75@27 con (,= _1+T“/§ Allora
Zf-,@ :Q(\s/z C:;)'

Soluzione. In Ef, o
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Risulta: [¥, , : Q] = 6. Infatti ¢, ha polinomio minimo ®, = X+ X +1 su Q(v2)[X]. Dal
TFTG, |G(%, Q)] =6. Inoltre G(X, ,[Q) & un sottogruppo di S, [infatti, V¢ € G(Z, ,|Q),

. (V3¢,)
risulta: ((,) = 2(%; ]. Dunque

G<Zf,Q | Q) = Ss
I @-automorfismi di tale gruppo di Galois corrispondono biunivocamente alle sei permutazioni degli
3
zeri di f. Posto a =+/2, tali Q-automorfismi sono:

a—a oa— o a — ag,

(1)=1: af,— ag, (23) =@, al,— al; (12)=p,: al,—
QC; - a<32’ OéCLf - a(ii? a<32 - a<32’
a— al; a — al, a—al;

(13)=¢,: aG,—al, (123)=¢,: a¢,—al’ (132)=¢,: al,—a
O[C; — Q, O[C; — Q, OéC; - @C3.

Determiniamo ora i campi intermedi dell’estensione @ C ¥, . Poiche G(2, ,|Q) = S, esistono
quattro campi intermedi:

<(123)>"7 ((12))", ((13))", ((23))"
Inoltre [((123))" : Q] = <123)> = 2, mentre [((12))" : Q] = Ao — 3 € analogamente,

(23): Q1= [((13)): Q]
Risulta: ((123))" 3¢, [infatti 0,(¢,) = ,(°22) = %% = ¢ Dunque ((123))' = Q(C,).

[

Analogamente, ((12))" 3 a¢., (13))" 3 a(, ((23))" 3 a e dunque
(12)) =Q(al)), ((13))=Q(al), ((23)=Q().

Il reticolo dei campi intermedi dell’estensione & quindi il seguente.

0 =R, ¢)

N

a Cs O‘Cs

Ny

k* ko Xk

Esercizio 5.5.4. Sia N la chiusura normale dell’estensione @ C Q(v/1 +/2).
(i) Determinare il gruppo di Galois G(N | Q).

(ii) Verificare che I'unico campo intermedio tra @ e Q(v/1++/2) & il campo Q(v/2).

Soluzione. (i) Sia m € Q[X] il polinomio minimo di a = v/1++/2 su Q. Dall’'Esempio 5.3 &
noto che m = X" —2X"—1 € Q[X]. La chiusura normale N di @ C Q(«) deve contenere ¥ e
dunque coincide con tale campo di spezzamento. I quattro zeri di m [in N] sono

o, —Q, ﬁ:Z V\/i_la B:_ﬁ
Allora N =Q(«, —«, 8, —=3) = Q(«, ). Calcoliamo [N :Q]. Risulta:
(N:Q]=[Q(e, B) : Q] = [Qa, B) : Q(ar)]-[Q() : Q).
Ovviamente [Q(a) : Q] = 4. Inoltre 3* = —(a” —2) e dunque 3 & uno zero del polinomio
f=X"+(a"-2) € Q(a)[X]. Tale polinomio ¢ irriducibile [i suoi zeri sono complessi non reali] e
dunque f ¢ il polinomio minimo di 8 su Q(«). Pertanto [N :Q]=2-4=28.
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Dal TFTG,
IG(N|Q)| =8
Per descrivere ogni @-automorfismo di ¢ € G(N|Q), osserviamo che & sufficiente indicare le
immagini di o, 8 [infatti p(—a) = —p(a), p(—=F) = —p(B)]. Inoltre, da ° =2 — ’, segue che:
pla)=da = p(B)’=2-a"=p3" = p(B) =14,
pla) =£p = ¢(B)'=2-F"=a" = ¢(f) = *a.
Infine osserviamo che G(N |Q) & un sottogruppo di S, e quindi i Q-automorfismi di G(N |Q)

possono essere identificati a permutazioni di S,. Facendo corrispondere gli zeri «, —«, 3, —0
rispettivamente a 1, 2, 3, 4, si ottiene:

wlle:g:g’ o= (1); wzzg:f@ P, = (34);
%:g:;y s = (12); %12‘:__; v, = (12)(34);
i G20 w0 e §T0 g =320,
e YT w423y e ST p =0

G(N|Q) ={¢,, ..., ps } hacinque elementi di periodo 2 e due elementi di periodo 4. Conoscendo
la struttura dei gruppi di ordine 8, si conclude che

G(N|Q) = D, (gruppo diedrale del quadrato).
(it) Tenuto conto che i campi intermedi tra @ ed N sono in corrispondenza biunivoca con i sot-

togruppi di G(N|Q), si tratta di verificare che tra i gruppi Q° e Q(a)* c¢’& un solo sottogruppo
intermedio. Si ha (in base alle definizioni dei ¢, ):

Q' =G(NIQ) =D, ¢ Q(a)" = G(NIQ(c)) = (p.).
Si noti che ad esempio D, = (i, ¢,) [infatti ¢, & un 4-ciclo e ¢, & un 2-ciclo]; inoltre . = ¢,
e ¢, = p,0p, Tenuto conto del reticolo dei sottogruppi di D,, si osserva che I'unico sottogruppo
intermedio tra (p,) e D, &il gruppo di Klein (v, ©,) = {¢,, ¢, @, ©,}. Conseguentemente, I'unico
campo intermedio tra @ e Q(a) & (y,, ¢,)’. Si verifica subito che
(02 02)" = Q) [= Q(V2)]
[infatti risulta ¢,(a”) = a” = ¢,(a”)].

* kX

Esercizio 5.5.5. Sia (, = cos2F +isin2X. Dimostrare che I'estensione @ C Q((,) contiene un

unico campo intermedio K. Determinare il polinomio minimo di ¢, su K.

Soluzione. (¢, ha polinomio minimo ®, = X*+ X+ X*+ X + 1, i cui zeri sono ¢, C:, (53, C; Il
polinomio P, si fattorizza linearmente in Q((;):
¢, = (X - Cs) (X - Csz) (X - C53) (X - <54)'

Risulta: [Q((,): Q] =4 e Q((;) =%, , (campo di spezzamento di @, su Q). Poiché 'estensione
Q C Q(¢,) ¢ finita, normale e separabile, allora |G(Q((,) | Q)| = 4.

I quattro @Q-automorfismi di tale gruppo sono univocamente determinati dall’immagine di (..
Poniamo: ¢(¢,) = ¢.. Allora *(¢,) = (.. Pertanto o(¢) = 4. Dunque G(Q((,)|Q) = C, e tale
gruppo & generato da ¢ [tale che o((,) = ¢.].

In quanto ciclico di ordine 4, G(Q(¢,) | @) ha un solo sottogruppo proprio: {¢°) [con ©*((,) = C.:
sinoti che in Q(¢,) siha: ¢, =—1—¢ —¢ — ¢
Dal TFTG, il campo K cercato ¢
() =Q(0)"” = {r € Q) | ¥'(a) = a}.
Sia x=a+b(,+ c(j + d(;, con a,b,c,d € Q. Allora
P@)=a+bl +c¢+d¢ =
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=a—b—0C—b( —b( +cl+dCE =
=(a—b)—bl+(d—b) + (c—b)(
a=a—0>b, b= -b, b=0, a=a,
Pertanto x = ¢°(z) < { {
c=d—b, d=c—b c=d, d=c.
Quindi
(¢) ={ateq +el, VaceQh={ate(( +(), YaceQ}=Q((+¢) = K.
Ovviamente [K : Q] = 2 [infatti (¢ +¢)°=1—(( +¢)) e dunque il polinomio minimo di
CHdsuQe g=X"+X—1]
11 polinomio minimo richiesto & quello di ¢, su K[X]. Deve essere di grado 2 e dunque del tipo
f=X"=(a+b(¢ + )X + (et d( +¢)-
Poiché f(¢,) =0, allora
0=f(()=CG+aG+bG +bl +e+d +d¢ =c—b+(a—b)(+ (1 —b+d) +d¢)
equindi d=0,a=b=c=1. Siconclude che
F=X"+(1+G+¢)X+1

¢ il polinomio minimo cercato.

* ok x

Esercizio 5.5.6. Sia f= X"+ X +1 € Z,[X].

(i) Determinare il campo di spezzamento ¥ = Xz,

(#) Calcolare il gruppo di Galois G(X|Z,), esplicitandone tutti gli Z,-automorfismi.

Soluzione. (i) f ¢ irriducibile su Z, [infatti f(0) #0 e f(1) #0]. Allora:
Z2[X]/(f) =Z,(r)={a+bx+c2’, Va,bc€Z,; 2°=x+1}

& un campo di cardinalita 8. In tale campo f si fattorizza tramite X + z. Eseguendo la divisione
con resto:

X4+ X+T=X+2) (X +2X + (2" +1)).
Poniamo g := X’ +zX + (2" +1) € Z,(x)[X]. Vogliamo verificare se g & riducibile o irriducibile su
Z,(x). Cio significa verificare se tra gli otto elementi di Z,(x) esiste uno zero di g. Si ha:
g@)=2"+2'+ 2 +T1=2"+z+2+T1+2"+1=0.
Dunque X + z° | g. Eseguendo la divisione con resto:
g=X"+rX+2°+1= (X +2°)(X +2°+z).
Pertanto f = (X +2)(X +2°)(X +2° + ) € Z,(z)[X]. Si conclude che ¥ = X z,= Z,(x).

(7) 11 polinomio f & separabile [infatti f & Z,[X°]] e dunque l'estensione Z, C Z,(z) & finita
normale e separabile. Pertanto

IGZ|Z,)|=2:Z,)=3 equindi G(X|Z,) =C,.
Calcoliamo i tre Z,-automorfismi di ¥. Ogni siffatto Z,-automorfismo ¢ individuato dalla sua
azione su x. Si ponga:

Allora
px*)=2"=2"+1 YY) =2+’ =2"+r+a’ =2
{ {1/1(x2+x)=x+x2+x:x2.
Pertanto
1=(1), p=(123), v=(132)eC, (L8,

. . . . . . 2 2
[avendo ordinato i tre zeri di f in ordine crescente nella forma z, z°, 2°+ z].
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Esercizio 5.5.7. Sia f= X"+2X +1¢€ Z,[X]. Determinare il campo di spezzamento ¥ = Ef,z3
e dedurne il gruppo di Galois G(X|Z,).

Soluzione. Risulta: 1 = f(0) = f(1) = f(2) # 0. Dunque f ¢ irriducibile su Z, e f ha zero
z:=X+(f) in ZS[X]/(f) =Z,(z).
Il campo K := Z,(r) ha cardinalith 27 ed in esso vale la relazione z* = x+1. Dividendo f per
X — z, siottiene
f=(X—-2)g,con g=X"+aX+ (2" +2) € Z,(x).

Ci chiediamo se ¢ ¢ irriducibile su Z,(x). Per calcolare gli eventuali zeri di g, possiamo usare la
formula risolutiva per polinomi di secondo grado:

—zty/22-1(2242) 7 3 75 5 5\ _ 5 =\ 5
Ve B (a2~ (224 2) =2(-a £ V-2) =2(—2 £ V1) =2(—2 £ 1)

Pertanto g ammette i due zeri
20—z+1)=20+2, 2(—z—-1)=x+1
equindi f=(X—2)(X - (z+2))(X — (x+1)). Allora
Y=Z,(x) e X:Z]=3.

Essendo f separabile, l'estensione Z, C Z,(x) ¢ finita, normale, separabile. Quindi |G(X|Z,)| =
3 e pertanto G(X|Z,) = C, (gruppo ciclico).

I tre Z,-automorfismi di G(X|Z,) sono individuati dalla loro azione su z. Sono

l:z—2z, ¢:z2—x+2, Y:z—zx+1

Si ha:

Esercizio 5.5.8. Si consideri l'estensione di campi Q C Q(v/2, v/3, V/5).
(i) Determinare il grado di tale estensione e dire se ¢ normale.
(#) Determinare il gruppo di Galois G di tale estensione.

(#3) Determinare i campi intermedi di tale estensione contenenti Q(+/10).

Soluzione. (i) Siponga L =Q(v/2, V3, V5). Risulta:
[L:Q]=[L:Q(vV2 V3)]-[Q(vV2,V3): Q(V2)]-Q(vV2) : Q] = 2-2:2 =8.
Posto f = (X" —2)(X*—3)(X*—5) € Q[X], allora:
Be = QFV2, £V3, £V5) = L,
cioe L & campo di spezzamento del polinomio f € Q[X]. Ne segue che l'estensione @ C L & normale.
(i) Dal TFTG, |G| =|G(L|Q)|=[L:Q]=8. Sia ¢ € G. Risulta:
p(V2) e {£v2}, o(V3) e {£V3}, »(V5) € {£V5}.

¢ ¢ quindi completamente individuato dai segni che vengono scelti per i tre radicali. Poniamo, per
brevita:
1:+++7 p=++ - Y=+ -+, ng:"___,
‘P4:7++7 §05:7+77 SD6:77+7 Y= - - —
V2 — V2 V2 — V2
Ad esempio ¢, : V3 — —V/3 0,0 V3 — —V/3 ecc..
\/g - \/ga \/g - _\/g
Sinotiche, V¢,, ¢,”=1. Dunque G ha sette elementi di periodo 2. Ne segue che G = Z,xZ,xZ,.

Tale gruppo ha sette sottogruppi ciclici di ordine 2 e sette sottogruppi di ordine 4 (tutti di Klein),
cfr. [AA] pag. 175.
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(i) Q(v/10)* & un gruppo di Klein [infatti |Q(v/10)*| = [L : Q(v/10)] = 4]. Dunque Q(v/10)*
contiene tre sottogruppi ciclici di ordine 2, che corrispondono a tre sottocampi di L contenenti
Q(1/10): si tratta dei campi intermedi cercati.

Siha: 1, ¢,, ¢,, @, fissano /10. Allora
Q(\/E)u = (s p5) = {1, ¥u @55 @ }-

I tre sottocampi cercati sono:
L™ = QW2 V)
L™ = Q(v3, VI0);
L™ =Q(V6, VIB) [=Q(VE, VI0) = Q(VIU, VI5).

L

Esercizio 5.5.9. E assegnato il polinomio f = X°+ X*+2 ¢ Z,[X].
(@) Verificare che f & il cubo di un polinomio irriducibile g € Z,[X].

(it) Determinare il campo di spezzamento ¥ di f su Z, e dire se lestensione Z, C ¥ ¢ finita,
normale e separabile.

(#4) Determinare il gruppo di Galois G(X|Z,).

Soluzione. (i) Si ponga: g = X+ X +2 € Z,[X]. Tale polinomio & irriducibile (infatti
9(0), g(1), g(2 ) #0). Si ha (essendo car(Z,) = 3):
— (X (X42) =X+ (X4 =X+ X +2 =X+ X +2= .

(4) Poniamo

/() a)={a+ba, Ya,be Z, o’ +a+2=0}
Dividendo g per X — « si ottiene

g=(X—-a)(X+(1+4+0a)) =X —a)(X - (2+2a)).

Dunque g & separabile e quindi anche f lo é. Risulta:

=X, = Z(a,2+42a)=2Z,(a) =K.
L’estensione Z, C ¥ ¢ finita, normale e separabile, di grado 2.

(i) Dal TFTG, G=G(X|Z,) =2 C,. L’'unico Z,automorfismo non banale di G ¢
©: ¥ — X tale che p(a) =2+ 2a.

* kX

Esercizio 5.5.10. Determinare le radici ottave dell’unita su Z,. Qual’¢ la minima estensione di
Z . in cui sono contenute ? Qual’e il gruppo di Galois di tale estensione su Z,7

Soluzione. Le radici ottave dell'unitd su Z, sono gli zeri del polinomio f = X" -1 € Z[X].
Risulta:
=X -T=X"-DX'"+D) =X DX + DX+ D)(X"+1).
Si osserva subito che i polinomi X*+ 1, X*+1 si fattorizzano in Z,[X] rispettivamente nella forma
X 4+T=(X-2)(X-3), X'+1=(X"-2)(X"-3).

I due polinomi X*—2, X”*—3 sono poi irriducibili su Z, [in quanto non hanno zeri in Z,]. Pertanto
delle otto radici ottave dell’unita, quattro sono in Z, (1,2, 3, 4) e le rimanenti quattro sono zeri
rispettivamente di X* —2, X — 3.

Si ha

z,[x]/ = Z,(a) = {a+ba, Ya,be Z,, a* =2}.

(x?-2)
I due zeri di X*—2 sono quindi o e —a = 4. Restano da determinare le ultime due radici ottave
dell’'unita, zeri del polinomio X* — 3.



SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI DEL CAPITOLO 5 195

Ci chiediamo se in Z,(«) il polinomio X*—3 & riducibile. Se lo fosse, esisterebbe a+ba € Z ()
tale che (a+ba)’=3. Nesegue a’+ 2b"+2aba —3 =0, cio¢ 2aba =3 —a’ —2b". Poiché a ¢ Z.,
deve risultare 2ab=3—a°—2b°=0. Se a=0, 3=2b, dacui b=2. Dunque 2 & uno zero del
polinomio X* —3 € Z,(a)[X] e l'altro zero & —2a = 3a.

Si conclude che

Yz, = Z () (estensione algebrica semplice di grado 2, su Z,)

¢ la minima estensione di Z, in cui sono contenute tutte le otto radici ottave dell’unita su Z,.

5

L’estensione Z, C Z,(c) & separabile e quindi il gruppo di Galois G(Z () | Z,), avendo ordine 2,
¢ isomorfo a C,.

* ok x

Esercizio 5.5.11. (i) Determinare il campo di spezzamento E del polinomio X' —1 € Z,[X].
(i) Calcolare il gruppo di Galois G(E | Z,).

(ii1) Determinare i campi intermedi dell’estensione Z, C E.

Soluzione. (i) Siha

X - T=X+DX+ X+ X"+ X+ X"+ X +1).
Vogliamo verificare se il polinomio f = X"+ X"+ X"+ X’ + X+ X + 1 € Z,[X] @& irriducibile.
Si osserva subito che f non ha fattori lineari. Per provare che ¢ irriducibile, basta verificare che
non ha fattori monici irriducibili di gradi 2 o 3. Allo scopo conviene (forse) elencare tutti siffatti
polinomi e verificare che la divisione euclidea di f per tali polinomi ha resto non nullo. I polinomi
monici irriducibili di grado 2 o 3 in Z,[X] sono i seguenti

X+X+1, X+ X°+1, X’ + X +1.

Dividendo f per tali polinomi si ottiene sempre resto non nullo. Quindi f & irriducibile.

Si ponga K = Zz[X]/(f) =Z,Ja|a’=a"+a"+a’+a’+a+ 1] = Z,(a). Si tratta di un campo
con 64 elementi, estensione algebrica semplice di grado 6 su Z,. In K f ammette lo zero «.
Ma anche o’ o, o', a”, a’(= @’ + o'+ o’ + a”+ a+ 1) sono zeri di f [infatti, per k = 2, ...,6,
(@) = (a’) =1 =T1; dunque o* ¢ unozerodi X' —1 = (X +1)f. Essendo o* # 1, a* &
zero di f]. Inoltre i sei zeri considerati sono a due a due distinti [f & separabile]. Ne segue che
E=%, = Z,(a) e [E:Z,]=6.

(i1) L’estensione Z,C E ¢ finita, normale e separabile. Dunque |G(E|Z,)| = 6.
Ogni Z,-automorfismo ¢ di E & completamente individuato dalla sua azione su «. Inoltre ¢(a) =
k . 2
a”, con 1<k <6. Se poniamo ¢(a) =a’, allora
¢(a) = (@) = p(a)" = a’, ¢’(a) =p(a’) =p(a)'=a" =a, cot ¢’ =1,.

Se invece poniamo () = o, allora

Vi(a) =0, ¥(a)=a’, ¥'(a)
Essendo o(w) =6, allora G(E ’ ZQ) = <¢>

7#5(04) = asa /(/}6(0‘) =, cioe 1/16 =1,.

I

4
« )
C..
(i) E ben noto che C, = (1)) ammette due sottogruppi propri (1) e (1), di ordini rispettivamente
3, 2. Bisogna quindi determinare i generatori (su Z,) dei due campi fissi (1/*)" e (¥%)".

Consideriamo (¢°)". Risulta: [(¢%)" : Z,]=8=2 e ()" = BV ={ze€ E|z=4*(x)}. Siha:
Pi(a) = a” e quindi ¥ (a”) = o', ¥(a’) =a’ =T+ ... +a’, ¥(a") = a, ¥(a°) = a’. Posto
T =a,+ a0+ a,a’ +a,’ +a,a’ + a0’ € E, si ha subito che:

r=¢z) &= a,=a, a,=a,=0, a, =a,=a,
Pertanto E* = {a+bla+a’+a"), Va,be Z,}. Dunque
BV = Z,(a+a’+a").
Tale elemento ha polinomio minimo X*+ X +1 su Z,, come subito si verifica.

E 3
. . 3\ b P . .
Consideriamo ora (¢°)" = E*". Procedendo come sopra, si ottiene che
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r=1"(r) <= a,=a,, a,=0, a,=a,, a,= a,.
Ne segue che B = {a+b(a”+a") +c(@’+a?), Va,b,c€ Z,}. Dunque
B = Z,(a’+a°, o’ +a')=Z,(a” + )
[infatti (@’ + a”)® = a’+a']. Sipud facilmente verificare che il polinomio minimo di tale elemento
suZ,e X'+ X +1.

L S

Esercizio 5.5.12. Sono assegnati i polinomi f = X"—-3X+1, g= X>+3X +1 € Q[X] [si tratta
di polinomi irriducibili, come facilmente si verifica].

(i) Posto ¢ =(, (radice primitiva nona dell’unitd), verificare che f ammette i tre zeri reali
a=(+¢ B=C+0 =+
e che 3, v € Q(a). Dedurne che G(f ‘ Q) A,

(i) Verificare che g ammette un unico zero reale. Dedurne che G(f|Q) =S, e calcolare il campo
fisso A .

Soluzione. (i) Che f ammetta tre zeri reali segue facilmente dal Calcolo, studiando il grafico della
funzione Y = f(X). Che poi «, 3,y siano numeri reali & evidente [infatti @ = 2cos %”, 8 =
2cos i, v = 2cos §F].

Si osserva subito che (° = (, (radice primitiva terza dell'unita). Ne segue che (~° = C;l = C;.
Inoltre ¢+ (,+1=0 [in quanto (, ha polinomio minimo ®,= X"+ X + 1 € Q[X]]. Si ha:

Jlo)=a'=3a+1=C+ (" +30+3C =3+ )+ 1= G EH1=0;

FB) =+ ¢ 430437 =3(CH )+ 1= C L= G L= G+ 1=0;

F)=¢"+ P H1=C+ 7 +1=0.

Risulta: o’ =+ +2(¢"'=2+3. Pertanto 3 =0a’—2. Inoltre: B =("+("+2=2+7
equindi y=3"-2=(a"-2)"-2=0a"—4a"+2. Nesegue che 3,y € Q(a) e quindi X, ,=Q(a).
Pertanto |G(f|Q)| =[2,,: Q] =[Q(a): Q] = 3. Si conclude quindi che G(f|Q) = A..

(7i) Dal calcolo segue che g ammette un solo zero reale a [infatti ¢ = 3X”+ 3 > 0 e quindi
Y = f(X) & crescente in tutto R]. Denotiamo con (3, v gli altri due zeri (complessi coniugati) di g.

Dalla Prop. 5.5 segue subito che G(f f Q) = S,. Ma, senza far uso di tale risultato, possiamo
osservare che 3 ¢ Q(«) [in quanto 5 ¢ R e Q(a) C RJ; pertanto si ha: |G(g]|Q)| =[5, ,: Q] =
%, 0 Q)[Q(a) : Q] = 6. Quindi G(f|Q) =S,

Determiniamo ora il campo fisso A;. Si tratta di un’estensione di grado 2 di Q. Infatti risulta:
[A):Q] = (G(g|Q) : A,) = (S, : A,) = 2. In base all’Osserv. 5.4, A, & generato su @ dall’elemento
§=(8—a)(y—B)(y—a). Poiché § = —4(3)°—27(1)" = —135, allora § =i\/135 e quindi

A, = Q(iV/135).
Nota. Gli altri campi intermedi dell’estensione @ C X , sono i campi fissi dei tre sottogruppi ciclici

di ordine 2 di S,, cioe ((12)), ((13)), ((23)). Si tratta ovviamente di estensioni di grado 3 su Q.
Risulta ovviamente:

((12))"=Q(y), ((13))"=Q(B), ((23))"=Q(a).

* kX



ALTRI ESERCIZI

Prove d’esame o di esonero e compiti di verifica
A.A. 2005-06 e 2006-07

1. [Prova d’esonero del 26/04/06] Sia G un gruppo di ordine 18.
(i) Determinare i possibili numeri dei suoi sottogruppi di Sylow.

(4i) Per ogni scelta possibile di tali numeri, determinare almeno un corrispondente esempio di gruppo
di ordine 18 e descriverne i sottogruppi di Sylow.

Soluzione. (i) Poiché |G|=2-3", G ammette 2-Sylow (di ordine 2) e 3-Sylow (di ordine 9).

Sia r il numero dei 2-Sylow. Dal terzo teorema di Sylow, 7“’9 e r =1 (mod 2). Dunque
r=1,3,9. Sia s il numero dei 3-Sylow. Poiché ogni 3-Sylow ha indice 2 e quindi & normale,
necessariamente s = 1. A priori sono possibili tre coppie (r,s):

(r,s)=(1,1), (r,s)=(3,1), (r,s)=1(9,1).
(it) I caso (r,s) = (1,1) & ottenuto scegliendo un gruppo G abeliano. Sono possibili due esempi:
G=C, [2C,xC,] e G=C,xC,xC,.

E noto che C,. ha un unico sottogruppo, per ogni divisore positivo di 18. Se C,, = (a | a =1),
il 2-Sylow ¢ (a”) ed il 3-Sylow & (a’) = C,. Per descrivere C,xC,;xC; poniamo

C,=(a | a’=1), C,= <b|b3= 1), C.,= <C|63= 1).
L’unico 2-Sylow & ((a,1,1)) mentre 'unico 3-Sylow & ((1,b,1))x{(1,1,¢)) = C,xC,.

Veniamo al caso (r,s) = (3,1). Un possibile esempio & dato dal prodotto diretto C,xS,. Si

ponga

C.,=(a ‘ a’=1), S,=(zy ‘ ' =19’=1, yz = 27y).
C,x S, ha esattamente tre elementi di periodo 2: (1,7), (1,2y), (1,7y"). Quindi ha i tre 2-

Sylow corrispondenti {(1,z)), ((1,2y)), ((1,zy")). L’unico 3-Sylow & dato dal prodotto diretto
((a,1))x((1,y)) = C,xC.,.

Infine esaminiamo il caso (r,s) = (9,1). Un possibile esempio & dato dal gruppo diedrale
D, ={p,p|¢’=p"=1, pop=¢ep).
D, ha nove elementi di periodo 2 [le nove riflessioni p, pop, ..., <p] e quindi i nove 2-Sylow
corrispondenti (p), (pop), ..., (p op). L'unico 3-Sylow & (p) =C,.

L S

2. [Prova d’esonero del 26/04/06] E assegnato il gruppo O,(Z) delle matrici ortogonali di ordine
2 a valori interi].

(i) Elencare gli elementi di O,(Z) e verificare che si tratta di un gruppo diedrale D, (per un
opportuno n € N).

(#) Stabilire un isomorfismo tra O,(Z) e D.,..

(#ii) Elencare le orbite di O,(Z) rispetto all’azione di coniugio.

Soluzione. (i) Siha:

0,(Z)={AcGL,(Z)| A" = A"}.

Si noti che se A € 0,(Z), det(A) = +1. Siha quindi, VA= (CCL Z) € GL,(Z):
d —b a c¢ d= =—a
AEOQ(Z)<:):I:<_C a>_<b d) (E}{C_b oppure {c—b. .

Pertanto

A€0,2) <= A= (ab 2) oppure A = (Z ba)’ con a’+ b’ =1.



198 G.CAMPANELLA APPUNTI DI ALGEBRA 2

In Z l'equazione a’+b* = 1 ha soluzioni (+£1,0), (0,£1). Ne segue che O,(Z) & formato dalle

seguenti otto matrici:
1 (0 -1
1 o)) *“7\1 o)

1 0
(o 1) e (05 ) e
1 0 0 -1
=0 A) =0 1) -l ) (% 2)
Risulta subito che o(—I,) = o(x4) = = 2, mentre o(+a) = 4. Se ne deduce che
0,(Z) =2 D, (gruppo diedrale del quadrato)

(it) Posto D, = (¢, p | o' =p" =1, pop = ¢’p), e ricordato che un isomorfismo conserva i
periodi degli elementi, un isomorfismo F' : D, — O,(Z) si ottiene ad esempio ponendo:

Flg)=a e F(p) =p.
Si noti che F(¢°) F(p) = F(p) F(¢). Cio & sufficiente a concludere che F & un isomorfismo tra i due
gruppi.
(ii1) Per determinare le orbite (rispetto al coniugio) conviene operare su D,.
Si verifica subito che Z(D,) = (¢”). Quindi O(1) = {1}, O(y") = {¢°}. Inoltre si verifica facilmente

che O(p) = {¢, ¥}, O(p) = {p, "o p}, O(pop) ={pop, ¢’op}. Conseguentemente O,(Z) ha
cinque orbite:

{‘[2}ﬂ {_12}7 {av _a}7 {67 _B}v {’V» _'7}'

L S

3. [Prova d’esame del 12/06/06] Sia G il prodotto diretto dei due gruppi alterni A,, A,.

i) Determinare i periodi degli elementi di G.

i11) Determinare gli eventuali sottogruppi di ordine 6 di G.

Consiglio: per evitare confusioni, denotare gli elementi di A, come permutazioni delle lettere a,b,¢;

(

(#) Determinare i sottogruppi di Sylow di G.

(4

[

denotare invece gli elementi di A, come permutazioni delle lere 1,2,3,4 (come ¢ usuale)].

Soluzione. (i) Siha: A, = {(a), (abc), (ach)};
A, = {(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23), (123), (132), (124),(142), (134),(143), (234), (243)}.
Il gruppo G = A,x A, ¢ formato dai seguenti 36 elementi:

1, = ((a)’ (1))7
T, = ((CL), (12)(34))> Ly 1= ((a), (13 (24))7 Ly i= ((a)7 (14)(23)>7
y, = ((abe), (1)), y, = ((abe),(12)(34)), ys:= ((abc), (13)(24)), y,:= ((abc), (14)(23));
z,:= ((acd), (1)), z,:=((aeh),(12)(34)), z,:= ((acbh),(13)(24)), z,:= ((ach),(1 ;
u, = ((a),(123)), u,= ((a), (132)), u, = ((a), (124)), ..., u, = ((a),(243);
v, = ((abe),(123)), v,= ((abc),(132)), v, = ((abc),(124)), ..., v, = ((abc),(243);
w, = ((acbh),(123)), w,= ((ach),(132)), w, = ((ach),(124)), ..., wy = ((ach),(243)
Ricordato che o((z,y)) = mem(o(x),o(y)), si ha
o(lg) =1; o(x,) = o(x,) = o(x,) = 2; o(y,) = o(z,) = 3;
o(y,) = o(ys) = o(y,) = o(2,) = o(z,) = o(2,) = 6;
o(u,) = ... =0o(uy) =o(v,) = ... =o(vy) =o(w,) = ... =o(w,) = 3.

(#i) Poiché |G| = 23", G possiede 2-Sylow e 3-Sylow, rispettivamente di ordini 4, 9.
Il numero s dei 2-Sylow verifica le condizioni
s|9 e s=1 (mod 2).
A priori, s =1,3,9. Ma G ammette soltanto tre elementi di periodo 2 e nessuno di periodo 4.
Dunque G ha un solo 2-Sylow, che &€ un gruppo di Klein. Si tratta del gruppo
<(a)> xV = {1G7 Ly Loy 1‘3}

[Ovviamente tale gruppo ¢ normale in G]. Il numero ¢ dei 3-Sylow verifica le condizioni



ESERCIZI D’ESAME O DI ESONERO 199

t|4 e t=1 (mod 3).

A priori, t =1, 4. E noto che un gruppo di ordine 9 o ¢ ciclico o & prodotto diretto di due gruppi
C,. Poiché in G mancano elementi di periodo 9,1 3-Sylow sono di tipo C,xC,. Poiché A, possiede
quattro ciclici di ordine 3: ((123)), ((124)), ((134)), ((234)), allora:

A;x((123)), A,x((124)), A,x((134)), A,x((234))
sono quattro 3-Sylow di G e quindi sono tutti i 3-Sylow di G [ovviamente non normali in G].

(iit) G ammette sei elementi di periodo 6 e quindi ha esattamente tre sottogruppi ciclici C,. Si
tratta di

(1) (= (), (Wa) (= (2)): () (= (2)-

Ci chiediamo se G ammetta sottogruppi H = S,. Ogni S, contiene tre elementi di periodo 2 e
quindi H necessariamente contiene il gruppo di Klein ((a))xV: assurdo (dal teorema di Lagrange).

4. [Prova d’esame del 6/02/07 (i) Determinare il gruppo Zsom(S,) delle isometrie del piano
euclideo E* che fissano la circonferenza unitaria S, [di centro O e raggio 1].

(i) Sia w:Zsom(S,)xS, — S, 'azione cosi definita:
w(p, P) = (P), V(p,P) € Isom(S,)xS,.

Determinare le orbite di w e lo stabilizzatore del punto P, = (0,1) € S,.

Soluzione. (i) Cominciamo col provare che ogni isometria ¢ € Zsom(S,) fissa il centro O di S,.
Siano P,@ € S, diametralmente opposti. Poiché ¢(P), o(Q) € S, e d(P,Q) =2 = d(¢(P),»(Q)),
anche ¢(P), p(Q) sono diametralmente opposti. Poiché ogni isometria trasforma il punto medio di
un segmento nel punto medio del segmento immagine, allora ¢(O) = O, come richiesto.

Le isometrie che fissano O sono tutte e sole le rotazioni di centro O e le riflessioni di asse una
retta per O. In un riferimento cartesiano assegnato, sono rispettivamente rappresentate dalle matrici

Aa _ (COSOé —sma) : Ba _ (COSO[ s« )7 Va e [0727_‘_)

sina  coso sina  —cosa
Tali matrici, come noto, formano il gruppo O,(R) delle matrici ortogonali. Dunque si & provato che
Zsom(S,) C O,(R).

Viceversa, si verifica subito che, VP = (cost, sint) € S|:
W(A,, P)=A,"P ="(cos(a+1t),sin(a+1) €S,, wB,,P)=DB,P="cos(a—t),sin(a—1) €S,
Dunque vale anche I'inclusione opposta O,(R) C IZsom(S,).
(it) L’azione w & ovviamente transitiva [infatti, V P,Q € S,, esiste una rotazione ¢ di centro O
che trasforma P in @]. Dunque w ha un’unica orbita.

Lo stabilizzatore di P, & formato dalle matrici A € O,(R) tali che A'(0,1) ="(0,1). Si ha:

cosa —sina\ (0 0 —sina =0
: = — = a=0 = A=1,;
sina  cos« 1 1 cosa = 1

cosa  sina 0 0 sina =0 -1 0
: = — = a=1 = A=
sina  —cos« 1 1 —cosa =1 0 1

[corrispondente alla riflessione p, intorno all’asse y]. Si conclude che St Py = (p,) lgruppo ciclico di

ordine 2].

5. [Prova d’esame del 10/07/06] Nell’anello M,(Z,) delle matrici quadrate di ordine 3 a valori in
Z,, sia 'H linsieme delle matrici invertibili e triangolari superiori.

(i) Verificare che H & un gruppo e indicarne il tipo.

(71) Sia w l'azione di moltiplicazione righe per colonne di H sull'insieme (Z,)°. Determinare le
orbite di w e lo stabilizzatore del punto P = (1,1, 1) € (Z,)".
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Soluzione. (i) Risulta:

1 a b
AecH < A=|0 1 ¢ |, con a,bceZ,.
00 1
‘H & quindi formato dalle otto matrici
100 101 100 101
1=10 1 0|, a=({0 1 0}, =101 1|, =10 1T 1/,
00 1 001 00 1 00 1
111 110 111 T 11
=10 1 0], e=[0 1T 1), ¢=(01 0], n=(01 1
00 1 00 1 00 1 00 1

Poiché le matrici triangolari superiori formano un gruppo (rispetto al prodotto righe per colonne) e
lo stesso € vero per le matrici invertibili, allora H € un gruppo. Si noti che e{ =, mentre (e = .
Dunque H non e commutativo. Calcolando i periodi degli elementi, si osserva che

o(a) = o(f) = o(7) = o(8) = o(n) = 2, mentre o(e) = o(¢) = 4.
Cio basta per affermare che H ¢ isomorfo al gruppo diedrale D,.
(i) w:Hx(Z,)’ — (Z,)" & 'azione di moltiplicazione righe per colonne:
w(A,P)=AP, VA€ H, VP (Z)"

Posto O = (0, 0, 0), risulta ovviamente O(O) = {(0, 0, 0)}.
Posto U, = (1, 0, 0), risulta O(U,) = {U.., aU,, BU,, ...,nU. } = {(1, 0, 0)}.
Posto U, = (0, 1, 0), risulta O(U,) = {U,, o U,, BU,, ...,nU,} ={(0, 1,0), (1,1, 0)}
Posto U, = (0, 0, 1), risulta O(U.) = {U., aU., ...,nU.} ={(0, 0, 1), (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1)}
Si conclude che le orbite sono quattro. Si ha infine:
St, ={AeH|AP =P}
T a b
Posto A=(0 1 ¢ |, siha
0 0 1
T+a+b=1 e T c=0ea=b=0
AP=P <— E—i—c_:l <:>{a+b:6 — opp_ure ~ — A=1,6.
1=1 c=0e a=b=1
Pertanto St, = (d) (gruppo ciclico di ordine 2).
* ok %

6. [Prova di verifica del 7/03/07 Determinare i sottogruppi propri del gruppo diedrale dell’ottagono
regolare D, e disegnarne il reticolo.

Soluzione. Si ha:
D, =(p,p | ¢"=p"=1, pop=pop).
D, ha ordine 16 e quindi i suoi sottogruppi propri hanno possibili ordini: 2, 4, 8. Inoltre D, ha :
- nove elementi di periodo 2: p, ©*, wop, @ op, @ op, @ op, P op, Plop, P op;
- quattro elementi di periodo 8: ¢, ©°, ¢°, ¢";
- due elementi di periodo 4: ¢* ©".
Ne segue che D, ha:
- nove sottogruppi ciclici C,: (p), (¢"), (pop) ..., (¢ op);
- un solo sottogruppo ciclico Cy: (¢);
- un solo sottogruppo ciclico C,: {(©%).

Per ottenere altri sottogruppi di Klein in D,, basta scegliere due elementi di periodo 2 che
commutino tra loro. Osserviamo che ' commuta con gli altri otto elementi ¢"op (per k=0, ... 7).
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Infatti @'c(¢"op) = "™ op, mentre (" op)op’ = @ o(pog’) = ¢
esistono almeno quattro sottogruppi di Klein:
Vi={¢" p)={L ¢ p. 0'op}, Vo=(p" vop) = {1, ¢", wop, ¢ op},
Vo= (" ¢op) ={L @', p"op, ¢ op}, Vo= (¢" ¢"op) = {1, ¢", ¢"op, ¢"op}.
Si puo verificare che, se ¢’ op e ¢’ op commutano (con 0 <i < j < 7), allora (¢’ op)o(p’ op) ="
Dunque ogni sottogruppo di Klein di D, contiene ¢* e pertanto non esistono altri sottogruppi di
Klein oltre ai precedenti.

Veniamo agli eventuali sottogruppi non ciclcici di ordine 8. Conoscendo la struttura dei gruppi di
ordine 8, € noto che tali eventuali sottogruppi possono essere isomorfi a:

D, Q, C,xC, C,xC,xC,.
Ma ¢ noto che:
- il gruppo (delle unita di quaternioni) Q possiede sei elementi di periodo 4;
- il gruppo C,xC, possiede quattro elementi di periodo 4;
- il gruppo C,xC,xC, possiede sette sottogruppi di Klein.
Dunque questi tipi di sottogruppi non sono presenti in D,. Ogni eventuale sottogruppo non ciclico di
ordine 8 & quindi un D, (gruppo diedrale del quadrato). E’ noto che ogni D, possiede due elementi
di periodo 4 e cinque di periodo 2; inoltre ha due sottogruppi di Klein. Conseguentemente ogni
eventuale sottogruppo H = D, contiene (¢°). Pertanto D, possiede i due sottogruppi:
H, = (¢ p) ={L ¢ ¢", ", p, ¢"op, ©"op, ¢"op},
H,=(¢", pop) = {1, 0", ", ¢, wep, ¢ op, ¢ op, ¢ op}.
Non sono possibili in D, altri D,. Se infatti H = (©” ¢"op) (con 0 <k <7), allora H=H, o
H = H,. Concludendo, il reticolo dei sottogruppi di D, ¢ il seguente:

D,

/
\\\//

7. [Prova d’esame del 28/09/06] E assegnato il gruppo diciclico

Q,=(z,y | 2" =1, y" =2’ = (xy)").
(7) Indicare gli elementi di Q, ed esprimere i prodotti y-x, y-2°, y-2°, y-2*, y-2° come opportuni
elementi della forma 2"y (con 1 <k <5).

(#i) Determinare i periodi degli elementi di Q, e dedurne il reticolo dei sottogruppi di Q,. Di ciascun
sottogruppo ottenuto dire se ¢ normale in Q..

Soluzione. (i) Q, contiene i dodici elementi

1 2 3 4 5 2 3 4 5
7x7x’x7x’m’y’xy’xy’my7xy’xy'
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Inoltre, dalla relazione zyzy = y°, segue:
zyry=vy = ayr=y = cryr =y — lyr=2"y — yr =2y
Dal fatto che y-x = 2"y segue che non esistono in Q, altri elementi oltre ai dodici sopra elencati.

Calcoliamo i successivi prodotti y-2" (con 2 <k <5). Si ha:

yr' = (yr)z = (27y)r = 2°(yz) = 2°(z’y) = 2'y;

= (yx)a® = (2"y)a® = 2°(y2’) = 2°(2"y) = 2°;
= (yx)z’ = (2"y)a® = 2°(y2’) = 2°(2"y) = 2”y;
(yx)

w

2

= (ya)z' = (a'y)a’ = 2°(yz") = 2°(2y) = wy.
(4) Si ha:
o(1) =12 of(x) =o(2’) = 6; ofa’) =o(z") =3; o(a”) =2;
o(y) = o(zy) = o(a’y) = o(z’y) = o(a'y) = o(z"y) = 4.
Poiché Q, ha un solo elemento di periodo 2, Q, non puo contenere né sottogruppi di Klein, né

sottogruppi isomorfi a S,. Ne segue che Q, contiene soltanto sottogruppi ciclici. Precisamente,
dall’analisi dei periodi, si ha:

(x) ={1, z, 2°, 2°, 2", 2°} & I'unico sottogruppo isomorfo a Cj;

x°) ={1, 2", 2"} & 'unico sottogruppo isomorfo a C.;
: 1, 2% z'} & l'uni tt i foa C,

") =1, 27} e l'unico sottogruppo isomorto a .
3 1 37 o I’ . t o . f 02

Esistono infine sei elementi di periodo 4, che generano tre ciclici C,. Sono:
() = {1,y 2", 2%}, (wy) = {1, 2y, 2°, 2y}, (2%y) = {1, 2"y, 2°, 2"y}
Si noti che (z), (z*), (2% sono normali in Q, [in quanto unici nel rispettivo ordine|. Invece i tre
6

C, (che sono 2-Sylow di Q,) sono non normali [ma coniugati tra loro, in base al secondo teorema di
Sylow].

8. [Prova di verifica del 16/03/07] B assegnato il gruppo diciclico
Q. =(z,y|a"=1¢9" = (zy)’=2".
(i) Determinare il reticolo dei suoi sottogruppi.

(#i) Verificare la formula di Burnside su Q, (rispetto all’azione di coniugio) e calcolare le orbite.

Soluzione. (i) Dalla relazione xyry = y” segue subito che yx = z'y. Se ne deduce che Q. ha
ordine 16 ed i suoi elementi sono:

1,z 2% ..., 2, Y, TY, xzy, ey x7y.
Si verifica facilmente che yz* = 2" "y (con 1 <k < 7). Inoltre y ' =2y [infatti vy~ ' = ¢’ = y’y =
z'y]. Esaminando i periodi degli elementi, si ottiene che Q, possiede

- quattro elementi di periodo 8: =z, z°, z°, z;

- un solo elemento di periodo 2: z”;

- dieci elementi di periodo 4: z° z° y, zy, z°y, ..., z"y.

Conseguentemente, Q, possiede

- un solo sottogruppo ciclico Cy: (x);

- un solo sottogruppo ciclico C,: (z");

- cinque sottogruppi ciclici C,: (%), (y), (zy), (z*y), (z’y).

Poiché Q, ha un solo elemento di periodo 4, non ha sottogruppi di Klein. Per lo stesso motivo,
Q. non possiede gruppi diedrali D,, né gruppi isomorfi a C,xC,, né gruppi isomorfi a C,xC,xC,.
Tra i gruppi non ciclici di ordine 8, Q, puo quindi possedere soltanto gruppi di quaternioni, che,
come noto, posseggono sei elementi di periodo 4 ed uno solo di periodo 2 (necessariamente z°).
Ognl eventuale gruppo di quaternioni Q contiene necessariamente il Sottogruppo (x*). Infatti,
Va'y, 'y e Q, con 0<i<j<7ej#4+i risulta: z'y-2’y=z'2""2'=2""" € Q. Poiché

Q non ha elementi di periodo 8, allora 4 +i —j =2, 6 (mod 8) e dunque Q D (z). Ma allora in
Q. c’e spazio soltanto per i due seguenti gruppi di quaternioni:
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QH = <SC2, iL’y> = {17 :L,2’ xy, xsya CE4, xsya ‘%67 l’7y} [: <IL’2, Z3y> = <IL‘2, x5y> = <IE27 $7y>]
11 reticolo dei sottogruppi di Q. ¢ quindi il seguente.

e

Q;

N

/(332» Y) () (2°, zy)
() (z’y) () (zy) (z’y)

-

(%)

(1)

(#) La formula di Burnside (rispetto all’azione di coniugio) fornisce il numero n delle orbite di Q,:
1
n=rq7 2 ICO
QT £ G,
[dove C(g) ¢ il centralizzante di g]. Si tratta quindi di calcolare i centralizzanti di tutti i sedici
elementi di Q;.

Si osserva subito che x* & I'unica potenza di x che commuta con y. Dunque Z(Q,) = (z) e
pertanto C(1) = C(z") = Q,. Le altre sei potenze * (con 1<k <7, k# 4) non commutano con
y dunque C(z") = (z). Relativamente agli otto elementi y, zy, z°y, ..., 2y, si osserva che nessuno
di essi commuta con z°. Pertanto il loro centralizzante coincide con il sottogruppo da essi generato
[cioe C(y) = (y), C(zy) = (xy), ecc.]. La formula di Burnside fornisce:

1 112
75(216+6-84+84) = L2 =7.

Calcoliamo le sette orbite di Q.. Ovviamente

0() = {1}, O") = (s}
Qs | 16

Risulta poi: |0O(z)| = Cw = s = 2 Inoltre yxy ' = yxa'y = y2'y = 2’y’ = 2”. Allora
O(z) = {z, 2"}. Analogamente: [O(z")| =% =2 e yz’y ' = .. =2° e quindi O(z") = {2*, 2"};
0" =¥ =2¢e yzy ' = .. =2" e quindi O(z") = {a’, 2"}

Calcoliamo infine le due ultime orbite. Si ha: [O(y)| =1 =4 e

-1 7 2 2 -2 2 6 2 2 4 3 -3 3 5 3 3 6
TYr  =aYyr =Y =Y, TYr =T Yr =TT Y=Y, T YL =T Yr =TT Y==Y.

Dunque O(y) = {y, 2"y, 'y, 2°y}. Infine, per esclusione, O(zy) = {y, z’y, 2"y, 2"y}
"

9. [Prova di verifica del 16/03/07] E assegnato il gruppo diciclico
QIO = <$, Yy | 2"’ = 1, y2 =2’ = (J,‘y)2>.

(i) Determinare il reticolo dei suoi sottogruppi.

(#) Determinare i quozienti di Q,, modulo i suoi sottogruppi normali.

Nota. Si utilizzi il seguente fatto: a meno di isomorfismi, i gruppi di ordine 10 sono due: C,,, D..

Soluzione. (i) Risulta subito che yx = 2°. Se ne deduce che Q,, ¢ formato dai venti elementi
2"y', con 0< k<9, 0<i<1. Esaminando i periodi degli elementi, si ottiene che Q, possiede

- quattro elementi di periodo 10: z, z° z", %
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- quattro elementi di periodo 5: z° z', 2°, z%

- un solo elemento di periodo 2: z°;

- dieci elementi di periodo 4: vy, zy, 2y, ..., x°y.
Conseguentemente, Q,, possiede

- un solo sottogruppo ciclico C,,: (x

)

- un solo sottogruppo ciclico C,: (z°

b

);
- un solo sottogruppo ciclico C.;: <1’2>,
)
(

xy), (%), (2°y), (2'y).

Non possedendo che un solo elemento di periodo 2, Q,, non ha sottogruppi di Klein e neppure
sottogruppi D,. In base alla nota precedente concludiamo che Q,, non ha altri sottogruppi propri.
Dunque il suo reticolo di sottogruppi e il seguente.

///

ey

cinque sottogruppi ciclici C,: (y),

(#) I sottogruppi (), (z°), (°) sono normali (in quanto unici del rispettivo ordine). Invece i
sottogruppi (y), (zy), (z’y), (zy), (z'y) non sono normali (in quanto sono 2-Sylow, coniugati tra
loro). I tre gruppi quozienti sono

Qo) =Co - Quolizy Quo/ay
Il gruppo Q10/<x2> ha ordine 4. Il suo elemento (z°)y ha periodo 4 [infatti ((z°)y)* = (z*)y” =
(M2’ = () e ((2”)y)" = ((z”)z)* = (z°)]. Ne segue che Qm/<I2> ~C,.
Il gruppo Q1°/<w5> ha ordine 10. Se fosse ciclico, avrebbe un solo elemento di periodo 2. Ma,

per k = 0, ...,4, gli elementi (z°)z"y (che sono a due a due distinti) hanno periodo 2 [infatti
(z"Vz"y)* = (") (2" y)" = (2")y" = (z°)2° = (z°)]. Si conclude che Q10/<z5> ~D..

10. [Prova di verifica del 21/03/07 Classificare, a meno di isomorfismi, i gruppi di ordine 10.

Soluzione. Sia G un gruppo di ordine 10. G contiene 2-Sylow (di ordine 2) e 5-Sylow (di ordine
5). Siano r ed s rispettivamente il numero dei 2-Sylow e dei 5-Sylow. Dal terzo teorema di Sylow,

r|5 e r=1(mod2), s|2 e s=1 (mod5).
Ne segue subito che s =1 e r =1 oppure r = 5. Poiché s =1, G contiene un unico 5-Sylow
K = (x|2”=1), normale in G. Siapoi H = (y|y"=1) un 2-Sylow di G.
G possiede gli elementi
1, z, 2% 2°, 2", y, zy, 2%y, 2°y, 2'y.

Tali elementi sono a due a due distinti [se z"y" = z"y’, con 0 < hk <4, 0<i,5 <1, allora
27" =¢’7" =1 (per ragioni di periodo) e pertanto h =k, i = j] e dunque "riempono” tutto G.
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Consideriamo in G il prodotto y-x: vogliamo esprimerlo come elemento della forma z"y" (con
0<h<4,0<i<1). Poiché K &normalein G, si ha:

yry = yry € yKy ' =K e dunque yry =z’ (con 0 < h <4).
Siha: z° =2' ... 2" = (yay) (yzy) ... (yay) = ya'y. Allora (essendo yz — 1)
v =y'ry’ = ylyay)y = ya'y =2, ciot z” =u.

Ne segue che i* =1 (mod 5). Tale equazione congruenziale ha soluzioni i = 1, 4. Pertanto

T Ty
yry = 4
T

4
x'y.
Nel caso yx = xy, G & abeliano e quindi anche H & normale. Risulta subito che HN K = {1} e
HK =G. Nesegueche G2 HxK =C,xC,>=C,,. Nel caso yx = x'y, risulta

ovvero yr = {

)

G=(z,y | 2* =y’ =1, yr =2"y) (gruppo diedrale del quadrato).

Concludendo, i gruppi di ordine 10 sono, a meno di isomorfismi, due: C,, e D..

11. [Prova di verifica del 23/03/07 (i) Dimostrare che I'ideale (13) non & primo in Z[i], provando
che Zm/(w) ~Z ,xZ,, (anello non integro).

(ii) Determinare x,y € Z[i] tali che zy € (13), ma z,y & (13).

Soluzione. (i) Risulta:

21/ 1) =

Poiché (in Z ,[X]) X*+1= (X —5)(X +5), allora Ianello Z[i]/(13) & non integro. Poiché I'ideale
(X —5, X +5) coincide con Z,,[X] [infatti X +5— (X —5) =10 & invertibile in Z,,[X]], allora

ZlB[X]/(X2+T) = Z13[X]/(X+g)(x,g) = Z13[X]/(X+g) XZ13[X]/(X73) = le XZ13'

(44) 1 polinomi X +5 di Z,,[X] corrispondono (risp.) agli elementi 445 in Z[i]. Si ha:
(i+5)(i —5) = —26 = —2-13 € (13),
ma, come ora verifichiamo, ¢+ 5,4 — 5 ¢ (13).

Infatti, se per assurdo i+ 5 € (13), i+ 5= 13(a+ bi), Ja,b € Z. Passando alle rispettive norme:
N(i+5)=N(13(a+bi)) = N(13)N(a+bi). Dunque 26 = 169(a”+b°): assurdo. In modo analogo
si verifica che i — 5 ¢ (13).

Z[X]/<X2+1>
(13, x2+1)/

Z[X]
/(13) %ZlS[X}/(XQ_J).

= 2
(X241) (s, x H)/m)

k* ko Xk

12. [Prova d’esonero del 26/04/06] E assegnato 'elemento z = 1+ 2/=5 € Z[\/=5].
(i) Fattorizzare z come prodotto di elementi irriducibili.
(#) Calcolare (se esiste) MCD(z, Z).

(#4) Verificare se z ¢ un elemento primo in Z[v/—5].

Soluzione. (i) Siha: N(z) =1+4-5=21. Se z = z,2,, risulta: 21 = N(2)N(z,). Assumiamo
che N(z) < N(z). Allora

(N(z), N(2)) = (3.7) oppure (M(2), N(2)) = (1,21).
Nel primo caso, posto z, = a + by/—5, si avrebbe a”+ 5b° = 3; ma tale equazioni non ha soluzioni

intere (come subito si osserva) e dunque in Z[/—5] non esistono elementi di norma 3 (e neppure
7). Si conclude che z ammette solo fattorizzazioni in cui un elemento ha norma 1, cio¢ & invertibile.
Dunque z ¢ irriducibile.

(i) Anche z & irriducibile [infatti ha fattori coniugati a quelli di z]. Da (%) segue che z ha fattori
{%1, £z}, mentre Z ha fattori {£1, £Z}. I fattori comuni sono soltanto 1. Si conclude che
MCD(z,z) =1.

(iii) Si ha:
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21X/ 2,
(1+2X, X245)

1%
1

Z[\/*_5]/(Z) Z[X]/(1+2X7X2+5)'

Sia I:= (142X, X*+5). Vogliamo verificare se I & primo. Si osserva che
I>(X°+5) —5(14+2X)=X"-10X = X(X — 10).
Se I & primo, allora X € I oppure X — 10 € I. Assumiamo verificata la prima eventualita. Allora

Z[X]/I = TM = Z/(1+2<o,o2+5)) = Z/z =0.

(X)

(X2+5)

Dunque I =2Z e cid & assurdo [un ideale primo non coincide con l'intero anello].
Sia invece X — 10 € I. Allora

Z[X]/ g%gz/(

~
1= :Z21a

21,105) Z/(21)

(X —10)

anello non integro: assurdo. Abbiamo provato che z non & primo.

Nota. Una dimostrazione piu semplice e la seguente: poiché z ‘ 2zZ = 21 = 3-7, basta verificare che
z Y?) e z 4/7.

Se infatti z ’ 3, allora 3 = (a + by/—5)(1 + 2¢/=5), per opportuni a,b € Z. Allora si avrebbe
3= (a—10b) + (2a + b)y/—5, dacui a—10b =3, b= —2a. Ne segue 7a = 1: assurdo (in Z). Se
invece z | 7, allora, procedendo nello stesso modo, si ottiene a — 10b =7, b = —2a, da cui 3a = 1:
assurdo (in Z).

* kX

13. [Prova d’esame del 10/07/06] E assegnato il dominio A = Z[v/—6].

(i) Verificare che A non ¢ un UFD.

(1) Fattorizzare 'elemento 21/—6 in tutti i modi possibili, come prodotto di fattori irriducibili in A.
(iii) Verificare se I'ideale I = (2 + 3y/—6) & primo in A.

Soluzione. (i) Come per ogni dominio Z[v/d], con d < —2 e privo di fattori quadratici, basta
verificare che I’elemento 2 & irriducibile ma non primo.

Infatti, se 2 =wuwv, con u,v € A, siha: 4= N(u)N(v). Siccome in A nessun elemento pud avere
norma 2, allora ad esempio N (u) = +1, cio¢ u ¢ invertibile. Dunque 2 & irriducibile. Inoltre

A/(g) = Z[X]/(X2+6,2) = Zz[X]/(X2+6) = ZZ[X]/(XZ)
e tale anello & ovviamente non integro [X + (X”) & uno 0-divisore]. Dunque 2 non & primo.
(4i) Si ha:
N(2y/—6) = 24 = 2-12, oppure = 3-8, oppure = 4-6.

Poiché in A non esistono elementi di norma 2 e 3, se 2v/—6 = uv, allora N(u) =4, N(v) =6 (o
viceversa). Ne segue u = 42, v = ++/—6. Inoltre gli elementi +2, +1/—6 sono irriducibili. Cio &
gia stato verificato per 2. Per 1/—6 si procede nello stesso modo: posto /—6 = uv, con u, v € A,
allora 6 = N(u)N(v). Ma in A non esistono elementi di norma 2 ¢ 3. Quindi u (ovvero v) &
invertibile. Si conclude che 2v/—6 ammette soltanto le fattorizzzazioni (equivalenti)

2/=6 =276, 2/=6=(~2)-(~V/0).

(#4) Si osservi che N'(2+ 3v/—6) =58 = 2:29. Da ci0 segue subito che 2+ 3+/—6 ¢ irriducibile. Ma
non e detto a priori che sia primo. Si ha:

1

~ Z[X]/X2 6
/I ~ (X“46)

T (243X, X246) Z[X]/(2+3X7 X246)"

(X2+6)
Posto H := (243X, X*+6), si osserva subito che
H>X’+6-302+3X)=X"-9X = X(X —9).
Ne segue che I contiene /—6(/—6 —9) [= —3(2+ 3y/—6)]. Per concludere che I non & primo,
basta verificare che I non contiene /—6 e +/—6 — 9. Se infatti fosse /=6 = a(2 + 3v/—6), con
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a € A, allora 6 =N(a)-58, dacui 29|6: assurdo. Se invece fosse —9+ /=6 = 3(2+ 3v/=6), con
B € A, allora 87 = N(§)-58, da cui 3= N(3)-2: assurdo.

L

14. [Prova d’esame del 28/09/06] (i) Verificare che 'anello A = Z[X]/(Xgiz) ¢ un dominio
d’integrita. Indicarne un elemento non invertibile (e non nullo).

(#i) Posto x:= X + (X° — 2), verificare se gli elementi 1+z, 1 +2° 1+ x+ 2 sono irriducibili in
A.

(7ii) Fattorizzare 2+ (X” —2) come prodotto di fattori iriducibili in A.

Soluzione. (i) Il polinomio X*—2 € Z[X] & irriducibile (dal criterio di Eisenstein). Ne segue che
¢ un elemento primo [infatti Z[X] ¢ un UFD]. Pertanto A ¢ un dominio d’integrita.

Si ponga A = Zx | x® = 2].  Verifichiamo che ad esempio 2 € A non & invertibile. Infatti

AcC Q[X]/(XS_Q) = Q(v2) ed in tale campo 2 ha inverso 1. Se 2 fosse invertibile in A, avrebbe

lo stesso inverso. Ma % Z A.
(#i) Si ha:
zx]/

(x3-2) =~ Z[X]/ Z[X]/(X-H)

Al = '
/(1+a:) (HX’Xs,Q)/(XBJ) (14X, X3-2) (X+1,X3,2)/(X+1)

12

=2 ayn =2y

Dunque A/(1+x) & un campo e pertanto (1+z) & primo (massimale). Pertanto 14z & irriducibile.

Analogamente,
N 2N e , _ N
A/(1+z2) - Z[X}/(HX%XL?) - (x+17x3_()2(>/+:2+1> B ZM/(Z“*?) - ZM/@H) -
~ Z[X]/(x2+1) ~ Z[X]/(erz) gz/ ~ 7.
(X2, X241 [ (X+2,X2+1)/(X+2) (5 5

Anche in questo caso A /(1 a2 ¢ un campo e quindi 1+ 2” & irriducibile.

Veniamo ora all’elemento 1+ z + 2°. Poniamo J := (1 + X + X°, X° —2). Se verifichiamo che
J = Z|[X], allora 1+x+2” &invertibile in A (e dunque non irriducibile). Posto f:= X’—2, g:=
1+ X + X7 si verifica infatti subito che g(X —1) — f =1. Dunque 1 € J.

Nota. Siha, in A: 1=2—-1=2"-1=(x—1)(z"+2+1).

(7ii) Si ha, in A: 2 = 2° = z-x-2. Se verifichiamo che z ¢ irriducibile, allora abbiamo una
fattorizzazione di 2 cercata. Si ha infatti:

Z[X]/(x372)
A/(z) (X, X3-2)

1

§Z[X]/(X’X372) = >~ Z, (campo).

(x3-2)

X x X

15. [Prova d’esame del 12/06/06] Sia p un primo e siano F =Y —X’~1, G =X +Y* € Z,[X,Y].
Sia I l’ideale generato da F, G.

(i) Esprimere l'anello quoziente Z,[X,Y]/, come quoziente dell’anello Z[X].

(i7) Dire se I'ideale I & primo o massimale, per p=2 e p = 3.

Soluzione. (i) Siponga J = (F). Siha:
Zp [X’Y]/J = ZP [X][Y}/(y_(xﬁ_f)) = Zp [X}
[quest ultimo isomorfismo trasforma un arbitrario polinomio H(Y) € Z,[X][Y] nel polinomio H(X*+
1) € Z,[X]]. In particolare,
o Z,xy1/
Z,[X Y]/, = TJ =2, [X]oxram) = ZolX iy

J

1%

21Xy, x4 x247)
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(ii) Per p=2, X +(X°+1)°= X + X" +1 e tale polinomio ¢ irriducibile in Z,[X]. Infatti non ha
zeri in Z, e I'unico polinomio irriducibile di grado 2 in Z,[X] [cioé X*+ X + 1] non ne & fattore,
come subito si verifica eseguendo la divisione euclidea. Ne segue che Z,[X,Y] / ; €un campo, cioe [
¢ massimale.

Sia p=3. Intalcaso X + (X°+1)°=X"+2X"+ X +1. Tale polinomio si fattorizza su Z,[X]
nella forma

X' 42X+ X +1= (X + DX +2X+1).

Ne segue che Z,[X,Y]/, non & integro, cioé I non & primo.
* k%

16. [Prova d’esame del 6/02/07 E assegnato I'anello A = Z,[X, Y]/,, con I =(X*Y").
(4) Verificare che A & un anello finito, indicarne il generico elemento e la cardinalita.

(i) Verificare che A possiede un unico ideale primo.

(777) Determinare I'inverso dell’elemento (1+ X +Y)+1 € A.

Soluzione. (i) Poiché (X?) C I, allora

A/ = ZQ[JIm /2y

) = B/J, con B::Z2[X7Y]/(X2), J = I/(X2)'
(x?)
Siha: B2 Z,z|2"=0][Y] e quindi
A/I%B/Jzzz[x, y‘x2:y3:6] =

={a+br+cy+dry+ ey’ + fxy’, Va,bc,dye f€Z,; 2° =y’ =0}
Si tratta quindi di un anello finito, con 2° = 64 elementi.
(i) Sia P/, unideale di A, con P ideale di Z,[X,Y], P2 I. E noto che

I’ideale P/I ¢ primo in A <= lideale P & primo in Z,[X,Y].
Se PO I=(X"Y" e P &primo, allora P2 (X,Y), massimale in Z,[X,Y]. Dunque P = (X,Y).
Ne segue che I'unico ideale massimale (e quindi primo) di A & (X, Y)/I =: (z,y).
(44) Gli elementi di A — (x,y) sono tutti e soli gli elementi invertibili di A. In particolare, 1+x+y
¢ invertibile in A. Per calcolarne l'inverso si ponga:

T=+z+y)(a+br+cy+dry +ey’ + fry’).

Sviluppando il prodotto, raccogliendone a fattor comune gli addendi e confrontando i due membri
dell’uguaglianza, si ottiene il sistema lineare (a valori in Z,):

a=1, d+b+c=1,
a+b=0, ct+e=0,
a+c=0, e+d+ f=0.

, d=0. Pertanto in A:
I+z+y) '=T+z+y+y° +ay’

Ne segue: a=b=c=e=f =

X x kx

17. [Prova di verifica del 28/03/07) E assegnato lideale (X*+1) in Q[X,Y].
1) Determinare l'anello quoziente Q[X, Y]/(X2+1)
massimale in Q[X,Y].

ii) Dimostrare che lo spettro Spec(Q[X,Y],), con S = Q[X,Y] — (X +1), & formato da un solo
primo non nullo.

e dedurne che (X*+ 1) & un ideale primo, non

Soluzione. 7) Si consideri 'applicazione ¢ : Q[X,Y] — C[Y] tale che p(X)=1i, o(Y)=Y e
e(>a,X"Y")=Ya,i"Y" VY, X"Y" €Q[X,Y]

Si verifica facilmente che ¢ ¢ un omomorfismo di anelli.
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Proviamo che Kerg = (X*+1). Ovviamente p(X’+1)=i’+1=0 e quindi (X*+1) C Kere.

Viceversa, sia F' € Kerp. Dividendo F per X°+ 1 [in Q[Y][X]), si ottiene

F=(X"+1)Q+R, con R=A(Y)+XB(Y), AY), B(Y) € Q[Y].
Siha: 0=¢(F)=0-Q+ A(Y)+iB(Y). Nesegueche AY)=B(Y)=0, cioec R=0. Pertanto
F e (X*+1), cioe Kerp C(X*+1).

Calcoliamo Imy. Risulta, VF =Y a, X"Y" € Q[X,Y]: o(F)=>Yqa,,i"Y" € QH)[Y].
Viceversa, VP =3 (a, +i3,)Y" € Q(i)[Y] (con a,+iB, € Q(i)) siha: ¢(X(a,+XB,)Y")=P
e dunque P € Imyp. Pertanto Imp = Q(i)[Y].

Allora Q[X,Y] /(X2+1) =~ Q(i)[Y] (dominio d’integritd non campo) e quindi (X*+ 1) & un ideale
primo non massimale in Q[X,Y].

(#) Risulta:
Spec(Q[X,Y],) = {ps, Vp € Spec(Q[X,Y]) tale che p C (X*+1)}.
Certamente l'ideale (X°+1)Q[X,Y], & primo in Q[X,Y], ed anzi & 'unico massimale in Q[X,Y]..
Vogliamo verificare che tale ideale ¢ I'unico elemento di Spec(Q[X Y] S), dimostrando che
pC(X’+1) = p=(0).

Per assurdo, sia p # (0) e T € p. Poiché T € p C (X*+1), allora T = B,-(X*+1),3IB, €
Q[X,Y]. Poiché X*+1¢p e T € p, allora B, € p. Nesegueche B, = B;(X"+1), 3B, € Q[X,Y].
Allora T = B,-(X*+ 1)

Analogamente, B, € p [perché (X*+1)* & p] e quindi B, = B,- (X" + 1), 3B, € Q[X,Y], cioe
T = B, (X’ +1)°. Proseguendo in questo modo, T = B, -(X*+1)", Vk > 1. Cid ¢ palesemente
assurdo (per ragioni di grado).

* kX

18. [Prova di verifica del 4/04/07) Sia A un ED, con valutazione euclidea v : A~ — N. Fissato
un elemento s € A°, si consideri la parte moltiplicativa S = {s" }kzo. Verificare che la seguente
applicazione

0:A; — N tale che 17(6%) =wv(d), se & = S—L con MCD(d',s) =1,

S
¢ una ben definita valutazione euclidea [e dunque anche A, ¢ un ED).

Nota. E vero, pitl in generale, che ogni anello di frazioni di un ED e un ED.

Soluzione. Proviamo che l’elemento a’ (definito nella definizione di ©) esiste ed & completamente
individuato (a meno di un fattore invertibile) da .

Infatti, essendo s irriducibile, allora MCD(a,s) = 1 oppure s ‘ a. In quest’ultimo caso, a =
a's’, con MCD(d',s) = 1 e dunque 5 = S,f,’,/,.. Se poi & = S‘LT, = %4, con MCD(d,s) =

MCD(a",s) = 1, allora a's' = a”s" e quindi (dal Lemma di Euclide) o
a =a"u, Ju e U(A).

Poiché ¢ noto che, alterando un elemento per un elemento invertibile, la valutazione euclidea non
cambia (cfr. Eserc.3.3.12), allora v(a’) = v(a”). Dunque © ¢ un’applicazione ben definita.

"
t
a’ e a”‘a’. Dunque

Per provare che ¥ € una valutazione euclidea, bisogna verificare due condizioni:

N ~(a b ~(_a a b .

(4) U(S_k_h) > ’U(—k), Vi, or € Ag
v

con a’,b’ coprimicon s, allora —2&- = 4t
S

3 )
a.b)= f;(sgz’k) =w(a'V) > v(d) = 0(%), come richiesto.
(@) YV V&, sit €Ay, 3Q, Re A, taliche % = S%-Q-i—R, con R =0 oppure 9(R) <17(Sik)
i Si,, = :—;, con MCD(s,b') = 1. Essendo A un ED, si ha: a =Vq+r, con r =0 oppure
v(r) <v(b'). Ne segue:

S%:b/'s%+s%:f—é'qg%z+s%:%~Q+R, con Q::qsi:, R:= 2.

Se r =0, allora R=0. Se r #0, allora 9(R) = f)(s%) = 17(:—;), con r =w e MCD(r',s)=1.
Ne segue che 75" = r’'s" e quindi (dal Lemma di Euclide) 7’ ‘ r Allora r =1'c, dc € A, e quindi
v(r) =v(r'e) > v(r') = 0(R), cioe ¥(R) < 17(8%), come richiesto.
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19. [Prova d’esonero del 9/06/06] Verificare che Z,(X") & un sottocampo di Z,(X°, X') e che
l'estensione Z,(X*) C Z,(X°, X') & algebrica semplice. Indicarne il grado e dire se & normale e
separabile.

Soluzione. Si ha: % = X* Dunque Z,(X*) C Z,(X° X"). Inoltre % = X. Quindi

Z,(X?, X") = Z,(X). Siha subito che X ¢ Z,(X") ed il polinomio minimo di X in Z,(X*)[T] &

T? — X*. [Tale polinomio & ovviamente irriducibile in quanto X ¢ Z,(X")]. Risulta pertanto
[ZQ(X3’ X7) :Z2(X2)] =2.

Poiché l'estensione ha grado 2, & normale. Infine 7% — X* = (T — X)* (in Z,(X)[T]). Dunque

I’estensione non ¢ separabile.

20. [Prova d’esonero del 9/06/06] Assegnato il pentagono regolare standard P,, verificare se sono
costruibili con riga e compasso:

(i) un quadrato @, il cui perimetro coincide con quello di P..
(i) un quadrato @', la cui area eguaglia quella di P..

—1
[Si assuma come noto il fatto che cos(2) = &, dove G =

14+V5 o
5~ ¢ il rapporto aureo.

Soluzione. (i) UP ¢ un lato di P, (cfr. figura). Siha:

W:\/(GT“—1)2+(sin(2g)—0)2:\/fo+1—a—1+1—6‘f =V2-G =4/555

Allora P, ha perimetro 54/ % e dunque Q ha lato €= § 572\/5-

Si tratta di verificare che ¢ & costruibile con riga e compasso [abbr. R&C]. Basta verificare che
[Q(Y) : Q) =4 e che esiste una catena di estensioni di grado 2 tra @ e Q(¥), cioe

Q C K c Q).

Basta porre: « = 5_2‘/5, B =+vVae K=@Q(«). Ovviamente Q(f) = Q(8), [Q(S) : K] =2 e
[K:Q]=2.

(4) L’interno di P, & unione di cinque triangoli congruenti al triangolo OPU (cfr. figura). Ne segue
che 'area A(P,) & cinque volte quella di tale triangolo. Calcoliamo tale area:

A(OPU) = 30U-PH = L 1sin(2) = L\ /1- €5 = 1V/a—G =,

Dunque

AP) =3Va—G = =5Va—G 7 =3,/35
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Un quadrato @’ richiesto ha lato ¢/ = %\/ %—ﬁ Si tratta di verificare che ¢ & costruibile con
R&C. Si ponga a:% e B=/a. Allora ¢'=,/23 e

QC Q) cQ(B) cQ)
Inoltre [Q(¢') : @] = 8. Cio ¢ sufficiente a concludere che ¢ ¢ costruibile con R&C.

L S

21. [Prova di verifica del 4/05/07 Assegnato in E* un riferimento cartesiano antiorario RC(O,U),
costruire con R&C' il punto Q = (v/2,V/3).

Soluzione. La radice quadrata di un numero razionale viene costruita con R&C utilizzando il
secondo teorema di Euclide. Si costruiscono le due circonferenze:

C,, di centro (0,3) eraggio 3; C,, dicentro (2,0) e raggio 2.
La retta parallela all’asse x e passante per V interseca C, nel punto (v/2,1). La retta parallela

all'asse y e passante per U interseca C, nel punto (1,1/3). Interesecando le due rette X = /2,
Y = /3, si costruisce il punto Q = (v/2,v/3).

22. [Prova di verifica del 4/05/07 Dimostrare che & possibile ”quadrare” con R&C un triangolo
equilatero di lato 1.

Se 7 e il triangolo di vertici A, B,C' in P,, & possibile ”quadrare” 7 con R&C a partire da P, ?

Soluzione. Un triangolo equilatero 7 di lato 1 ha area A = %1‘/7§ = \/Tg. Pertanto:
7T ¢ quadrabile con R&C <= 3L € R, ¢ >0, costruibile con R&C, tale che ¢* = A
— (= %4 3 & costruibile con R&C.
Il numero reale v/3 & facilmente costruibile con R&C. Basta infatti costruire con R&C (utilizzando

il secondo teorema di euclide) prima /3 e poi \/v/3. Ne segue che ¢ & costruibile con R&C.
Sia ora 7 = ABC un triangolo con vertici in P,. E noto che I'area A = A(T) ¢ data da
11 AB A A 1D A o
5 |[ABANAC|= 5 AB-AC sin 9.
Poiché A, B,C € P,, i numeri reali AB e AC sono costruibili con R&C' a partire da P,. Veri-

fichiamo che anche sin ¥ & costruibile con R&C a partire da P,.
A tale scopo conviene scegliere il riferimeno cartesiano RC(A, B), come illustrato in figura.
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Il punto sin ¥ & cosi costruito: si interseca la retta R(A,C) con la circonferenza C(A,1) e si ottiene
il punto H; poi si interseca con I'asse y la retta per H parallela all’asse x.

Avendo provato che A = A(7) & costruibile con R&C a partire da P,, allora & costruibile il
numero reale v/ A, e quindi & costruibile con R&C' il quadrato avente per lato v/A.

* ok ok
23. [Prova di verifica del 9/05/07 E vero che Pestensione Q C Q(v/v/2+¥/2) ¢ radicale?

Soluzione. Ovviamente Q C Q(\/§ —&—i/i) C Q(\/i,ﬁ) e l'estensione @ C Q(\/§,\7§) & radicale
ed ha grado 6. Se verifichiamo che anche l'estensione @ C Q(v/2 ++v/2) ha grado 6, risulta allora
che Q(vV2+v?2) = Q(v/2,v2) e dunque Q C Q(v/2+v/2) &radicale. Dall’esercizio precedente segue
subito che 1’assegnata estensione @ C Q(v/ V2 ++/2) ¢ radicale.

Si ponga a =v/24v/2. Da a— /2 =2, elevando al cubo si ottiene o’ — 6a —2 = v/2(3a” — 2).
Quadrando, o’ —6a’ —4a®+12a° — 24— 4 = 0. Dunque « & zero del polinomio

F=X"—6X'—AX°+12X° — 24X — 4 € Q[X].

Si tratta ora di verificare che tale polinomio ¢ irriducibile in @[X]. Certamente f non ha fattori
lineari [basta verificare che f(%1), f(£2), f(£4) # 0] e percio neppure fattori di grado 5. per

provare che non ha fattori di gradi 2, 3, 4 ¢ sufficiente verificare che non esiste alcun polinomio di tali
gradi a coefficienti in @ che ammette o come zero. Si ponga:

p=X"+aX+b, ¢=X"4+aX’+bX+¢, h=X"+aX’+bX*+cX +d, con a,b,c,d € Q.
Se p(a) =0, allora
2+4b+av2+av2+V1i+2V/2V1=0.

Si tratta di una combinazione lineare non banale dell’insieme S := {1, V2, V2, V4, V2V?2, \/5\741}
(che ¢ una base di Q(v/2,v/2) su Q. Da qui un assurdo.

Se g(a) =0, si ottiene:
(c+2a+2)+ (2+b)V2+ (6 + b)V2 + av4d + 2v/2V4 + 2a+/2V/2.
Si e ottenuta un’altra combinazione lineare non banale di S: assurdo.
Infine, se h(a) =0, allora
(4=d+2a+2b)+ (8+2a+c)V2+ (24 6a + c)V2 + (12 + b)vV4 + (8 + 2b)v/2vV4 + 3a/2v/2 = 0.
Anche tale combinazione lineare di S & non banale: assurdo.
Si conclude che f & irriducibile e, come richiesto, che [Q(v2 +v/2): Q] = 6.

Nota. Una sequenza radicale di @ C Q(v/v2 ++/2) ¢ data da {v2,v2, V2 ++2}.

* kX

24. [Prova d’esonero del 9/06/06] Si consideri l'estensione @ C Q(c), con a = /3 + /5.
(i) Determinare il polinomio minimo dell’elemento « su Q.
(ii) Verificare se 'estensione assegnata ¢ normale.

(#4) Determinare i campi intermedi dell’estensione @ C Q(«).

Soluzione. (i) Siha: a”= —2+2iy/15. Allora (a’+2)* = 4i°15 = —60. Dunque a'+4a°+64 =0
e pertanto « ¢ zero del polinomio m = X"+ 4X” + 64 € Q[X].

Il polinomio m si fattorizza in C[X] nella forma
m= (X —v—-24+2iV15)(X — -2 - 2iV/15)(X + V=2 + 2iv/15)(X + /-2 — 2i/15).

11 prodotto di due di questi quattro fattori non & contenuto in Q[X] e quindi m & irriducibile su Q.
Ne segue che m ¢ il polinomio minimo di a su Q.

(7)) Risulta: Q(a) C Q(v/3,iV5) e [Q(V3,iV5): Q] = 4. Ne segue, per confronto dei gradi, che

Q) = Q(V3,iV5). Ma Q(V3,iV5) =%,,, con f = (X"—3)(X*+5). Dunque l'estensione
Q C Q(») € normale.
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(i) Essendo l'estensione @ C Q(«a) finita, normale e separabile, |G(Q(a)|Q)| = 4. Ogni au-
tomorfismo ¢ € G(Q(a)|Q) & completamente individuato assegnando ¢(v/3) e ¢(iv5). Inoltre
0(V3) = +V3 e p(ivb) = +iV/5. Pertanto i quattro Q-automorfismi sono:
. {ﬁﬁﬁ . {\/§—>\/§ . {\/§—>—\/§ . {\/§—>—¢§
Vb —ivG,  TC Vb — —iv/5, T ° ivb— V5, ° ivh — —iV5.
Risulta subito che o(g,) = o(p,) =o(p,) =2 e dunque G(Q(a)|Q) =V (gruppo di Klein).
I tre campi intermedi dell’estensione sono {(,)", (©,)", {p,)", cioe:

<902> b= Q(Oé)

(¥q) (¥3)

—Q(V3), () =Q@)™ =QVE), (p) =Q(a) ™ =QuVI5).

25. [Prova d’esonero del 9/06/06] (i) Determinare il campo K generato su Z, dalle radici terze
e dalle radici quarte dell'unita 1 € Z..
(i) Assegnato il polinomio f = (X' —2)(X’ —2) € Z.[X], determinare il campo di spezzamento

E= Ef’z7 ed il suo grado su Z,. [Suggerimento: per determinare gli zeri di f utilizzare ()].

(i3) Determinare il gruppo di Galois G(E | Z,).

Soluzione. (i) Risulta:
X-T=(X-DNX’+X+1)=(X-D(X -2)(X —19).
Dunque le radici terze di 1 in Z, sono 1, 2, 4. Risulta poi:
X'-T=X"-DX"+1) = (X -D1)(X -6)(X*+1).
Il polinomio X+ T non ha zeri in Z, e dunque & irriducibile. ~Si consideri il campo Z.(a) =
Z7[X]/(X2+T) [di cardinalita 49]. In tale campo X +1 = (X —a)(X +a) = (X — a)(X — 6a).
Dunque le radici quarte di 1 in Z, sono 1, 6, o, 6. Si conclude che
K=2Z,1,2,4,6, a, 6a) =Z («a).
(7i) Per ottenere i quattro zeri di X' —2 € Z,[X], basta determinarne uno e moltiplicarlo per le
quattro radici quarte di T. Analogo ragionamento vale per gli zeri di X° —2. Risulta:
X' o= X' T = (X D)X+ D) = (X (X +2)(X*+1) € Z,[X].
=75, 2a, 5a.
Il polinomio X*—2 non ha zeri in Z, e quindi & irriducibile. Nel campo L = Z7[X]/(X3_§) =:Z(0)
[di cardinalita 7°] uno zero di X° —2 & (3 e quindi i tre zeri sono: 3, 23, 40.
Verifichiamo che 5 ¢ K (= Z,(«)). Altrimenti si avrebbe = a+ba € Z.(«) e quindi
2= (a+ba)’=a’+3a’ba + 3ab’a’ + b’a’ = a’ + 3a’ ba — 3ab” — b’ a.

Uno zero di X" —2 & quindi 2. I quattro zeri di X' —2 sono pertanto 2, 2-

Ne segue
a’ —3ab’ =2
(3a® —b*)b = 0.
Ma tale sistema & incompatibile in Z,. Se infatti b =0, a’ =2 (assurdo in Z.); se invece b # 0,
si ricava che ab® =1, da cui @ =5 (ancora assurdo in Z.).
Segue allora che X*—2 ¢ irriducibile in Z,(a)[X]. Quindi E = Yz = Z (a, B) e

[E:Z)=[FE:Z,(x)][Z,(a):Z)]=3-2=6.

(a® —3ab® —2) + a(3a®b — b") =0, da cui {

(i) L’estensione Z, C E ¢ finita, normale e separabile. Dunque G(E|Z,) = [E : Z,] = 6.

Ogni automorfismo ¢ € G(E|Z,) ¢ completamente individuato da ¢(a) e ¢(8). Ovviamente

(o) € {a, —a(= 6a)} mentre p(3) € {3, 283, 43} [infatti ¢ conserva gli zeri di X* +1 e di
a— -«

X*—2]. Posto ¢: { 538 risulta:
- b

2_{a—>a 3.{a—>—a 4.{a—>a 5l{a—>a 6_{a—>a
Fls-18 T ls-s T lB-28 T -1 Y ls-s
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Dunque o(p) =6 e G(E’Z7) = (p) = C,.
* ok K

26. [Prova d’esame del 6/02/07] Sia a =+/2—+/3 € R e si consideri l'estensione @ C Q(a).
(i) Determinare il polinomio minimo m di « ed il grado dell’estensione.
(#) Verificare se 'estensione @ C Q(«) & normale.

(ii1) Calcolare il guppo di Galois dell’estensione e indicare i campi intermedi.

Soluzione. (i) Siha: o’=2-V3 = (0’ -2)’=3 = a'—4a’+1=0. Dunque a & zero
del polinomio m = X* —4X*+1 € Q[X]. Tale polinomio si fattorizza in R[X] nella forma
m=(X—-vV2-V3)(X+V2-V3)(X - V2+V3)(X +V2+3).

11 prodotto di due di questi quattro fattori non appartiene a Q[X]. Ne segue che m ¢ irriducibile su
Q@ e quindi @ il polinomio minimo di « su . Ovviamente [Q(a): Q] = 4.

(ii) Posto f3:= /24 /3, risulta subito che a3 =1. Allora i quattro zeri di m sono a, i%. Ne
segue che
Em,Q :Q(Oé, —Q, éa _é) :Q(Ot)

e quindi l'estensione @ C Q(«) & normale.

(i) Dal TFTG, |G(Q(e)|Q)| = 4. Gli automorfismi ¢ € G(Q(c)|Q) sono completamente
individuati dall’immagine di «. Ovviamente ¢(a) € {a, —a, é, —é} Si ponga:

l=yp,a—a; p,:a— —aq <p3:oz—>é, <p4:oz—>—é.
Risulta: ¢, (a) = ¢,(—a) = —p,(a) = a e dunque ¢ =1. Analogamente

9032(0‘) = @3(%) = %"3%0‘) = a e dunque 9032 =1;

pi(@) =9 (—3) = —¢u(3) =a edunque /=1
Essendo o(p,) = o(p,) = o(yp,) = 2, si conclude che G(Q(w)|Q) & un gruppo di Klein.
I campi fissi corrispondenti ai tre sottogruppi propri del gruppo di Klein sono:
(@2)"s {es)s {ea)
Posto x = a+ ba + ca’ +da’ € Q(a) [con a,b,c,d € Q)], si ha, per i = 2,3, 4:
T € (p,) <= o, (z)=2z.
Consideriamo ¢,. Si ha:
o,(r) =2 <= a—ba+ca’—da’=a+ba+ca’+da’ <= b=d=0.
Pertanto
(.) = Q(1,0°) = Q(a”) = Q(V).
Analogamente: ¢,(z) =z <= a+bt +cls +dly =a+ba+ca’+do’ =
< ad’+ba’+ca+d=aa’+ba'+ca’+da’ = aa’ + b(4a’ — 1) + c(4a’ — @) + d(15a° — 4) +—=
<= aa’ +ba’+ ca+d= (a+4c)a’ + (4b+ 15d)a’ — ca — (4d + b) <=
{aa+4c, b=4b+ 15d {CO
<~
c=—-c¢, d=-b—4d. b= —5d.
(0s)" =Q(L, 0" = 5ar) = Q(a” — 5av).
Infine, procedendo in modo analogo: ¢,(z) =z <= aa’—ba’+ca—d = aad’+ba’+ca’+da’ <
{cz—i—élc:a7 56+ 15d =0 c=0

Pertanto

<= Pertanto
c=—-c¢, —-b—-3d=0 b= —3d.

(0" =Q(1,0” - 3a) = Q(a” — 3a).

* kX

27. [Prova d’esame del 12/06/06) B assegnata lestensione algebrica semplice @ C Q(G~""*), con
G= 1*'2—‘/5 (rapporto aureo).
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. . . . . .. . —1/3 . . .
(i) Determinare il polinomio minimo di G su @ e verificare che 'estensione assegnata ¢ non
normale.

(i7) Determinare la chiusura normale N di tale estensione e valutarne il grado su Q.
(i#) Determinare il gruppo di Galois G(Q(G™""%) Q).

Soluzione. (i) Siponga X = G °. Allora X° = G = ‘/‘F’;l. Dunque X°+ § = @
Quadrando,
X+ X +1=2 ciot X°+X°—1=0.
Allora G™'* & uno zero del polinomio f = X°+ X*—1 € Q[X]. Per verificare se f & irriducibile
su @ (e quindi ¢ il polinomio minimo richiesto) conviene scriverne una fattorizzazione in fattori
irriducibili in R[X]. Risulta subito:
=X+ D)X+ - D) =(X*+G)(X° -G ) =
_ (X + Gl/s)(Xz+G1/3X + Gz/s) (X _ G—1/3)(X2+G—1/3X + G_2/3).

Poiché nessuno di tali fattori irriducibili su R ¢ in Q[X] e nessun prodotto di due di essi & in Q[X],
allora f non ammette fattorizzazioni proprie su @ e dunque ¢ irriducibile su Q. Inoltre f ha due
zeri reali G~* e —G'* [entrambi in Q(G'"*)] e quattro zeri complessi non reali (a due a due
coniugati):

CsG_l/37 <32G_1/37 _C3G1/3> _C;Gl/g'

Ne segue subito che U'estensione assegnata [contenuta in R] & non normale.
(i7) Ovviamente
N=%,,=QG " GG GG ~G" ~(G" ~CG) = QG ().
¢, & zero del polinomio ciclotomico X+ X + 1. Inoltre ¢, € Q(G""*) (essendo complesso non
reale). Dunque X°+ X + 1 ¢ irriducibile su Q(G™"*). Pertanto
[N:QI=[N:Q(G)RGE): QI =26=12

iii) 11 polinomio minimo f di G~'° ha due zeri distinti in Q(G~*): G™* ¢ —G"*. E noto
() 11 p

che in tal caso G(Q(G™'*) |@Q) = 8,. L'unico automorfismo non identico di tale gruppo scambia tra
loro i due zeri di f.

28. [Prova d’esame del 12/06/06] Sia E Destensione di Z, generata dalle radici 12-sime dell’unita
1 di Z,. Determinare il gruppo di Galois G(F ’ Z,), esplicitandone gli automorfismi. Descrivere gli
eventuali campi intermedi dell’estensione Z, C E.

Soluzione. Risulta: E =3 con f=X"-1¢€Z,[X]. Siha:

1z,
f=(X-DX°+D) =(X"-D’(X*+1)°= (X - DX -2°(X*+1)".
Dunque f ha i due zeri tripli 1, 2 € Z,; inoltre X*+1 & irriducibile su Z, (non ha zeri). Pertanto
il campo di spezzamento E cercato e:

E= ZS[X]/(XQJJ) =Z,(a)={a+ba, Ya,be Z,; o’ =2}
[campo di cardinalitd 9]. In E il polinomio X*+ 1 ammette i due zeri «, 2a.
L’estensione Z, C E & finita, normale e separabile [infatti X*+1¢ Z,[X’]] e dunque
IG(E|Z,)|=[E:2,]=2.
Pertanto G(E|Z,) = C,, con generatore ¢ : E — E tale che ¢(a) =2a. Quindi
o(z) =a+2ba, Vx=a+ba € E.

Non esistono campi intermedi tra Z, ed E, in quanto C, non ha sottogruppi propri.
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29. [Prova d’esame del 10/07/00] Sia K il sottocampo di C generato dalle radici quadrate e dalle
radici terze di 3.

(4) Verificare che Q(i) C K e determinare il grado di tale estensione.

(i) Esprimere K come campo di spezzamento di un polinomio in Q(7)[X] e come campo di spezza-
mento di un polinomio in Q[X].

(#9) Indicare i campi intermedi tra Q(i) e K.

Soluzione. (i) Le radici quadrate e le radici terze di i sono rispettivamente gli zeri di X*—i e
X?— i€ C[X]. Unaradice quadrata di i & ad esempio
. e 2 .
a=cosy +ising = ‘/7_ (1+1),
mentre una radice terza di ¢ ¢ ad esempio
B=cosE +ising = 3(v3+1i).
Ricordato che le radici quadrate di 1 sono +£1 e le radici terze di 1 sono 1, (,, C:, allora

K =Q(a, —a, 8, B¢, BC)-
Poiché (¢ = —i [come subito si verifica], allora
K =Q(i, V2, V3).
Dunque Q(i) C K e [K :Q(i)] =4 [essendo X*—2 e X”—3 polinomi minimi di v/2, v/3 su Q(3)].
(4) Risulta:
K=3%,,,, con f=(X"=i)(X’—1i)eQ)X]
[ovvero con f = (X —2)(X”—3) € Q(i)[X]]. Analogamente:
K=% _, con g=(X"+1)(X"-2)(X*-3) € Q[X].

9.Q"7

(iii) L’estensione Q(i) C K ¢ finita, normale e separabile. Allora |G(K |Q(i)| = 4. Gli auto-
morfismi di G(K |Q(z) sono completamente individuati dall’azione su v/2 e /3. Inoltre /2 viene

trasformato in :i:\/§, mentre v/3 viene trasformato in ++v/3. Pertanto i tre automorfismi non banali
©1, g P, cercati sono rispettivamente identificabili con (+—), (—4), (——) [segni delle immagini

dei due radicali; ad esempio ¢,(v2) = +v/2, ¢,(v/3) = —v/3, ecc.].

Il gruppo G(K | Q(i) & quindi un gruppo di Klein ed i suoi tre sottogruppi propri sono in cor-
rispondenza biunivoca con i tre campi intermedi cercati. Si tratta di

<<)01>|7 = Q(l, \/5)7 <()02>b = Q(’L, \/§)7 <<)03>b = Q(’L, \/6)

30. [Prova d’esame del 28/09/06) E assegnato in Z,[X] il polinomio irriducibile f = X°+4 X 4 1.
Si consideri il campo Z,(«) := Z2[X]/(f).
(4) Verificare se I'estensione algebrica semplice Z, C Z,(«) € normale e separabile.

(i) Determinare il grado dell’estensione Z, C Z,(v/a) e calcolare il guppo di Galois dell’estensione,
indicandone gli automorfismi.

Soluzione. (i) Dividendo f per X + « si ottiene:
f=X+a)(X*+aX +(T+a%).
Verifichiamo se il polinomio g := X*+aX +(T+a”) € Z,(a)[X] & riducibile. Posto z := a+ba+ca’
[con a,b,c € Z,], risulta:
g(x) =0 <= (a+ba+ca’)’+ala+ba+ca’)+(1T+a”)=0 <
— (@+c+D)+al+at+ec)+a’(b’++b+1)=0.
Ad esempio, posto a =b =0, allora ¢ =1 e dunque o’ & uno zero di g. Dividendo g per X + o,
si ottiene g = (X +a”)(X + a+a”). Si conclude che

f=X+a)(X+a) (X +a+a).
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Quindi f ha tre zeri distinti, tutti in Z,(«). Pertanto Z,(a) & campo di spezzamento di f su Z,.
L’estensione Z, C Z,(«) & quindi normale e separabile, di grado 3.

(7i) Ovviamente Z,(a) C Z,(v/a). Ci chiediamo se viceversa y/a € Z,(a). Posto v/a = a+ba+ca’,
a=0

5 T Pertanto /a = a+a’ € Z,(a).
=Cc= 1.

quadrando si ottiene: a = a’+c’a+(b’+c)a’. Nesegue {

Dunque Z,(«a) = Z,(v/«).

Dal TFTG, |G(Z,(Va)|Z,)| = [Z,(Va): Z,) =[Z,(«): Z,] =3. Pertanto G(Z,(Va)|Z,) =C,
[gruppo ciclico di ordine 3]. Ogni Z,-automorfismo di Z,(y/«) stabilisce una permutazmne degli
zeri di f. I tre automorfismi cercati sono:

2 2
a— oa— o a— o+
2 2 2 2 2 2
1:{ a -« p:g o ot il o -
2 2 2 2 2
at+o —a+a, a+aoa —a, a+oa —a.
* ok Xk

31. [Prova d’esame del 10/07/06] Sono assegnatiin Z,[X] ipolinomi f = X"+X+1, g = X"+X+1.
(7) Verificare che f, g sono irriducibili su Z, e determinare il campo di spezzamento £ = ¥, z,
del polinomio fg su Z,.

(#) Determinare il gruppo di Galois G(E|Z,).

(ii1) Determinare i campi intermedi dell’estensione Z, C E.

Soluzione. (i) Risulta f(0), f(1) # 0 e, analogamente, ¢g(0), g(1) # 0. Dunque i due polinomi
sono irriducibili su Z,.
Sia Z,(a) := ZZ[X]/(f) ={0,1, a, a+T1; a” = a+1}. Nelcampo Z,(a), f haiduezeri a, a+1.
In Z,(a), g & irriducibile. Infatti:
9(0), g(1) #0; - -
g(a):as—i—a—&—l:(of—f—a)—i—a—f—lzcu 1=«
g(a +T) =(a+1)°’+(a+D)+1= .. =a+T1#0.
Sia K :=Z,( /( )= Z,(a)[B| B +B+T1 = 0] : Z,(a, B). Si tratta di un campo con 4° = 64
elementi. D1V1dendo g per X + (3 si ottiene

g=(X+B)h, con h=X"+pX+ 5 +1¢€ K[X].

#0;

Risulta:

W) =(B)+ 8+ +1=(F+H+B+D)+5+1=0
e quindi B” & un altro zero di g (in K). Il terzo zero di g si ottiene dividendo h per X + 5 e si
ottiene 3°+ . Pertanto

9= (X+B)(X + )X + 5 +p) € K[X].
Concludendo, E=X%, , = Z(a,a+1, 8,8, °+B)=2Z,(a, 3). Inoltre
[E:Z)=Z,(c, B):Z,(a)] =[Z)() : Z,) =3-2=06.
(i) L’estensione Z, C E & finita, normale e separabile. Dal TFTG(i) segue che |G(E|Z,)| = 6.
Sia ¢ € G(E|Z,). Poiché f(p(a)) =0 e g(p(B)) = 0, allora ¢(a) € {a, a + 1}, mentre
v(B) € {8, B°, B°+ B}. Si ponga:

a—a+1
S
Risulta, successivamente:
2 a— s a—a+l 4 a—a s a—a+1 6 a—

L R R A N A I N N G B )
Dunque o(p) =6 e quindi G(E|Z,) = (p) =C,.

(ii) E noto che C, = (¢) ha due soli sottogruppi propri:
(@), (")
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(di ordini rispettivamente 3, 2). I corrispondenti campi fissi sono
WQ k“JS
(@) =B =Z,a) e (¢") =E =Z,0).

Le due estensioni Z, C Z,(«), Z, C Z,(8) sono ovviamente normali.

32. [Prova di verifica del 28/05/07 Siano x, y rispettivamente zeri dei polinomi f = X*+1, g =
X*+ X*+2¢€ Z,[X]. Siconsideri I'estensione Z, C Z,(z, ).

(i) Dire se tale estensione ¢ normale e indicarne il grado.
(#) Calcolarne il gruppo di Galois.

(#i4) Verificare che Z,(zy) = Z,(x, y) e determinare il polinomio minimo di zy su Z,.

Soluzione. (i) I due polinomi f, g sono irriducibili in Z,[X] (in quanto non hanno zeri in Z,).
Sia K := Z3[X]/(g) =~ Z.ly|g(y) =0]. Si tratta di un campo di cardinalita 27. Il polinomio g si
fattorizza in K[X] nella forma:
g=X-2)(X*+ (T +y)X +y(T+y)).
Glizeridi h:= X"+ (I+y)X +y(1+y) sono dati da
2 (~T-yx/O+y) 3T +9)=2C+2y£/T+y)).

Per valutare se \/T—i——y) € K, basta verificare se l’equazione

(a+by+cy”) =T+y

ammette soluzioni a,b,c € Z,.

Si ottiene: (a + by + cy)* = (a” + 2¢” + 2be) + y(c” + 2ab) + y*(b” + ¢* + 2ac + be). 1l sistema
2

b+ +2ac+bc=0
Dunque (y+y°)’ =T+ y e pertanto /1+y) =1y +y".

o
I
=

¢ risolto ad esempio da a =0, b =

Allora h ha zeri
22+2y+y+y) =142 e 2@+2y—y—-¢)=(1+y)"

Ne segue che K =% _, = Z,(y).

Ora consideriamo il polinomio f = X*+ 1 e ci chiediamo se & riducibile in K[X]. Cio avviene
<= 3a,b,c € Z, taliche (a+by+cy”)’+1=0, ovvero se il sistema

a’+2¢" +2bc =2

¢’ +2ab=0

B+ +2ac+bc=0
ammette soluzioni in Z .

Ponendo successivamente ¢ =0, ¢ = 1, ¢ = 2, si verifica che nei tre casi il sistema, & incompatibile.
Ne segue che il polinomio f ¢ irriducibile in K[X] e pertanto K[X] /(f) ¢ un campo di cardinalita
27" = 729.

Risulta:

K[X]/(f) =Kz |2’ =212 Z,(z,y).

Poiché f ha zeri m, 2z, entrambi in Z,(x, y), si conclude che Z,(x,y) = Efgvza' Pertanto
Pestensione Z, C Z,(x, y) ¢ normale e si ha:
[Z3(x7 y) : ZS] = [Z3(JZ7 y) : K][K : ZS] = 6.
(i) Siccome l'estensione Z, C Z,(x, y) ¢ finita, separabile e normale, allora |G(Z,(x, y)|Z,)| = 6.
Ogni automorfismo ¢ € G(Z,(x, y)|Z,) ¢ individuato dalle due immagini
e(y) €y, T+2y°, T+9)} e p(z) € {z, 22}
Se poniamo
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{y—>T+§y2
2 —
T — 2x.

y— (T+y) gh{y—w
— P
T — 2x,

r—x,

allora ¢” : {

Essendo o(p) > 3, necessariamente o(p) =6 e quindi G(Z,(z, y)|Z,) = C,.

(#ii) Per provare che Z,(xz,y) = Z,(xy) & sufficiente verificare che x,y € Z,(zy). Utilizziamo le
identith 2°=2 e ¢y’ +¢y°=1.

Da y'+y* =1 segue y’(I1+y)=1. Allora T+y = % = %2 = (mi)z e quindi y = —T+§(z?1!)2 =
2T+ —L3). Percid y € Z,(zy).

(zy)?
) ) a/9 : . 2 xr 3 2 x 3 2 T 3 RN
Da 2 =2 segue: 22" = 2(22y°) = zy’ e quindi = = (yé’) = %(Jr%’y)z = T%f(;’;)g. Percio anche
x € Z(zy).

Da (i) segue che xy ammette polinomio minimo di grado 6 su Z,. Per ottenere tale polinomio
osserviamo che:

(@y)’=2y+vy’, () =y +y+2, () =2"
Cerchiamo (se esistono) a,b,c € Z, tali che (xy)°+ a(zy)’ + b(xy)’+c=0. Con semplici calcoli si
ottiene a =c =1, b=2. Pertanto

F:=X"+X"+2X°+1€ Z,[X]
ammette xy come zero. Ne segue che necessariamente F' ¢ irriducibile su Z,. Ovviamente infine
Z3[X]/(F) = ZS(:ZZy).
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