ESERCIZI SU
RETICOLI, ALGEBRE DI BOOLE

N.B.: il simbolo @ contrassegna gli esercizi (relativamente) pitt complessi.

1 — Siano L, Ly, Ly e L3 dei morfismi. Dimostrare che:

(a) Vapplicazione identita id; € un isomorfismo di reticoli (da L ad L);

(b) se Ly i> Lo € un isomorfismo, allora la funzione inversa Lo L L, ¢ asua
volta un isomorfismo;

(c) se L, i>L2 e Lo L>L3 sono isomorfismi, allora anche la composizione

Ly % L3 ¢ a sua volta un isomorfismo.

2 —Sia ¢: L — L un isomorfismo di reticoli. Dimostrare che:

(a) se esiste 0:= min(z) , allora esiste anche 0 := min(f) e si ha ¢>(6) =0;

(b) se esiste 1 := min(i) , allora esiste anche 1 := max(f) e si ha qS(T) =1;

(c) se L e L sono limitati, £ € L e £ := ¢>(~) € L, allora ¢ ha complemento in L se

esoltanto se ¢ ha complemento in L e prec1samente Xele complemento di ¢ (in L)
e soltanto se A = <;5( ) € L & complemento di £ := ¢(¢) (in L).

3 —Sia ¢ : L1 — Ly un isomorfismo di reticoli, e siano

Rid(L;) = {E eL; ‘E e \/friducibile} , Irr(L;) = {E eL; }E e V— 1rr1du(31b11e}
Vie{l, 2}
Inoltre, se esistono 0p := min(Ll) e 0y := min(Lg) siano Atm(L;) := {atoml di L; }

per i € {1,2}. Dimostrare che:
(a) ¢ induce (tramite restrizione) una biiezione da Rid(L;) a Rid(Ls) ;
(b) ¢ induce (tramite restrizione) una biiezione da Irr(L;1) a Irr(Ls) ;

(¢) ¢ induce (tramite restrizione) una biiezione da Atm(L;) a Atm(Ls) .

4 — Sia F un insieme ordinato limitato in cui la relazione d’ordine sia totale. Dimostrare

che:
(a) E & un reticolo distributivo (e limitato);

(b) E & un’algebra di Boole se e soltanto se |E| < 2.
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5 — Per ogni n € N | sia D,, I'usuale reticolo dei divisori di n. Dimostrare che D,, &
un’algebra di Boole se e soltanto se n si fattorizza in n = pips---ps con p1, P2, ..., Ps
primi a due a due distinti.

6 ?2 — Siano X un insieme non vuoto, L un reticolo, e LX il corrispondente insieme
di tutte le funzioni da X ad L, con la sua struttura naturale di reticolo.

(a) Si determinino tutti gli elementi V—irriducibili di L .

(b) Supponendo che esista 0 := min(L), si determinino tutti gli atomi di L .

7 — Consideriamo in N e in N la relazione § di divisibilita, per cui scriveremo

lodn < [ divide n , { §n <= [ non divide n

Inoltre, per ogni r € N , definiamo i sottoinsiemi di N seguenti:
Niﬁr = {neN; |‘v’ primo p, p"dn} | NO™ .= N‘f;’"u {0}
Dimostrare che:

(a) NT ¢ sottoreticolo del reticolo (N, ; §) dei numeri naturali positivi ordinati con
la relazione (d’ordine) ¢ di divisibilita;

(b) N%T ¢ sottoreticolo del reticolo (N o) ) dei numeri naturali ordinati con la relazione
(d’ordine) 6 di divisibilita;

(¢) N" & sottoreticolo del reticolo N .

8 — Per ogni r € N, definiamo i sottoinsiemi di N seguenti (notazione come sopra):
Nié = {n e Ny ‘V primo p, pdn :>pr5n} . NOT o= Ni;r U {0}
Dimostrare che:

a) N7° & sottoreticolo del reticolo (N ; 0 ) dei numeri naturali positivi ordinati con
+ +
la relazione (d’ordine) ¢ di divisibilita;
(b) N & sottoreticolo del reticolo (N ;0 ) dei numeri naturali ordinati con la relazione
(d’ordine) 6 di divisibilita;

(c) Nﬁé & sottoreticolo del reticolo N

9 @ — Si descrivano — quando esistano — tutti gli isomorfismi esistenti tra le seguenti
coppie di reticoli: (Di5,Da21), (Dis,Da0), (Das,Dss), (Dsi,Dss), (Diso,Dsss),
(Das N3), (D51 N2), (D5, N°), (N°,NG), (N2 N2 (NG% NG ), (NG, NG,
(NY7NZ) (NN,
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10 — Nei reticoli (limitati) Dgy e D72 si determinino esplicitamente tutti gli elementi

V—-irriducibili e tutti gli atomi.

11 — Spiegare quali tra i seguenti reticoli siano algebre di Boole: Doz, P({S, P Q, R}) ,
Dyg, Dag, Da1y, Dg X Dy, D1g X D5, Dso, D51y Dioa, Dios, Die, Da X Dy, Do X Dg,
DQXDQXDQXDQ.

12 — Per ciascuna delle due algebre di Boole D3y e D1g5 si descrivano esplicitamente
I'insieme degli atomi e 'isomorfismo (di algebre di Boole) fornito dal Teorema di Stone.




