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Programma del corso

Richiami di algebra: gruppi, anelli, campi.

Richiami di geometria euclidea: punti, rette e piani nellzispauclideo; apparte-
nenza, inclusione, incidenza, parallelismo, complanarittie, sghembe.

Vettori orientati (applicati in un punto) nello spazio euclideo,pieho, nella retta.
Operazioni sui vettori applicati (in uno stesso punto); basi e cotedpe vettori
applicati. Riferimenti affini nello spazio euclideo; coordamat

Equazioni vettoriali di rette e di piani. Vettore direttalieuna retta, vettori di
giacitura di un piano. Equazioni parametriche di rette eadhi pi

Definizione di spazio vettoriale su un campo; esempi v&witospazi vettoriali:
definizione, esempi, controesempi.

Combinazioni lineari. Il sottospazio generatoSpan - da un numero finito di
vettori dati in uno spazio vettoriale. Sistemi di ganet di uno spazio vettoriale.

Dipendenza e indipendenza lineare di vettori. Un insiem® filiivettori e linear-
mente dipendente se e soltanto se uno di essi puo” essere egpressorabinazione
lineare degli altri. Insiemi massimali di vettori limegente indipendenti.

Base (finita) di uno spazio vettoriale. Coordinate di utovetispetto ad una base.

Ogni base e un insieme massimale di vettori linearmedigendenti, e viceversa.

Teorema di esistenza (delle basBe uno spazio vettorial ha un sistema (finito)
di generatorA, allora esiste un sottoinsierBadi A che e” base di.

Teorema del completament&e uno spazio vettorial ha una base, ogni insieme
di vettori linearmente indipendente puo” essere completato duhsaal\.

Teorema di equicardinalita’ delle basSe uno spazio vettoriale ha una base (finita),
allora tutte le sue basi hanno lo stesso numero di elementi.

Dimensione di uno spazio vettoriale (caso finito). Bas®nica ik,

Matrici a coefficienti in un campo; righe e colonne. Opiera vettoriali tra matrici.
Matrici trasposte; proprieta’ elementari dell’operazioneadiosizione.

Sistemi di equazioni lineari. Formulazione matricialste$ni simultanei, equivalen-
ti. omogenei, compatibili. Sistemi e matrici speciali:;gdiaali, triangolari, quadrati/e.

Criterio di risolubilita™: Un sistema ammette soluzioni se e soltanto se la colonna dei
termini noti e combinazione lineare delle colonne dellaioetei coefficienti.

Criterio di unicita Un sistema compatibile ha una sola soluzione se e soltalgo se
colonne della matrice dei coefficienti sono linearmente indipgnde

Operazioni elementari su (le equazioni di) un sistema, osudlanatrice completa:
equivalenza dei sistemi ottenuti mediante operazioni elemenitaigoritmo di eli-
minazione di Gauss per sistemi lineari quadrati, 0 perichgtradrate: pivot



Risoluzione di un sistema lineare quadrato nel caso triangalargtizione di
esistenza di soluzioni (e loro numero), e algoritmo costruttivirpearle.
Matrici singolari e matrici non-singolari (definizione triégn pivot).

Teorema Un sistema quadrato ha una e una sola soluzione se ecsskansuoi
pivot (comunque ottenuti) sono tutti non nulli.

Teorema di struttura L'insieme delle soluzioni di un sistema e la somma di una
soluzione particolare con (l'insieme delle) soluzioni del siagtemogeneo associato.

Applicazioni lineari (o0 "omomorfismi") tra spazi vettdiiadefinizione, proprieta’
elementari. Trasformazioni lineari invertibili (="isomorfig’). Immaginelm(f) e
nucleoKer(f) di una trasformazione linearé Criteri di iniettivita® e suriettivita™ in
termini del nucleo e dellimmagine. Rango di una trasfarome lineare.

Teorema del rango (o "della dimensione™)
Sef daVaWe’ lineare, allorarg(f) + dim(Ker(f)) = dim(V).

Corollario: Sef daVaWe' lineare, edimV) = dim(W), allora
f e iniettiva f e iniettivac f e" biiettiva (=biunivoca)

La composizione di applicazioni lineari: definizione, lineariassociativita™ e distri-
butivita™. Invertibilita® di trasformazioni lineari. Condirie sulle dimensioni: sk
(lineare) trav eW e’ invertibile, alloray e W hanno la stessa dimensione.

Isomorfismo (vettoriale) tra applicazioni lineari e Nt rispetto a basi fissate.

Prodotto righe per colonne tra matrici, come operazione corrispiendida compo-
sizione di applicazioni lineari: associativita® e distribitiéivdi tale prodotto.

Invertibilita® di matrici quadrate, matrice inversa. |&@ne con linvertibilita™ e
I'inversa delle applicazioni lineari associate. Il grupptedeatrici invertibili.

Risoluzione di un sistema lineare quadrato non-singolaretérdiogo della matrice
inversa; esistenza e unicita’ della soluzione.

Risoluzione di un sistema lineare quadrato non-singolaret&ran@. nei due sensi.

Rango-colonne e rango-righe di una matrice: definizione, magipoe. Ugua-
glianza tra rango-colonne di una matrice e rango dell'applicalimeere associata.
L'uguaglianza tra rango-righe e rango-colonne di una mgséreza dimostrazione)

Teorema di Rouche'-CapelliUn sistema lineare ha soluzioni se e soltanto se i
ranghi-colonne della sua matrice dei coefficienti e dellamsattice completa sono
uguali. Tale soluzione - se esiste - e unica se e solsantiorango-colonne della
matrice dei coefficienti e uguale al numero di incognite.

Matrici a scala e loro pivot; sistemi lineari a scal

Lemma SeS e’ una matrice a scalaj#..., j sono gli indici di colonna dei suoi
pivot, allora le colonn&?,..., S" di Sformano una base tn(Ls). Inoltrerg(Ly) =,
e Im(le ={ xinK'|Xps1=...=x=0}.

Criterio di compatibilita™ di un sistema a scala. Dinemes dello spazio delle
soluzioni di un sistema a scala omogeneo. Riduzione a saatesditema.
Risoluzione (all'indietro) dei sistemi a scala; struttlgtho spazio delle soluzioni.



Teorema SeA e’ una matriceSe” una riduzione a scalaAj ejy,..., j, sono gli in-
dici di colonna dei pivot d§, allora le colonn&¥?,..., A" di A formano una base di
Im(La). In particolare, il rango dh e” uguale al numenodei pivot.

Sottospazi affini dK". Equazioni parametriche (=parametrizzazioni) ed equazioni
cartesiane di sottoinsiemi KI'. Il caso dei sottospazi vettoriali e dei sottospaznaffi

Condizioni equivalenti per l'invertibilita® di una matrice quaatrariteri sull'applica-
zione associata, criterio sul rango, criterio sulle colonne e sglhe, criteri sull'esi-
stenza e unicita’ di soluzioni per il sistema omogeneo assaxipér un qualunque
sistema associato, criterio sui pivot (in una qualsiasi rohéza forma triangolare).

Criterio di invertibilita™: una matrice quadrata e’ inJg@lé se e soltanto se e’ inver-
tibile a destra o e invertibile a sinistra. Calcolol'tersa di una matrice non-
singolare di ordin@, tramite soluzione di sistemi con e.G. nei due sensi.

La funzione determinante: proprieta’ fondamentali, esistenzatauniormula di
calcolo tramite riduzione a forma triangolare superiore. Formagigicite per il
determinante nei casi di ordine 1, 2, 3, nei casi diagar&lasi triangolari.

Sviluppi di Laplace (per riga o colonna) per il determinésd@za dimostrazione)

Una matrice quadrata e la sua trasposta hanno determigaaie.

Teorema di Binet La funzione determinante e moltiplicativa.

Corollario: una matrice quadrata e invertibile se e soltanto se lenuatnte
diverso da zero.

Teorema di Cramerformula esplicita della soluzione di un sistema quadrato con
matrice invertibile.

Teorema degli Orlati per il calcolo del rango di unaricet

Autovettori, autovalori, autospazi e spettro di un endomorfismdipendenza line-
are di autovettori relativi ad autovalori distinti. La dimens e’ un maggiorante per
il numero totale di autovalori. Molteplicita™ geometrica diautovalore.

Endomorfismi diagonalizzabili. Criterio di diagonalizzahilitn termini di autospa-
zi (la loro somma e’ tutto lo spazio) e di molteplicita™ geoicted (la loro somma
uguaglia la dimensione dello spazio).

Il polinomio caratteristico di una matrice quadrata. |lrmpminio caratteristico di un
endomorfismo, definito come polinomio caratteristico della matteelo esprime ri-
spetto ad una qualsiasi bgsenza dimostrare l'indipendenza dalla scelta della base)

Calcolo dello spettro di un endomorfisfhocome insieme delle radici del polinomio
caratteristico di una qualungue matrice che espiim&alcolo degli autospazi di un
endomorfismal, come insiemi delle soluzioni di opportuni sistemi lineari omogene



