ESERCIZI DI ALGEBRA 2
10-10-2005

N.B.: il simbolo @ contrassegna gli esercizi piti complessi.

1 — Anelli (esempi)

1.1 — Siano Ay, ..., A, degli anelli. Nell’insieme prodotto cartesiano A; x --- A, ,

si considerino le operazioni

(a1, ... an)+ (a1, ..., ap) == (a1 +aq, ... 6, +ap)

(a1, ... an) (a1, ... apn) == (a1 a1, ..., 4n - Qp)

per ogni (ai,...,an),(aq,...,a) € Ay X A, . Si dimostri che (A1 X A+, ) ¢ un
anello. Si dimostri inoltre che tale anello e unitario — precisando quale sia la sua unita —
se gli anelli Ay, ..., A, sono a loro volta unitari.

1.2 — Sia X un insieme, e sia P(X) il suo insieme delle parti. Indicando con 4
I'operazione di differenza simmetrica tra elementi di P(X), cioe

YAZ = (YUZ)\ (Y NZ) v Y, ZeP(X)

si dimostri che (P(X )5 A, ﬂ) ¢ un anello commutativo e unitario, precisando quale ne
sia I'unita. Si dimostri inoltre che, se ‘X ‘ > 1, esistono in tale anello dei divisori di zero.

1.3 — Sia A un anello unitario, e sia U(A) il sottoinsieme degli elementi invertibili di
A, cioe

U(A) = {aeA‘ﬂaeA:aazlzaa}

Dimostrare che U(A) & un gruppo, rispetto all’operazione ottenuta per restrizione ad
U(A) della moltiplicazione dell’anello A .
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1.4 — Sia A un anello, e x un simbolo formale. Si definiscano

Alz] = { Saprt | neN, aq, €A Vk} (polinomi)
k=0
A[a:,:z:_l] = { Yo apz®|mmneN, aq, €AV k} (polinomi di Laurent)
k=—m
“+oo
Allz]] = { apx® |ap € AV k} (serie [formali])
k=0

A((x)) = { %O ap

k=—m

meN, a, € AVEk } (serie di Laurent)

In ciascuno di tali insiemi, si definiscano le operazioni

(;aiﬂ) + (; ajxj> = > (ak + ay) 2"

k
(Zaixi) A i) = 2 aiq; |2
i j k \i+j=k
dove si deve intendere a; := 0 oppure «; := 0 se l'indice ¢ oppure j non compare

esplicitamente tra quelli dell’elemento (polinomio, o serie, ecc.) in esame.

Si dimostri che:

(a) Alz], Alz,z7'], A[[z]] e A((z)) sono anelli rispetto alle suddette operazioni.

(b) Gli anelli in (1) sono commutativi se e soltanto se 'anello dei coefficienti A &
commutativo.

(c) Se l'anello dei coefficienti A ¢ unitario, allora gli anelli in (1) sono unitari (e si
specifichi quale ne ¢ I’elemento unita).

(d) Gli anelli in (1) sono privi di divisori di zero se e soltanto se 1’anello dei coefficienti
A e privo di divisori di zero.

(e) Valgono le seguenti relazioni (dove “ <" significa “¢ sottoanello di”):

A< AR < Alra] SA@) A< Al < Al < A(@))

(f) @ Supponendo che A sia unitario, e denotando con U(R) il sottoinsieme degli
elementi invertibili di R — per ogni anello unitario R — si dimostri che

U(Alz]) = UA) ,  U(Az,27Y]) = {aa:z

aGU(A),zGZ} ,

U(afel) = { £ ast < All]

k=0

ap € U(A)}
v(A@) = { £ ot e alo)

k=—m

A € U(A)}
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1.5 — Sia A un anello, e S un insieme. Nell'insieme A° di tutte le applicazioni da S
ad A, si definiscano operazioni + e - come segue:

(f+9)(s) = f(s)+a(s), (f-9)(s) = f(s)-g(s) (Vs€S) V¥V fgeA®.

Si dimostri che:

(a) A® & un anello rispetto alle due operazioni suddette.

(b) Se A & unitario, allora A & unitario, precisando quale sia la sua unita.

(c) Se |S| > 1, allora esistono in A% dei divisori di zero (in altre parole, A% non & un
dominio di integrita, se non nel caso che ‘S ‘ =1).

1.6 — Sia I'" un gruppo abeliano. Nellinsieme Endg(I") di tutti gli endomorfismi (di
gruppo) di ", si definiscano operazioni + e o come segue:

(P+9)(7) == e +v(r), (o)) = () (Yyel') Y ¢4 € Endg(T).
Dimostrare che (Endg(I'); +, o) & un anello unitario.
1.7 — Dato un anello A ed un gruppo G, si definisca I'insieme
AlG] = {deGagg‘ag €A, VgGG}
e in esso le operazioni + e - date da

(ZhEG ah h) + (ZkeG Ok k) =D geq (agtag)g
(ZheG ah h) : (ZkeG Ok k’) =

geq (Zh,kEG:h k=g Qh O‘k) 9

Si dimostri che:

(a) A[G] ¢ un anello rispetto alle due operazioni suddette.
(b) Se A & unitario, allora A[G] & unitario, precisando quale sia la sua unita.

1.8 — Sia S un insieme di numeri primi. Definiamo

Zg = {%EQ

i fattori primi di n sono tutti elementi di § }

Si dimostri che:

(a) Zs ¢ un sottoanello di Q.
(b) @ Ogni sottoanello di Q ¢ del tipo Zg, per un certo insieme di numeri primi S.
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1.9 — Gli interi di Gauss — Dimostrare che il sottoinsieme Z[i] di C definito da
Zji] = {zGC‘Ha,bEZ:z:a+ib}
¢ un sottoanello di C (detto anello degli interi di Gauss).

1.10 — Sia A un sottoanello dell’anello Z[i] degli interi di Gauss (definito nel prece-
dente esercizio 1.9), tale che 1 € A. Dimostrare che si ha necessariamente una delle due
possibilita seguenti:

(1) A=17, (2) JkeN, taleche A := {a+z’kb’a,beZ} .

1.11 — Siano A un anello commutativo. Nell’insieme prodotto cartesiano F4 := Ax A,
si considerino le operazioni & e ® definite da

(a,b) ® (¢,d) = (a+c,b+d), (a,b)®(c,d) := (ac+bd,bc+ad)

per ogni (a,b), (¢,d) € E4 . Si dimostri che:

(a) (Ea; @, ®) ¢ un anello.

(b) Se |A| > 1, I'anello E4 contiene divisori di zero.

(¢) Se A & un dominio di integrita, i divisori di zero di E4 sono tutti e soli della forma
(a,a) oppure (a,—a), per ogni a € A.

1.12 — Immergibilita di ogni anello in un anello unitario— Sia A un anello. Nell’insieme
A1 :=7 x A, sidefiniscano le operazioni ® e ® definite da

(nya)® (v,a) = (n+v,a+a) , (n,a)® (r,a) == (nv,na+va+a«x)

per ogni (n,a), (v,a) € Ay . Si dimostri che:

(a) (A1; @, ®) & un anello unitario (precisando quale sia la sua unita).

(b) Esiste un morfismo iniettivo di anelli da A ad A; .

(¢) Se A ¢ unitario, il morfismo di cui al punto (b) qui sopra non invia l'unita di A
nell’unita di A; .

1.13 — Sia A un anello commutativo, e sia {AU}U ey, Una famiglia di sottoanelli di A .

Si dimostri che l'intersezione () A, € un sottoanello di A.
oeY
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2 — Sottoanelli, ideali

2.1 — Sia A un anello, n € Ny, e sia Mat(n,A) Uinsieme delle matrici quadrate di
ordine n a coefficienti in A, con la struttura di anello rispetto alla somma coefficiente per
coefficiente e al prodotto righe per colonne. Siano Bi(n,A) e B_(n,A) i sottoinsiemi

delle matrici triangolari superiori e delle matrici triangolari inferiori rispettivamente, cioe

Bi(n,A) = {(ai,j)i7j:1 7777 n: € Mat(n,A) ‘a =0 ‘v’2>j}

)

B_(n,A) ::{(a”)jl EMatnA‘a”—OVz<j}
Dimostrare che By (n, A) e B_(n, A) sono sottoanelli di Mat(n,A).

2.2 — Sia A un anello, n € Ny, e sia Mat(n,A) l'insieme delle matrici quadrate di
ordine n a coefficienti in A, con la struttura di anello rispetto alla somma coefficiente per
coefficiente e al prodotto righe per colonne. Per ogni 0 < k < n — 1, si definiscano i
sottoinsiemi

T®) (n, A) = {(a”) i1 € Mat(n, A) ’azj_o, Vj—i<k}

’

TEk)(n,A) = {(aivj)z’jzl...n € Mat(n, A) ’a =0, Vz—j<k}

Dimostrare che, per ogni k, valgono le seguenti proprieta:

(a) T(k:)(n7 A)e TEk)(n,A) sono sottoanelli di Mat(n,A).
LA)=B.(n,A) e T”(n,A) = B_(n, A).

() T (n
(c) T(k)(n, A) ¢ ideale bilatero di Tj_h)(n, A), perogni 0<h<k<n-1.
(d) T(k)(n, A) ¢ ideale bilatero di Tih)(n, A), perogni 0<h<k<n-1.

2.3 — Sia RY l’insieme delle successioni a valori reali, con la struttura di anello (com-

mutativo unitario) data nell’esercizio 1.5. Si definiscano i sottoinsiemi

Div (RY) := { {an} ey | 3 nh_{go{an}neN € {+o0, —oo}} (successioni divergenti)
Boun (RY) := { {antpen | IM €R: Ja,| <M Vne N} (successioni limitate)
Conv (RY) = { {an} ey | 3 nllrgo{an}neN € R} (successioni convergenti)

Convo(RN) { {an} ey | 3 hm {an}neN } (successioni infinitesime)

Dimostrare che:

(a) Div(RY) non & sottoanello di RY .
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(b) Boun (RY) & sottoanello di R, ma non ne & ideale.

(c) Conv (RY) & sottoanello di Boun (RY), ma non ne ¢ ideale.

(d) Convo(RY) & sottoanello di Conv (RY), di Boun (RY) e di RY.
(e) Convo(RN) e ideale di Conv (RN) e di Boun (RN) , ma non di RY.

2.4 — Siano A un anello, S un insieme, e A° D'insieme di tutte le applicazioni da S ad

A, con la struttura di anello data nell’esercizio 1.5. Per ogni f € A%, si definisca

Supp(f) == {s€S|f(s)#0} .
Dimostrare che:
(a) 11 sottoinsieme Aﬁn = { fe A ‘ Supp(f) e ﬁnito} ¢ un ideale bilatero di A% .

(b) Per ogni ¥ C S, il sottoinsieme AFE) = {f € As‘f(a) =0, Vo € E} ¢ un
ideale bilatero di A%

2.5 — Sia (a,b) un intervallo non vuoto, chiuso e limitato, della retta reale.

Sia C°((a,b); R) l'insieme di tutte le funzioni continue da (a,b) ad R. Per ogni k € N
sia. C*((a,b); R) I'insieme di tutte le funzioni da (a,b) ad R che siano differenziabili fino
allordine k (incluso). Infine, sia C*((a,b);R) := () C*((a,b); R) Dinsieme di tutte le

k=0
funzioni da (a,b) ad R che siano differenziabili fino a qualsiasi ordine.

Nell’insieme R(®?) di tutte le applicazioni da (a,b) ad R, si consideri con la struttura
di anello data nell’esercizio 1.5. Dimostrare che:

(a) C°((a,b);R), C*((a,b);R) — VkeNL —e C®((a,b);R) sono tutti sottoanelli
di (a,b)¥, ma non ne sono ideali.

(b) Per ogni k € Ny, il sottoanello C*((a,b); R) non ¢ ideale di C*((a,b);R).

(¢) Per ogni k € N, il sottoanello C’k((a, b); R) non ¢ ideale di C*~! ((a, b); R) )

2.6 — Sia A un anello commutativo. Definiamo
N(A) = {aeA’EInEN:a”:O}
e chiamiamo nilpotenti gli elementi di 91(A). Dimostrare che:

(a) M(A) € un ideale di A.
(b) @ Per ogni a € M(A), l'elemento (1 —a) ¢ invertibile in A. In altre parole, si ha

{1-a|laeNA)} CUM4) .

2.7 — Con la notazione del precedente esercizio 2.6, si calcolino ‘ﬁ(Zlg) , ‘ﬁ(Zgo) ,
m(Z17) e 91(284) .
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2.8 — Dimostrare che in Z[z] si ha (z) N (x) = (zz), per ogni z € Z.

2.9 — Sia A un anello, R un sottoanello di A, e I un ideale (risp. sinistro, destro,
bilatero) di A. Dimostrare che I N R & un ideale (risp. sinistro, destro, bilatero) di R.

2.10 — Nel seguito, si leggano i simboli <, <,, <;, < rispettivamente come “e
sottoanello di”, “e ideale sinistro di”, “e ideale destro di”, “¢ ideale (bilatero) di”.

Sia A un anello. DatiI,JQA,sia[—l—J:={z’~|—j|i€I,j€J}.Dimostra,reche:
(o) I1<,A4,J4,A = (I+J)<A.

b)) I1<4A, J9A = ([I+J)<A.

(c) I9A JIA = (I+J)dA.

(d) I<A, J<A = (I+J)<A.

(e) I4A, J<A = (I+J)<A.

(f) @ Ingenerale, [<A, J<A #= (I+J)<A (trovare un controesempio).

2.11 — Sia A un anello. Per ogni famiglia {IC’}U cx, di sottoinsiemi di A, si definisca
k

S, = {aeA‘erN,al,...,akeE,ial €Ly, io, €1, a= Zias}
s=1

Dimostrare che:

() I, 4 AVoey = NI, <A, NI, <, A

ogEX ogEX

ﬂu I, <4g AVoeYy — r]]& < A,, E:Ig <4 A
ogEX ogEX

(a) Ipb < AVoeYy = NI, <A, YI,<A
oEX oEX

2.12 — Sia A un anello commutativo. Dati I, J< A, sia
(I:J) :={acAl|ajel, VjeJ} .

Dimostrare che:

(o) (I:J) <A

(b) I1C(I:)

(c) (I:J)JCINJ
(c) (I:I+J)=(I:J)
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2.13 — Sia A un anello. Per ogni a € A, dimostrare che:

(a) (a), == Aa {aa|acAd} g, A
(b) (a); = aAE{aa}ozeA} 5 A
(¢c) Anng(a) == {a€A|aa=0} <, A
(d) Anng(a) = {a€A|laa=0} d4 A
N.B.: se A é commutativo, si scrive (a) := (a), = (a); —

2.14 — Con la notazione del precedente esercizio 2.12, si calcolino

() (3 ) (1) (2 D)

nell’anello Mat(n,Q). Si verifichi inoltre che tali sottoinsiemi non sono ideali bilateri
dell’anello Mat(n,Q).

2.15 — Sia A un anello. Dimostrare che:

(a) Se L <y A, allora Anng(L) = {a€A|al=0, VleL}
(b) Se L <4 A, allora Anng(L) := {a € A|la=0, VI{cL}

IA 1A
N



