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N.B.: compilare il compito in modo sintetico ma esauriente, spiegando

chiaramente quanto si fa, e scrivendo in corsivo con grafia leggibile.
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[1] — Nell’anello Z[x, y] dei polinomi in due variabili a coefficienti interi, consideriamo
i due polinomi
h(z,y) == v*— 32y + 62y + 52z — 3y — 5, lz,y) =3y —ax —y+5 .

(a) Dimostrare che 'anello quoziente Z[x,y] / (h(z,y)) ¢ un dominio.

(b) Dimostrare che 'anello quoziente Z[x,y] / (¢(z,y)) &un dominio a fattorizzazione
unica.

(¢) Dimostrare che I'anello quoziente Z|x,y] / (¢(z,y)) non & un dominio a ideali
principali.

(d) Dimostrare che I'anello quoziente Q|x, y] / (¢(z,y)) ¢ un dominio euclideo.

[2] — Sia Zsg, 'anello degli interi modulo 26, e sia U(Zqg) il gruppo (moltiplicativo)
dei suoi elementi invertibili.

(a) Calcolare esplicitamente tutti i sottogruppi di Sylow di U(Zs) -

(b) Determinare la (unica) decomposizione di U(Zss) come prodotto diretto di gruppi
ciclici U(Zag) = Cy x -+- x Cy di ordini d; := |Cy| (i = 1,...,k) tali che diﬂjdi per
ogni 1 =1,...,k—1.

[3] — Sia G un gruppo, e sia H un sottogruppo di G con indice finito n, cioe tale
che (G: H)=mn € N, . Dimostrare che esiste un sottogruppo normale N di G tale che

N<H e (G:N) ‘ ! — ciod Vindice di N in @ divide n!.



[4] — Sia G un gruppo di ordine 231. Dimostrare che:
(a) esiste in G un sottogruppo ciclico di ordine 33;
(b) esiste in G un sottogruppo ciclico di ordine 77 che & normale;
(c) il centro Z(G) di G ¢ non banale.

[5] — Sia Q(a , B) il campo estensione di Q generato da due elementi o e [ con
polinomi minimi su Q dati da p,(z) = 2% —5 e pg(z) = 2> + 3.

(a) Determinare una base di Q(a,ﬁ) su Q.
(b) Determinare un elemento primitivo dell’estensione Q(& B ) di Q.

(¢) Determinare se l'estensione Q(a , ﬁ) di @Q sia normale oppure no.




