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[1] — Sia G un gruppo di ordine 175 .

(a) Dimostrare che G è abeliano.

(b) Tenendo conto che il gruppo G è abeliano, determinare quale
possa essere la sua struttura ciclica secondo il 10 Teorema di Classificazione
e il 20 Teorema di Classificazione dei gruppi abeliani finiti.

[2] — Sia F5 il campo con 5 elementi, e sia F5(α) un campo estensione
di F5 generato da un elemento α tale che α4 + 4α− 1 = 0 in F5(α) .

(a) Dimostrare che il grado dell’estensione di campi F5(α)
/
F5 è 4 .

(b) Descrivere esplicitamente un elemento non banale del gruppo di
Galois Gal

(
F5(α)

/
F5

)
, precisandone l’effetto sugli elementi di F5 e sul

generatore α dell’estensione F5(α)
/
F5 .

(c) Determinare il numero totale di campi F intermedi dell’estensione
F5(α)

/
F5 , cioè tali che F5 ⊆ F ⊆ F5(α) .

[3] — Si consideri l’anello A ∈ {Z ,Z5} e il polinomio

f(x) := x5 − 14x4 − 15x3 + 30x2 + 24x− 6 ∈ A[x]

(a) Fattorizzare f(x) in polinomi irriducibili in A[x] , per ogni scelta di
A ∈ {Z ,Z5} .

(b) Determinare se esistano in A radici multiple di f(x) .

(continua...) =⇒

1



[4] — Descrivere, a meno di isomorfismi, tutti i gruppi G di ordine 28 .

[5] — Sia G un gruppo. Per ogni G–spazio S, si dice G–sottospazio di
S ogni sottoinsieme T in S tale che g.t ∈ T per ogni t ∈ T e ogni g ∈ G .

Per un anello unitario
(
A ; + , ·

)
, si dice che un’azione G×A −−→ A

di G su A è per automorfismi se ogni applicazione

σg : A −→ A , a 7→ σg(a) := g.a
(
∀ a ∈ A

)
— per ogni g ∈ G — è un automorfismo dell’anello A . Inoltre, sia

U(A) :=
{
α ∈ A

∣∣ ∃ α−1 ∈ A
}

il gruppo (moltiplicativo) degli elementi invertibili di A , e sia

N(A) :=
{
a ∈ A

∣∣ ∃ n ∈ A : an = 0
}

l’insieme degli elementi nilpotenti di A .
Dimostrare che:

(a) se G×A −−−−→ A è un’azione per automorfismi del gruppo G

(qualsiasi) sull’anello A , allora U(A) e N(A) sono G–sottospazi di A ;

(b) la funzione U(A)×A −−−→ A ,
(
γ , a

)
7→ γ.a := γ a γ−1 , defi-

nisce un’azione su per automorfismi del gruppo U(A) sull’anello A , detta
azione per coniugazione;

(c) ogni ideale (bilatero) di A è un U(A)–sottospazio di A rispetto
all’azione per coniugazione di U(A) su A introdotta in (b).
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