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[1] — Si consideri il gruppo GL2

(
Z5

)
delle matrici quadrate di ordine

2 invertibili a coefficienti in Z5 , dotato del consueto prodotto righe per
colonne, e in esso il sottogruppo

G :=

{(
a 0
c 1

)
∈ GL2

(
Z5

) ∣∣∣∣ a ∈ Z5 \ {0} , c ∈ Z5

}
(a) Calcolare la cardinalità

∣∣G∣∣ del gruppo G .

(b) Determinare il numero ν5 dei 5–sottogruppi di Sylow di G .

(c) Determinare esplicitamente un 5–sottogruppo di Sylow di G .

(d) Determinare il numero ν2 dei 2–sottogruppi di Sylow di G .

(e) Determinare esplicitamente un 2–sottogruppo di Sylow di G .

[2] — Si consideri l’anello Z
[√

−6
]
, sottoanello di C .

(a) Determinare tutte le unità dell’anello Z
[√

−6
]

(b) Dimostrare che in ciascuna delle due fattorizzazioni 25 = 5 · 5
e 25 =

(
1 + 2

√
−6

)
·
(
1 − 2

√
−6

)
di 25 nell’anello Z

[√
−6

]
, tutti i

fattori sono irriducibili.

(c) Dimostrare che le due fattorizzazioni considerate al punto (b) sono
non equivalenti, nel senso che non si possono ottenere i fattori nell’una dai
fattori nell’altra moltiplicandoli per una unità dell’anello Z

[√
−6

]
.
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[3] — Sia A un dominio a ideali principali, e sia a ∈ A \ {0} .
Dimostrare che l’anello quoziente A

/
(a) ha soltanto un numero finito

di ideali.

[4] — Si consideri l’estensione di Q data da F := Q
(√

2 ,
√
−6

)
.

(a) Determinare il grado dell’estensione Q ⊆ F .

(b) Determinare una base di F come spazio vettoriale su Q .

(c) Determinare un elemento α ∈ F tale che F = Q(α) .

(d) Determinare esplicitamente un elemento δ ∈ F tale che δ2 + 3 = 0 .
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