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N.B.: compilare il compito in modo sintetico ma esauriente, spiegando

chiaramente quanto si fa, e scrivendo in corsivo con grafia leggibile.

· · · · · · · · · ∗ · · · · · · · · ·

[1] — Siano e ∈ N+ e p un numero primo.
Determinare, a meno di isomorfismi, tutti i gruppi abeliani Γ di ordine pe che abbiano

la seguente proprietà:

(F) — per ogni coppia di sottogruppi H,K ≤ Γ , se
∣∣H∣∣ =

∣∣K∣∣ allora H ∼= K .

In altre parole, due qualsiansi sottogruppi di Γ che abbiano la stessa cardinalità sono
necessariamente isomorfi.

[2] — Sia A un anello commutativo e unitario, e sia A[x] l’anello dei polinomi in x
a coefficienti in A . Dato un ideale I in A , sia

I[x] :=
{
p(x) =

∑n
k=0ak x

k ∈ A[x]
∣∣ ak ∈ I, ∀ k = 0, 1, . . . , n

}
l’insieme dei i polinomi in A[x] i cui coeffcienti appartengano tutti a I .

(a) Dimostrare che I[x] E A[x] , cioè I[x] è un ideale di A[x] .

(b) Dimostrare che I[x] è esattamente l’ideale di A[x] generato da I (identificato al
sottoinsieme di A[x] dei polinomi costanti per una qualsiasi costante appartenente a I ).

(c) Dimostrare che se I è primo (come ideale) in A , allora I[x] è primo (come ideale)
in A[x] .

(d) Dimostrare che se I è massimale (come ideale) in A , allora I[x] non è necessari-
amente massimale (come ideale) in A[x] , fornendo un esempio esplicito di un anello A e
un ideale massimale I in A per cui l’ideale I[x] in A[x] non sia massimale.
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[3] — Sia R := Z
[√
−3

]
l’insieme

R := Z
[√
−3

]
=
{
a+ b

√
−3

∣∣ a, b ∈ Z
}

dotato delle operazioni(
a′ + b′

√
−3

)
+
(
a′′ + b′′

√
−3

)
:=

(
a′ + a′′

)
+
(
b′ + b′′

)√
−3(

a′ + b′
√
−3

)
·
(
a′′ + b′′

√
−3

)
:=

(
a′ a′′ − 3 b′ b′′

)
+
(
a′ b′′ + b′ a′′

)√
−3

rispetto alle quali è un anello commutativo e unitario.

(a) Dimostrare che l’anello R è un dominio.

(b) Dimostrare che l’anello R è un dominio a fattorizzazione (o “dominio atomico”).

(c) Determinare se l’anello R sia un dominio a fattorizzazione unica: in caso affer-
mativo, si dimostri il perché; in caso negativo, si determini esplicitamente un elemento
(non nullo e non invertibile) in R che sia irriducibile e non primo.

[4] — Sia K := Q
(

3
√

7 ,
√

3 , i
)

il sottocampo di C generato su Q da 3
√

7 ,
√

3 e

i :=
√
−1 .

(a) Calcolare il grado
[
K : Q

]
dell’estensione K

/
Q .

(b) Dimostrare che K è il campo di spezzamento su Q di h(x) :=
(
x3 − 7

)(
x2 − 3

)
come anche di k(x) :=

(
x3 − 7

)(
x2 + 1

)
.

(c) Dimostrare che il gruppo di Galois dell’estensione K
/
Q non è abeliano.

[5] — Sia G un gruppo di ordine 441 .

(a) Dimostrare che G si scompone come prodotto semidiretto (eventualmente diretto)
di due suoi sottogruppi entrambi non banali.

(b) Dimostrare che G è risolubile.
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