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1 — Siano Ly e Ly due reticoli.

(a) Considerando in L; X L la relazione di ordine prodotto — rispetto agli ordini
in Ly ein Ly — dimostrare che L x Ly € a sua volta un reticolo.

(b) Considerando in L; X Ly le operazioni V e A ottenute dalle analoghe operazioni
in L e in Ly operando componente per componente, dimostrare che L; X Ly € a sua volta
un reticolo.

(c) Dimostrare che la relazione d’ordine considerata in (a) e le operazioni considerate
in (b) nel reticolo Ly x Ly si corrispondono secondo il teorema generale di corrispondenza
che collega la relazione d’ordine e le operazioni in un qualsiasi reticolo.

2 — Sia L un reticolo (non vuoto), sia X un insieme non vuoto, e sia L* I'insieme di
tutte le funzioni da X a L, con la sua struttura standard di reticolo. Dimostrare che:

(a) se L & distributivo, allora anche L & a sua volta distributivo;
(b) se L & limitato, allora anche L & a sua volta limitato.

(c) se L ¢ (limitato e) complementato, allora anche LX & a sua volta (limitato e)
complementato.

3 — Si considerino i due insiemi [0,5] :={0,1,2,3,4,5} e [0,4]y:={0,1,2,3,4},
ciascuno dotato della relazione d’ordine indotta da quella (standard) in N.

(a) Descrivere esplicitamente — disegnando il relativo diagramma di Hasse — 'insieme
ordinato prodotto [0,5]y x [0,4 ] .

(b) Generalizzare I’analisi al punto precedente considerando I'insieme ordinato prodotto
[0,19] % [0,n9]y X -+ X [0,n]y in cui ny,n9,...,n, € N e per ogni n € N poniamo
[0,n]y :={0,1,2,...,n—1,n} con la relazione d’ordine indotta da quella in N.

4 —Sia (F; <) uninsieme ordinato in cui la relazione d’ordine sia totale. Dimostrare
allora che:

(a) (E; <) & un reticolo;
(b) il reticolo ( E; =) e distributivo;
(¢) supponendo che sia limitato, il reticolo ( F; <) € complementato <= |E|<2.



5 —Siano Ly, Ls, ..., L; duereticoli, e consideriamo in L X Ly la struttura standard
di reticolo prodotto.

(a) Determinare tutti gli elementi VV-riducibili del reticolo L; x Lo .
(b) Determinare tutti gli elementi V—irriducibili del reticolo Ly x Ly .

(¢) Nel caso in cui i reticoli L; e L siano limitati inferiormente (cioe tali che esista
0; := min(L;) per ogni i € {1,2,...,k}), dimostrare che il reticolo prodotto L; X Ly &
a sua volta limitato inferiormente, descrivendone esplicitamente il minimo.

(d) Nel caso in cui i reticoli L; e Lo siano limitati inferiormente, determinare tutti
gli atomi del reticolo prodotto L; X Lo .

(e) Rispondere agli stessi quesiti nel caso di k reticoli Ly, Lo, ... , Ly perogni k > 2.

6 — Nei reticoli (limitati) Dgg e D7y si determinino esplicitamente:
(a) tutti gli elementi V—-irriducibili;
(b)  tutti gli atomi;

(¢c) tutti gli elementi che abbiano un complemento, precisando quale sia tale
complemento (eventualmente non unico).

7 — Sia Dsg l'insieme dei numeri naturali divisori di 56, dotato della relazione d’ordine
di divisibilita, e sia P({x Y, z}) I'insieme delle parti dell’insieme {z,y, 2}, dotato della
relazione d’ordine di inclusione; in particolare, entrambi sono insiemi ordinati.

(a) Dsg ¢ totalmente ordinato? P({x,y,z}) ¢ totalmente ordinato?

(b) Dsg € limitato? P({x,y,z}) ¢ limitato? In entrambi i casi, se la risposta e
negativa si spieghi il perché, se ¢ affermativa si precisi chi siano i limiti (cioé max e min).

(¢) Dsg € un reticolo? P({m,y , z}) ¢ un reticolo? Se sono entrambi reticoli, sono
isomorfi I'uno all’altro?

(d) Quali sono — se esistono — gli atomi di Dsg e gli atomi di P({z,y,z})?

8 — Dato l'insieme {© & &, O}, si consideri il corrispondente insieme delle parti
P({Q? Y ¥ <>}) , dotato della relazione (d’ordine) di inclusione; per semplificare la no-
tazione indicheremo un sottoinsieme {xy, s, ..., x,} con xyxy ... 2, = {x1, 29, ..., Ty} .

Si consideri poi in P({Q? , ,Jo,<>}) il sottoinsieme
Him {0,0.8,0.08,%0,06080)

dotato a sua volta della relazione (d’ordine) di inclusione.

(a) Verificare che I'insieme ordinato (]HI; g) ¢ un reticolo, scrivendo esplicitamente
tutti i valori sup(z,y) e inf(z,y) per ogni z,y € H.

(b) Determinare tutti gli atomi e tutti gli elementi V-irriducibili del reticolo H.

(c¢) Esiste una V-fattorizzazione non ridondante in fattori V—irriducibili per I’elemento
Q& &< nel reticolo H? In caso affermativo, si determini esplicitamente una tale V—
fattorizzazione; in caso negativo, si spieghi perché essa non esista.



(d) Esiste una V—fattorizzazione non ridondante in atomi per I'elemento O & & { nel
reticolo H? In caso affermativo, si determini esplicitamente una tale V—fattorizzazione;
in caso negativo, si spieghi perché essa non esista.

(e) Stabilire se il reticolo (]HI; Q) sia complementato oppure no.

9 — Si considerino gli insiemi F := {2,4,5,6,10,60,180} e E*:= E\ {5}. Si
consideri in E la relazione (d’ordine) di divisibilita, indicata con §, e in E* la relazione
indotta, indicata ancora con d, cosi che (E ; 5) e (E* ;5) sono insiemi ordinati.

Per entrambi i casi X := E e X := E*, si risponda alle seguenti domande:

(a) Disegnare il diagramma di Hasse dell’insieme ordinato (X ;0 ) .

(b) (X;0) ¢ totalmente ordinato? Perché?

(¢) (X;0) & un reticolo? Perché? In caso affermativo, il reticolo in esame & dis-
tributivo? E un reticolo complementato?

(d) Quali sono — se esistono — gli elementi massimali in (X ; 5) ?

(¢) Quali sono — se esistono — gli elementi minimali in (X;§)?

(f) Esiste un massimo in (X : 5) ? Se s, qual €7 Se no, perché non esiste?

(9) Esiste un minimo in (X; 5) ? Se si, qual €7 Se no, perché non esiste?

10 — Si consideri il reticolo D,, dei divisori di n per i due valori n := 315 e n := 165.
(a) Determinare tutti gli atomi e tutti gli elementi V—irriducibili di D35 e di Dygs -

(b) Determinare una V—fattorizzazione non ridondante in fattori V—-irriducibili degli
elementi b := 45 € D315, d := 55 € Dig5 e q := 15 € D15, se possibile; se invece non
fosse possibile, se ne spieghi il perché.

(c) Stabilire, motivando le conclusioni, se D315 e/0 D1g5 sia un’algebra di Boole.

11 — Sia P({S, P,Q,R}) I'insieme delle parti dell’insieme {S,P,Q, R} e “2” la
consueta relazione di “inclusione inversa” in P({S, P, Q, R}) , definita da A DO B se e
soltanto se A contiene B — per ogni A,B € P({S, P Q, R}) )

Sia poi Dgy := {d eN ‘ d e divisore di 60} I'insieme dei divisori di 60, e sia “ | 7 la
consueta relazione di divisibilita in Dy .

Nell'insieme E :=P({S, P,Q, R}) x Dgo prodotto cartesiano di P({S, P,Q, R}) con

Dgp consideriamo la relazione < definita da
(A4,d) = (B.q) <= ADB, d|q

per ogni (A,d) , (B,q) € P({S,P,Q,R}) X Dgo =: I .
(a) Dimostrare che < & una relazione d’ordine in E'.

(b) Esiste un minimo nell’insieme ordinato (E ;= ) ? In caso negativo, spiegare
perché; in caso affermativo, precisare quale sia tale minimo.

(c) Esiste un massimo nell’insieme ordinato (E ; = ) ? In caso negativo, spiegare
perché; in caso affermativo, precisare quale sia tale massimo.



(d) Dimostrare che 'insieme ordinato (E ; j) ¢ un reticolo, precisando come siano
fatte le operazioni “V :=sup” e “A := inf” in tale reticolo.

(e) Determinare se esista una \V—fattorizzazione in V-irriducibili per I'elemento ({S,Q},30)
nel reticolo (E ; j) . In caso negativo, si spieghi perché una tale V—fattorizzazione non
esista; in caso affermativo, si determini esplicitamente una tale VV—fattorizzazione.

12 — Sia Dgyy := {n e N ‘n divide 90} I'insieme dei numeri naturali divisori di
90, e sia Dgy := Dgg \ {2,3,90} . In entrambi gli insiemi, consideriamo la relazione di
divisibilita, indicata con ¢, cioe

béda < JgqeN:a=bgq V a,b€ Dgy oppure a,be Dy,
cosi che (Dgg;d) e (Dgy;8) sono insiemi ordinati.

Si risolvano i seguenti problemi considerando per ciascuno di essi entrambi gli insiemi

ordinati (X;j) = (D90;§) e (X;j) = (D%;&) :

(a) Esiste un massimo in (X : j) ? Esiste un minimo in (X : j) ? In entrambe le
situazioni, in caso affermativo si specifichi chi sia tale massimo o minimo; in caso negativo
invece si giustifichi la risposta.

(b) Esistono elementi massimali in (X ; j) ? Esistono elementi minimali in (X ; j) ?
Se si, quali sono? Se no, perché?

(c) Esistono in (X ; j) degli atomi? Se no, perché? Se si, quali sono?

(d) Esistono in (X ; j) degli elementi V—irriducibili? Se no, perché? Se si, quali
sono?

(e) L’insieme ordinato (X ;=) & un reticolo? Perché?

(f) L’insieme ordinato (X : j) ¢ un’algebra di Boole? Perché?

(9) Esiste in (X ;=) una V-fattorizzazione di 30 in fattori V-irriducibili? Se no,
spiegare il perché. Se si, calcolare esplicitamente una tale fattorizzazione.

(h) Esiste in (X ;=) una V-fattorizzazione di 30 in atomi? Se no, spiegare il
perché. Se si, calcolare esplicitamente una tale fattorizzazione.

13 — Si consideri il reticolo Da7g dei divisori di 270, con la usuale relazione d’ordine
data dalla divisibilita.
(a) Determinare tutti gli atomi e tutti gli elementi V—-irriducibili di Dy .

(b) Determinare una V—fattorizzazione non ridondante in fattori V—irriducibili per gli
elementi 90, 54,135 € Dy, se possibile; se invece non fosse possibile, si spieghi perché.

(c) Stabilire, motivando la risposta, se Dayq sia un’algebra di Boole oppure no.

(d) Determinare tutti gli elementi massimali e tutti gli elementi minimali del sottoin-
sieme ordinato D' := Dayzo \ {270,3,1} di Doy .

(e) Si consideri il sottoinsieme ordinato D" := {1,3,2,18,30,60} di Do7g (sempre
rispetto alla relazione di divisibilita). E un reticolo?



14 — Si consideri l'insieme F := {2,3,4,6,12,25,30,90,150,270} e in esso la
relazione d’ordine 0 := dy data dalla “divisibilita” in N, cioe d' dd” se e soltanto se d’
divide d” in N,

(a)
(b)
(¢)
(d)
(¢)

Disegnare il diagramma di Hasse dell’insieme ordinato (E ;0 ) :
Determinare tutti gli (eventuali) elementi massimali di E .
Determinare tutti gli (eventuali) elementi minimali di E .
Esiste un massimo in E'? Esiste un minimo in E7

L’insieme ordinato (E 10 ) ¢ un reticolo?




