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Esercizio 1. Sia Z[i] 'anello degli interi di Gauss

(i) Dato a := a + bi € Z[i] con MCD(a,b) = 1in Z, i.e. a e b interi coprimi, dimostrare
Z[4)
(a+1ib)
solo se la valutazione dell’elemento @ + bi € Z[i] é un numero primo p € N.

che I'anello quoziente é isomorfo a Z/(a® + b*)Z, e pertanto esso é un campo se e

(ii) Preso 8 = 6 + 3i calcolare la cardinalitd e la caratteristica dell’anello quoziente
A :=Z[i]/ (6 + 3i).

Sviluppare lo svolgimento di (ii) nei seguenti punti intermedi:
o Notare che in Z[i] 'elemento 6 + 33 si fattorizza in 6 + 3¢ = 3(2 + i), ricordando che 3
e 2+ 4 sono irriducibili in Z[i].
e Notare che MCD(3,2 +4) in Z[i] é un’unitd di Z[i] quindi ¢’ associato ad 1 e dunque
3 e 2+ i sono coprimi in Z[i].
e Detti I = (3) e J = (2 + 1) gli ideali in Z[i] essi sono ideali primi (equivalentemente
massimali perché Z[i] euclideo dunque PID) e sono ideali coprimi.
e Dal Teorema cinese dei resti (versione negli anelli quozienti) ricordare che
(64+3i)=1-J=1INJeche

Zli] Zli]  Z[i

~ = X —=

6+3i) I ~ J

prodotto diretto di campi, visto che I e J massimali in Z[i].
e Ricordare che @ = % é il campo gié studiato nell’Esercitazione 12 - 26 Maggio

oz . Z[i] . (Z/3Z)[x]
2025, dove si ¢ dimostrato che ® = 2

e dove avevamo visto che era un campo
con 9 elementi.

z[i) _ _Z[1]
e Osservare che =
é isomorfo a Z/5Z.

e Dall’isomorfismo

é un quoziente come nel punto (i), dove a? + b* = 5, percié

Z[] o 2] o Z[] 23]
6+37) — 1 J (6+30) -
e Per determinare la caratteristica di A, ricordare che essa é il periodo (od ordine)

si deduce quindi la cardinalitd di

additivo dell’unitda 14 € A, cioé il minimo n € N tale che n-14 = 04.

Esercizio 2. Si consideri 'anello dei polinomi Q[z,y] e si consideri il polinomio
flz,y) = 2%y® + 20 +2 € Qlz, y].
(i) Dimostrare che Q[z,y] é DFU e che f(x,y) é irriducibile in Q[z, y].
(ii) Considerato il polinomio g(z) := z? + 2z + 2 € Q[z] C Q[z,y], dimostrare che
Panello quoziente B := Q[z,y]/(g(xz)) é¢ DFU dotato di un naturale morfismo suriettivo
di domini di integrita

¢ :Qlx,y] - B

dove ¢(f(z,y)) € B é riducibile in B, trovando i fattori irriducibili di ¢(f(z,y)) € B.
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Esercizio 3. (i) Si considerino a,n € N\ {0} C Z interi coprimi e sia ¢ la funzione
di Eulero. Dimostrare che

a®™ =1 (mod n).
Dedurre che se n = p primo in N, si ha in particolare che per ogni a € Z/pZ \ {0} si ha

a?” ' =1 (mod p)
e che per ogni a € Z/pZ si ha

a’? =a (mod p).

(ii) Siano b = 123456, k = 987654 € N. Utilizzare opportunamente il punto (i) per
determinare z € {0,1,...,10} per cui

b = (123456)%875%1 = & (mod 11).

(iii) Determinare tutte le soluzioni modulo 70 del sistema di congruenze non lineare

2 = 4 (mod 14)
z = 3 (mod 5)

Esercizio 4. Si consideri il polinomio f(z,y) € Rz, y] dato da

flay) =y’ — (@ +1).
Un punto P = (z0,y0) € R? = A%(R) si dice soluzione di f(z,y) se f(xo,v0) = 0, i.e.
se vale
Yo =5 +1,
equivalentemente P = (x¢,yo) € C dove C la curva affine determinata da

C = {P = (z0,50) € R? = A*(R) |y =« + 1}.

(i) Stabilire che se (zg,yo) é soluzione intera di f(z,y), i.e. (zo,y0) € Z x Z (equiva~
lentemente P su C é un punto a coordinate intere) allora xo € Z é necessariamente
un numero intero pari.

(ii) Se (zg,yo) € soluzione intera di f(z,y), stabilire che gli elementi xo + 4, xg — i € Z[i]
sono coprimi nell’anello degli interi di Gauss Z[i].

(iii) Dedurre da (ii) e dal fatto che (zg,yo) é soluzione intera di f(z,y), che allora gli
elementi zo+1, xo—1i € Z[i] sono cubi in Z[i], i.e. esistono « := a+1ib, 8 := o’ +ib’ € Z]i]
tale che zo + i = o, xy — i = 8°.

(iv) Dedurre da (iii) che f(x,y) ha come unica soluzione intera (zo,yo) = (0,1) (equiva-

lentemente I'unico punto P a coordinate intere su C' é P = (0, 1)).



