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avente per righe ordinatamente i veutori 2.p,....8;m. Cid & conseguenza
immediata del contenuto defl’esempio (10.3, ¢). In particolare, se ¢ & una
permutazione dell’insieme S, € k... kn 000 scalari in un campo K. si ha
Dy -Diky,... kn) = Dylkginy - Ko m)-

fafatti la mairce a primo membro ha ordinatamente per righe i vettori
K11 €gitne e et kymi€sin € quindi coincide con la matrice a secondo membro.
Sia ora A una maince di tipo (m,n) le cui colonne siano. neli"ordine,
a". La matrice A - D, & quella avente per colonne a’ !
eue facilmente datla (a) e dal fato che

g0 ~'m

A.D, =((A DY =(D, - AY = (D, - AL

In particolare si ha
Diki,... kn) Dy = Dolkr, .o kn)

in quanto la matrice Dy (ki, ... ko) ha per colonne i vettori k,-i;,e7 ™, ...,
kyotiny@”  cosi come la matnice Diky, ..., ky)- Dy. Dalle precedenti consi-
derazioni -segue fa formula

Dok ..., k)= Dlki,... k) Dy = Dy Dlkyorgiy v bg-tiny)- {13}

In definitiva. per ogni matrice A di tipo {n.m) su K le cui rghe sono
ordinatamente ay....,an, la matrice Dylki.... ko) - A & quella avente per
righe ordinatamente i vettori ki3sqs, .-\ KnBacm. Cid ségue dalla precedente
formuta [13] e dall’esempio (10.2). S¢ invece A & unra matrice di tipo (i, n) su
K le cui colonne siano ordinatamente a',....a", la matrce A-Dyik;,... kn) &
quella avente per colonne ordinatamente i veuori Eper@® 't k.,..l,,,a""""'.

Si ha ancora
Dyiky oo ka) " =D (kg 1/ Rgor).
Infatti

D, (ki ... k) =(DCky,... kn) Dg¥ ' = Dyut - Dk,
=D, -D(1/k..... kg = Dyl Ry ooy 1 gty

k)=

Inoltre si ha analogamente

Dotk oo kn) = Dyeilky oo kgt

Capitolo L1

Spazi quoziente e teoremi di omomorfismo

In questo capitolo intredurremo una costruzione che permetie di oftenere.; a
partire da uno spazio vettoriaie su un campo ¢ da un SuO SOKESPAZIO, Un NUOVO'
spaziv vettoriale sullo stesso campo. Come conseguenza troveremo alcuni risultati
che estendono e chiariscono il significato di aliri gia dimostrati in precedenza.
come la formula di Grassmann (7.15) e il teorema del rango di una applicazione!
lineare (9.16}.

1. Spézi guoziente

Sia V un K-spazio vettoriale e ne sia W un sottospazio. Definiamo in V la
relazione Ry nel seguente modo. Data una coppia (v, ¥} di vettori di V, si pone:
vRwY se e solo se il vettore v — V' appartiene a W. :

(11.1) PROPOSIZIONE  Rw & una relazione di equivalenza.

Dimostrazione.  Rw & riflessiva: infati, essendo v—v = 0e W, si ha vRwv.

Ry & simmetrica. infatci. se vRywY' allora si ha v—v € W. Quindi —(v=¥) =
v —ve W g percid VRwY.

Ry & transitiva. Se vRwV' e VRwv', allorasihav-veWev v eW
Quindi (v - V) + (¥ — v} =v - V'€ W e percio VRwY'. »

Liinsieme quoziente V/Rw si denota col simbolo 4V/W. che si legge V modulo
w. |

(11.2) Esempio  Gli insiemi V/{0) ¢ V/V

Descriviamo la relazione Ry nei due casi banali W = (h ¢ W = V. Nl
primo si ha YRwv se e solo se v—v € W =(0) e quindi se & solo se v= ¥
Dunque in questo caso Rw non & altre che I'uguaghianza in V & V/(0) & pertanio
identificabile in modo naturale con V. Se W = V. ogni coppia di vettori di Vi
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nelta reluzione Ji equivalerza Rw € quindi V)V & Uinsieme custituiio datl unica
lasse di eguivalenza V.

La seguente proposizione chiarisce in generale la struitura detle classi di equi-
valenzy per la reluzione Ryy. ciog degli elementi di VW,

(11.3) PROPOSIZIONE Per ogni vetfore VE YV osi ha

Rwivi=v+ W= {v+w al variare di W in Wi

Dimostrazione.  S¢ ¥ € Rwl¥). allora v— ¥ € W. Deto w I'elemento V-
di W.siha vV =veweEVF W. Viceversa. se V € v+ W. existe un vettore w € W
wle che v = v+ w. Ma allora ¥ —v=we W. quindi v2wv, cioe v € Rwiv). s

Quunto precede 5i pud anche esprimere dicendo (vedi p. 477 che fe clussi di
equivalenzda per la refazione Ry sono nari e soli | vaslatt del sottospuzio W
mediante nati i veitort di V.

(11.4) Esempio  Ur esempio geomelrico

Prendiamo come Spazio vettoriale V I'R-spazio vetoriale Qy introdouo nel-
I'esempio (3.1). Prendiamo poi come sottospazio W una retta [risp. un plano
| passante per X. Come abbiamo visto nell’esempio {4.15), ww ¢ soli 1 tra-
slat di W sono le reue [risp. i piani} dello spazio parallele a 7 [risp. paralieli
a ml. In ald lermini V/W = {reue delto spazio parallele a r} [risp. V/W =
{piani dello spazio paralleli awhl

Introduciamo ora una struttura di K-spazio veuoriale su V/W in medo tale che
\"applicazione quoziente ’

piveW v+ WEV/W
sia una applicazione lingare, ¢, quindi un epimorfismo. che sard deto epimorfismo
canonico. {l K-spazio vettoriale V/W sard detto guoziente di ¥ modulo W.

A tale scopo procediamo nel seguente modo. Sia (v +W,v' + W) una coppia
di elementi di V/W. Noi definiamo la sonuma (v + W) +tv' + W) ponendo

(v+—\V)+(V'+W)=(\'+V'J+\V.

Similmente. se v+ W€ V/W ¢ k & uno scalare definiamo it prodoto kv +W)

ponendo

Liv s Wi kv W

1] Spusi yeosiente i
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Queste definizioni hanng sense perché non dipendono da vettori coinvolt,
bensi solo dalle loro classi di equivalenza. 5i dimostra infati facilmente ¢he

Figura 1Ll

(v+rW=we+W, v’+W=w’+W):(v+v')+W=(w+w')+W

v+ W :w+W=~kv+W=kw+W_

Limitiamoci a verificare 1a prima di tali implicazioni. lasciando 'analoga dimo-
swazione della seconda ai lettore. Da v+ W =W+ W, v + W=w + W segue che
v—w e v/ —w' appartengono a W. Allora anche (v—w)+(v’—w’) = (v - (W W)
appartiene a W e cio implica, come volevasi. che (v +¥ )+ W =(w s+ W,
Dunque le operazioni + ¢ - U V/W sono ben definite. Bsse inolue verificano
gli assiomi (SV1),..- (SV8) della Jefinizione di spazio vettoriale: di cid tasciamo
la semplice prova al testore. In definitiva V/W(+,-) & un K-spazio vettoriale. ed
¢ inoltre oVViO, 4 QuEstO punio. che I'applicazione quoziente p & lineare.
Osserviamo che il vetore nullo in V/W & lu classe 0+ W = W. Notiamo pure

che
Kerp=W.

Infaxti, dato un vettore v & ¥, sl ha p(v) =0+ W = W se e solo se ¥ FW=0+W
¢ quindi se € solo se V=Y _0eW. Se V & finitumente generato si ha

dimV/W =dimV - dim W,
Intati dal worema del rango si discende che

dimV/W=dimimp = dim¥ — dimKerp=dimV - dimW.
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t11.5Y Esempio

Torniamo all’esempio (1.4) nel caso in cui W & una reua r. Per sommare
in Qy/r due rette s ¢ ¢ parallele 2 r si 'procede cosi. Si fissa un piano a non
parallelo a r passante per X, che & un soltospazie di Qy. Per sommare r ¢ 5
basta sommare i punti aMr ¢ aNs in « ¢ poi condurre I"unica retta parallela a r
per il punto somma. come illustrato nella figura (1.1, in cut P=anr e @ = ans.
Un"analoga costruzione vale nel caso W six un piano .

2. 11 primo teorema di omomorfismo

Siano V. W spazi vettoriali sul campo K ¢ sia f: V — W una applicazione
lineare. Ricordiamo che sono definiti Ker/ ¢ Im f, rspettivamente sotiospazi di
Ve W. E inoltre definito il quoziente V/Kerf, e vale il seguente:

(11.6) TEOREMA (Primo teorema degli omomorfismi) L applicazione
dr:v+KerfeV/Kerf — fivyelmfCW

& ben definita ed & un isomorfismo che prende il nome di isomorfismo canonico,
indorto da f. di V/Ker [ su Im f. Esso viene indicato anche semplicemente col
simbolo $ se cié non causa confusione. Si ha inolire f = ¢; o p, dove

p:V—V/Kerf

& l'epimorfismo canonico.

Dimostrazione.  Siano v, v' elementi di V. Si ha f(v) = f(v'} se e solo se
ftv) = f(¥") = flv—¥") = 0 ciog se € solo se v—~v € Ker /. Cid implica che la ¢ &
ben definita ed iniettiva. La suriettivita ¢ ovvia. Quanto alla linearita. verifichiamo
ad esempio la (AL1) lasciando la analoga verifica della (AL2) al lettore. Se v, v/
sono elementi di V. si ha :

d(v+Ker )+ (v +Ker /N =dl(v+v)+Kerf)= f(v+v) =
= J(0) + fIV) = 6(v + Ker f) + §(v' + Ker [).
L'ultima asserzione & ovvia. =

Sia f:V — W una applicazione lineare tra K-spazi vettoriali. Se w e Im /. il
sottainsieme f'(w) si dice fibra di f su w. In applicazione del teorema (11.6)
si pud illusirare la strutiura delle fibre di una applicazione lineare. Infatti si ha il
segucnlc:

t11.7) COROLLARIO  Se v & un ventore di 'V si ha

Jl ey = v+ Ker f.
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Dimostrazione.  Essendo. con le nolazioni del teorema {11.6). f = ¢;op, si
ha ' : :

Iy =@ep) 't/ =p" @ Sl = (&)
ove si & posto £ = ¢ '(f(v)). Per la proposizione (11.3), p™'(¢) & un trastato ¢i
Ker f. Poiché v € p7'(£). 5i ha in definitiva

(v =plig) s v+ Ker f

cioe Fasserto. =

3. It secondo teorema di emomorfismo

Sia V un K-spazio vettoriale e supponiamo si abbia ¥V = W + W', Possiamo
allora considerare i quozienti V/W e W'/Wn W' Si ha il:

{11.8) TEOREMA (Secondo teorema degli omomoﬁsmi) L'applicazione
HvH(WAWIEW/WAW - viWeV/W
& ben definita ed & un isomorfismo di W [WQW su V/W.

Dimostrazione. Se v e v sono elementi di W' tali che v~ v € WNW’, in
particolare si ha v — v/ € W, sicché v+ W=+ + W, Dunque # & ben definita. La
linearitd & ovvia e se ne lascia la verifica al lettore. Se ve W e {(v+{WnW')) =10,
allora si ha v e W, ossia ve WNW, ¢ quindi v+(WNW)=0in W/WnWw,
ciot Ker =(0) e ¢ & iniettiva. Veniamo infine aila suriettivita. Se v € V, si ha
v=ws+w conweWe we W, Allora v+W=w+W=d(w +(WNW)). =

(11.9) COROLLARIO v

(a) Se V=WaW. W & isomorfo a V/W'.

by Se V= WaW = Wa WY oli spazi veroriali W /WnW e W'/Wn W
sono isomorfi. .

(c) Se V=WaW =W W", gli spazi vettoriali W' ¢ W sono isomorfi.

Dimostrazione. La (a) & iImmediata conseguenz’g del teorema (11.8) in quanto
WN W =(0). Dimostriamo la (b). Per cid, basta comporre I'isomorfismo
bivi(WAW) e W/WAW v+ We V/W
con t'inverso dell'isomorfismo

G v HIWAW s WWAW! v W e VW

i per ottenere un isomorfismo ¥ : W/WNW — W’ /WNW”_ La (c) & conseguerza

wevia della (b). =
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1. 1 sottospazi di uno spazio quoziente

Sia V un K-spazio vanoriale e ne sia W un sottospazio. Determiniamo |
sotospazi deflo spazie quoziente V/W.
A tale scopo osserviamo il seguente fatto generale:

(11.10) PROPOSIZIONE  Séa [ i A — B una applicazione lineare tra K-spazi
ventoriali ¢ sia C un sottcspazio di B, Allora FUC) é un sottospazio di A, detto

controimmagine di C tramite f.

Dimostrazione.  Se v ¢ W sono vettord di fYCO) sima fiveCe fimel
Allora f{v+w)=f(M+fWE C, ossia v+we f7(C). Cid prova la stabilitd di
£7%C) per ta somma. Quella per il prodouo ¢ analoga ¢ se ne lascia la verifica
al letore. »

Osserviamo ota che se W' & un sottospazio di V che contiene W ¢ se p: V=
V/W & I'epimorfismo caronico, 2(W") non & aitro che W'/W ed & un sottospazio
di V/W. Noi vogliamo dimostrare che tutti i soutospazi di V/W sono ottenibili
in tal modo.

Sia H un souospazio ¢i V/W. La controimmagine di H wamite }'epimorfismo
canonico p & un sottospazid W' di V che ovviamente contiene Kerp = W.
Consideriamo I"applicazione lineare py : W' -+ H. Questa & suriettiva perché p
¢ suriettiva. Inoltre si ha -

Kerpw = (Kerpp W = WN W = W.
Quindi, per il teorema (11.6), si ha che H & isomorfo a W'/W.
In definitiva abbiame dimostrato la seguente:
(11,11) PROPOSIZIONE  Sia S(V/W) Uinsieme dei sottospazt di V/W e sia
S(V, W) ['insieme dei sottospazi di V contenenti W. L'applicazione
W' e S(V, W) — W /W 2 S(V/W)

' & una biiezione.

Un altro utile risultatc a proposito dei souospazi di V/W & il seguente:

(11.12) PROPOSIZIONE  Sig V un K-spazio vettoriale ¢ ne siano W, W’ sotto-
spazi tali che W € W' aflora V/W' & isomorfo a (V/W)/(W' [W).
Dimostrazione.  Si consideri !'applicazione
[iveWeV/W v+ W EV/W',
Essa & ben definita. Infatti, se v e v sono vettori di V rali che v- v € W, allora
v -+ € W e quindi v+ W = v + W Inolee fa f & chiaramente suriettiva e si ve-
rifica pure facilmente che & lineare. Infine v + W sta nel nucleo di f se ¢ solo se

v = W. Quindi Kerf non & altro che W'/W. Lasserto segue dal teorema
{11.6). = .

30 Summee divene ¢ apac Yzt i3

5. Somme dicette e spazi quozienti

Sia V in K-spazig vettoriale e si abbia V = Wa W, Allora uzni vettore v £ Y
si esprime in unico modo come v =W +w', dove we W e w € W. Sipud
considerare 1"applicazione

FiveV —weW.

fa 7 si dice proiegione di V su W' secondo la giacitura, o la direzione, di W.
£ facile verificare che = & lineare ed & chiaro che & pure surieuiva. Infatsi
T = idiwe ciot per ogni W' € W si ha x(w') = w'. Inoltre si ha evidentemente
Kerr = W. Applicando i teorema (11.6) si trova allora che @7 : V/W — W/,
il che rende espliciio V'isomorfismo la cui esistenza & asserita dal corollario
(119, a)

Ora osserviamo che la proiezione 71V — W’ C V si pud riguardare come un
endomorfismo di V e come tale gode della proprietd che n° = xom = 7. [nfatti.
come abbiamo visto, = & U'identitz su Imx = W'. Cid si esprime dicendo che «
& un endomorfismo idempotente di V.

Viceversa abbiame la seguente:

(11.13) PROPOSIZIONE ~ Sia dato un endomorfismo idempotente f di V. Allera
V=Kerf@lmf

¢ f & la proiezione di V su fm f secondo la giacitura di Ker f.

Dimostrazione.  Se v < Ker fnlmf, esiste un w tale che v = f(w), e quindi
si ha

0= f(vy= flf(w)=f(W)=V.
Quindi Ker fnlm f = (0). Inolire. se v € V, allora v - f(v) € Ker f in quanto
fiv— fv) = f(vy = Sy = Jv) = fiv) =0,

Partanto v £ f(v) + Ker f, il che prova che V = Kerf @ lm (. Infine, s¢ ve Ve
i scrive va=w+w, con we Kerf e w'elm/f, si ha

JW = flw+w)= Fiwy+ fiw) = f(whr=w

il che prova la parte finale deli’asserto. a

Concludiame dimostrando un risultato da cui si pud dedurre una nuova dimo-
srazione della formula di Grassmann (teorema (7.15)).
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(11.14) PROPOSIZIONE ~ Sia V un K-spazio vetroriale ¢ si abbia V= W + W',
Atlora VIWNW' & somma diretta di W/WNW' e di W/WnW.

Dimostrazione.  Sia p: V — V/WnA W I'epimorfismo canonico. Poiché V =
W+ W siha

V/WNW = (p(W)Up(W) = p(W) + piW)= W/WAW + W,/ Wn W
Inolire & facile verificare che p(WIn p(W') = (0), come volevasi. u

Per dedurre la formula di Grassmann dal precedente teorema si procede cosi.
Stano V; ¢ V; soltospazi finitamente generati di uno spazio vettoriaie V sul campo
K. Applicando il 1eorema si ha

dimV,+V,;—dimV, NV, =dimV, +¥,/V,nV, =
=dimV/V,NV,+dimV,/V,n V. =dimV, +dim V. - 2dimV, "V,

e da cio segue la formula di Grassmann.

{11.15) Esempio

Ci riferiamo ancora all’esempio (11.4) dello spazio Qx. Se a ¢ § sono due
piani distinti per X, Qx & somma, ma non somma diretta, di a e 3. Sia r = an 3.
La proposizione (11.14), in questo caso. dice che Qx/r & somma diretta di a/r
e ffr. L'interpretazione geometrica di questo fatto & la seguente. Qx/r &, come
abbiamo visto, isomorfo ad un qualunque piane x per X non conterente la retta
. In tale isomorfismo afr ¢ §/r hanno per immagini le ret‘:e a=anNreb=g4nr
che sono reite distinte di x passanti per X. E chiaro allora che = & somma diretta
di a e b, che hanno solo i1 punto X a comune. Cid & illustrato nella figura (11.2).

Figura 11.2

Capitolo 12

Spazi vettoriali di applicazioni lineari ¢ spaiio duate

In questo capitoio costruiremo ¢ studieremno nuovi spazi i cui elementi sono
applicazioni lineari tra spazi vettoriali assegnati. In pafticolare considereremo ’im-
portante concetto di spazio duale che & lo spazio vettoriale di tutte le applicaziony
lineari di un K-spazio vettoriale V nel campo K.

1. Lo spazio vettoriale degli omomorfismi tra due spazi vettoriali

Siano .V ¢ W spazi vettoriali sul campo K. Ricordiame dail'esempio (3.6) che
I'insieme M(V, W) delle applicazioni di V in W & dotato di una struttura di spazio

‘vettoriale su K. Consideriamo il sottoinsieme Hom(V, W) di M(V, W) costituite

dalle applicazioni lineari di V in W. Esso & stabile per le operazioni di M(V, W),
e dunque ne & un sottospazio. In altri termini la somma di due applicazioni lineari
e il prodotto di una applicazione lineare per uno scalare sono ancora applicaziont
lineari. Infatti. se f e g sono applicazioni lineari, v, v/ sono elementi di ¥ e k ¢
h sono scalari, tenendo presente le definizioni di f+g¢ e di kf date nell’esempio
(3.6) e la linearith di f € g, 5i ha . : B

(F+V+V)= J(V+ V)4 g(v+ V) = (v + f(v;_) +g(¥) +g(v) =
< )+ + S+ ) = (40N + (4 V)
U + )k = [V + gCky) = (V) kol =
= (kDY) + (kg)v) = (k] + kg)evy:
R/ v+ vy = K[ (v + ¥2) = K F(3 4 [(V) =
=k J(v) + RfVY = (k)0 + (RAYO;
(kYW hv) = k(f(RV)) = klhf(¥v)) =

= khf(v) = h{kf(v)) = h{kf)(V). K
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Il K-spazio vetoriale Hom(V, W) si denota pure tatvoita col simbolo Homy(V. W)
ove si voglia mettere in evidenza il campo K su cui Ve WV si considerano come
spuzi vettoriali. Ad esempio, se V e W sono C-spazi vettoriali, essi sono anche
R-spuzi vettoriali & Q-spazi vettorali. E allora ben differente la considerazione di
Homg(V, W), di Homg(V, W) o di Homg(V. W)

(12.1) Esempio

I vettore nullo di Hom{V, W) & {"applicazione nulla (vedi esempio (9.1)). Se
V o W & lo spazio nullo, & chiaro che Hom(V, W) & anch’esso nullo in quanto
I'unica applicazione lineare di V in W ¢ quella nulla. Viceversa, se Hom(V. W) &
nulle. anche V oppure W & nullo. Infatti, se V ¢ W sono entrambi non nulli, esiste
qualche applicazione lineare non nuila di V in W: basta ad esempio prolungare
per linearita un’applicazione di una base H di Vin W che non associ a i g
clementi di H il vettore nullo di W.

(12.2) Esempio  Spazi di omomomodfismi tra spui di vertori numerici

Ricordando quanto si & detto nei capitolo 10 a proposito ‘degli omomorfismi
tra spazi di vettori aumerici, possiamo considerare I"appiicazione

p:AEMmn K — fi€ Hom(K", K™)

dove K si identifica con M(n, 1, K) e K™ con M(m, 1,K). La proposizione (10.4)
assicura che la ¢ & biiettiva, ¢ 1a sua inversa & I'applicazione

¢ 1 f € Hom(K" K™) — M(/f) € M(m, n, K).

Di pill, essa & un isomorfismo di spazi vettoriali. Verifichiamone ta linearitd. Siano
A & B marrici di tipo’(m,n) su K ¢ sia x un qualunque vettore M(n, |, K). Si ha

Jan(0 = (A +B)-x= (A )+ (B-) = Fal0 + /(X0
Quindi le applicazioni fa.p ¢ fa + fg coincidono, ossia
HA+B) = fag=fatfo=0(A)+d(B)

Similmente si vede che ogni matrice A € M(m,»,K) ¢ per ogni scalare k € K, si
ha

GlEA) = [ = kfa = kH(A).
Tenendo presente che 4 € un isémori‘ismo il cui inverso & #. si ha

G +gr= MU +gr= M)+ Mig) = v(f} + v(g)

»
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per ogni coppia (f.¢) di omomorfismi in Hom(X". K™ ¢
P(kf) = Mkf) = kM) = kv ()

per ogni omomorfismo f in Hom(K", K™ e per ugni scalare k € K. In definitiva,
wenendo presente anche ["esempio (6.22), si ha

dim Hom(K®, K™) = nm.

Siano ora V.W,Z spazi veuoriali su K e siano f - VoWeg: W12
applicazioni linean. Possiamo considerare le applicazioni:

ozt he Hom(W,Z) —~ ha [ € Hom(V,Z)
Tgv ! ke Hom(V, W) —goke Hom(V, Z).

Questi sono entrambi omomorfismi. Verifichiamo ad esempio che la pyz gode
della proprietd (ALL), lasciando le altre verifiche ai lettore. Se A, k' sono elementi
di Hom(W,Z) e v & un qualunque vettore di V si ha

przlh + YWy =(h+ Hyo f(¥) = (h+ KU =
= M) +HFVD) = ppzlh)Y) + prz(hKY)

il che prova che
pralh+h) = prlh) + o2 (h).

Se f:V—-Weiun isomorfismo si verifica facilmente, il che lasciamo al
lettore, che pyz & anch’esso un isomorfismo, il cui inverso &

Pz Hom(V, Z) — Hom(W, Z).

Simiimente, s¢ g W —Z & un isomorfismo, allora o,v & un isomorfisme il cw
inverso & a1 y. Come conseguenza degli omomorfismi dianzi descritti si ha la
seguente:

(12.3) PROPOSIZIONE  Siano V.V, W, W spazi vertoriali su K. Se V & iso-
morjo a V' e W & isomorfo a W', allora Hom(V.W) & isomorfo a Hom(V', W').

Dimostrazione.  Siano [V —Vieg: W — W isomorfismi. Si hanno degli
isomorfismi: :

agv : Hom(V, W) — Hom(V, W', ppw ! Hom(V, W') — Hom(V', W")

¢ PErtanto pp.o w00y & un isomorfismo di Hom(V. W) su Hom(V', W'). @
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(12.4) COROLLARIO Se V e W sono spazi vettoriali su K di dimensionf n
¢ m rispetrivamente, allora Hom(V, W) ¢ isomorfo a M(m.n,K) e dunque ha
dimensione nm.

Dimostrazione. E immediata conseguenza della proposizione (12.3) e delle-
sempio (12.2). Volendo dare in modo esplicito un isomorfismo tra Hom(V. W) ¢
M(m.n,K) si procede cosl. Si fissino dei riferimenti R ¢ § di V e W rispeuiva-
mente. L'applicazione

us.n 1 J € Hom(V. W1 — Mg z(/) € M(m,n,K)
& un isomorfismo. =

Esamineremo ora due casi particolari importanti degli spazi del tipo Hom(V, W),
e precisamente i casi W=V e W=K

2. L’anello degli endomorfismi di uno spazio vettoriale

Lo spazio vettoriale Hom(V, V) di tutti gli endomorfismi del K-spazio vetoriale
V si denota anche col simbolo End(V), o con quelio pid preciso Endg(V).
In End(V) & definita, oltre alle operazioni di spazio vettoriale, anche un'altra
operazione interna, detta prodoito, e precisamente la seguente:

(f.g9) € End(¥) x End(V) — g- f = f o g € End(V).

Questa operazione & associativa, ammette come elemento neutro ’applicazione
identica di V¥, e. come segue dalle considerazioni fatte dianzi. & distributiva
rispetto alla somma. Di conseguenza End(Y), munito delle operazioni intemne di
somma e prodotto, & un anello unitario (vedi p. 16).

Il souoinsieme di End(V) costituito dagli automorfismi di V si denota col
simbolo Aut(V) o anche col simbolo GI(V), o coi simboli pid precisi Autg(V)
e GI(V,K). Esso & stabile per 1'operazione interna di prodotto. ma se V & non
nullo. non & un sottospazio vettoriale di End(V), poiché, ad esempio. non contiene
V" applicazione nulla che non & mai un auvtomorfismo di V se V non & nullo. Per
ogni [ € GI(V) esiste in GI(V) anche I'elemento f~' che & I'inverso di f per
I'operazione interna di prodotto, in quanto

[of=fof " =idy.

Pertanto GL(VY, munito dell’operazione interna di predotio, & un gruppo. detto
gruppo degli awtomorfismi di V o gruppo lineare generale di V.
E imporiante notare la seguente:

(12.5) PROPOSIZIONE  Sia V un K-spacio vettoriale di dimensione n. Allora
"anello Endg( V1 & isomorfo all’anello Min.n, K) delle ma!rici_quadrule d'ordine
n su K e il eruppo GUV.K) ¢ isomorfo al gruppo lineare generale Gli(n.X).

2| Spazio dule di W spagio venoricle 1]

Dimostrazione.  Si fissi un riferimento R di V. L'applicazione
pg [ € Endg(V) — Mp(f) € M{n. 7, K)

& un isomorfismo di spazi vettoriali (vedi dimostrazione del corollario (12.4))
La proposizione {10.13, a) assicura che esso & un isomorfismo di anelli. Infine &
‘chiaro che la restrizione di pg a GI(V,K) induce un isomorfismo di quest’ultime
su Glin. Ky. »

Osserviamo esplicitamente che. se dimV > 0. allora End(V) & un anello né
commutativo né integro, perché tale non & M(n, n.K) (vedi esempio (10.2)),

3. Spazio duale di uno spazio vettoriale . '

Passiamo ora a considerare lo spazio vetionale Hotm(V,'K). Esso si dice spazic
duale di V e si denota col simbola V*. | suoi elementi, che sono applicaziont
lineari di V in K. si dicono anche forme lineari o funzionali lineari su V.

D’ora in avanti supporremo V finitamente generato. di dimensione n. Sappiame
allora che 4

dimV* =dimV =n.

Sia R = (vi,...,va) un riferimento di V. Per ogni vettore v di V denotiamo
con (vy,...,%,) la n-upla delle componenti di v nel riferimento R; ciog si ha
V=y Vi+...+up¥y.
Definiamo. per ogni i =1,...,n, l'applicazione

viiveVoyekK

Dunque v; associa ad ogni vettore di V la sua i-esima componente nel riferimento
R. E ovvio che, per ogni i = 1,.
elemento di V*.

Per ogni coppia (z,7) di elementi di I si ha

..n, 'appiicazione v; & lineare, ossia & up

vilv) =&

dove &; & il cosiddeuo simbolo di Kronecker, che vale 1 se i =j e vaie O se
t#7. Quindi, se :

J=ov] = ranv,

® un elemento di V*, ossia una applicazione lingare di V in K. dipendentg

linearmente da vj,....v;, si ha, per ogni i=1,.... n.

fviy=lagvi+ v anVpvi) = aqvilvid+ .+ apVialvy) = oy
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(12.6) PROPOSIZIONE /! sistema §° = [vt,....v}] & una base di V°,
Dimostrazione.  Poiché V* ha dimensione n, basta provare che §° ¢ indipen-
dente. Si abbia

o Vi+...tagvy, =0
1 n

dove 0. lo dcordiamo, & ['applicazione nulla di V in K, cio# |"applicazione che
ad ogni vettore di V associa lo 0 di K. Si ha allora, perogni t=1,...,m,

O=0(v) = (ouv] +... Faa¥p)(vi) = o

il che prova che §™ ¢ linearmente indipendente. =
La base §° di V* dice base duale della base § = [v),...,va} di V& R" =
(Vi,....va) si dice riferimenio duale di R. Denoteremo con il simbolo ¢g 1"unico

isomorfismo di V su V* tale che per ogni i=1,....n si abbia

D5ty = Vi,

Notiamo che ¥g dipende solo dalia base § e non dal riferimento B.

4, Lo spazio biduale

Possiamo ora considerare anche lo spazio (V')" duale di V*, che denoteremo
semplicemente col simbolo ¥** e chiameremo spazio biduale di V. Nawralmente
anche V= & isomorfo a V essendo isemorfo a ¥°, ¢ una sua base & data da
S = [(vi)",. .., (vp)"], detta base biduale di S. Per ogni coppia (i, 7) di element
dell’insieme I, si ha

) (v = bij.
Un isomorfismo da V'al suo biduale si ottiene componendo gli isomorfismi
By V= VT g s VT =V ’

Denoteremo col simbolo W questo isomorfismo, che a priori dipende dalla scelta
della base $ di V. Ma noi proveremo ora che cid di fatto non accade. ossia
proveremo che se § & § sono due basi di V, si ha Wg = Wg. A 1ale scopo
pracediamo nel modo seguente. Sia v un vettore di V. Definiamo I'applicazione

viiivi - K

in questo modo. Per ogni elemento f di V*, che dunque & un’applicazione lineare
VT — K. si pone

¥UUf) = flv).
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Questa applicazione & lineare. Infatti. se f ¢ g sono elementi di V*, si ha
Vg =g = SN Hgn = YT VY

il che prova la (AL1). Similmente si verifica la {AL2). Dungue. quatunque sia v
in V. il vettore v** appartiene a V™", Si ha cosi una applicazione

YiveV -yt eV¥VT,

(12.7) PROPOSIZIONE  Per ogni base S di V. si ha Wg =Y.

Dimostrazione.  Proviamo. per cominciare. che W 2 lineare. Verificheremo la
(AL1) lasciando 1a analoga verifica della (AL2) al lettore. Siano v e w vettord di
V. Vogliamo dimostrare che

(v+w) T =T E W
A tale scopo, osserviamo che, per ogni eV, sima
(VW)= fliyew) = [+ flw) =)+ W) =T W)

Per concludere la dimostrazione basta verificare che Ws ¢ W hanno sugli elementi
di § gli stessi valori, Poiché per ogni1=1..... n si ha

We(vi) =(vi),
occorre provare che
vy = v

Di nuovo. per verificare tale uguaglianza basta accertarsi che i due membrd

assumono lo stesso valore sugli elementi di 5*. Ma ¢id ¢ chiaro, poiché per ogni
coppia di inteni (1,7) dell'insieme [, si ha

Vv = Vv = 8y = ) ()

e cid 2 quanto si doveva dimostrare. »

L'isomorfismo W @ V — V7. che dunque non dipende dalla scelta di alcuna
base di V. si dice isomesfismo canonico di V. col suo biduale. In seguito noi
penseremo sempre V identificato col suo biduale 4 mezzo di tale isomorfismo: in
tule identificuzione un vettore v di V si penserd identificato con ¥7%.
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(12.8} Esempio  Spazio duale dello spazio dei vettori numerici su un campo

Consideriamo un polinomio f{(z,.... Tp) omogeneo di primo grado su K, cioé

Sz, Tn) = @11 ¥...+ @nln.

Per ogni vettore aumerico b = (b1, ..., bs) &€ M(n,K) scriveremo
flby = Jiby..... ba) = arh +...+ Gabn.

Consideriamo allora U"applicazione
7:beM(n K — fhyeK

E ovvio che J & lineare e quindi & un elemento di M(n.K)*. Si ha allora
\"applicazione

x: flzi. . za) €K,z —~ J € M(n, K)".

E facile verificare che x & una applicazione lineare iniettiva, e quindi & un isomor-
fismo. poiché i due spazi K[zi, ..., Za]i € Min, K)* hanno la stessa dimensione n.
Mediante tale isomorfismo noi penseremo sempre K{z,,...,z:]y identificato con
M(n, K)". In tale identificazione si ha ovviamente, per ogni 7=1,...,n.

el =z;

dove e;,...,en sono 1 vetiori della base canonica di Min, K).
Lidentificazione di M(n,K) col suo biduale & ora chiara. Infatti ogni veuore
b € M(n, K) determina 1'applicazione lineare

b fEKz, ..zl = D) EK
che & nulla se & solo se b =90, Identificando b con b™ si identifica M(n, K) col
duale di K(zi,...,2nls € ciok col suo biduale.
3. Principio di dualith per gli spazi vettoriali

Si consideri il K-spazio vettoriale V. Per ogni sottospazio W di V definiamo
"annullatore di W in ¥ nel seguente modo:

Anny(Wjy= {fe V' :Ker([/) 2 W} = (fe V" : per ogni ve W, sia f(v)=0}.
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Sovente scriveremo Ann{W) invece di Anny(W). quando cid non crei confusione.
E facile verificare che, per ogni sotiospazio W di V. I'annullaiore Ann(W) di W
in V & un sottospazio di V°. Ovviamente si ha

Arn(Y) =(0), Ann({0)) = V*.

Si consideri I'insieme S$(V) costituito da wui i souospazi di V. Possiamo
delinire 1'applicazione

Anny : S(Y) — S(VH
accanto alla quale possiamo anche considerare 1"applicazione analoga
Anny- : S(V*) — (V™)
definita a panire da V*.
Supponiamo da ora in poi V finitamente generato. Allora V si identifica cor
V* e quindi $(V™") si identifica con $(V). Quindi abbiamo 1'applicazione
Anny- : S(VY*) — S(V). '
Esplicitamente, se W™ & un sottospazio di V* si ha '

Ann(W*)= {v& ¥: per ogni f € W" sia f(v)=0}.

(12.9) PROPOSIZIONE

(a

Per ogni coppia (W, W") di sotospazi di V tali che W C W' 5i ha Ann(W) 2
Ann(W"). ’ o i '

(b) Per ogni sottospazio W di V si ha 3
dim{Ann(W)) = dim(¥) — dim(W).
!l numero a secondo membro della precedente uguaglianza si dice codimen.
sione di W in V ¢ si denota col simbolo codimyW o semplicemente codim W
se non vi ¢ luogo ad equivoco. R .
(¢) L'applicazione Anny ¢& bifettiva ¢ Anny- ne & linversa, cioe

Annye o Anny = idgvy,. Anny o Anny = idgv-y.
tdy Per ogni coppia (W, W') di sonospazi di V si Ha

Ann(W + W' = Aan(W) ~ Ann(W"), Ann(Wn W) = Ann(W) + Ann(W').
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Dimosirazione

(1) Sia W T W Se [ € AnniW'), allora Ker(/) 2 W' 2 W e quindi f € Ann(W’).

by Sia T = [¥).+e: ¥ml und base di W che possiamo completare 2 unu base
S={Vi..-s vn] di V. Per mostrare |'asserto basta provare che i
vettori v, i=m+ 1,....7m. generano Ann(W). Osserviamo che questi vettori
uppariengono Ann(W) perché assumono valore zero su futii gli elementi
di T. Sia poi f un elemento di Ann(W). Poiché f € V™. e dunque dipende
lincarmente da 57 = [v;,A..,v;,], i ha una relazione del tipo

j=zx,v;+...+a,,v;.

Poiché stiamo suppenendo che W C Kerf, per ogni i=1,...,m deve essere

0= fivi)=(e¥i +-- FapVivi) = e ViVl + - A AR

il che prova che f » combinazione lineare solo di v}, i=m+ 1,

(c) £ chiaro che per ogni souospazio W di V si ha W C Ann(Ann(W)). Poiché
gli spazi vetoriali W e Ann{Ann(W)) hannoo, per la (b). la stessa dimensione,
st ha W= Ann(Ann{W)). Similmente, per ogni sotiospazio W~ di V*, si ha
W* = Ann{Ann(W")).

(d) Si hache f€ Ann(W) N Ann¢W) s¢ e solo se Kerf 2 WU W' e quindi se ¢
solo se Kerf 2 W+ W ossia se e solo se f € Ann(W + W). Cio prova la
prima uguaglianza. Per dimostrare 'aitra osserviamo che, applicando quanto
gia dimostrato, si ha

Ann{Ann{W) + Anh(w')) = Ann(Ann(W)H N Ann(Ann(W') = Wn'W
e quindi
Ann{W N W)= Ann( Ann(Ann(W) + Ann(W'))) = Ann{ W) + Ana{W"

ciot 1'asseno. »

Sia ora P una proposizione che concerne 1 souospazi di uno spazio vettoriale
finitamente generato su un campo K ¢ che riguardi le loro intersezioni, i loro spazi
congiungend. le loro dimensioni e codimensioni. Diremo propo: jone duale della
P la proposizione P* ouenuta dalla 7 sostituendo in P ai termini spazio inter-

secione. spazio congiungente. contenudo, contenente, dimensione ¢ codimensione

rispettivamente termini spazio congiungenie, spazio intersezione. contenente. con
Jenuto, codintensione € dimensione. Qvviamente la duale della duale di P 2 P
ciessa. Una proposizione # i dice aufoduale 'se coincide con la sua duale.
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(12.10) Esempic

(a) Consideriamo la seguente proposizione P in une spazio vettoriale V. fini-
ramente generaro sul campo K due sotospazi distinti di codimensione bosi
intersecano in un somospagio di codimensione 3. La duale di 7 & la pro-
posizione 7°: In uno spazio veuoriale V finitamente generalo sul campo K
due sottospazi distinti di dimensione | hanno per spazio conglungente un
sottospazio di dimensione 2.

\b) La seguente proposizione P & autoduale: fn uno spazio vettoriale ¥ di dimen-
sione 2 sul campo K due sottospati distinti di dimensione 1 si intersecano
nel sottospazio nullo e generano V.

Dimostriamo 1l seguente:
(12.11) TEOREMA (Principio di dualita per gli spazi vetioriali) Una proposi-
ione P che conceme i sottospazi di wio spaziv venroriale finitamente generaio

su tn campo K e che riguardi le loro intersezioni, i loro spazi congiungenti. le
loro dimensioni e codimensioni & vera se € solo se & vera la duale.

Dimosirazione. Supponiamo la P vera per ogni spazio vettoriale finitamente
generato su K e sia ¥ un tale spazio. La P & allora vera in V*. Usando Uap-
plicazione Anny- € tenendo conto della proposizione (12.9), si wrova che la P* &
vera in V. Analogamente, se P~ & vera allora & vera la (P*)*=7.

Ad esempio le due proposizioni enunciate in (12.10, a) sono enwrambe vere.
Per dimostrarlo basta verificarne una sola.

6. Trasposta di una applicazione lineare

Siano V é W spazi vettoriali sul campo K e sia f:V — W una applicazione
lineare. "Esiste allora {vedi p. 179) U'applicazione lineare

Pri9E W= = Hom(W,K) — go [ € V" = Hom(V, K)
che denotiamo anche col simbolo f' & chiamiamo (rasposia di f. Si ha quindi
fMg)y=go /.
Proviamo la:

(12.12) PROPOSIZIONE

1) Se V,W ¢ Z sono K-spazi vettoriali finitumente generati ¢ f V- We
g: W — Z sono applicazioni lineari, si ha

tgo f)t=flog




