“If you’ve got a little tiny dream, all you have to do is think about it, work on it
every day, and you’ll get it.” (Sebastian from The Little Mermaid)

Triangolazione di endomorfismi

In questo capitolo verra analizzata una classe pitt ampia di quella degli endomor-

fismi semplici: gli endomorfismi triangolabili.

Definizione 1.1. Sia f € Endx(V,), allora f é triangolabile se esiste una base

B di V,, tale che Mp(f) é triangolare superiore, cioé

11 Az Aaiz -+ Qin
0 ap ax -+ az
MB(f) = 0 0 asg -+ A3p

0 0 0 0 apn

Definizione 1.2. Una matrice A € M,,(K) si dice triangolabile se ¢ simile ad
una matrice triangolare superiore, cioé se esiste una matrice invertibile P tale

che P~YAP ¢ triangolare superiore.

Valgono i seguenti fatti la cui dimostrazione ¢ immediata:

e Sia A = Mp(f), dove f € Endx(V,) e B é una generica base di V,,, allora f

é triangolabile se e solo se A é triangolabile.



e Se f ¢ semplice, allora f ¢ triangolabile. Il viceversa non ¢ vero. Infatti,

I'endomorfismo f di R? avente

A:
01

come matrice associata rispetto alla base canonica ¢ chiaramente triango-
labile, ma non ¢ semplice poiché il polinomio caratteristico di f & x;(t) =

(t—1)% e R2(1) = L(7), dove 7 = (1,0).

Teorema 1.1. Sia A un matrice quadrata di ordine n a coefficienti nel campo

K. Allora sono equivalenti le sequenti affermazioni:

1. A é triangolabile.

2. xa(t), il polinomio caratteristico di A, é interamente decomponibile su K.

Dimostrazione. Proviamo che (1) implica (2).Se A ¢ triangolabile, allora A ¢
simile ad una matrice triangolare superiore 7'. Chiaramente, gli elementi della
diagonale principale di 7" sono gli autovalori di 7" e quindi di A. Pertanto, x (%)
é interamente decomponibile su K.

Proviamo, per induzione su n, che (2) implica (1). Per n = 1 la tesi ¢ vera.
Supponiamo vera la tesi per n— 1 e proviamola per n. Poiché x 4(t) ¢ interamente
decomponibile su K, sia #; un autovettore per A relativo all’autovalore \. Per
il Teorema di completamento delle basi, I'insieme {1} ¢ estendibile ad una una
base By = {ui,...,u,} di K". Sia P la matrice di passaggio dalla base canonica

di K™ alla base By, allora

)\1 a12 oo aln

P AP =




Si noti che, gli autovalori di A; sono autovalori di A, siccome vale che y4(t) =
(A — t)xa,(t). Per I'ipotesi induttiva, esiste una matrice invertibile Q) tale che
QalAlQo =T, 1, dove T,,_; é una matrice triangolare superiore di ordine n — 1.

Sia

0

allora vale che Q7' P~'APQ ¢é uguale a

1 0 ... 0 >\1 a2 ... QAip 1 0 ... 0
0 0 0
0 Qo' 0 Ay 0 Qo
0 0 0
Pertanto,
>\1 a2 ... Qip
—1p—1 0
Q P TAPQ =
0 Tn—l
0
e quindi A é triangolabile. m

I seguenti risultati sono un’immediata conseguenza dal Teorema 1.2.

Corollario 1.1. Se A ¢ una matrice quadrata di ordine n a coefficienti in un

campo algebricamente chiuso, allora A é triangolabile.



Teorema 1.2. Sia f € Endg(V,,), allora sono equivalenti le sequenti affermazio-

1. f é triangolabile.

2. 1l polinomio caratteristico di f é interamente decomponibile su K.

Dimostrazione. Siano f € Endg(V,) e A = Mp(f), dove B ¢ una fissata base di
V. Chiaramente, xf(t) = xa(t). Pertanto, segue dal Teorema 1.1 che, xf(t) ¢
interamente decomponibile su K se, e solo se, esiste una matrice invertibile P di
ordine n a coefficienti in K tale che P7'AP ¢ triangolare superiore, cioé¢ se f &

triangolabile. O

Corollario 1.2. Se f € Endg(V,,), dove K ¢ la chiusura algebrica di K, allora f

¢ triangolabile.

Esempio 1.1. Se A = Mg (f), dove f : R? — R? (z,y) — (—y, ), allora

0 1
A—

-1 0

exr(t) =t*+1 = (t—i)(t+1i). L'endomorfismo f non ¢é triangolabile. Infatti, se
cosi fosse, dovrebbe esistere una matrice reale invertibile P tale che P"*AP =T

con T triangolare superiore. Quindi,

P_IAP _ 1 d _b 0 ]. a b _ tll t12
ad —be —c a -1 0 c d 0 tge
Cioé
1 ab+cd b+ d? tin tio

ad — be —a?—c* —ab—cd 0 9



che implica —a® — ¢* =0 e quindi a = ¢ = 0. Cio contraddice il fatto che P non

¢ singolare. In realta, vale che

-1
11 0 1 11 11

0 -1 0 i 0 0 —i
Esempio 1.2. Triagolarizziamo la matrice

-1 -1 -1

0 -1 -2

1l polinomio caratteristico di A & x 4(t) = t3+3t24-3t+1 = (t + 1)°. Da cui si rica-
va che lautospazio relativo all’autovalore —1 ¢ R3(=1) = {(x,y, —y) : =,y € R}.
Pertanto, R3*(—1) ¢& generato dai vettori i = (0,1,—1) e v = (1,0,0) (Quindi A
non ¢ diagonalizzabile).

Il vettore ¥ = (0,1,0) evidentemente non appartiene a R3*(—1), quindi B =
{w,0, 7} & una base di R3. La matrice di passaggio dalla base canonica alla base

B e

0 10
P = 1 01
-1 00
Allora Mg(f) = P~YAP e quindi
00 —1 -1 -1 -1 0 10
Ms(f) = | 10 0 0 0 1 1 01
01 1 0 -1 -2 -1 0 0
-1 0 1
= 0 -1 -1
0O 0 -1

¢ triangolare superiore.



Esempio 1.3. Triangolarizziamo [’endomorfismo

1 3 9 7 1 9
f:]R3HRB,(x,y,z)n—>(3x+§y—§z,—x+§y—§z,—x+§y+§z).
Sia A= Mp,(f), allora
5 3
— 7
|1y
S

I polinomio caratteristico di f & x(t) = 3 — 126> +48t —64 = (t — 4)°. Allora
R3(4) = L(@) dove @ = (1,2,0). L’insieme By = {d, €1, 3}, dove €}, €3 sono il
primo e il terzo vettore della base canonica di R?, ¢ una base di R3. Se P denota

la matrice di passaggio dalla base canonica alla base By, allora Mg, (f) = P"1AP

e quindi
1 1 3 1 7
0 5 0 3 5 —3 110 4 -5 —3
Mg,(f) = | 1 =L 0 -1 2 I 200 (=0 I !
109 9
0 0 1 -1 5 3 001 0 -1 3
La sottomatrice

7 1

A — 2 4

1 o

2

di Mp,(f) ammette ¥ = (1,2) come autovettore relativo all’autovalore 4. Detta
Qo la matrice di passaggio dalla base canonica di R? alla base {¢, @}, dove @ =

(1,0), vale che

o 1
Qo AIQy = ?
1 _

N~

—_

—_

o W~
N =

N
[
[ N-BNTo
[\
(@)

Sia
100
Q=101 1
02 0



vale che Q7 'P~1APQ & uguale

0 3 0 3 4 =2 111
0 O % -1 % —% 2 00
1 _% _% -1 % % 0 20
Pertanto vale che
4 —4 —%
Q'PIAPQ=| 0 4 -1
0o 0 4

dove P() é la matrice di passaggio dalla base canonica alla base B = {6, 5,

cui @ = (1,2,0),b=(1,0,2) e & = (1,0,0).



“The problem is not the problem. The problem is your attitude about the problem.”
(Captain Jack Sparrow)

Il polinomio minimo

Sia P(t) = ap + a1t + -+ - + a,pt™ un polinomio a coefficienti nel campo K e si

consideri ’applicazione
P: M,(K) — M, (K), A — aol,, + a1 A+ -+ a,, A™

dove A =1,, A' = A, e A" con i > 1 ¢ il prodotto righe per colonne di A con sé
stessa i-volte.

Similmente, se V,, &€ un spazio vettoriale n-dimensionale su K e

P: E?’LdK(Vn) — E?’LdK(Vn), f — Clo[dvn + alf + -+ (Imfm

Chiaramente, se A = Mg(f), dove B & una fissata base di V,, allora P(A) —
Mp(P(f))-

Infine se P(t),Q(t) € K[f] e R(t) = P(t)Q(t), allora R(f) = P(f) o Q(f) e
R(A) = P(A)Q(A).

Proposizione 2.1. Se f € Endg(V,,) é triangolabile, allora x(f) = 0.

Dimostrazione. Proviamo 1’asserto per induzione su n. Se n = 1, allora f =
wldy, e quindi x;(t) = w—t. Pertanto, x;(f) = wldy, — f = 0 e quindi 'asserto

¢ vero per n = 1.
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Supponiamo ’asserto vero per n— 1 e proviamolo per n. Poiché f é triangolabile,

per il Teorema 1.2 vale che x¢(t) = (A —t)(A2 — t) -+ (A, — t) e quindi

Xs(f) = (Mldy, — f) o (Naldy, — f) oo (Addy, — f).

Inoltre, esiste una base B,={€é,...,€,} di V,, tale che V; = L(é,...€;) per ogni
t=1,...,n. Allora

<6>:V0cV1c...cVn

¢ una catena di sottospazi f-invarianti di V,,, tali che dimV; =1 per i =0, ..., n.
Siccome Mpg(f) € una matrice triangolare superiore, gli elementi della diagonale

principale di Mg(f) sono gli autovalori di f. Quindi,

A a2 a3 - Gy
0 Ao a3 - Qg
Ms(f)=1 0 0 X (3n

Pertanto, f(€,) = 4+ \,€, con @ € V,,_;.
Siav € V,, allora v = w+0¢, conw € V,,_1 e € K, essendo V =V, _1BL(€,).

Se v = (N Idy, — f)(¥), allora
7 = M0 — f(0) = M@ + ONG, — f(0) — Of(E) = M\l — f(0) — i

Siccome W, @ € V,,_1 e poiché V,,_; & un sottospazio f-invariante, allora ¢" appar-
tiene a V,,_1.
Posto g = f,_,, risulta che g ¢ un endomorfismo di V;,_; triangolabile,

essendolo f. Segue dall’ipotesi induttiva che

Xg(9) = (Mldy, , —g)o---o(Ayaldy, , —g) =0.
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Quindi

Xr()W) = (Mldy, — f)o-o(A1ldy, — f) o (Auldy, — f)(D)
= (Aljan_f)o"'o(An—ljan_f)(ﬁ,)

= (/\1]dvn71 — g) 0---0 ()\n—llanfl - g)(ﬁl)

e pertanto x¢(f) = 0. O
Teorema 2.1 (Caley-Hamilton). Se f € Endg(V,), allora x¢(f) = 0.

Dimostrazione. Sia A = Mp(f), dove f € Endk(V,,) e B ¢ una fissata base di V.
Allora A € M,,(K) e quindi A € M,,(K), poiché M,,(K) C M, (K), essendo K la
chiusura algebrica di K. Allora, per il Corollario 1.2, esistono P,T € M, (K), P
invertibile e T triangolare superiore, tali che A = P~'TP. Pertanto ya(A) =0 e

quindi x¢(f) = 0 essendo x s = xa. O

Sia f € Endg(V,), nell’anello (K[t],+, ) si consideri il sottoinsieme

Jr = A{p(t) € K[t] : p(f) = 0} .

Segue dal Teorema di Caley-Hamilton che x((t) € J; e quindi J; # @. Inoltre, &
facile vedere che J; ha la struttura di ideale rispetto alle operazioni di somma e
di prodotto in KJ[t]. Siccome ogni ideale di K[t] & principale, J; ammette un unico
generatore monico e di grado minimo, detto polinomio minimo di f e denotato
con my(t). Il polinomio minimo di una matrice A € M,,(K) ¢ definito in maniera

analoga.

I seguenti risultati sono essenziali nel determinare il polinomio minimo di un

endomorfismo (risp. di una matrice).
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Proposizione 2.2. m¢(t) divide xs(t).

Dimostrazione. L’asserto ¢ diretta conseguenza del fatto che x¢(t) € J; e che

Tr = (my(1)). O

Teorema 2.2. Sia f € Endg(V,,), allora lo scalare X & un’autovalore di f se e

solo se mg(A) = 0.

Dimostrazione. Sia A € K tale che my(\) = 0, allora xs(A) = 0 poiché m(t)
divide x¢(t), e quindi A & un’autovalore di f.
Viceversa, se ¢ ¢ un’autovettore per f relativo all’autovalore A, e ms(t) = t" +

a1t + - -+ + ag, segue che

0 = mp(H@) = (" +arrf "+ +aoldy,) (D)
- fr(ﬁ) "‘ ar—lfr_l(ﬁ) + e + CLQ??

—

= NT+a, N W+ +agt = mp(A\)7.
Pertanto ms(\) = 0, siccome ¢’ ¢ un autovettore per f. O

Esempio 2.1. Le due sequenti matrici hanno lo stesso polinomio caratteristico

ma diverso polinomio minimo.

21 -1 21 -1
A=101 1 B=101 0
00 1 0 0 1

Essendo entrambe matrici triangolari superiori, gli autovalori sono gli elementi

della diagonale prinicipale. Quindsi,

Xa(t) =xp(t) = (t—1)*(2-1).

Seque dalla Proposizione 2.2 e dal Teorema 2.2 che ma(t) e mp(t) saranno uno

tra i polinomi (t — 1)(t — 2) e (t — 1)*(t — 2). Siccome,
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11 -1 0 1 -1 00 1
(A-I)A-23) = | 00 1 0 -1 1 |=]00 -1
00 0 0 0 -1 00 0
11 -1 0 1 -1 00 0
(B=L)(B-23) = | 00 0 0 -1 0 |=|000
00 0 0 0 -1 00 0

allora ma(t) = —xa(t) = (t — 1)?(t — 2) emp(t) = (t — 1)(t — 2).

Esempio 2.2. Determiniamo il polinomio minimo di

5 3 1
A= -1 1 -1
2 6 6

Il polinomio caratteristico di A & xa(t) = (4—1)°. Poiché ma(t) | xa(t) e
ma(4) = 0, seque che ma(t) = (t —4)" coni € {1,2,3}. Siccome A # 4l e

1 3 1 1 3 1 00 0
(A—4L)? = | -1 -3 —1 1 -3 -1]=]00 0
2 6 2 2 6 2 00 0

seque che mu(t) = (t —4)°.

Esempio 2.3. Determiniamo il polinomio minimo di

3 0 2
A=\ -4 2 -5
-4 0 -3

E’ facile vedere che xa(t) = (t — 1) (2 —t) (t +1). Poiché ma(t) | xa(t) e —1,1,2

sono radici di my(t), seque che

ma(t) = —xa(t) = -1 -2)(+1).



means forgetting”

“Never say goodbye, because saying goodbye means going away, and going away

(Peter Pan)

|.a forma canonica di Jordan

In questo capitolo V' é un spazio vettoriale finitamente generato sul campo K.
Se f € Endg (V) non é semplice, é tuttavia sempre possibile determinare una

base B di V tale che Mpg(f) ha una forma notevole, detta forma canonica di

Jordan. Questo risultato é vero se K ¢ algebricamente chiuso, o, in particolare,

se il polinomio caratteristico di f é interamente decomponibile su K.

Definizione 3.1. Sia ms(t) = (t — X)) --- (t — \.)* il polinomio minimo di
f € Endg(V), dove Ay, ..., \, sono gli autovalori distinti di f. Peri=1,...,r, il
sottospazio

ker(f — \ildy, )"
di V ¢é detto autospazio generalizzato relativo all’autovalore \;.
Esempio 3.1. L’endomorfismo
f R — R (z,y,2) — (22, -2 — 3y — 2, —2 + 4y + 2)

ha come matrice associata rispetto alla base canonica la matrice

2 0 0
A=1|-1 -3 -1
-1 4 1
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Quindi, x;(t) = (2 —t) (t + 1)*. Poiché il polinomio minimo m(t) & un divisore

di x¢(t) € ogni autovalore é radice di mg(t), seque che mys(t) = (t —2) (t+1)

coni=1 o02. S8i noti che

0 0 0 3.0 0 0 0 0
(A-2L)A+L)=|-1 -5 -1||-1 -2 -1[=[3 6 3
~1 4 —1)\-1 4 2 —6 —12 —6

Quindi, (A + I3) (A — 2I3) # 0 e pertanto my(t) = —x(t) = (t — 2) (t + 1)°.
L’autospazio (generalizzato) relativo all’autovalore 2 ¢ dato (A — 213) X = 0,

dove X ¢ il vettore colonna di componenti x,y e z, rispettivamente. Pertanto,

—r—5y—2z2=0
ker(f — 21dgs) :
—r+4+4y—2=0

da cui seque che ker(f — 21dgs) = L(d@), dove @ = (1,0, —1).

L’autospazio generalizzato all’autovalore di —1 ¢ dato (A + ]3)2 X =0, dove

30 0 30 0 9 0 0
(A+L)°=]-1 -2 -1||-1 -2 —1[=]0 00
-1 4 2/)\-1 4 2 —9 0 0

Quindi
ker(f + Idgs)® : v = 0.

Pertanto, ker(f + Idgs)? = L(é, €3), dove é&; = (0,1,0) e &3 = (0,0, 1).

Poiché {d,é,,e3} ¢ una base di R?, seque che
R? = ker(f — 2Idgs) @ ker(f + Idgs)?.

Questa decomposizione di R® ¢& in realta un fatto di carattere generale, come

mostrato pit avanti dal Teorema di Decomposizione Primaria (Teorema 3.1).

Lemma 3.1. Sia f € Endg(V,) con polinomio minimo my(t) = p(t)q(t), dove
p(t) = (t — M), q(t) = (t— A)® -+ (t — A\), con Ay, ..., A\ gli autovalori
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distinti di f, ed ey, ..., e, interi positivi. Allora V.=V, @ W, dove V; = ker(p(f))
e W =ker(q(f))-

Dimostrazione. Poiché i polinomi p(t) e ¢(t) non hanno fattori a comune, esistono

a(t),b(t) € K[t] tali che a(t)p(t) + b(t)q(t) = 1. Sia & € V, allora

T = Idy(Z) = (a(f) o p(f) + b(f) o a(f))(Z) = a(f)(p(f)(Z)) + b(f)(q(f)(T))-

Siccome

segue che a(f)(p(f)(Z)) € W, essendo W = ker(q(f)). Analogamente, si prova
che b(f)(q(f)(Z) € V1. Pertanto, V. =V, + W.

Ora siano 7 € V; e @ € W tali che 7+ @ = 0, allora

p(N)(@) +p(f)(@) = p(f)(T + @) = p(f)(0) = 0.

D’altra parte, 7 € Vi e Vi = ker(p(f)) implicano p(f)(%) = 0. Quindi p(f)(&) = 0

che implica

W= Idy(w) = (a(f) o p(f) +(f) © ¢(f))(@)
= a(f)(p(f)(@) + () a(f)(@)) = b(f)(a(f)(@)) =0,

poiché W € W e W = ker(q(f)). Segue che anche v = 0, essendo 7 + @ = 0.
Pertanto, V =V, & W. O

Corollario 3.1. W = Im(p(f)).

Dimostrazione. Sia v € V, allora q(f) (p(f)(7)) = 0 e pertanto Im(p(f)) € W.
Quindi, W = Im(p(f)) per V.=V, @ W e per il Teorema del Rango. O
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Teorema 3.1 (Decomposizione Primaria). Sia f € Endg(V) con con poli-

nomL0 MInimo

my(t) = (t = )" (= A)7,

dove A1, ...,\. sono gli autovalori distinti di f, ed ey, ...,e. sono interi positivi.

Posto V; = ker((f — \iIdy;)%), i =1,...,r, allora
V=VieVed - -V, (3.1)

Dimostrazione. (Per induzione su r). Se r = 1, 'asserto ¢ banalmente vero.
Supponiamolo vero per r — 1 e proviamolo per r. Dal Lemma 3.1 segue che
V =Vie W, dove Vi = ker((f — MIdy)®), W = ker(q(f)) e dove ¢(t) =
(£ = Ao (L= A

Proviamo che W ¢ f-invariante. Sia w € W, per il Corollario 3.1 esiste v € V tale
che @ = p(f)(¥). Quindi, f(&) = (f o p(f)) () = (p(f) © ) (V) = p(/)(f(V)) e
pertanto f(w) € Im(p(f)) =W.

Posto g = fiw, vale che g € Endg(W) siccome W ¢é f-invariante. Inoltre, vale
che ¢q(g)(W) = {6} poiché W = ker(q(f)). Cioé q(g) = 0 e quindi m,(¢) | ¢(¢).
Se mg(t) ¢ un divisore proprio di ¢(t), il polinomio z(t) = my(t)p(t) & tale che
0 < degz(t) < degmy(t). Si consideri 'endomorfismo z(f) = my(f) op(f) di V.

Sia ¥ € V, allora esistono (unici) ¥ € V; e ¥ € W tali che ¢ = ¥ + ¢ e quindi

2N@W) = mg(HP(F)E)) +my(S)()(G))

poiché Vi = ker((f — A1 Idy)) = ker(p(f)) e per come é definito I'endomorfismo
g. Quindi z(f) = 0 e pertanto z(t) € Jy. Allora ms(t) | 2(t), ma cio ¢ assurdo in

quanto 0 < deg z(t) < degmy(t). Pertanto,

mg(t) = Q(t> = (t — )\1)62 - (t _ )\r)e'r
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da cui segue W = Vo @ --- @ V,, dove V; = ker(g — \;Idw )%, i > 1, per l'ipotesi
induttiva.

Rimane da provare che ker(f — \;Idy)% = ker(g — \jIdw)® per i > 1.

Sia @ € ker(f — \iIdy)%, i > 1, allora (f — A\Idy)%(@) = 0 che a sua volta
implica [[i_,(f — Mildy)%(@) = 0. Cio¢ q(f)(@) = 0. Pertanto @ € W e quindi
ker(f — A Idy)% C W. Da cio segue che ker(f — \;Idy)% = ker(g — \ildw ),
essendo g = fiw. Quindi, V=V @ Vo @ --- @ V,, dove V; = ker(f — N\ Idy)*,
1=1,...,7. O

La decomposizione (3.1) ¢ detta Decomposizione Primaria di V' rispetto ad f,

i sottospazi Vi, ..., V, sono detti componenti primarie.

Corollario 3.2. Le componenti primarie sono f-invarianti.

Dimostrazione. Se T € ker(f — A\Idy )%, allora (f — X\iIdy)%(Z) = 0 e quindi
(f = Nildy)“(F(@)) = F((f = Nildy)* (7)) = 0.

Pertanto f(Z) € ker(f — A\iIdy) e quindi ker(f — A\;Idy)% ¢ f-invariante O

Sia V=V & V& ---dV, e la decomosizione primaria di V rispetto a
f € Endg(V). Perognii=1,...,7, posto f; = f,, vale che f; € Endg(V;) poiché
le componenti primarie sono f-invarianti. Se B; ¢ una base di V;, i =1, ..., r, allora

B = |J B; ¢ una base di V' e vale che

=1

AL 0 - 0
0 A, 0
Mp(f) =
0 0 A,

dove A; = Mg, (fi),i=1,..,r.
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Proposizione 3.1. Valgono i sequenti fatti:
1. myg(t) =my, (t)---my. () e per ogni i = 1,...,r risulta my,(t) = (t — ;).

2. Per ogni i = 1,....,7 vale che dim(V;) é uguale alla molteplicita algebrica

dell’autovalore X;.

Dimostrazione. Sia @ € V;, i = 1,...,r, allora (f — \iIdy)% (%) = 0. Pertanto,
(fi = Nildy,)“ (%) = 0 e quindi (f; — A\ Idy,)% = 0. Cid implica che (t—\;)% € Jj..
Allora my,(t) | (t — A\;)% per ogni i = 1,..,r e quindi [[_, my,(¢) | ms(2).

Sia v € V, vale che ¥ = 7, @; con #; € V; (in modo unico), essendo V' =
Vi@V, Allora

[Ima(D@ = [Tmalh) (Z) =2 (H mfi<f>) (5)

j=1 \i=1

= S I math) ) (my,(H(5))

i=1 \i=L,izj

= [T ms(f) ) (mg, (£)(@)

i=1 \i=1,i%j
= 2| I mats) (6>:5
i=1 \i=1,i%j
Allora [i_, my,(f) = 0 e quindi [[_, my,(t) € Jy. Pertanto mg(t) | [[;_, my,(¢).

Quindi, my(t) = [[i_, mys(t) e my(t) = (¢t — N\;)% per ogni i = 1,...r, che &

lasserto (1).
Dalla Proposizione 2.2 e dal Teorema 2.2 segue my,(t) | x5, (t) e my(t) e xy, (%)
hanno le stesse radici (con molteplicita eventualmente diversa). Pertanto, x,(t) =

(t — Xi)*. Infine, calcolando xf(¢) con la Regola di Laplace si ha che x(t) =

O

[Ti— x5 (t) e quindi dim V; = deg xy,(t) = m.a.(\;), cioeé vale (2).

Esempio 3.2. Nell’Esempio 3.1, R® = ker(f — 2[dgs) @& ker(f + Idgs)* ¢ la

decomposizione primaria. Denotata con B la base {@, €5, €3}, seque che f(@) = 2d,
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f(€2) = (07 _374) = _352 + 453; f(€3) = (07 _17 1) = _52 + éE‘); € QUZTLdZ

2 0 0
Mg(f)=10 -3 —1
0 4 1

Esempio 3.3. La matrice associata rispetto alla base canonica di R dell’en-
domorfismo f : R® — R3 (1,y,2) — (—z + 4y + 42, —y,—x + Ty + 32)
e
-1 4 4
A=10 -10
-1 7 3
1l polinomio caratteristico & x (t) = — (t — 1)* (t + 1). Poiché +£1 devono entram-
be essere radict di my(t) e quest’ultimo deve dividere xf(t), seque che my(t) =

(t—1)"(t+1), con h=1 0 2. Risulta che

2 4 4 0 4 4 —4 20 8
(A-L)YA+L)=10 -2 0 0 00l=]0 00
-1 7 2) \=-1 7 4 —2 10 4

quindi (A + I3)(A — I3) # 0 e pertanto ms(t) = (t — 1) (t + 1) = —x(1).
Determiniamo ker (f — Idgs)® che ¢ dato da

2
-2 4 4\ [z

0o -2 0] [y]|=

o o O

-1 7 2/ \z

Quindi, ker (f — Idgs)® = {(2,0,2): 2,2 € R} = L(&,6;), con & = (1,0,0)
e &3 = (0,0,1). Infine, ¢ facile vedere che ker (f + Idgs) = L(5), dove § =
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Denotata con B la base {€1, €3, 5}, la matrice di passaggio dalla base canonica

alla base B ¢

10 -3
P=10 0 -1
01 1
e quindi
10 =3\ /=1 4 4\ {1 =3 0 ~1 4 0
Mg(f)=10 0 -1 0 -1 0l|lo 1 1| = |=-13 o0
01 1 -1 7 3/ \o -1 0 0 0 —1
Definizione 3.2. La matrice
A1 0 0
0N 1 0
Jn(A) = A1 0 (3.2)
00 --- X 1
00 0 - \

¢ detta blocco di Jordan di ordine n.

Teorema 3.2. Sia f € Endg (V) con polinomio minimo m¢(t) = (t — \)*, allora

esiste una base B di 'V tale che

Jm (A0 0
0 Jmy(N) - 0
Mp(f) = (3.3)
0 0 T (A)

Dimostrazione. Sia g = f — A dy .
1. Vale che

{6} —ker¢g® Ckerg' Ckerg? C --- Ckerg" ' Ckergt =V (3.4)
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Poiché my(t) = (t — N)* e x¢(t) = (A — )", segue che m,(t) = tF e y,(t) =
(—t)". Pertanto ¢* = 0 e quindi V = ker g*. Inoltre, se ' € ker g" segue

che ¢"(7) = g(¢"(¥)) = g(0) = 0 e quindi 7 € ker g"*', che a sua volta

implica la catena di sottospazi (3.4).

. — — . h — — — —
. Sia {1, ..., U, } una base di ker g" estesa ad una base {uy, ..., Uy, ¥, ..., Uy}

di ker g"*! e quindi ad una base
{ty, ..., Uy, Uy, ..., 0y, Wh, ..., W, }
di ker g"*2, allora
{ula" uwag(wl) g(wz)}
& un sottoinisieme linearmente indipendente di ker g"*!

Sinoti che per ogni j = 1, ..., z, risulta @; € ker ¢"™? e quindi 0=g¢"2(w i) =

h+1(

g"(g(w;)), da cui segue che g(w;) € ker g" . Pertanto,

[T, ooy Ty (1), 9(.)} C eor gt

Supponiamo per assurdo che esistano aq, ..., oy, f1,..., 3. € K, non tutti

nulli tali che
Z ol + Z Big(w;) = 0.
i=1 j=1
Poiché {uy,...,u,} ¢ lineamente indipendente, almeno uno tra fi,..., 5, &

non nullo. Allora

Zﬁjg W) = Zauz € ker g"
e quindi
=t (st ) = (S 0m).
j=1 j=1
Pertanto, >°_, B;w; € kerg"*'. Inoltre, 3%, f;u0; # 0, essendo almeno

uno tra [y, ..., 8, € non nullo. Quindi, ijl Bjw; ¢ combinazione lineare di
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della base {i, ..., Uy, U1, ..., 0, } di ker g"™ e quindi {y, ..., @, U1, ..., Ty, Wy, ..., W, }

1

¢ un sottoinsieme linearmente dipendente di ker ¢"*! e quindi di ker g"*2.

Ma cio ¢ assurdo, essendo {1, ..., Uy, U1, ..., Uy, Wy, ..., W, } una base di ker g"*+2,

. BEsiste una base B di V' tale che

Jm (0) 0 0
0 Jo, (0) 0
Mg(g) = (3.5)
0 0 oo Jp,(0)

Tenendo presente la catena (3.4), sia {01, ..., ¥, } una base di ker g, e la si

estenda ad una base
{V1y ooy Uy y U 1y ovey Upy

di ker g% e procedendo cosi fino ad ottenere una base
Bo = {01, ey Uryy Upy s ovvs Upgs Vgt 1y ooy Uy

di kerg® = V. Si denotino con @, ...,a,, gli elementi @, .1,..., 7, di

By Nker g* — ker ¢*~!. Quindi,
L(dy,....;dn,) = L(Ury 1415y Ury)-

Sia b; = g(d@;),i=1,...,nq, dal punto (2) segue che {&’1, ceey Oy s l;l, ...,l;m} e

un sottoinsieme linearmente indipendente. Si estenda la lista dei 51, e I;m

—

a 51, ..., bp, In modo tale che

{CLl, ceny Ay bl, ...,bn2}

sia una base di ker ¢*~'. Quindi

— —

L(ay, .oy @nyy b1y oy bny) = L(Upy i1y ooy U s Urg gLy ooy Upy )
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Si calcolino ¢; = g(b;) per ogni j = 1, ...ny e si estenda I'insieme linearmente
indipendente {1, ...,¢,,} ad una base {1, ...Cr,, Coyi1, -, Cns} di ker gF=2.

—

Quindi L(ay, ..., @py, b1y ooy by, €1y oony Gy ) € uguale a
LUy gt1y ooy Uy gs Urpe gt ds ooy Upgys Urg_q 415 <v5 Ury, ) -

Alla fine del procedimento (dopo & passi) si ottiene una base B i cui elementi

sono elencati come segue:

a ... Qp

bi .o by busr ... ba,

Cl r Cpy Cpg41 - Cpy Cpotl ... Cpg

21 " Zny RAm+l -+ Rng Rng+l  --- Rng - Ry

Ora riordinando gli elementi della base B (secondo l'ordine delle colonne,

dal basso verso 'alto e poi da sinistra verso destra) si ottiene
B - {5‘1, ceey 51, 51, C_il, 22, ceey 52, 52, 62, e Enk} .
Poiché g(a;) = b;, g(b;) = ¢4,....,g(z;) = 0 risulta che Mp(g) & come in (3.5).

4. Mgp(f) ¢ uguale a (3.3). Infatti, basta notare che f = g + Al dy e quindi
Mg(f) = Mp(g) + Al,.

Come vedremo, i precedenti risultati permettono di ridurre in forma canonica
di Jordan la matrice di un endomorfismo. Una matrice quadrata a coefficienti

nel campo K si dice in forma canonica di Jordan se € una matrice diagonale a
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blocchi della forma

Jo 0 --- 0 0
0 J, --- O 0

0 0
o 0o 0 J,: O

0O 0 O 0o J,
con Jq, ....,J,, blocchi di Jordan.

Esempio 3.4. Sia

31 0 0 0
-12 1 0 0
A=11 0 1 0 0
-1 0 1 3 1
1 0 -1 -1 1

il cui polinomio caratteristico & xa(t) = (2 — t)°. Il polinomio minimo ¢ quindi
della forma ma(t) = (t —2)', per qualche intero i compreso tra 1 e 5. Poiché

A?é2156

110 0 0 01 1 00
10 1 0 0 0 -1 -1 0 0
A-2°=]1 0 -1 0 o] =]0o 1 1 00
10 1 1 1 0 -1 -1 0 0
10 -1 —1 -1 01 1 00
3
110 0 0 00000
10 1 0 0 00000
A-2L°=11 0 -1 0 of=|o0000
10 1 1 1 00000
10 -1 -1 —1 00000
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risulta ma(t) = (t—2)°. Sia g € End(R®) tale che la matrice associata a g
rispetto alla base canonica sia N = A — 215.

Allora
kerg = {(X1, Xo, X3, X4, X5) : X1+ Xo = X7 — X3 =X, + X5 =0}
e quindi ker g = L(¥,75) con vy = (1,—1,1,0,0) e U5 = (0,0,0,1,1).
ker g* = {(X1, Xa, X3, X4, X5) : Xo + X3 = 0} = L(y, U, €1, €41),

dove €1, €y sono il primo e il quarto vettore della base canonica di R°. Infine,
ker g3 = R® una cui base & {Uy, Uy, €1, €4, E}.

Sia a@, = €5, allora l;l = g(é) = € e 52 = é€y. Ora sia ¢, = g(b)) =

(1,-1,1,-1,1) ec = g(l;g) =(0,0,0,—1,1), ottenenendo la sequente tavola

3]
b by
c1 G

Sia quindi la base B = {51,51,&’1,82,52}, la matrice di passaggio dalla base

canonica a quest’ultima risulta

1 1.0 0 O
-1 01 0 O
P=11 00 0 0
-1 00 1 1
1 00 -1 0
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Quindi, Mg(g) = P"'NP ¢ data da

—_
=) [a=) ) )
[a=) ) =)
|
—_

o o O
o
—

o o o O

I
o o o o o
o o o o
o o o
o o o o o

Infine,

Mp(f) = Mg(g) + 215 =

che & la forma canonica di Jordan di A.

o o o O N

o o O N

o o O

o O N

o o O

S N O O O

o o O

o o o O

o o O

o o O

o o O
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Teorema 3.3 (Riduzione a Forma Canonica di Jordan). Sia f € Endg(V)
tale che x¢(t) é interamente decomponibile su K. Allora esiste una base B di V
tale che Mg(f) ¢ in forma canonica di Jordan. Tale forma é unica a meno di

una permutazione dei blocchi di Jordan che la compongono.

Dimostrazione. Poiché x¢(t) € interamente decomponibile su K, e m(t) divide
X7(t), segue che
myp(t) = (= A)" - (E = A)7,

dove Ay, ..., A, sono gli autovalori distinti di f, ed ey, ..., e, sono interi positivi.
Sia V; = ker((f — \ildy)%), i = 1,...,r, allora per il Teorema di Decomposizione
Primaria vale che V =V, & V5 & --- @ V.. Quindi, se B; é una base di V; per
t=1,...,r, allora B = O B; ¢ una base di V' e

=1

A, 0 - 0

0 A 0
Mp(f) =

0 0 A,

dove A; = Mg,(fjv;), @ = 1,...,r, ¢ una matrice quadrata di ordine la moltepli-
cita algebrica m; dell’autovalore \; per la Proposizione 3.1(2). Inoltre, Poiché
my, (1) = (t =A%, i = 1,...,r per la Proposizione 3.1(1), segue dal Teorema 3.2

che esiste una base B; di V; tale che

I 0 0
0 Ty (Ai) 0
Mg (fiv.) =
0 0 I, (A\)

,
Quindi, B’ = | B;, é chiaramente una base di V' e My (f) ¢ in forma canonica
i=1

di Jordan.
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Posto A = Mp/(f), per provare che tale forma di Jordan é unica a meno di una
permutazione dei blocchi di Jordan che compongono, é sufficiente provare che il
numero p(f, A, h) dei blocchi di Jordan di ordine A relativi al generico autovalore

A presenti in A ¢ dato da
p(f, N h) = rg(f — Mdy)"™t = 2rg(f — Mdy)" +rg(f — Mdy)"+,

che ¢ quindi indipendente dalla base in cui f ¢ rappresentata in forma canonica
di Jordan.

Per ogni intero j > 1, vale che rg(f — Al dy)? = rg(A—\I,,)7, dove n = dim V.
Denotati con Ji,...,J,, i blocchi di Jordan che appaiono in A, e indicati con
ay, ...., ay 1 rispettivi ordini, senza perdere di generalita, possiamo supporre che

quelli relativi all’autovalore A siano i primi k. Quindi, rg(f — AMdy)’ ¢ uguale a

(Jy — My, ) 0 o 0 0
0 (Jy — ML) - 0 0
rg
0 0 R S VA i 0
0 0 - 0 (Jo — N, )’
Pertanto,

rg(f = Mdyy = rg(Ji = M)’
=1

Se ¢ > k, allora J; — \I,, € una matrice triangolare superiore con tutti gli elementi
della diagonale principale diversi da 0, e quindi rg (J; — /\]ai)j = a;. Se invece
v < k, la matrice J; — A\l,, € un blocco di Jordan relativo all’autovalore 0 e quindi
& facile vedere che rg (J; — A,,)’ = max {a; — 7,0}. Quindi,

k

zm:rg —\,,) = ng (J; = ML) + Zm: rg (J

i=1 i=1 1=k+1

= Zmax{al 7,0} + Z

i=k+1



30

Pertanto, posto R = rg(f — Mdy)" — 2rg(f — Mdy)" +rg(f — Mdy )" vale
che

m m m

R = Y rg(Ji—=AL)" =2 rg(Ji = AL)"+> rg(Ji = M,,)""

=1 =1 =1

k m k m
= Zmax{ai —h+1,0} + Z a; — QZmaX{ai — h,0} =2 Z a;
i=1 i=k+1 i=1 i=k+1
k m
—i—Zmax{ai —h—1,0} + Z a;
i=1 i=k+1
k

= Z(max{a,;—h—i— 1,0} — 2max {a; — h,0} + max{a; —h — 1,0})

i=1

Sia M; = max {a; — h+ 1,0} —2max {a; — h,0}+max {a; — h —1,0}. Se h+1 >
a;, allora M; = 0. Se invece h = a;, allora M; =1 —0— 0 = 1. Infine, se h < q;
vale che M; = a; —h+1—2(a; —h) +a; — h—1 = 0. Pertanto, h = a; e vale che
R = k. Quindi,

p(f, N h) =rg(f — Mdy)"™ = 2rg(f — Mdy)" +rg(f — Mdy)". (3.6)

]

Si noti che (3.6) ¢ particolarmente utile per determinare il numero dei blocchi
di Jordan di ordine h relativi all’autovalore A di f.

I seguenti corollari sono un’immediata conseguenza del Teorema 3.3.

Corollario 3.3. Sia f € Endg(V), allora esiste una base B di V tale che Mp(f)
é in forma canonica di Jordan. Tale forma € unica a meno di una permutazione

dei blocchy di Jordan che la compongono.

Corollario 3.4. Sia A € M,,(K) tale che il x4(t) & interamente decomponibile su
K (In particolare, cio & vero se A € M,,(K)), allora esiste una matrice invertibile
D di ordine n, tale che D~YAD ¢ in forma canonica di Jordan. Tale forma é

unica a meno di una permutazione dei blocchi di Jordan che compongono D™ AD.
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Esempio 3.5. Sia consideri la matrice a coefficienti real

0 011

1 0 00
A—

0000

0 0 01

Allora xa(t) = t3(t — 1), e come conseguenza del Teorema di Decomposizione
Primaria seque che A é simile ad una matrice diagonale con blocchi di ordine
3 e 1. Determiniamo il numero dei blocchi di Jordan di lunghezza 1 relativi

all’autovalore 0. Quindi,
p(A,0,1) = rg(A%) — 2rg(A) +rg(A%) = 4 — 6 +rg(A%).

Siccome
0 01

rg(A%) =rg
000

0
0011
0
0

0 01
vale che p(A,0,1) = 0. Quindi la forma canonica di Jordan é composta da un
unico blocco di ordine 3 relativo all’autovalore O ed un unico blocco di ordine 1

relativo all’autovalore 1. Pertanto A é simile alla matrice

(3.7)

o o o O
o o O
(@)
(@)

Infatti, ma(t) =t'(t — 1), coni=1 02 o 3.
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Poiché
2
0011 -1 0 1 1 00 0 O
1 000 1 -1 0 0 0 0 -1 0
00 00 0 0 -1 0 00 0 O
00 01 0 0 0 0 00 0 O

Allora mu(t) = xa(t) = t3(t — 1). Quindi R* = ker(A3) @ ker(A — I).
Semplici calcoli mostrano che ker(A — I) = L(w), dove W = (1,1,0,1), e che

ker(A3) = L(€y, €, €3), con €1, €,e i primi 3 vettori della base canonica di R*.

Inoltre ¢ facile vedere che ker(A) = L(¢éy), ker(A?) = L(e}, €). Pertanto,
ker(A) = L(éé) C ker(AQ) = L(é&, 52) C ker(A3) = L(gl, 52, 53)

Sia @, = €3, allora @, € ker(A3) — ker(A?). Ora siano by = Ad, = €, e & =
Ab, = é e sia P la matrice di passaggio dalla base canonica di R* alla base

{5, é1, e3,w}, allora

(@)

o O O
—
o

e quindi P~YAP = J. Infatti,

010 -1 0011 0101 0100
1 00 -1 100 0 1 001 B 0010
001 O 0000 0010 N 0000
000 1 00 01 0 001 0 001

Esempio 3.6. Ridurre in forma canonica di Jordan la matrice dell’endomorfismo

f:C* — C* (z,y) — (iz —y,z+ (i —2)y)
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Siano B, la base canonica di C* e A = Mg, (f), allora

e xs(t) = 2+ (2—=2i)t — 2i = (t— (i —1))*. Poiché A # (i — 1)1, risulta
mys(t) = x¢(t). Siano g = f — (i —1)Idc2 e L = Mp,(g), allora

1 -1
L=A—(i— 1)l =
1 -1
Quindi ker g = L(¥), dove v = (1,1), e kerg®> = C?. Allora kerg = L(7) C
ker g2 = L(¥,¢€1). Poiché © = g(€1), la matrice P di passaggio dalla base B, alla

base B = {U,ée1} e

) 0 1 1 -1 11 0 1
P LP = =
1 -1 1 -1 10 0 0
e quindi
1—1 1
Mp(f) =
0 -1

é la forma canonica di Jordan cercata.

Esempio 3.7. St consideri la matrice a coefficienti reali

o 1 0 O
1 6 -4 —4
22 15 -8 -9

-3 -2 1 2
allora xa(t) = t* — 202+ 1 = (t — 1)* (t + 1)*. Poiché

p(A,1,1) =rg(A—1,)° = 2rg(A— L) +rg((A — I,)*) =4 — 6 + rg((A — 1,)?)
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e siccome
12 4 -4 —4
-32 —-16 12 12

(A—1,)* =
—28 =20 12 12

0 0 0 0
ha rango 2, seque che p(A,1,1) =0 e quindi p(A,1,2) = 1. Poiché

p(A,—1,1) =rg(A+ 1)° —2rg(A+ L) +rg((A+ 1,)*) =4 — 6 +rg((A— 1,)*)

e siccome
12 8 —4 -4
12 8 —4 -4

(A+[4)2:
60 40 —-20 -—-24

—-12 -8 4 8
ha rango 2, sia ha p(A,—1,1) =0 e quindi p(A,—1,2) = 1. Pertanto, A ¢ simile

a la matrice di Jordan

11 0 0
01 0 0

J = (3.8)
00 -1 1
00 0 -1

Infatti, ma(t) = (t — 1) (t+ 1), coni,j = 1,2. Poiché valgono

-20 —-12 8 8

20 12 -8 -8
(A-L)*(A+1) =

(A—-L)(A+ L)} =
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seque che mu(t) = xa(t) = (t — 1)* (t + 1)*. Pertanto, per il Teorema di Decom-

posizione Primaria risulta
R* = ker(A — I,)* @ ker(A + 1,)>.

Allora

120 +4y —42 -4t =0
ker(A —I,)*: { —32¢ — 16y + 1224+ 12t =0

=287 — 20y + 122+ 12t =0

Quindi ker(A — I)? = {(t + z,t + 2,42,4t) : t,2 € R} e pertanto ker(A — I,)?

L (ﬁl,ﬁQ); dove ’l_[l = (]_, 1,074) € 17:2 = (]_, 174,0)

Infine,

ker(A )2 4 (20T Sy — 42 =0
4 .
60x — 24t + 40y — 202z =0

quindi ker(A + I,)? = {(z — 2y,3y,32,0) : y, 2 € R} e pertanto ker(A + I,)?

L (?ﬁl,wg), dove 'LUl = (1,0,3,0) € ?172 = (-2,3,0,0)

Si consideri la base B ={(A — Iy)uy, 1, (A + L)W, @} di R, la matrice

passaggio dalla base canonica a B é

0 1 1 1
0 1 -1 0
P=
1 0 1 3
-1 4 0 0
Pertanto
12 8 —4 -5 0 1 0 0 0
3 2 -1 -1 11 6 -4 -4 0
PlAP =

3 1 -1 -1 22 15 -8 -9 1

-5 =3 2 2 -3 -2 1 2 -1

e quindi P~*AP = J, dove J ¢ definita in (3.8).

o w O

di



