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Esercizio 1. Si consideri lo spazio vettoriale R3, munito della base canonica £. Sia dato

P’endomorfismo L, determinato dalla matrice

0 0 0
A= -2 -1 1
-2 -1 1

(i) Verificare che lo spettro dell’endomorfismo L 4 €’ contenuto in R e, per ogni autovalore
di L4, determinare equazioni cartesiane e basi dei rispettivi autospazi.

(ii) Dedurre la decomposizione primaria di R® in fattori primari rispetto all’endomorfismo
L 4, dedurre il polinomio minimo di L 4 e la forma canonica J di Jordan di L4, indicando
inoltre una base esplicita di Jordan 7 per R3, in cui la matrice A assume la forma canonica
di Jordan J determinata.

(iii) Stabilire se puo’ esistere un isomorfismo tra lo spazio vettoriale quoziente Imﬂ(R—LA) e
lo spazio vettoriale R[z]<; dei polinomi in un’indeterminata z, a coefficienti reali e di
grado al piu’ uno.
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Esercizio 2. Si consideri il piano proiettivo numerico reale P := P2(R), munito di
riferimento proiettivo canonico eg e e3 che induce coordinate omogenee [Tg, 21, T3] su P.
Siano dati i quattro punti

PO:[]')O)O]’ Pl :[_17110]7 P2:[27_1)1]1 P3 =[070,1]

(i) Stabilire se i quattro punti dati sono in posizione generale in P e determinare equazioni
omogenee parametriche e cartesiane della retta proiettiva r := L(P;, P2) C P congiun-
gente i punti P, e P;.
(ii) Sia P* il piano proiettivo duale di P, munito di riferimento duale a quello canonico
per P, che fornisce quindi coordinate omogenee duali [@o,a1,az2] su P* e si consideri
I'applicazione di dualita’

d: P* — {Rette di P}.
Considerato A;(P) il fascio di rette proiettive in P di centro il punto P;, determinare
equazioni cartesiane nelle coordinate [ag,a1,a3] del sottospazio proiettivo
671 (A1(P1)) < P, verificando che il sottospazio proicttivo 571(r) C P* e’ contenuto
in 671(A1(Py)).
(iii) Determinare le equazioni omogenee di tutte le proiettivita’ di P che trasformano
ordinatamente la quaterna ordinata Py, P;, P, P3 nella quaterna fondamentale ordinata
Fo, F1, I, U, dove F; punto fondamentale, 0 < i < 2, ed U punto unitd nel riferimento
proiettivo canonico.
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Esercizio 3. Si consideri P := P!(R) la retta proiettiva numerica reale, con riferimento
proiettivo canonico ey e; che induce coordinate omogenee [zg, 1] su P. Siano assegnati
1 seguenti tre punti:

A=1[2,3], B=[2,1], C=]1,-1],
espressi nelle coordinate omogenee [z, 1] nel riferimento canonico.
(i) Stabilire se i tre punti A, B, C' determinano un nuovo riferimento proiettivo per P.
(ii) Determinare le equazioni omogenee

lcam [ ™), acr*
Y1 T

del cambiamento di coordinate omogenee da [zg, 1] a [yo, y1] rispetto al riferimento proi-
ettivo di IP che ha A come primo punto fondamentale del riferimento, B come secondo
punto fondamentale del riferimento e C' come punto unita del riferimento (i.e. il riferi-
mento con coordinate [yo, 1] in cui A, B e C hanno coordinate omogenee [1,0], [0,1] e
[1,1] rispettivamente). .

(i) Si interpretino le equazioni omogenee trovate in (ii) come equazioni della proiettivita’

f € PGL(P) = PGL(3,R) tale che
Determinare le coordinate [xg, 1] del punto D € P di modo tale che la quaterna ordinata
A, B,C, D sia proiettivamente equivalente, mediante la proiettivita’ f, alla quaterna
ordinata

f(A)=Fy=[1,0, f(B) = 1 =[0,1], f(C) =U = [1,1], f(D) = 1, 2]

nelle coordinate [yo,y1]. Dedurre inoltre il valore del birapporto 8(4,B,C, D) della
quaterna ordinata A, B, C, D.
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