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e Scrivere negli appositi spazi COGNOME & NOME

e Svolgere i quesiti proposti in 2 ore

e Consegnare esclusivamente i seguenti fogli, spillati dal docente

e Non lasciare parti scritte a matita, non utilizzare penna rossa

e Scrivere in formato leggibile, giustificando concisamente ma chiara-
mente tutti i passaggi che si svolgono.

e Durante lo svolgimento della prova, non si ¢ autorizzati ad uscire
dall’aula (salvo che per motivi di salute o se si desidera il ritiro dalla

prova; in entrambi i casi si abbandona l'aula)

COGNOME -~ NOME: ... ...
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Esercizio 1. Nel piano euclideo reale E2(R), con riferimento cartesiano standard RC(O; z,y),
1
si consideri il punto P di coordinate P = N in questo riferimento.

(i) Determinare le equazioni dell’isometria fornita dalla rotazione attorno al punto P di
angolo 6 = %.

(ii) Scrivere equazioni parametriche e cartesiane della retta ¢ ottenuta ruotando la retta
r:x —y+1=0 attorno al punto P con un angolo 6 = .

(iil) Scrivere 'equazione cartesiana del luogo geometrico ottenuto facendo ruotare attonto

al punto P di angolo 6 = % la circonferenza C di centro O e raggio 1.
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Esercizio 2. Nel piano proiettivo numerico reale P?(R) con coorinate omogenee [Xg, X1, Xo]
sia data la proiettivita’ f € PGL(3,R) associata alla classe di proporzionalita’ della

seguente matrice

0 0 1
(i) Determinare quali tra le rette fondamentali di P?2(R) sono rette stabili per la proiet-
tivita’ f.
(ii) Tra le rette fondamentali f-stabili trovate al punto (i), stabilire quali tra esse sono
rette di punti fissi per f.

(iii) Determinare tutti i punti fissi di f.



Esercizio 3. Nel piano euclideo reale E2(R), con riferimento cartesiano standard RC(O; z,y),

sia data la conica C di equazione cartesiana
flx,y)=2® —ay+y* — 4z —3=0.

(1) Classificare dal punto di vista affine la conica C.

(ii) Determinare, in opportune coordinate (x’,y’), la forma canonica metrica di C trovando
esplicitamente l'isometria tra il riferimento cartesiano RC(O;z,y) originario ed il riferi-
mento RC(O';2’,y') in cui C assume la sua forma canonica metrica.

(iil) Scrivere le equazioni cartesiane, nel riferimento originario RC'(O; x, y) degli eventuali
assi di simmetria, dell’eventuale centro di simmetria e degli eventuali asintoti della conica
C.

(iv) Ridurre C nella sua forma canonica affine, in opportune coordinate (z”,y"), trovando
esplicitamente Daffinita tra il riferimento originario RC(O;x,y) ed il riferimento affine

RA(O";2",y") in cui C assume la sua forma canonica affine.
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Svolgimento Esercizio 3: (i) La matrice simmetrica completa associata a C ¢ la

matrice
-3 -2 0
A= -2 1 -1/2 1,
0 -1/2 1

che ha determinante diverso da zero. Pertanto C & una conica generale. La matrice
simmetrica della forma quadratica associata alla conica ¢ la sottomatrice Ay che ¢ di

determinante 3/4. Pertanto C & sicuramente un’ellisse.
Dall’equazione di C, notiamo che il suo supporto contiene il punto di coordinate

Pertanto, dalla classificazione delle ellissi generali, necessariamente deve contenere infiniti
punti reali, i.e. C € un’ellisse generale a punti reali.

(ii) Il polinomio caratteristico della matrice simmetrica associata alla forma quadratica
diCe

Pa,(t) =t* — 2t + Z

che ha soluzioni
A1 =1/2 X =3/2.

Utilizzando il Teorema Spettrale degli operatori autoaggiunti, la base ortonormale di R?

costituita da autovettori di Ag € ad esempio la base

_ (V272 _ (V22
il_ \@/2 ’ iz_ \/5/2 :

La matrice cambiamento di base ¢ quindi

V2/2 —v2/2
V2/2 V22 )7

che e ovviamente ortogonale. Denotando con s = j le coordinate in questo riferimento
ortonormale, la trasformazione di coordinate & quindi
= Ms,
cioe
T =2/25 —V2/2, y=2/2s+ V2/2t.

Sostituendo nell’equazione di C, e ricordando che le coordinate (s,t) diagonalizzano la
forma quadratica associata all’equazione di C, si trova rapidamente che ’equazione della
conica C in tali coordinate diventa

s2 4+ 3t2 —2v/2s +2v2t — 6 = 0.

Consideriamo ora la traslazione

s=z+c¢

z o
dove z = ( > ec= (ﬂ), con a e B da determinare opportunamente. Sostituendo
w

nella nuova equazione di C si ottiene

22 43w + 2 — V2)z + 2(38 + V2)w + o + 382 — 2v2a + 2v25 — 6 = 0.
1
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Scegliendo o = /2 e 3 = —/2/3, si ottiene
2% + 3w? = 10,

V2
_\/5/3

punti reali e che il riferimento che ha coordinate (z,w) & il riferimento (2’,y’) richiesto

e quindi ¢ = . Dividendo tutto per 10, ritroviamo che C ¢ un’ellisse generale a

dove C assume la sua forma canonica che e

@) W)
C: 10 +’10/3 B

Da quanto scritto precedentemente, l’isometria che porta C nella sua forma canonica

metrica ¢ data da
z=M(z+c)=Mz+ Mec.

4/3
2/3

r=2/20" —V2/2y +4/3, y=V2/2" +V2/2y +2/3.

Visto che Mc¢ = (

) , le formule per questa isometria sono

(iii) C ha centro di simmetria lorigine di questo nuovo riferimento, e gli asse di simmetria
gli assi coordinati. Nelle coordinate del riferimento iniziale, il centro di simmetria di C si
4/3

2/3) . L’isometriainversae z = ‘Mz—c,

ottiene per z = 0, pertanto tale centro ¢ Mc¢ = (
ie.
= V2/20 +V2/2y — V2, y =—V2/2x +V2/2y + V2/3.
Pertanto, ’asse di simmetria 2’ = 0 corrisponde, nel riferimento iniziale, alla retta
T+y=2
mentre P’asse di simmetria ¢y’ = 0 corrisponde, nel riferimento iniziale, alla retta
r—y=2/3.

(iv) Per trovare la forma canonica affine di C, consideriamo la sua forma canonica metrica
ed applichiamo il procedimento di Sylvester alla forma quadratica associata all’equazione
di M. Se prendiamo, in base di Sylvester, indeterminate z”/ e y”, otteniamo la trasfor-

mazione

10
.%'/ _ \/Ex//7 y/ _ ? y//.

Con tale trasformazione, la forma canonica metrica di C si trasforma in
(@) + (y")* =1,

come doveva essere data la classificazione di C. Prendiamo

(0 i)
0 10/3

la matrice di questo cambiamento di coordinate. Poiché z’ = Sz”, dall’equazione vetto-
riale dell’isometria precedentemente trovata abbiamo z = M Sz” + Mec.

Calcolando il prodotto tra matrici, otteniamo che

(VB —V5/3
MA(VE /3 )



Quindi le formule per Paffinita sono:

x=V5x" —V5/3y" +4/3, y=52" +5/3y" +2/3.



