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i i i ente
sono nilpotenti. Dimostrare che, pit in generale, ogni matrice 4 € M, (K) stretiam

triangolare (superiore 0 inferiore) & nilpotente.

9. Dimostrare che una matrice A € M,(K) nilpotente non ¢ invertibile.

10. Stabilire quali delle seguenti matrici sono ortogonali:
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11. Siano
a 0 0 b 0 0
0 @ .. 0 0 b ..
A=) . . . B=|. . . leM,(K)
0 0 e @y 0 0 sss Dy
due matrici diagonali di ordine »n. Dimostrare che
a|b| 0 wer 0
0 azbz s 0
AB=BA =
0 0 v ayb,

3 Sistemi di equazioni lineari

Le matrici intervengono in modo naturale nello studio dei “‘sistemi di equa-
zioni lineari’’.

Siano X, ..., X, indeterminate. Un’equazione lineare (o di primo grado) nelle
incognite X, ..., X, a coefficienti in K ¢ un’equazione della forma

a X+ ... +a,X,=b [3.1]
oppure della forma equivalente
a X+ .. +a,X,—-b=0

in cui a,, ..., a,, beK. La [3.1] deve intendersi come una relazione tra quantita
variabili o incognite, rappresentate dalle indeterminate X, ..., X,.

Una soluzione dell’equazione [3.1] & un elemento (x,, ..., x,) di K" che, sosti-
tuito nella [3.1] al posto della n-upla (X]_,, ..., X,), da luogo a una identita.

La [3.1] si dice omogenea (non omogenea) se b =0 (se b # 0).

Se si considerano simultaneamente m =1 equazioni lineari nelle incognite
Ny X,

.
a, X, +apX, + ... +a,X,=b

X, + a2+ ..+ a, X, =D,
[3.2]
A X, + @, G+ .. +a,, X, =D,

mn

si ottiene un sistema di m equazioni lineari nelle n incognite X, ..., X,. Il sistema
[3.2] si dice omogeneo (non omogeneo) se b, =b,= ... = b, =0 (se b;* 0 per
qualche 7).



Una soluzione del sistema [3.2] & un elemento (x, ..., X,) € K" che & soluzione
simultanea delle # equazioni [3.2]. 11 sistema si dice compatibile (incompatibile)
se possiede almeno una soluzione (se non possiede soluzioni). Ogni sistema omo-
geneo ammette almeno la soluzione (0, ..., 0), che viene detta soluzione banale,
e quindi & compatibile; ogni sua altra soluzione si dice non banale.

Si noti che, viceversa, se il sistema [3.2] ammette la soluzione (0, ..., 0), allora
¢ omogeneo. '

Ad esempio il sistema di equazioni a coefficienti reali

X +2X,=1
X +2X,=0
¢ incompatibile, perché i primi membri delle due equazioni sono uguali, ma non

lo sono i secondi membri e quindi non esiste alcun (x,, x,)€R?* che soddisfi
entrambe le equazioni.

11 sistema
/Yl <+ XZ =1
X, —-X,=3

¢ compatibile e ammette I’unica soluzione (2, — 1), che si ottiene nel modo seguente.
Sommando membro a membro le due equazioni, si ottiene la nuova equazione
2X, =4, che ¢ soddisfatta dall’unico valore X, = 2; sostituendo questo valore
nella prima equazione si ottiene I'unico valore X, = —1 che la soddisfa. Inoltre
la coppia (2, — 1) & soluzione anche della seconda equazione, e quindi ¢ 'unica
soluzione del sistema.

il sistema

X, +3X,=-1
2X,+6X,=-2
& compatibile ed ammette le infinite soluzioni (— 1— 37, #) al variare del parame-
tro € R. Infatti le due equazioni sono proporzionali e quindi hanno le stesse solu-

zioni: risolvendo per esempio la prima si trovano le soluzioni dette.
I sistema

a X, + a2+ ..o +a, X, =0

Ay X, + 020+ ... +a, X, =0
[3.3]

alanl + am?_XZ + .t aman = O

si dice il sistema omogeneo associato al sistema [3.2].

P _ oo . ey .

3.1 ProrosizioNE  Se il sisierna [3.2} & compatibile, le sue soluzioni sono tutte
e sole le n-uple ottenute sommando a una qualsiasi di esse una soluzione del sistema
omogeneo associato [3.3].

Dimostrazione

Denotiamo con I e X, i due sottoinsiemi di K" i cui elementi sono rispettiva-
mente le soluzioni del sistema [3.2] e del sistema [3.3]. Se (¥}, .. V)EZ € (X}5 ..,
X,) € Ly, allora

(Vs YD)+ Oy, X)) =)+ X5 .00, Y, + X, )EL.

Infatti per ogni j =1, ..., m si ha
aj](yl +x)+a( Y, +x)+ .+ @ (Y, +x,) =
=(@ + @y, + .. Ha,y,) (@ + a6+ . va,x)=
=b;+0=0>,
Viceversa, fissata (y,, ¥,, ..., ¥,) €L, per ogni altra (z,, 2, ..., Z,)€X si ha
(Zl — Vi 2= Vo eees Xy — -yn)E Z0
perché:

a(z =)+ ... +a,(z,—y)=a,z, + ... +a,2,—
—@n+a,+ ... +a,)=b—-b=0

per ogni j=1, ..., m.
Poiché

(Zl; L5 ey Z,,) = (y]: Vas eees yn) + (Zl V1 %~ Vo e %y —yn)

abbiamo 1’asserto.

Al sistema [3.2] possiamo associare la matrice 4 = (a;,) € M,, ,(K) formata dai
coefficienti delle incognite delle # equazioni del sistema, che si dice la matrice
dei coefficienti del sistema [3.2]. Aggiungendo ad A come (# + 1)-esima colonna la

b

m

formata dai termini costanti delle equazioni [3.2], si ottiene la matrice ad m righe
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e n -+ 1 colonne:

ay @y ... @, b

ay Gy ... a4, b,
(Ab) = ,

aml amZ amn bm

che diremo la matrice orlata del sisiema [3.2].
Possiamo interpretare gli 7 primi membri di [3.2] come le componenti di un
vettore colonna e riscrivere la [3.2] come un’uguaglianza di vettori colonna:

an X, +ap X+ .. +a,X, b,
ay X, + a, X, + ... +a,,X, b,
= B [3.4]
an X, +a,,X+ ... +a,,X, b,
Ponendo
X,
X,
X =
X,

e considerando X come un vettore colonna, il primo membro della [3.4] & il pro-
dotto righe per colonne A X. Il sistema [3.2] si scrive quindi anche nella seguente
forma piu concisa:

Viceversa € evidente che per ogni matrice a m righe ed n + 1 colonne esiste un
sistema di m equazioni lineari nelle incognite X, ..., X, di cui essa & la matrice
orlata. Nel seguito utilizzeremo spesso questa corrispondenza biunivoca esistente
tra matrici e sistemi di equazioni lineari per semplificare la trattazione, riducen-
doci a considerare matrici anziché sistemi.

Un sistema di equazioni lineari nelle incognite X, ..., X, si dice a gradini se
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ha la forma seguente:

a, X, +apX,+ ... +a,,X, = b,
anX, + ... +a,, X, =b,

[3.6]

a, X+ oo + @y X,= b,

mm m

con &, @y, ... &, # 0. La matrice dei coefficienti di [3.6] ¢

“mm

ay dy - @,
0 a, .. a5,
O 0 amm al”ﬂ

In particolare m < n. -
Supponiamo m = n. L’ultima equazione di [3.6] & soddisfatta dal solo valore

x,=byay', il quale, sostituito nella penultima equazione, for.n@sce un un’ico
valore x,_, che la soddisfa. I valori x,_,, x, cosl ottenuti, sostituiti nella terz’ul-
tima equazione, danno luogo a un unico valore x,_, che la soddisfa. Procedendo
in questo modo si arriva a ottenere un’unica soluzione di [3.6]. Quindi un sistema
a gradini di n equazioni in n incognite possiede un’unica soluzione.

Se m < n il sistema [3.6] pud essere riscriito nella forma equivalente seguente:

o, X+ ap X+ oo + @, X = by — @iy Xy + oo T @, X)
7

022)(2 + ..+ a2m)(m = b?. - (a2n1+l ){m+l + o+ aZn j‘n)

X

m

a

“mm

5
= bm = (amm+l)(m+l + ...t amn)in)'

Dando valori arbitrari Z,,, |, --., £,€ K alle incognite X,,,, ..., X, Si ottiene un
sistema a gradini di m equazioni nelle m incognite X, ..., X,

an X+ apXo+ o+ a1, X, =b — @iy Lpiy e a,ty)

aZZXZ + o a2n1)(/71= bz - (a2m+l zm+l + o+ aZntn)

£+ 7
a ){m = bm - (amm+ltm+l + . amntn)’

“mm

il quale ha un’unica soluzione. Ne deduciamo che il sistema [3.6] ammetie le infi-
3 . . . . /

nite soluzioni ottenute dalle [3.7] al variare dei parametri #,,,, ..., £, in K. Dal

modo in cui si calcolano le soluzioni si deduce che ogni soluzione di [3.7] si esprimne
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come una n-upla

(S](tm+1: ceey tn): Sz(t,n+1, ceay t"), ceuy Sn(tm+l’~"'7 in)) [3-8]

in cui gli Si(msi1s -ev5 2,) SONO polinomi di primo grado nei parametri ¢,
La [3.8] ¢ la soluzione generale del sisterna [3.6].

La n-upla dei termini costanti (¢5 ..-s ¢,) degli S; & una delle soluzioni, preci-
samente quella corrispondente ai valorj lms1= .. =1, =0. Da cid e dalla propo-
sizione 3.1 segue che la n-upla di polinomji omogenei in ¢

mals ooy by

(Sl(im+l’ sey Z‘n) - SZ(tl)1+l> teey [n) =Gy enny Sn(tm+l’ ey Z‘n) - Cn)

m+12 ey t,,-

€ la soluzione generale del sistema omogeneo associato a [3.6].

In particolare vediamo che un sistema a gradini & Sempre compatibile. Espri-
meremo il fatto che le soluzioni dj [3.6] si ottengono come funzioni di #» — m para-
metri liberi di variare arbitrariamente, dicendo che il sistema [3.6)] possiede oo"~m
soluzioni. Nel caso n = m intenderemo con cid dire che il sistema possiede una
sola soluzione.

Un’equazione lineare [3.1] in cui (¢, a,, ..., ) # (0, ..., 0) si pud considerare
come un particolare sistema a gradini, salvo scambiare tra loro due delle variabilj
s€ @, = 0; pertanto essa possiede co”-! soluzioni.

Due sistemi di equazioni lineari nelle stesse incognite X 15 ---» X, si dicono equi-
valenti se possiedono le stesse soluzioni. Per essere equivalenti due sistemi non
devono necessariamente avere lo stesso numero di equazioni.

Vogliamo ora studiare un procedimento, detto merfodo dj eliminazione di Gauss-
Jordan, che permette di stabilire se un sistema & compatibile oppure no, e nel caso
affermativo di trovarne sistematicamente tutte le soluzioni. Tale procedimento
consiste nel sostituire il sistemna assegnato con un sistema a gradini, ad esso equi-
valente, mediante Passaggi successivi detti “‘operazioni elementari sulle equazioni
del sistema’’. Esse corrispondono ad altrettante operazioni sulle righe della matrice
orlata.

Esistono tre tipi di operazioni elementari sulle righe di una matrice:

I) scambiare tra loro due righe della matrice;

II) moltiplicare una riga della matrice per uno scalare non nullo;

III) sostituire una riga della matrice con quella ottenuta sommando ad essa

un multiplo di un’altra riga.

Le corrispondenti operazioni elementari sulle equazioni di un sisterna sono le
seguenti:
I) scambiare tra loro due equazioni del sistema;

IT) moltiplicare (primo e secondo membro di) un’equazione DEr uno stesso
scalare non nullo;

IIT) sostituire un’equazione con quella ottenuta sommando ad essa un multi-
plo di un’altra equazione.
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Se si effettua su di un sistema un’operazione elemer}tare del .tipg d(iI), il _f“n:eon:(;
i he si ottiene € equivalente al precedente, perché le 5_0111.210.111. un sis na
SIStem'a ; dall’ordine in cui si considerano le sue equazioni. Similmente 1’1n o
e d'lpen?io?(t)' o (II) non cambia ’insieme delle soluzioni del sistema perché c_iue
peraZl.On‘? : lgrzionali hanno le stesse soluzioni. Anche un’operazione del tipo
L Efggifica I’insieme delle soluzioni del sistema: infaiti se una n-upla
E)I(I:) r-1,0;1,,)6 K" soddisfa due equazioni del sistema,

X, +ap X, + ..+, X, =b; 5.9

4 X+ 4 X+ o+ 0, X, =D,

llora per un qualsiasi c€ K essa & soluzione delle due equazioni
a

0, X, +a X+ ... +a, X, =b;

¢ K )+ c(e, X, + a, X, + ... +a,X,)=D>b;,+ cb;.
(aj,Xl +a,X,+ ... +a;, X,) + c(e;, X, . ; 101

i i i isfa le
Sj verifica in modo simile che viceversa ogni soluzione delle [3.10] sodd
e jasi 1 joni di
5 guindi se si effettua una qualsiasi operazione elementare ;ulle equazz_ox
’ & ( o
un sistema si ottiene un sistema ad esso equivalente.

t i i relimi-
Supponiamo dunque di avere assegnato un sistema [3.2]. OsserYlamo 11 m
o 5 ges _ . nten
armente che se una delle sue equazioni, diciamo la i-esima, ha identicame
n

il primo membro, cio¢ ¢ della forma

N
12[ pluna equaZIOIle (OPEI azione eleIIleIlLaIe (II)) pOSSIaIIIO IldU'I C1 al caso all 1'

—a, —a —a operazione elementa i ottiene un nuovo sistema
1"( per i el entare (III)) S1 ottiene
21 313 Gviey m

della forma seguente:

X +ab,X + ... +a/, X, =b/
’ [ 74 — 4
ap X, + ... +a;,X,= b -

R ’
an X+ o+ a,,X,=b,,.



. Geometria affine

Se qualcuna delie equazioni del sistema [3.11] & della forma 0 = 0, possiamg
ometterla senza modificare I’insieme delle soluzioni. Se invece compare un’equa.
zione della forma 0 = b/, con b/# 0, allora il sistema & incompatibile, e pertantq
anche [3.2] & incompatibile ed il procedimento si arresta. Possiamo pertanto sup.
porre che nessuno dej primi membri del sistema [3.11] sia identicamente nullp,

prima moltiplicata rispettivamente per — aj,, “+» = @, (Operazione elemer,.
tare (II)), si ottiene un nuovo sistema della formga seguente:

KitapXo 4 alXs+ . 4ol X, = by

X+ 0l X+ L ol X, = by
+an X, = by

ahxX, + ... [3.12]

a3+ ... +q” ., =b/.

sn

Dopo aver eliminato dal sistema [3.12] tutte Ie €quazioni della forma 0 = 0,
verifichiamo se vi compare un’equazione della forma 0 = b”, b #0: in caso
affermativo il sisterna € incompatibile e pertanto anche [3.2] lo €, ed il procedi-
mento ha termine. In caso contrario applichiamo dj nuovo lo stesso procedimento
al sistema [3.12] escludendo le prime due equazioni.

Questo procedimenio potra essere iterato fintanto che non si arrivi a un sistema
incompatibile Oppure a un sistema a gradini equivalente al sistemg [3.2] da cui
eravamo partiti. Nel primo caso possiamo concludere che il sistema [3.2] & incom-

zione generale del sistema [3.2].

Daremo ora alcuni esempi per illustrare il procedimento di eliminazione di
Gauss-Jordan. Nella pratica & preferibile operare sulla matrice orlata del sistema
piuttosto che sulle equazioni. Inoltre & pilt opportuno effettuare i cambiamenii
nell’ordine delle variabiij che dovessero renders; necessari, corrispondenti allo scam-

bio di colonne della matrice, solo dopo aver effettuato tutte le necessarie opera-
zioni elementari sulle righe.

3.2 Osservazioni ed esempi

LK=R

Xl+2X2+3X3=1 2Xl+X2+4X3=2 3){1—3)(2%—)(3:1-

v

4]
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E i i i Oi’lata:
S

12 3 1 t 2 3 1
5 i 4 21 —=-10 -3 =2 0j—

3 -3 1 1 0 =9 -8 =2

2

-0 1 50 . 3
0 0 -2 —2 0 0 i 1

Il sistema ridotto a gradini &
X, +2X,+ 3X;=1

2
7 — ,=0
Af+3ia
)(3=1’

che possiede "unica soluzione
_2 _2 1)_
3 3

2. K=R
X, +2X,=3

. [3.13]

2X, +4X,-2X,
2X,+4X, —X+2X,=1.

i i i lata:
Eseguiamo operazioni elementari sulle righe della matrice or

00 12 3 L2 -1 o0 2
2 4 -2 0 4)=|2 a4 -1 2 7]-
2 4 -1 2 7/ \o 0 1 2 3

1 2 -1 0 2 1 2 -1 0 2)



42 Geometria affine

Il sistema corrispondente &
X, +2X,- X, =2
X;+2X,=3.

Prendendo le variabili nell’ordine X, X;, X,, X, le stesse equazioni si riscrivono
nella forma seguentie:

X, - X, +2X, =2
X, +2X,=3.

Abbiamo pertanto un sistema a gradini, la cui soluzione generale, che & anche
la soluzione generale del sistema [3.13], &

Geys 36, X5, x)=(5—2t—2u, t, 3—2u, u), ¢ uch.

Il sistema possiede 022 soluzioni.

3. K=R

X, +X,= 1
2X,+ X+ X, = 2.

Eseguiamo operazioni elementari sulle righe della matrice orlata:

0 1 -1 -1 1 0o 1 1

La terza riga corrisponde all’equazione incompatibile 0 = 1; pertanto il sistema
¢ incompatibile.

4. Ogni sistema omogeneo di /7 equazioni in » incognite, con 7 = m, possiede
oo® soluzioni per qualche N = n — m. Infatti il sistema & compatibile perché omo-
geneo, ¢ il procedimento di Gauss-Jordan lo trasforma in un sistema a gradini
di p equazioni con p < m. Quindi il sistema originario possiede 00"~? soluzioni
ed n— p=n—m. Vediamo un esempio.

3/Sistemi di equazioni lineari g 43
K=R
X, +X+2X,+ X, =0
X, + X+ X +2X,— X;=0 3.1
X, + X, +3X,—-2X;=0
X, +X+3X + X;=0.

Questo sistema € 0mogeneo; in questo caso ¢ sufficiente considerare la matrice
dei coefficienti, anziché la matrice orlata. Eseguiamo operazioni elementari sulle
righe della matrice:

11 2 1 0 1 1 2 1 0
i1 1 2 -1 0 0 -1 i -1
— —
i 1 0 3 =2 0 0 -2 2 =2
1 1 3 0 1 0 0 1 -1 1
i1 2 1 0
o 0 1 -1 1 (1 1 2 1 0)
— —
0O 0 O 0 0 0O 0 1 -1 1
0 0 O 0 O
e scambiamo tra loro la seconda e la terza colonna:
1 1 2 1 0) 1 2 1 1 0 )
— e
(0 0o 1 -1 1 <0 1 0 -1 1 l"
QOtteniamo il sistema a gradini \
X +2X,+ X, +X, =0 N

X - X, ¥X;=0
che possiede oo soluzioni. Pertanto la soluzione generale del sistema [3.14] &

OGeps Xy X35 Xgy X)) =(—t—=3u+2v, L, u—0, U, v) t,u, veR.

5. Supponiamo che
AX =b, [3.15]

AeM(K), beK", sia un sistema di n equazioni in mcogm.Le tale chle A sia mv?,r’—,
tibile. Allora esso & compatibile e possiede un’unica soluzione x = '(x; ... x,) €K



