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7.1 Quadriche 189

Dimostrazione. =): Se I & riducibile, & della forma I' = H; + H per opportuni
iperpiani H; e H,. E’ sempre possibile fissare un sistema di riferimento in cui H;
abbia equazione Xy = 0. Sia aoXo + a1 X1 4+ a2X2 + ...+ an X» = 0 una equazione
di H; in tale riferimento.

La quadrica I ha dunque equazione ap X2+a1 XoX1+a2 XoX2+. . 4+an,XoX, =0
e la matrice associata &

ao%l...%n
a1

A=|% 0 =8 (7.14)
a0 ... 0

2

1< H)y = H,

2o Hy # Hy e, in particolare, il rango

Osservando la matrice, si vede che rg A = {

€ sempre minore o uguale a 2.
<): Supponiamo che rg A = 1. In tal caso (cf. anche [1], Cor. 10.28, pag. 158),

esistono un vettore riga numerico a e scalari non tutti nulli po, ..., pn tali che:
poa Po
pi1a P1
A= . =1. a. (7.15)
Pn Pn
E’ possibile scegliere una matrice non singolare B tale che (po, ..., p»)B = (1,0,...,0).

Si scelga il sistema di riferimento corrispondente al cambio di coordinate X = BX'.
L’equazione di I', nel nuovo sistema di coordinate, & diventata

Po 1
p1 0
X"B'ABX' = X"B'| . |aBX'=X"| . |aBX' = (7.16)
Pn 0
= X4 (aBX') =0

mettendo in evidenza che T & riducibile, contenendo I'iperpiano di equazione X§ = 0.
Per quanto osservato, poiché A ha rango uno, I' deve essere composta da un
iperpiano con molteplicita 2.

Supponiamo ora che rg A = 2. Sia S = {vg,...,Vvn} un sistema di vettori
linearmente indipendenti tali che Av; = 0 Vi = 2,...n. Si completi S ad una
base Vo, ..., Vs di C*! e si consideri il riferimento che ha [vo), ..., [Vn] come punti

fondamentali. Se X = BX' descrive il cambiamento di coordinate, la matrice BEAB
di I" nel nuovo sistema & della forma:

a b ... ...0
bd 0 ...0 (7.17)
0 .0

con ad — b? # 0. Dunque, nel nuovo sistema, T' & il luogo degli zeri di un polinomio
omogeneo in due variabili, che necessariamente si fattorizza propriamente. Dunque
T & riducibile. Per quanto prima osservato, I si deve allora decomporre come somma
di due iperpiani distinti, altrimenti il rango sarebbe 1.
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