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222 8 Classificazione delle coniche

Lemma 8.5.4. Una conica a centro v ha almeno una co p’i:z di assi di simmetria
tra loro ortogonali. Se (8.12) é una equazione che rapprésenta la conica e la matrice
As3 ha due autovalori distinti A1 e Az, allora glidssi di simmetria sono parallels,
rispettivamente, alle rette di equazione

(a—X)z+by=0

(a—X2)z+by=0

di assi di simmetria di

8.6 Invarianti ed equazione canonica metrica di una
conica reale

Sia (A, y,/%)A x = 0 l'equazione di una conica reale I'. Si denoti con Agas la

sottomatrice di A ottenuta cancellando 1'ultima e 'ultima colonna; Agg ¢ la matrice
della intersezione di I' con la retta impropria, nel riferimento associato. Con A@@ o
|Agg| si denota invece il determinante della matrice Agy.

Osservazione 8.6.1. det A, det Apy) e la traccia di Azs sono invarianti metrici di T,
ctoe sono costanti per cambiamenti di riferimento ortonormale. Infatti, le formule
di cambiamento di riferimento ortogonale sono:

z=mnz +my +di

Nl
Yy =maz’ + mozy’ + da (B.18)
che possono essere scritte come

1 1 0 O 1

T = dl mi1 Miz (E, (819)

Y d2 ma1 Mo Y

v mi1 miz . : i : .
con M = ( > matrice ortogonale. Si osservi, in particolare, che la matrice

m21 ™M22
1 0 O 1
M = | di mi1 mia z' | ha determinante uguale a +1. Cambiando riferimento,
d2 ma1 mas y’

la matrice associata alla conica @ A’ = M*AM e, in particolare, A e A’ hanno lo
stesso determinante. Inoltre, la sottomatrice di A’ ottenuta cancellando la prima
riga e la prima colonna & Agg = MtA@@M = M 'AggM (M! = M~ perché
M ¢ ortogonale). La tesi segue, osservando che, allora, Aéﬂ) € Aga hanno lo stesso
polinomio caratteristico, i cui coefficienti sono il determinante e la traccia della
matrice.
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Esempio 8.6.2. Ogni parabola I' ammette una equazione della forma, ay? =2z o
anche

Y =2pz  conp= (g/a) >0
detta equazione canonica metrica; i coefficienti a e q possono essere determinati nel
modo seguente:

tr AOO= a

C _q O
det A = det <_q ® o0 > = —ag? (8.20)
o 03

_ [ deth
TV A

Si rimanda al Problema. 8.32 per un esempio numerico.

Esempio 8.6.3. Ogni conica a centro I' ammette una equazione della forma az?+by’+c=0.

Osservando che:
c0o0
A=1040
00b

detA =abc
detAo=ab
"Ab&= a+b;

det A

si vede facilmente che a e b sono gli autovalori di A ec= s 5
Osserviamo che & sempre possibile supporre che la] < |b]. L’equazione

(a/c)z® + (b/e)y® +1 =0

& detta I'equazione canonica melrica della conica a _ceniro..

Discutiamo ora quali casi si presentano, a partire dalla classificazione affine.
i) Ellisse immaginaria: 0 < (a/c) < (b/c). Possiamo fissare o con a2 = claef
con % = ¢/b, e scrivere 'equazione come

2 2 '
T
S+ %2. +1=0 a4
ii) Ellisse a punti reali: (a/c) < (b/c) < 0. Possiamo fissare o con a? = —cfaef
con 3% = —c/b, e scrivere 'equazione come
2 2
z Y
pe) + EE -1=0 a>f.

Osserviamo che Pintersezione di I' con y = 0 ¢ data dai punti (,0) ¢ (—a,0): Il
valore a & detto semiasse maggiore. L'intersezione di I' con z = 0 & data dai punti
(0,0) e (0,~p): Il val ore € detlo semiasse minore. Nel primo quadrante, i punti
reali di I' formano il grafico della funzione z — (8/a)va® — a2 (per 0 < z < a):
maggiore & il rapporto #/a e “pint schiacciata” risultera V'ellisse.

Se_o: = f3, la conica & una. circonferenza..
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iii) Iperbole: (a/c) < 0 < (b/c). Possiamo fissare a con o® = —c/a e 8 con 3% = ¢/b,
e scrivere ’equazione come

z2 2
L’asse z ¢ detto asse trasverso, mentre I'asse y (che non interseca, 'iperbole in punti
reali) & detto asse non trasverso.

Osserviamo che l'intersezione di I con y = 0 & data dai punti (o,0) e (—a,0).
L’intersezione di I' con & = zo non ha punti reali per zo < a. Nel primo quadrante, i
puntireali di I' formano il grafico della funzione & — (8/a)v/z% — o2 (per x > a). Gli
asintoti hanno equazione y = :i:gm. Al crescere dell’ascissa, tende a zero la distanza
tra i punti nel primo quadrante aventi la stessa ascissa e appartenenti all’iperbole o
all’asintoto.

Si rimanda ai Problemi 8.30-8.31 per esempi relativi alla classificazione metrica.

Definizione 8.6.4. Un_fuoco F' di una conica non degenere I' & un punto proprio
tale che le tangenti a I" uscenti da F sono rette isotrope.

Se F' & un fuoco per I', I'involuzione indotta sul fascio di rette per F' dall’intersezione
di I' con la retta impropria coincide con I'involuzione indotta dall’assoluto.

Un fuoco & intersezione di due tangenti proprie a I' uscenti da punti ciclici.
Dunque, una conica non degenere ha al massimo 4 fuochi.

Osservazione 8.6.5. Una parabola ha un unico fuoco. In un riferimento in cui la
parabola ha equazione canonica metrica z? = 2py, il fuoco ha coordinate F(0,2).
La sua polare, la retta di equazione y = —2, & detta la_direttrice della parabola ed &
indicata con la lettera d. Si dimostra facilmente che la parabola z2 = 2py € il luogo
det punti del piano equidistanti da F e da d. In particolare, p & la distanza del fuoco
dalla direttrice della parabola.

Osservazione 8.6.6. Una ellisse a punti reali (che non sia una circonferenza) ha due
fuochi reali. In un riferimento in cui ellisse assume ’equazione canonica metrica
5; + %—; —1=0, i fuochi reali sono i punti Fy(y/a2 — (§2,0) e Fo(—+/a? —[2,0),
appartenenti all’asse maggiore. I punti reali della ellisse sono caratterizzati dalla
proprieta che la somma delle distanze da due fuochi reali sia costante.

Osservazione 8.6.7. Una iperbole ha due fuochi reali e due fuochi immaginari _co- ..

niugati. . In un riferimento in cui iperbole assume ’equazione canonica metrica

5; - %; —1=0, i fuochi reali sono i punti F1(\/a?+ 2,0) e Fa(—+/a2 + (2,0),
appartenenti all’asse trasverso, mentre i rimanenti fuochi (0,+i1/a? + 32) appar-
tengono all’asse non trasverso.

AL



