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... _coppie: in quanto vettori, forze e coppie si manipolano come abbjamo vistonel
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Sistemi di Forze e Coppie

Quella di forza va considerata uns nozione primitiva. Non & hecessario, né op-
portuno, dare una definizione fisica di forza. Invece, quando se ne costruisce il
modello matematico, & importante, anzi indispensabile, definirne con estrema
precisione gli elementi caratteristici. Questo faremo in questo capitolo, dove
considereremo anche un altro speciale costrutto, la coppia. Forze e coppie sono
vettort applicati, ciok, vettori cui competono specifici punti o rette di appli-
cazione (nel caso delle forze) e specifici piani di applicazione, nel caso delle

capitolo precedente; in quanto titolari di punti, rette e piani di applicazione,
le forze e coppie di un sistema si compongono e decompongono secondo regole
non sempre immediate, la cui collezione costituisce I'oggetto principale dells
Statica, cio&, della parte pill antica e basilare della Meccanica; questo capitolo
contiene un’esposizione elementare delle principali tra quelle regole.

4 Nozione di forza

Una forza & un,vettore applicato, ciod, un paio ordinato - — —h- a Sl a E:I: OML b w
(P eEx Ve, spazid §fiw

dove

- P &1l punto di applicazione,

- vers f individua direzione e verso di applicazione,

- |f| & I'intensitd.
Gli elementi che caratterizzano una forza sono il punto, la direzione e il verso
di applicazione, e l'intensitd. Se |f| # 0, la.fiotta di azione dells forza (P, e
il luogo r di tutti i punti P’ € £ tali che PP’ || f:

ke d il

fr={Pcg|PP xf=0} !
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Figura 2.1.

(Fig. 2.1).

OsSERVAZIONE. Ci sono precise motivazioni fisiche per introdurre due simili
ma distinte nozioni di forza come vettore applicato.

Se una forza f agisce su un corpo rigido, non & indispensabile conoscerne
il punto di applicazione: conoscere la retta di azione & sufficiente a predire gli
effetti statici e dinamici dell’azione di f. Se invece f agisce su un corpo de-
formabile, & importante conoscere il punto di applicazione, perché di regola al
variare di questo si ottengono effetti differenti. Consideriamo, infatti, la trave

. ,,,,deformabjl&rapppesentat&in,ﬁgum,,inca,stra;ta,admﬂestrenﬁtafesoggettara.dﬁ e

Figura 2.2.

una forza f di trazione: la trave subird un allungamento diverso a seconda
che il punto di applicazione sia in P o in Q. Un’osservazione analoga vale in
dinamica (Fig. 2.3); I'applicazione della forza f in P o in @ produce la stes-

QL rl I

OO

Figura 2.3.
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sa accelerazione in tutti i punti del carrello s¢ questo & ngldo, due campl d1
accelerazione differenti se il carrello & deformabile. - )

Dunque, quando i corpi’ allo studio sono considerati deformablll, & Oppor- -
tuno che le forze che.li sollecgtano s:ano schematlzzate come vettori apphcat!_ g
ad un purito; quando i corpi 8 b come ngxdl, basta 1mmag1narh’f
soggetti a forze di cui si conosc_:a : ‘ pne, schématizzate come véttori
applicati ad una retta, clo®, come vetton a,pphcati ad un punto arbitario di
una retta assegnata (si veda la Sezxone 8 4) \

4.1 Momento di una forza rispetto ad un polo

Si deﬁmscenmmnmdmmfomafpispeﬁwm:ﬁp&nmmm vettore

Piu precisamente,

m(@) = Q’P xf= (Q’Q ¥ 075) xf = Q’Q xf+ m(Q)
_ (Fig. 2.4).

§o la sua rétta d’azione, ‘
Q‘ non' varia. Infatti

il suo momento nspetto al polo

' x$=@P+PP)xf=QPx]
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Figura 2.5.

(si veda la Fig. 2.5). Come abbiamo gia osservato, nella statica dei corpi
rigidi l'effetto di (P, f) e (P’,f) & lo stesso: le forze possono essere inte-
se come vettori applicati ad una retta, nel senso che si tratta di vettori
applicati ad un punto arbitrario della loro retta d’azione.

(iil) Per definizione di prodotto vettoriale, il modulo del vettore momento &
pari al prodotto di |f| per la distanza d del polo dalla retta d’azione. Si
noti che il momento non & un vettore applicato.

- b Sistemi di forze @

Un- sistema di forze & un insieme costituito da un numero finito di forze;
{(P,f5) | i=1,2,...,N}.
Dato un sistema. di forze, se ne definisce il Fisultante:
N
ri=Y fi; f
’ =1
eil momento risultante rispetto ad un polo Q scelto arbitrariamente in &:
N N
m(@Q) =) m(@Q) =) QP xf. (5.1)
i=1 i=1

Né il risultante né il momento risultante sono vettori applicati. E facile vedere
che il momento risultante varia al variare del polo nel modo seguente:

@) =m@+QQxr. | | (5.2)
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B.1 Asse centrale =2 =

=0
Una conseguenza immediata della fo[znula di trasporto (5.2) & che il momento "
+di:un;sistema: di. forze a.risultante n(llo.non.cambis con:il-polos;Per & idiaredt

caso generale (r # 0), introduciamo la nozione dif decomposizione ortogonale

di un vettore rispetto ad una giacitura orientata. | %
Con riferimento alla Fig. 2.6, sia 7y, il piano di normale n, con |n| = 1. Si

-
o

Figura 2.6.

definisca:

ik

W=(mn, vi=v-ol,

donde
v =ol + ot

e si osservi che, poiché vl e v sono mutuamente ortogonali,
v = |oll? 4 |ot2. (5.4)

Dato, allora, un sistema di forze con r # 0, eseguiamo una decomposi-
zione ortogonale del suo momento risultante, scegliendo come giacitura quella
individuata da verss. Avremo intanto, facendo uso di (5.1)-(5.3), che

ml(Q') := (m(Q’) - versr) versr (5.5)
= [(m(Q) + a@\ X 7). vers r)] vers r
= m"(Q).

Quindi, al variare di Q' in &, si ha:
ml(Q") = cost. (5.6)

Il modulo del momento risultante pud dunque variare solo se varia m-(Q"),
ciog, il vettore:
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m* (@) = m(@Q) - ml(Q).
Dalle (5.4) e (5.6) segue che, qualunque sia. la scelta del polo @, si ha sempre:
|m(@)| = |mI(Q); (5.7)

dunque, se m!(Q) # 0, non ¢’ alcun polo Q rispetto al quale il momento si
annulli. In effetti, tenendo conto di (5.4), si ha che

Im(@)] = min Im(@)

e si trova che il luogo dei poli di minimo momento risultante ¢ una retta
parallela al risultante, di equazione:

m(Q') — (m(Q') - versr)versr =0. (5.8)

Per dimostrare quest’ultima affermazione, scegliamo un riferimento di co-
modo (O = Qjej,ez,e3 = versr) (di modo che, in particolare, QQ =
z1€+z2e2+x3vers vy si veda la Fig. 2.7) e riscriviamo la formula di trasporto

e3=vers r

Figura 2.7,

(5.2) nel modo seguente:

m(Q) =ml(Q) + m Q) +QQ x r,

vale a dire,
e € e3
m(Q) =ml(Q)es + mi (Q)er + mE(Q)ez — |71 22 23

0 0 r
=ml L L ‘
=m'(Q)es + (mi —rza)e; + (my +rz1)er.

Dunque, se @’ & tale che

(mi —rag)e; + (my +7z1)ea =0,
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, * c=m5xf

Figura 2.21.

OSSERVAZIONL. 1. L’operazione di riduzione viene anche detta operazione di
trasporto parallelo (della forza f da P a Q; la coppia ¢ fornisce il momento
di trasporto.

2. Per un’applicazione dell'idea di riduzione di una forza ad un punto, si veda

la Fig. 2.22,
M|
/ c=QPxf | Ll

"¢ ¥ | P

Lj2 ——— L2 —#

Figura 2.22.

Se il corpo in figura & rigido, il sistema costituito dalla forza f e dalla coppia
¢ applicate in @ (si noti la convenzione della “freccia incurvata”) ha gli stessi
effetti della forza f applicata in P. Se il corpo & pensato come una trave ad
asse indeformabile, il sistema in @ ha gli stessi effetti della forza in P per tutti
i punti dell’asse da R a Q.

3. Una modesta generalizzazione del procedimento di riduzione di une forza:
ad un punto assegnato ne consente 1'applicazione ad un qualunque sistema
di forze e coppie {(P;, f;),i = 1,2,...,N; (Qj,¢;),5 =1,2,...,M}, la cui
riduzione a @ € € consiste nel trovare un sistema {(Q, f); (Q, ¢)}, tale che



- Appunti di Meccanica dei Solidi/Statica, dalle lezioni del prof. P. Podio-Guidugli, a.a. 2007/8 -

40 2 Sistemi di Forze e Coppie

N
f=r=) %,
= N oM
c=m@)=) QPxfi+) ¢,
i=1 Ji=1

dove r e m(Q) sono il risultante e'il .momento risultante rispetto al polo @
del sistema, di forze e coppie assegnato.

LTRE OT1LIZ2AZIONI DI N, C.- e Nublbg + Raugo

7.2 Decomposizione di una forza secondo direzioni assegnate

Consideriamo ora il problema de]la'mmdﬁfﬁﬁﬁﬁﬁﬂiﬁﬁiﬁ@m S
SistenTE diforzeraventh reftte: dAzIORES BPUHTE dFdpplitaziohe sagegrativ Dellge::s
forze incognite, si cercano intensita e verso, in modo da ottenere un sistema
equipollente alla forza data. Formalmente, i dati sono: '
() wemmERES o Vedl fgquaa
(ii) leePAiTEtO dinzionexcinseunasindividuatasdakeusversope: miserdagutsdasid. 9.9, 4

(R RoonE | Ikt (ks 2o By

Si vuole trovare un sistema di forze ﬁt / /

‘ —
e (P fi)yi=1,2,.. K}, con fi=mm; ,Eg;oef_flirmf(xpi

g L AT 7 g S I b5 i BEAE D 2 ol g ab Y e SR e Gk T30,

TeT R AT A6 che S0 SoadTaTates 6 donidiziomnt:dbes
EquspRlIEnIES. '

OSsSERVAZIONE. Due sistemi di forze e coppie equipollenti hanno lo stesso
momento risultante rispetto & qualunque polo. Infatti, se

r=r & m(@Q)=m'(Q),
allora, '
m(R) = m(Q) +RQ x r = m'(Q) + RQ x ' = m'(R).

Dunque, quando si scrive la seconda delle condizioni di equipollenza (7.3),
ogni scelta di Q & lecita.

Per projezione delle due sugli assi coordinati e;,
e, 6 €
e o tas
:ngg&-«

22 =N iy
3 Qui non ¢’é somma rispe
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X
A \\e&/\.‘).,?;& =P ;mi(m-ej)=f.ej;
quindi, ponendo . —_. =, , =
Nii=ei-ni, fi=¢e-f, poiche. ne € vemor =p

.possiamo scrivere _ N: = coyf (e i L)
Njxi=f; (j=1,2,3). P ._J»“,-—) \E\
" Analogamente, proiettando.la saconda equaziohe; otteniaino: - s -E (ejislly
, Koo | - C
Y (@Pi xzim)-¢;=QP x f - ¢ .
i=1
e, ponendo

—\
Mj; = e; - QP; x m; (i non sommato), m;=e;-m,

possiamo scrivere
Mjz; =m; (j=1,2,3).

In conclusione, il sistema di equazioni scalari da risolvere & il seguente:

{ Njiz; = fj,
Mj,':ti = m;.
* In"notazione matriciale, questo sistema di equazioni ha 1’aspetto: e
Nu N ... Nik][®1 bjt
Nay Nz ... Nog | | 22 Ja
N3 Nz ... Nsg I - 3
My My ... Mg . m |’
My My ... Mg . me
My Mz ... Mg K mg

la. matrice 6 x K & la matrice M del sistema, mentre i due vettori colonna
6 x 1 racchiudono, rispettivamente, le incognite e i termini noti (= i dati che
individuano la decomposizione cercata); aggiungendo alla matrice del sistema
il vettore dei termini noti come ultimo vettore colonna si ottiene la matrice
completa MC (Fig. 2.23).

K+1

I
|
|
I t.
6 MO I noti
|
1
|

Figura 2,23.
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Per decidere se un sistema siffatto ammette soluzioni e se, eventualmente, la
soluzione & unica, conviene richiamare il

TEOREMA DI ROUCHE-CAPELLL Dato un sistema algebrico lineare di L equa-

zioni in K incognite, si calcolino ¢z, la caratteristica della matrice del sistema, c. M Ores )JZOQ_
e cpe, la caratteristica della matrice completa.? Allora,

I\
(i) seca < cme, 7 soluzione; +9UM.LMJL; C G;QM(,CO

(ii) se car = eare, 3 (almeno una) soluzione; inoltre, 8\9\
- se cpr = cyc = K, la soluzione esistente & unica; (P'Q)U o Zvone
- se car = ey < K, esistono co¥ M soluzioni. O\L« 'E A N CK O
EsErciz1

7.1. Si consideri la trave in figura, rigida e vincolata al suolo da tre carrelli.
Si decomponga la forza cui la trave & soggetta in un sistema di tre forze,
applicate nei punti dove si trovano i carrelli e perpendicolari alla via di corsa
di questi.’

Figura 2.24.

Soluzione. Questo esercizio propone un esempio di applicazione del Teorema
di Rouché-Capelli, I dati sono:

O_P\ =oale, a € [0, 1]; f=hetfieq; P = 0, P, =0+le, P3 = O+2le.

* La caratteristica di una matrice & il numero intero pari al massimo ordine dei suoi
minori non nulli; per definizione, car < cpse.

5 Anticipiamo qui che, per una trave piana come quella che qui consideriamo, il
carrello & un vincolo di posizione che impedisce la traslazione dell’asse della trave
in direzione perpendicolare alla retta che ne individua la via di corsa, consenten-
done invece la traslazione in direzione parallela e consentendo altres! la rotazione
della sezione trasversale attorno alla cerniera; in corrispondenza di ogni carrello, a
seguito dell’applicazione di carichi sulla trave, pud prodursi una forza di reazione
che — se non & presente attrito, come di solito si suppone per semplicitd — passe
per la cerniera ed & perpendicolare alla via di corsa.
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§ 1 Spazm vettorlale duale Ricordiamo che dato V spaz10 vettorlale, lo spazzo

vettoriale duale di V, denotato con V*, e’ lo spazio vettoriale '
R k3

Hom(V,R)

delle applicazioni lineari da V in R (equiv., del funzzonalz lineari su V)

Se V ha dimensione n + 1, una volta fissata una. qualsiasi base di V, 10 spazio
V* = Hom(V,R) €’ lo spazio vettoriale delle matrici (n + 1) X 1, una cui base €’
data quindi dalle matrici riga

) o #=(0,...,0,17%%% 0 0), 0<i<m.
1

Pertanto anche dim(V*) =n + 1.
In particolare, se e = €, €y, ..., €, indica la base prefissata su V, cosicche’ in

base e si ha
0

g=| 1J 1,0<j<n

allora si ha
1(‘3]) 4,5, 0<4,j<n

dovefcr 1l delta di Kronecher. %

I

Definizione. 1 La base e* := &, e,...,&. di V* si chiama la base duale della £
Sbasee di V. i

Osservazione 2 In termini piu’ concreti, una volta fissata la base ¢, la base e* si
puo’ vedere naturalmente determinata dai funzionali lineari coordinata,fz:ioe’
si puo’ porre

e =X 0<i<n,
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—_

AC+CB +

X
I
=]

Poiche

AC =l e, L
" /CB =ly(- sin‘crey A

cos¢
cose . -

L = (sing + cosptana)l, Iy =

s

ento che (9.2) implica che ¢ — /2 (p — 0)-se a: — Of
1 vede che le posizioni limite di equilibrio della barra sono: quella,
con B = C, per o — 0; quella: orizzontale, un po’. piti: difficile da.

10 Cinematica N

Sia C una regione limitata di' £ 6ccupata da un corpo materiale del quale

immaginiamo di etichettare i’punti P,Q, ..., una volta per tutte: Diciamo
: che il corpo:€ & rigido; riferendoci ad esso per memoria come a Cyig;-se la

distanza tra due siioi punti qualunque non cambia nel corso di un qualunque
. 8u0 moto: R T 3
[PQ(t)] = cost.. _ B (10.1)

Fissato un sistema di riferimento spazio-temporale, visualizzato nells, Fig. 3.4

Figura 8.4.

pet mezzo di tre regoli rigidi ortogonali e un orologio, I'applicazione a valori
vettoriali :



60 3 Statica del Corpo Rigido
55 polt)i= OP().-

fornisce la posizione assoluta di Pallistante ¢ rispéétdEjp,ll’q;fi{g‘ine O di quel
riferimento. La posizione relativa a P di @ & ¢ AT

pr(@,1) = PAM:= Q) - P(t) = o0 ~0P();

20(@,1) — p0(P,?)

e pud, quindiz.geséergi'lnﬁgs'a come la ’di,ﬁ'enéﬁjz'é.’-itra. le posizioni assolute di @ e
rrente. Differenziando la;posizione assoluta di P:

P all'istante.

v

. d '
Lo 'Eipo(t)' =: vo(P,t),

Se'ne:ottiene la velocitd assolutq al)istante ¢, mentre la velocitd relativd“& R, 5
“differenza delle rispettive velocitd assolute: e

4 (90(@,1) - po(P,1) = 30(d,)= v0(Prt) = 96(Q,

* D'ora in aventi, avendo fissato _pﬁ rif:qrixqgfﬂ;b spazio-temporale “#agsoluto”,
scriveremo per semplicitd. p(P;t) e v(B ~invece di po(P,t) e vo(P,t), per
posizione e velocitd assolute:di P al teinpo t.

Una prima importante. conseguenza dell'ipotesi di_rigidita si ricava diffe-
renziando rispetto al tefipo una vérsione equivalente dell’equazione (10.1) che
la esprime: o) ) .

Figura 3.5.

“delle possibili velocitd vp(Q,1t) di Q relativé a ;P- ¢ il piano perpendicglare al
vettore_p [Q1), che specifica Taposiione-dLL) relativa a P (Fig: 3:0). F're-
dsamente, si pud far vedere che vale la seguente formula di rappresentazione
del campo di velocita relative: s




. = Appunti di Meccanica dei SolidilStatipa, dalle-lezioni del prof. P. Podio-Guidugii, a.a. 2007/8 - .

e A

il vettoreg angalare, - .
Mostrlamo che iy non dipénde dalla. scelta dj"ﬁP gup g‘giio, per a.ssurdo,
“che ne dipenda. Cominciame seeg 98]0 . Ve iciciu i

deQarmim dellﬁeldci
e U(F

dare una rappresent&'i}j%e della velocitd: a.ssoluta di Q
que a.ltro punto P invete di P otteniamo:

>, v(Q) = v(P’) + w(P’) X P’Q,

e ne deduciamo che

w(P) x (PQ

3ovvero, visto che‘ l’ultlma. relazione one vettoriale vale qualunque sxa. Q e che,
qumdl , 81 pud- sﬁgghere il vettore P' Q@ in modo a.rbxtrarlo, :

P  w(P)=w(P).

Ma, poiché anche la scelta di P’ & arbitraria, si conclude ch : nella rappresen-
tazione (10 3) del campo delle velocitd relatwe

I Qui e nel seguito di questa dimgat. ne, per semphclt& di scrittura; Iascmmo
sottintesa la dlpendenza da t; per la; stessn ragione, scriviamo v(P), invece di
vo(P), per In velocith assoluta di P.



(10.5)

Va da sé che, se C & occupata all'istante ¢ da un
» campo delle velocitd assolute dei punti di Crigi.es’

3. 5i im‘miféin An n‘Fig. 3.6, in un moto in cui unsuo ..
»Presti fisso'e il vettore velocita angolare sia perpendicolare al piano del ;"
foglio: w.= wes, w > 0. Allora, |¥ (@) 2 w|PQ| misura 'angolo “gpazzato’ ddl#

Figura 3.6.

- vettore posizione ) nell’unitd di tempo; di qui il nom,g;:ff?iel?icité,.éﬁ?gola;re;'{
-per il vettore w che appare nella rappresentazione (10: gy o <

La potenza 3p

{ assoluta v &

di ap, ' 4
. Se diun:corpo si cofisideraun generico atto di motw rigido
po (10.4),la potenzgSpesa dallafqrza f (P) applicata a P '

-'seguente:
(F)[origl = F(P) - wok

:Osservandg/fa (11.1), si nota che le variabiliNgine
" metrizzap® la collezione degli atti-dizx _it\&"—i‘ig'l'
mente,Alle variabili dinamiche (f(P F(P)
momento rispetto al punto P,. :
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100 4 Catene Pianie di Corpi mgid'i‘ .

1. Had eg,sa éongmnfa con una. cérmera.
] éi mi el qto della. catena;,s"

delld}‘“ca éna’ qmpze un atto di moto ngido di tipﬂ rotatordo. Determineremé.
gttt il,onsg 7

voto nel. caso semplice deﬂe-‘ catene cmematmhe piane,

,‘ ii’ao' xderlamo il corpd rlgidop Ang

poilonse sl P Gy
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19 Cinematica di catéie apg
come purament )

la genera.hth 1mmagmare che I'atto dl moto de}Eccﬁ‘po sﬁa;ala. restnznone diun
Qeﬁmto{'bull’mﬁpro piano my. Dati due ~

w X (POP1 Pon) =wr X (IP1 IPQ),

—*“#X"PZPI )

ue ché‘ ella ra.ppresenta ne:( (1 '9 1) si
] iy

wX P2P1

:‘dall’arbxtraneth. di scelta. diPe Pz

deve prenderg g =
Affrontiamo adesso il pmblema éella, determinazione del punto I. La

condizione definitoria che v(I ) == 0 Jmplica che risulti:

0=nxo(l)=mn x v(Po)+wn x (n x Ppl) = n x v(Po)-wPT,i

oS »li_-:f-"-_-lnfattl, qua,nto a]l’ulhmo passaggio, & facile venﬁcare che, comunque sla scelto

Figura 4.20.

v €V taleche v - n =0, si ha
nx(nxv)=—v

(Fig. 6.10). Poiché 7’37 » = 0, concludiamo che il vettore che fornisce la
posizione del punto cercato rispetto a Py & :

l= wilnxu(P);
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102 4 Catene Piane di Corpi Rigidi

sono le, perpendicofari il centro di rotazloi{é istantanea coinci
a.ll’mﬁmto di queste ultime e P’atto di moto del corpo & undf
du'ezione comune alle velocita dei due punti. ‘

19.2¢ ‘."tto di moto

"'ﬂTormam alle catene cinematiche ad uni; paé‘amm;ro Quanfo a.l slstema, bxel—
:Ja/manove di Fig. 6 12 8 chiaro ehe il cer_njn;o di rotazlone 1stantanéa. Ipg

istantanea Ig della biella B si trova sull’intersezidpe delle perpendicolari alle
velocitd di B e di C, ciod, sull'intersezione tra il psolungamento dell’asse di
M ¢€'la normale alla via di corsa del carrello.
Ci poniamo il problema, data la velocitd angolard way = wmn. della
‘manovella, di determinare quella wyg = wpn della biella.
Visto che abbiamo individuato i centri;di rotazione ist ,ta.nea, la risolu-
zione & pressoché immediata. Gli atti dx moto del due corpi a.mmettono le
rappresentazioni seguenti: e

v(P) = wpm xﬁ, PGM;
v(P) =ws x [gP, PeB.
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60 Polarita d’Inerzia

3.2. Dimostrare che, se per una rotazione di asse e3 non banale (9 # 0) accade
che

J:Q = QJ.,
allora
Jr=v(I-es®e3).

Soluzione. Vista la rappresentazione spettrale di J,.:

Jr = M Ya9a D Ga »
a=12
(cf. (10.1.4)), la condizione proposta si traduce nelle due relazioni scalari
J\R" MQDAQQD.vanu \Q"quq
a=1,2

che equivalgono all’unica relazione
sin” 9(y, — 7,) = 0.

3.3. Trowarele autocoppie del tensore d’inerzia relativo ad una qualunque regione
contenuta.nel piano zz.= 0. =

Soluzione. Basta cercare le autocoppie di J;. Per cominciare, si considera I’equazione

L3

secolare ridotta | o et
Je—2A M A =0=X = (J+ TN+ (Judy — J2,) (3.1.15)
Gu.é Yy

e se ne calcolano le radici. Per trovare I'autovettore & ortogonale a e; corrispon-
@ all’autovalore

basta risolvere il sistema

ﬁ#@ A A.\x - ..vamp - xv.Mn =0

2y , Aw.H.Hmv

ottenendo . )

J2

Xy =

A‘le.vaunT..waq L

A.Nx _ .vam
A..NN - ..NMVN + rNW% ’

Per trovare poi ’autovettore 1 corrispondente all’autovalore

e BT,

MH =

(3.1.17)

5%

3.1 11 tensore d’inerzia 61

il sistema da risolvere & il seguente: - um ‘® ! 0 AM\\O .@0?%

=y + (Jy = Jy)ny =
: 31.18
ﬁ m+n=1 (3:118)
si ottiene:
m= ol M= Y : (3.1.19) :
(Jy = )2 + T3 (Jy—=Jn)? + JZ, W

Towpsk colares Jwy (.- u.,., i =dv )= o 1w lste =y T. .&.x...
OSSERVAZIONE. Le fo bm e omr»._a.w/m nel ﬂ_ﬁn%% mvm«mwnwru_mw anno :smum%mn uomﬁ 1

versione grafica, dovuta a O. Mohr (Figura 10.2). 1l cerchio-di Mohr relativo ad lr_j\
"

mﬁiroé?b»._xvﬁw,\ °

A3 n

(x)

. Figura 3.2

ama-figura. piana, che abbia- momenti d’inerzia. assiali J,, Jy e prodotto d’inerzia
Jxy.rispetto.ad una-coppia di assi x,y per il centro di massa, si costruisce nel -
piano:coordinato-degli-assi x,y, con *

e \,,,.Nw+ .w_n ov mw

. (3.1.20)

E facile vedere che, una volta costruito, questo cerchio, i momenti principali se ne .
ottengono come intercette con I'asse orizzontale; e che gli assi principali hanno le

direzioni delle rett uamente o&.mw%mg,mﬁ%noﬁ%g.mouovg: intercette con il
‘ i «v);. Precisamente, le autocoppie sono:

i

-
&

(Je,€), ‘con & := ((J¢ - J)? + &@L\ .NC.UQS = (Je~ Ji)e),

AN 20 “(3.1.21
(s con o= ((Jy = Sy 4 J2) (0, ~ F)es + Jper), LoD

“dove-£,1'sono i versori degli assi d’inerzia principali centrali £, 7.
m N

“Infatti, ad esempio, si desume dalla figura che la retta che passa per i punti (Jy,Jx,) e
(Jy,0) ha coefficiente angolare Jyy/(Jy, — Jy), pari al rapporto nz/n fornito dalla prima delle
(10.1.18); questa retta fornisce quindi la posizione dell’asse principale centrale 7 rispetto all’asse
X. 2. 2.

4 - Ux.ru{V * z = Ix*h

MA\F —— WN”QX..MZL‘«HQ = = 04M

) -
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\V

3.2 VL’ellisse d'inerzia

Data una distribuzione di massa su una regione piana R, e scelto un riferi-
mento cartesiano ortogonale di assi x,y per il centro di massa di R, le quantita

L(R).*

> J(R) ¢
SAELPA@ 1y | 2R)

m(R) 4

SRy (32.1)

sono, rispettivamente, il ra
all’asse y%. In particolare,

| Rl)\H Py = )\I L.w.@vbumwv

inerzia. & _Wz Vm.:\

isse orm. nel

io d’inerzia di R relativo all’asse x-e quello relativo

si dicono raggt d 'inerzia-principali, (centrali.. L’ ellisse d*
riferimento costituito dagli assi principali centrali, ha equazi

=

&

pud

=diwre _,,\

F
A

Questa conica ha un ruolo cruciale nella descrizione di tre corri
- l'una tra rette, le altre due tra punti e rette — che intervengono nello studio,
che svolgeremo nel prossimo capitolo, dello stato di sforzo nelle sezioni di travi
soggette simultaneamente a carichi assiali e flettenti. E per questo immediato

(3.2.3)

interesse applicativo che compiamo qui di seguito uno studio elementare di tali
particolari corrispondenze, il cui affascinante studio in astratto & compito della
geometria proiettiva classica.

3.2.1 Polarita tra rette

h ellisse d’inerzia subordina una relazione di co

svogliamo sperare senza intenzione di portare un attacco all’i-
stituto della famiglia) tra rette appartenti al fascio che ha per sostegno il centro

di massa. \
Facendo riferimento alla Figura 10.3, sia x una retta generica di quel fascio,

di equazione
A= (tan@)§s = é.m.&

La retta del fascio parallela alla tangente in P (o in P) all’ellisse d’inerzia & la
retta X di equazione

=(tan @&, * (3.2.5)

che taglia I'ellisse in due punti dove la tangente & parallela alla retta x. Semplici
sviluppi di geometria analitica, che troviamo opportuno confinare nm=,0mmmn<m.
zione sottostante, mostrano che il coefficiente angolare della retta X & tale da

%

3.2 Lellisse d’inerzia

(3.2.6)

Nel linguaggio della geometria proiettiva, una relazione di questo tipo si dice
una polaritd involutoria;, le rette di una coppia (x,X) che la vo&&_mm si mFouo
83: ate_ris mgo m.:dEmmm 10.2.3). m mm.onm <&m~m che (10.2. 8

gli assi € 1 risultano coniugati (infatti, se o

— 0, allora @ — oovw e che non
ono rette autoconiugate reali (se ve ne fossero, dovrebbe valere la relazione
; s 2 272 —

impossibile tan® a + pz/p; = 0).

OSSERVAZIONE. Al fine di dimostrare vera la relazione (10.2.6), ricordiamo an-
zitutto .un ben noto risultato di geometria analitica: due rette, di equazioni
Y= KT+ Yy ey = KT + Yo, sono ortogonali se e solo se i loro coefficienti
angolari verificano la condizione

Kikg = —1 (3.2.7)

(anche questa relazione, naturalmente, & una polarit3 inv Gﬂmv Ora, la retta
x taglia lellisse in una coppia di punti P = @}, B = @ @ le cui coordinate,
che si trovano risolvendo il sistema (10.2.3)~(10.2.4), verificano la condizione

@ delvellisse &:

®>ﬁ J\ = MAﬁlm+ Ndv.l 4 ﬁm\.ruv

D’altra parte, dato che il vettore gradiente in un punto (@

2C= Nm\o m,pl

. )D
ALY 5 Qb = ol ectlfs
la uoH.Bm.Hm w:.m_rmmm in quel punto & una retta A ,Suo_.?‘r 4 A )

a 9 Tm
7{@w oi\vnﬂwlbmbw

————

03

1
1
{
i
}
1
4
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e quindi, per soddisfare (10.2.7), la tangente deve avere il coeficiente angolare

_ wv 4o} 1 p
tanag = ——=/—= = — wmﬂlﬂbmmmn “V

questo risultato conclude la dimostrazione. W@ AON v ., *@ molm g - W

3.2.2 Polarita tra punti e rette 4N
. . < M
Si definisce centro relativo all’asse x il punto X di coordinate v
2(X) = Jrzydm _ n
Jrydm  m(R)y(G)
(3.2.8)
yx) = LI
Jrydm  m(R)y(G)

Llellisse d'inerzia subordina una relazione di coniugio anche tra rette (= assi) e
punti (= centri), relazione che & definita dall’equazione:

2

»

N.R, .ﬂ
amm. 9 (¥

A v ,Wc i+ 1=0,. “A\
: 3

pella guale £(X), n(X) sono le coordinate del punto X nel nmmn.BmBo Unuo_wm._m

centrale; in quel riferimento, (10.2.9) &''equazione dell’asse
X I corrispondenza cosl istituita & biunivoca, senza eccezion!: Humm:_ mmmmmumﬁo
il sistema di masse che occupa la regione R, sono determinati i relativi raggi
principali d’inerzia pg, p,; fissato X, cio, fissate le coordinate (£(X), n(X)), ad X
corrisponde I'unica retta f,di equazione (10.2.9). Per converso, fissata una retta
del piano di equazione X

af+am+1=0, (3.2.10)

cioe, fissati i coefficienti (a;,az), resta univocamente determinato X, il punto di

coordinate
§(X) = E}, n(X) = axp}-

tengano il proprio centro: se una ve ne fosse, dovrebbe valere la condizione

£(X) , *(X)
A

che non pud evidentemente essere soddisfatta in R. ..

+1=0, (3.2.11)

OSSERVAZIONI. 1..Anche la corrispondenza f3.++ X tra rette e punti del piano

2,.nel lingnaggio della geometria. proiettiva, un'

polaritd involutoria, nella quale _

si-corrispondono il polo X e la.polare pg, 23
x vO’O = 1oy .dorw WL

3.2 L’ellisse d’inerzia 65

&)
it

n(Y)

ot (3.2.12)
§

Allora,
il punto Y appartiene-alla nmagwﬁv il punto X appartiene alla retta %O(

come subito si verifica esprimendo le condizioni di appartenenza per BmNNo\&
(182.9) e (10.2.12).

3. Deduciamo I'equazione di coniugio (10.2.9). Anzitutto, impieghiamo ben note
formule\{i trasformazione coordinate per stabilire le seguenti relazioni, che forni-
scono le cpordinate del punto X nel riferimento principale centrale in funzione di
quelle nel r¥erimento equiorientato di origine O e assi x, y:

ﬁ = cos p(z(X) — z(G)) — sin (y(X) — ¥(G)),
= sing(z(X) — 2(G)) — cos py(X) - y(G))

alla Fig. 10.4 per verificare che si deve prendere £ =

(3.2.13)

n =y ed =21 — ; e che, cosi facendo, que

che ﬁoc
0

[l
o0
3 3
€6
8 8
NN
Q>
S’ N’
b
v, W,
BB
€ 6
<Q
)
z
+
R

donde, eliminando a si ottiene la prima delle (10.2.13)))
Nella Fig. 10.4, la coppia di assi centrali (x,y') & par.
coppia (x,y). Usiamo in successione le (10.2.8);, (10.1.8);

Jen = 0), per ottenere che

_ BHAQv@A v .\.x\wt
my(G) ~ my(G)

~

z(X) - z(G) = = sinpcos

: o
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In modo del tutto analogo, da Go 2.8)3, (10.1.8); e dal teorema di Steiner dedu-
ciamo anche che

S—my*G) _ Je _ cos’ppl+sin? s?

(X)) = y(CQ) = 3.2.15
A A 7() R 97 (€) R (6 (3219)
Combinando le ultime due relazioni con (10.2.13), ne Ticaviamo che:
2 ; 2 ;3 2
. Pz — py _ sinpcos® ppf + sin® p p? -
X) = 2 - =— sin ¢,
mﬁ v SIn ¢ Cos GSMQAW&V . @A.Q.Nv \ Qﬁbmv @
e Pe — pp  COS"p; +sin P cos ¢ py e
n(X) = sin*pcosy - =- cos .
my(G y 9 y(G
¥(G) ( (G) (3216)

Dunque, le coordinate del centro X relativo m:ﬁ%m x nel riferimento principale
centrale sono:

— _ hd .
£ = @va e (3.2.17)
n(X) = - imv cosp. - .

D’altra parte, se si scrive Pequazione dell’asse z in quel riferimento nella forma
(10.2.10), la figura mostra che le costanti a;, @, debbono valere:

sing cosp
o =———, m= ,
ST () L ()
ovvero, tenendo conto delle (10.2.17),
£X) n(X)
a = , Qg = H 3.2.18
1 7 2 7 ( )

e A

con queste relazioni, I'equazione (10.2.10) prende il desiato aspetto dell’ equazione
(10.2.9).

3.2.3 Antipolaritd tra punti e rette

Oonmaonmnno una vo_mﬁﬁm particolare, la 8

3.2 L'ellisse d'inerzia 67

- @
N\ .

-X

Figura 3.5

Q cisi ﬂmm:mno ooBm a una @MIHPHTE¥mentre il sXoviene-detto 1’ antipolo 4

La Hm_wu_oum tra antipolo e polare & descritta dalla modificazione ovvia della

relazione (10.2.9) tra polo e polare, vale a dire,

Ha

1

Figura 3.6

per il centro di massa; osserviamo che quest’ultima retta, a causa di (10.2.9), h
coefficiente angolare

£(X) P
tang = —2—2 5.
- X)) e
€ che la retta X per G e per X ha coefficiente angolare
—_ nX)
tant = ——=.
£(X)

Dunque, le rette x e X sono coniugate nel senso della polarita espressa dalla
(10.2.6).

5Questa & appunto l'equazione della polare di —X = (—£(X), —n(X)).
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Universita’ degii Studi di Roma ”Tor Vergata”
Facolta’ di Ingegneria - CCS Edilizia ed Edile/Architettura

Geometria ed Algebra Tensoriale: complementi
Docente F. Flamini, Roma, Tor Vergata

ESERCIZI DI RIEPILOGO PROPOSTI

1S

Esercizio. Sia A € Hom(R*,R?) la matrice di equilibrio

00 1 2
A=12 4 -2 0
2 4 -1 2

e sia f € R3 un vettore di forze attive, di coordinate rispetto alla base canonica

ediR3 f=

| 4 W= o

(i) Stabilire se f ' un carico compatibile per la struttura la cui matrice di equi-
librio " A.

(ii) In caso di risposta affermativa al punto (i), scrivere ’espressione del generico
vincolo T € RY necessario per mantenere 1’equilibrio con la sollecitazione 7 data
(i.e. per risolvere il problema A7 = f).

(iii) Dedurre il tipo di equilibrio indotto da A.

Esercizio. Sia dato in R3 il tensore di trazione

T = 58, €.
(i) Stabilire se T ¢’ semidefinito positivo oppure indefinito.
(ii) Determinare la traccia ed il determinante del tensore T'.

(iii) Scrivere 1'equazione scolare (o polinomio caratteristico) di T'.

Esercizio 3. Sia dato in R3 il tensore del secondo ordine

T=%¢ 7éx+¢ “€3+e€ e +e ez +€3%e + € e

R

(i) Stabilive se T rappresenta il valore del campo di sforzo in un punto di un corpo
materiale continuo, '

(i) In caso affermativo, trovare gli invarianti ortogonali di T' e ’equazione secolare
(0 polinomio caratteristico) di T ™

(iii) Trovare infine le tensioni principali e le direzioni principali di T'.
1



2

Esercizio. Si consideri I'applicazione lineare di equilibrio F : R3 — R4 definita
ponendo '
z
y+z
zt+y+z
2z 4 2y + 22
(i) Determinare la matrice di equilibrio 4 := Ap che rappresenta F’ nelle rispettive
basi canoniche.
(ii) Determinare 1'espressione della generica sollecitazione autoequilibrata (o vin-
colo scarico), cioe’ in equilibrio con carichi esterni nulli.
(iii) Determinare Pespressione del generico carico compatibile; dedurre infine il

F

tipo di equilibrio indotto da A.

Esercizio. Siano dati i 4 vettori di R3

1 2 1 4
T = 1 =10 ],7= 0 yW=1| T
-1 1 -2 2

e le relative diadi T2 3,72 w € Lin.

(i) Determinare le relative matrici rappresentative delle due diadi.

(ii) Calcolare (% s: 7)(7), (T2 wW)(T).

(iii) Stabilire se le diadi T @ ¥ € T® W possono essere ortogonali fra loro.

Esercizio. Sia data in R3 il tensore parametrico del secondo ordine
T =48, @ &5 + \é3 ®e,

con A € R parametro. :

(i) Determinare i valori di A € R per cui T risulti essere un tensore di taglio nel
piano (z, z).

(ii) Per i valori trovati al punto (i), calcolare gli invarianti ortogonali, le tensioni
principali e le direzioni principali di T

(iii) Scrivere I'espressione del tensore T nella base f di R3? costituita dai versori
che generano le direzioni principali e determinare la, relazione matriciale che lega
'espressione matriciale del tensore T in base canonica e e nella base f delle
direzioni principali.

Esercizio. Si consideri I'applicazione lineare di equilibrio F' : R3 — R? dofinita

P N [ 2z+32
Y15\ ay-3z )

2

ponendo

(i) Determinare la matrice di equilibrio A := Ap che rappresenta F nelle rispettive
basi canoniche. e dedurre il tipo di equilibrio indotto da A.




(ii) Determinare la matrice cinematica B associata ad A.
(ii) Utilizzando il Teorema dei lavori virtuali (formulazione in ALGEBRA LI-
NEARE), utilizzare B per determinare lo spazio dei carichi non compatibili di

A

. 0

Esercizio. Siano datiin R3idue vettoriga=| 1 | eb={ 1 | esi consideri
5

la diade @ ® b.
(i) Senza utilizzare il calcolo esplicito della rappresentazione matriciale di @ ® b,
giustificare per quale motivo @ & b non potra’ MAI essere un tensore contenuto
in Skew, cioe’ nello spazio dei tensori antisimmetrici del II ordine su R3.
(ii) Scrivere 1’espressione matriciale dell’endomorfismo associato alla diade @ ®b.
(iii) Trovare tutti e soli i vettori € R3 per cui risulti che la diade 3 ® % € Sym,
i.e. risulti essere un tensore simmetrico del II ordine.

Esercizio. Sia dato in R3 il tensore di sforzo
T=e®e +2E1®e+eR¢)—¢ Qe +3(e2 ® €3 + €3 @ €2) + 683 ® €.

(i) Determinare la parte sferica di T'.
(ii) Determinare la parte Deviatorica di T'.
(iii) Decomporre T come somma di stati di sforzo elementari di pressione, trazione

e taglio.

Esercizio. Sia A € End(R3) I'’endomorfismo di equilibrio la cui matrice corris-
pondente nella base canonica e’ '

21 -1
A=]30 5
2 4 -14

(i) Stabilire se A definisce un equilibrio ISOSTATICO.
(ii) In caso di risposta negativa al punto (i), determinare lo spazio dei carichi
compatibili, scrivendo 'espressione del generico carico siffatto.

(iii) Utilizzando il Teorema dei lavori virtuali (formulazione in ALGEBRA LINE-
ARE), determinare ’espressione del generico carico incompatibile con la strut-

tura.

Esercizio. Sia dato in R? il tensore del secondo ordine
T = ,9e112€) 38— 3€1 Q83— 48, ®F1 — 282882 +4€;®83-+2€38€1 +6e3 98+ 323 9€3.
(i) Determinare la decomposizione ortogonale di T € Lin come

T =87+ Mrp,
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dove St €’ la parte simmetrica di T e MT ¢’ la parte antisimmetrica di T, i.e.
SreSyme Mr € Skew

(i) Determinare il rango sia di Sy che di My,

(iii) Descrivere la corrispondenza assiale tra il tensore Mt ed il suo asse wsy,
calcolando esplicitainente le coordinate di un vettore generatore di tale asse.

Esercizio. Si denoti con S la sfera di centro lorigine di R3 e raggio 1. Sia

e
P= %5 € S e sia

V3

3

N )
W= O

o

la matrice rappresentativa di un tensore degli sforzi nel punto P € S.

(i) Determinare il vettore tensione = #(P) dato dal tensore T nel punto P.
(ii) Calcolare la componente normale yy e quella tangenziale #7. di 1.

(iii) determmare i valori di tens1one normale oy e di tensione tangenziale or.

Esercizio. Sia dato in R? il tensore del II ordine
J=2¢®e + (Ei ® e+ e ®¢'3'1) + 2€; ® €3 + 4é3 ® €3.

(i) Verificare che J e’ un tensore di inerzia, determinando i valori Jy, Jy, Joy €
Jo dei rispettivi momenti.

(ii) determinare 1’espressione del tensore di inerzia ridotto J, e 'equazione seco-
lare ridotté. di' J (equivalentemente di J,.), gli autovalori ed i versori generatori
degli assi di-inerzia principali centrali.

(iii) Denotati con £ e 7 le coordinate nel sistema del riferimento ortogonale in-
dividuato dagli assi di inerzia principali centrali, determinare i raggi di inerzia
principali centrali e ’equazione cartesiana dell’ellisse di inerzia € per una massa
m = 2. Disegnare £ nel suo riferimento.

Esercizio. Sia A; : R? — R? la matrice parametrica di equilibrio

t -1
A= 2t 1 )
0 t+1
con t € R parametro variabile.
4 2
(i) Stabilire per quali valori di ¢ il carico b = | 0 | risulti essere compatibile
2

per la struttura.
(ii) Per i valori di ¢ trovati al punto (3), stabilire che tipo di equilibrio induce la
matrice A;.
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(iii) Determinare 1'espressione del generico vincolo 7 compatibile (i.e. che risolve
Ay =1D) per i valori di ¢ determinati al punto (i).

1 -1
Esercizio. Siano dati in R3 i due vettori g = 3 |ed= 2
1 1

(i) Determinare generatori per K er(@®b).

(i) Determinare generatori di Im(a b).

(iii) Calcolare la componente simmetrica e la componente antisimmetrica della
diade @R b € Lin.

Esercizio. Sia dato in R3 il tensore del secondo ordine
T=2Qe+e @e3+¢ ®e +e®e3+23Q®E +8 ®e.

(i) Stabilire se T rappresenta il valore del campo di sforzo in un punto di un corpo
materiale continuo,

(ii) In caso affermativo, trovare gli invarianti ortogonali di T" e I’equazione secolare
(o polinomio caratteristico) di 7. 7

(iit) Trovare infine le tensioni principali e le direzioni principali di T'.
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POLARITA’ DEFINITA DA UNA CONICA

§ 1 Spazio vettoriale duale. Ricordiamo che dato V spazio vettoriale, lo spazio
vettoriale duale di V', denotato con V*, €’ lo spazio vettoriale

Hom(V,R)

delle applicazioni lineari da V' in R (equiv., dei funzionali lineari su V).
Se V ha dimensione n + 1, una volta fissata una qualsiasi base di V, lo spazio
V* = Hom(V,R) €’ lo spazio vettoriale delle matrici (n + 1) x 1, una cui base €’

data quindi dalle matrici riga

(1) e =(0,...,0,1P%5%% 0 ... 0), 0<i<n.
Pertanto anche dim(V*) =n + 1.
In particolare, se e = €y, €1, ..., €, indica la base prefissata su V, cosicche’ in
base e si ha
0
éj: 1post0j ,OSJSTL
0

allora si ha
é;k(éj) = (Sz"j, 0<i,5<n
dove ¢; ; e’ il delta di Kronecher.

Definizione. 1 La base €* := €3, €5,...,€,, di V* si chiama la base duale della
base e di V.

Osservazione 2 In termini piu’ concreti, una volta fissata la base e, la base e* si
) )

puo’ vedere naturalmente determinata dai funzionali lineari coordinata, cioe’

si puo’ porre

e =X;, 0<i<n,
1



2

dove X; €’ la coordinata od indeterminata che, come funzionale lineare associa
ad un qualsiasi vettore v € V' la sua componente i-esima rispetto alla base e, i.e.

se =) ,v;€ allora

X;@)=v;eR, 0<i<n.

§2 Piano proiettivo duale. Sia ora V di dimensione 3. Fissiamo una base
e =€y, e1,e2 di V, cosicche’ V = R3. Ad ogni vettore @ = apgég +a1€; +agses € V
resta naturalmente associato un funzionale lineare fz € (R3)* definito in tal modo:

fa(®) := (@, D) = aguo + a1v1 + agve, VT = vg€y + v1€1 + ve€s € R,
dove {,) denota I'usuale prodotto scalare standard in R3. In altre parole, si ha
fa = ao€y + a1} + azes € (R?)*
od equivalentemente, da Osservazione 2,
fa = aoXo + a1 X1 + a2 Xo.
Possiamo considerare un’applicazione lineare
§: R — (R3)*
definita da
i(a) == fa.

Essa e’ chiaramente un isomorfismo di spazi vettoriali, dato che e’ un’applicazione
lineare iniettiva tra due spazi vettoriali della stessa dimensione (ricordare Teo-

rema di Nullita’ piu” Rango). In particolare, grazie all’isomorfismo §, abbiamo
che

R? = (R%)*.

Tuttavia in generale non sussiste un isomorfismo tra V e V* (precisamente
sussiste se V' e’ euclideo); in altre parole I'isomorfismo § €’ non-canonico, dipende
i.e. dalla scelta della base e di V.

D’ora in poi, consideriamo P? = P?(R) con coordinate omogenee [z, 1, T2).
Per costruzione, ricordiamo che P? = P(V), con V un qualsiasi spazio vettoriale

di dimensione 3
@ p(v) = L0

dove ~ denota la relazione di equivalenza definita dalla proporzionalita’ (equiv.
collinearita’) di vettori in V.



Definizione. 3 Definiamo il piano proiettivo duale di P? come
(P%)" :=P((R*)")
nel senso di (2). L’isomorfismo & sopra definito induce un isomorfismo di pas-
saggio al duale, che indichiamo con
5:P? o (P?)*

definito da
3([a) == [6(@)] = [fa], VaeR®.

Osservazione 3 Si noti invece che esiste un’isomorfismo canonico, i.e. indipen-

dente dalla scelta di una base, tra
V= (V)"
Definiamo infatti
a:V — (VH*
ponendo, per ogni v € V, a(v) € V* che e’ quel funzionale lineare su V* tale che,
per ogni f € V* si abbia
a()(f) := f(v) e R.
Passando in termini proiettivi, si ha in tal modo anche un isomorfismo canonico

Osservazione 4 Da Osservazione 2 sappiamo che ogni elemento di fz = apef, +
a1e} + azey € (R3)* puo’ essere riguardato come una forma (cioe’ un funzionale
lineare)

apXo + a1 X1 + az Xo,
dove Xy, X1, X2 sono le indeterminate associate alla base duale di e. Pertanto,
il "punto” [agXo + a1 X1 + a2 Xs] € (P?)* si puo’ identificare alla retta di P? di

equazione cartesiana
(3) ang + CL1X1 + (IQXQ = 0.

In altre parole, dato il punto A = [ag, a1, az] € P2, ad esso corrisponde il ” punto”
[a0Xo + a1 X1 + asXs] € (P?)* che non e’ altro che una classe di equivalenza di
funzionali lineari su R?; in altre parole un generico elemento rappresentato da
[ap X0 + a1 X1 + a2 Xo] € un funzionale lineare della forma

AapXo + Aa1 X7 + Aas Xy

per un qualche A € R*.



Questo "punto” [apXo + a1 X1 + a2 Xs] € (IP’Q)* si puo’ interpretare come la
retta 74 C P? di equazione cartesiana (3). La retta 74 si chiama retta duale del
punto A.

Osserviamo allora che (P?)* e’ il luogo geometrico che parametrizza tutte
le rette di P2, i.e. ogni punto di (P?)* individua una ed una sola retta di P? e
viceversa. In definitiva ad ogni "punto” di (P?)* e’ associata una ed una sola
retta 74 di P? il cui punto duale e’ A € P? e viceversa.

1

Esempio Siaa= | 0 | € R? un vettore espresso nelle sue componenti rispetto
3

alla base canonica e di R3. Il funzionale lineare

fa:R* =R
che questo vettore definisce e’ I'elemento di (R?)* dato da
fa=7¢y + 3e5 = Xo + 3X>
che e’ quell’applicazione lineare che ad ogni vettore T = vg€g + v1€1 + vo€s € R3
2
associa lo scalare fz(D) = vo+3vz. Ad esempio,sev= [ 1 | € R? siha fz(v) =
5
2+43-5=12 € R. Ora, il vettore @ individua il punto A = [1,0, 3] € P? mentre
il funzionale fz individua il "punto” di (P?)* (cioe’ una classe di proporzionalita’
di funzionali lineari) dato da [fg] = [Xo+ 3X3]. Tale punto si identifica alla retta
ra: Xo+3Xs =0 di P? che e’ la retta duale al punto A.

Abbiamo il seguente

Teorema. 5 (Teorema di dualita’) Date ry e rp due rette di P? posto C =
ranrg € P2, la retta rc duale del punto C e’ la retta congiungente i punti A e
B di P? che sono i punti duali di 74 ed rg, rispettivamente.

Dimostrazione. Supponiamo che 74 : a9 Xg + a1X1 +a2Xo =0 e che rg : by Xy +
b1X1 + b2 X5 = 0. 1l punto di intersezione C' = r4 N rp ha coordinate omogenee
date dalle soluzioni del sistema lineare omogeneo

apXo + a1 X1 +aXy = 0
boXo+ 01 X1 +bXe = 0

Pertanto C' = [a1by — byas, boas — agba, agby — a1bg] € P2. Per quanto discusso
precedentemente, la retta ro duale di C' ha equazione cartesiana

(4) ro (a1b2 — blag)Xo + (b0a2 - CL(]bQ)Xl + (aob1 - albg)XQ =0.
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Ricordiamo che, per quanto definito precedentemente, il punto A duale di r4
(risp., B duale di 75) ha coordinate omogenee [ag, a1, as] € P? (risp. [bo, b1, ba] €
P2). La dimostrazione si conclude osservando semplicemente che I’equazione
cartesiana della retta congiungente i punti A e B si determina considerando

Xo X1 Xo
det ag ai as = 0,
bp by by
che fornisce proprio ’equazione (4). O

Corollario. 6 Con le notazioni precedenti, dati A,C € P? si ha A € r¢ se e solo
se C €ry.

§ 3 Correlazione del piano proiettivo. In questo paragrafo consideriamo P? =
P2(R), con coordinate omogenee [zg,x1,2], e (P?)* con coordinate omogenee
[ag, a1, ). Sia A = (ai5) € M (3 x 3;R) una matrice, 0 <4, j < 2. Consideriamo

la seguente relazione matriciale

(&7} i)
(5) Al a1 | =A| 1 |, NeRT
a9 i)

in altri termini

2 2 2
(6) Ao = E apixi, Ao = g a1;T;, A\Qg = E a92;%;.
=0 1=0 1=0

Definizione. 7. Si dice che (5) definisce una correlazione

o =pa: P’ — (P
che non e’ altro che una proiettivita’ che ad un punto P = [po, p1,pa] € P? associa
il "punto” di (P?)* di coordinate omogenee [ag, a1, az] € (P2)* come in (6), dove

z; = p;, 0 < i < 2. FEquivalentemente, ¢ associa al punto P la retta di P? di

equazione cartesiana

2 2 2
(7) <Z aoﬂ%) Xo + (Z aliPi) X1+ (Z a2ipz'> X9 =0.

i=0 1=0 =0
La correlazione si dira’ non degenere (rispettivamente, degenere) se la matrice A
ha rango 3 (rispettivamente, ha rango minore di 3).

Osservazione 8 Sia P = [pg,p1,p2] € P? e sia r la retta come in (7) ad esso
correlata. Osserviamo che P in generale non appartiene ad r. Supponiamo che r
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passi per un punto Q = [qo, q1, ¢2] € P?; in particolare

2 2 2
<Z aoﬂ%) qo + (Z aum) q1 + (Z a2ipi) g2 = 0.
i=0 i=0 i=0

Tenendo presente (5), quest’ultima eguaglianza si puo’ scrivere anche in forma

matriciale
A Po
0=1(q0,q1,92) | Aoa | =(q0,q1,02)A | m
Az P2

Poiche’ pero’ quest’ultima eguaglianza e’ fra due numeri reali, la stessa eguaglianza

sussiste se applichiamo la trasposizione di matrici. In altri termini, vale anche

Po

t
0="0= (QO,QhQQ)A p1
b2

Poiche’ e’ ben noto che la trasposizione di matrici inverte l'ordine delle matrici,
questa ultima eguaglianza diventa

q0
0= (p07p1)p2)tA a1
q2

Ne segue che allora il punto P = [po, p1, p2] € P? e’ correlato con il "punto” di
(P2)* di coordinate omogenee date da

q0 2 2 2
‘Al & = > ajoq;, Y _ang;, > ajq;| € (P?).
® =0 =0 =0

Si trova cosi’ un’altra correlazione
tso . ]P;2 N (PZ)*

detta la correlazione trasposta di ¢, dato che e’ determinata dalla matrice ‘A che
e’ la trasposta della matrice che determina la correlazione . In altri termini:

SIGNIFICATO GEOMETRICO se Q = [qo, ¢1,q2] € P? appartiene alla retta

di equazione cartesiana

2 2 2
<Z aoﬂ%‘) Xo + (Z alipi> X1+ (Z GQiPi) X2=0

=0 =0 =0
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allora il punto P = [pg, p1, p2] € P? appartiene alla retta di equazione cartesiana

2
D ajoq; | Xo+ [ D ang | Xo+ [ D ajq | X2=0
= : :

Esempio Sia P = [4,1,5] € P? e sia ¢ la correlazione non-degenere determinata
dalla matrice (invertibile)

1 01
A=1010
2 30
4
Pertanto il punto P €’ correlato alla retta determinatada pa(P) = [A | 1 =
5

[9,1,11] € (P?)* cioe’ la retta di equazione cartesiana
s:9Xo+ X1 +11X5=0.

Il punto Q = [0, 11, —1] € P? manifestamente appartiene alla retta s. Poiche’

10 2
‘A= 01 3|,
1 00

da quanto discusso precedentemente deve discendere che il punto P deve ap-
partenere alla retta ¢ individuata dalla correlazione trasposta ‘¢, cioe’ da

10 2 0
0 (Q) = 01 3 11 = [-2,8,0] € (P?)*.
100 -1

Infatti la retta ¢ ha quindi equazione cartesiana
I X() - 4X1 =0

ed in effetti e’ facile verificare che P € /.

§4 Polarita’ del piano proiettivo definita da una conica.

Definizione. 9. Se in (5) la matrice A e’ simmetrica e non-degenere, allora la
correlazione individuata da A,

p=pa: P — (P,
si chiama polarita’ di P2. La retta ¢(P) correlata ad un punto P si chiama la
polare di P, mentre il punto P si chiama il polo di p(P).
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Osservazione 10 Essendo A simmetrica, e’ chiaro che ¢ = %. Inoltre, in

generale il polo P non appartiene alla sua retta polare e, viceversa, in generale

una retta non passa per il suo polo.

Esempio Sia P = [4,1,5] € P? e sia ¢ la polarita’ determinata dalla matrice
(invertibile e simmetrica)
1 01
A=10 30
1 00
Pertanto il punto P ha come retta polare la retta individuata da ¢4(P) =
4
Al 1 =[9,3,4] € (P?)* cioe’ la retta di equazione cartesiana
5)

9Xo+3X1 +4X5=0.

Sostituendo dentro questa equazione le coordinate di P €’ facile verificare che P

non appartiene alla sua polare.

Osservazione 11 Poiche’ per ipotesi A e’ non degenere, 1’equazione (5) si puo’

risolvere rispetto alle coordinate omogenee [xg, 1, x2], i.e.

To o7}
(8) T =AA"! o1 , AER™
T2 a9

Poiche’ siamo in ambito proiettivo, si puo’ moltiplicare ambo i membri della
precedente eguaglianza per lo scalare non-nullo det(A) ottenendo cosi’

Zo &%) A
9 =~ A" = R*
( ) €1 Y aq y det(A) € )
i) a9

dove A* €’ la matrice aggiunta di A, cioe’ la trasposta della matrice dei cofattori
(equiv. dei complementi algebrici) di A. Ma poiche’ A e’ simmetrica, anche A*
e’ simmetrica, quindi coincide direttamente con la matrice dei cofattori (equiv.
dei complementi algebrici) di A.

In definitiva (9) definisce quindi una polarita’

80* . (]P;Q)* N ]P)2
detta la polarita’ duale di ¢, cioe’ quella polarita’ che ad una qualsiasi retta r di
P? (corrispondente ad un punto [r] € (P?)*) associa il suo polo p*([r]) € P2.
Notare che date due rette r e s e due punti P e @, allora

(i) la retta r e’ la polare di P se [r] = ¢(P), e



(ii) 4l punto Q e’ il polo di s se Q = ©*([s]).
Notare inoltre che per costruzione si ha ovviamente
¢ op=Idp po*=Idpsy,
i.e. se la retta r e’ la polare di P allora il polo di r € P; analogamente se @ €’ il

polo di una retta s, allora la polare di ) e’ proprio s.

Esempio Dall’esercizio precedente, sia P = [4,1,5] € P? e sia ¢ la polarita’

determinata dalla matrice (invertibile e simmetrica)

1 01
A= 0 3 0
1 00

Ricordiamo che la retta polare di P era la retta r di equazione cartesiana
9Xo+ 3X1 +4X5 =0,

pertanto [r] = [ag, a1, 0] = [9,3,4] € (P?)*. Calcoliamo ora la matrice dei
cofattori di A, che e’

0 0 -3
A* = 0 -1 0
-3 0 3
Per calcolare ¢*([r]) basta fare il conto
ag 0o 0 -3 9 —12
A" o | = 0 -1 0 3 | = -3
o9 -3 0 3 4 —15

che stabilisce che il polo di 7 e’ il punto P = [~12, -3, —15] = [4,1,5] € P2 come

¢’ ovvio che fosse.

Proposizione. 12. Siano P e Q due punti di P?>. Se P appartiene alla polare
di Q, allora QQ appartiene alla polare di P.

Dimostrazione. Discende direttamente da Osservazione 8 con Significato Geo-

metrico e dal fatto che A e’ simmetrica. O

Definizione. 13. Due punti P e ) tali che ciascuno appartenga alla polare
dell’altro si dicono coniugati (o reciproci) rispetto alla polarita’ .
Analogamente due rette r e s tali che ciascuna passi per il polo dell’altra si
dicono coniugate (o reciproche) rispetto alla polarita’ ¢*.
Un punto P che appartiene alla sua polare si dice autoconiugato ed una retta

che passi per il suo polo si dice autoconiugata.
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Osservazione 13 Da quanto definito discende chiaramente che per trovare gra-
ficamente la polare di un punto P basta tracciare la retta passante per i poli di
due qualsiasi rette del fascio di centro P. Viceversa, per trovare il polo di una
retta r, basta prendere due punti distinti su r, determinare le loro polari e poi

farne l'intersezione.

Osservazione 14 Se P = [pg, p1,p2] € P? ¢ un punto autoconiugato, dal fatto
che a;; = aj;, 0 < 4,7 < 2, allora dal Significato Geometrico vuol dire che

2 2 2
(Z aoﬂ%) po + (Z ah‘lh‘) p1+ (Z a2ipi> p2 = 0.
i=0 i=0

1=0

Questa eguaglianza si puo’ scrivere in termini matriciali come

Do
(po;p1p2)A | p1 | =0.
D2

Pertanto, il luogo dei punti autoconiugati rispetto ad una polarita’ ¢ definita da
una matrice simmetrica A e’ dato dai punti di una conica (proiettiva) I' = T'4 di

equazione cartesiana

(10)
Xo

(X0, X1, Xo)A | X1 | = apoXg+a11 X +azXa+2a01 XoX1+2a02 X0 X14+2a12X1 X2 = 0.
Xo

In altre parole, la conica I' €’ la conica che ha come matrice simmetrica associata
la matrice A che definisce la polarita’ ¢. Posto

F(Xo, X1X2) = apo X + a11 X7 + aga X3 + 2a01 X0 X1 + 2a02X0 X1 + 2a12X1 Xo

e’ immediato verificare che

80Xy’ 0X1' 0X>

dove

1 oOF OF OF 2 2 9
2 (8X078X1’8X2> = (;aOiXi,;aliXi,;a%Xi _

Con questa interpretazione, dato un punto P = [pg,p1,p2] € P2, la sua retta

polare €’ la retta di equazione cartesiana

oF oF oF

=0.
PoaXO +p18X1 +p28X2
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Utilizzando le espressioni delle derivate parziali precedentemente calcolate, I’equazione
della polare diventa anche

oF oF oF
12 — | |pX — | |pX — | |[pPX2=0
(12) <8X0)!P 0+<8X1>|P 1+(8X2>\P 2 5
dove come consuetudine con il simbolo (68—)2) |p si denota la valutazione della

derivata parziale i-esima nel punto P, 0 < ¢ < 3. In particolare, si ha il seguente

immediato risultato:

Corollario. 15 Se I' e’ una conica a punti reali e P € T', allora la polare di P

non e’ altro che la retta tangente a I' in P.

Osservazione 16 Osserviamo che, per come abbiamo definito le polarita’, la
matrice A e’ sempre non-degenere (cioe’ di rango 3). Pertanto la conica I' €’
sempre una conica generale. Pertanto il Corollario 15 fornisce questa interessante
interpretazione geometrica della polare nel caso in cui I' sia a punti reali. In
effetti, essendo non degenere ed a punti reali, ogni punto di I' ammette una ben
determinata retta tangente. Effettivamente ci sono anche estensioni di queste
nozioni a coniche (e quindi polarita’) degeneri, ma non fanno parte dell’obiettivo
di questi brevi note.

Esempio Dall’esercizio precedente, sia ¢ la polarita’ determinata dalla matrice

(invertibile e simmetrica)

1
A= 0
1

o W O

1
0
0
Pertanto, la conica I' dei punti autoconiugati rispetto a ¢ e’ la conica proiettiva
di equazione cartesiana

X§ +2X0X2 +3X7 = 0.
Poiche’ il punto [0, 0, 1] € T, dal fatto che A e’ non degenere e dalla classificazione

proiettiva delle coniche, I' ¢’ necessariamente una conica proiettiva generale a
punti reali. Calcoliamo

(X();Xla XQ) A= (XO + X27 3X17X0)

e contemporaneamente

OF OF OF
0Xy’ 0X1' 0X5

) = (2(Xo + X2),6X1,2X0)

che verifica - come doveva essere - la relazione (11).
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Notiamo che

In altre parole troviamo - come doveva essere - che I' ¢’ una conica non singolare
in P dato che il gradiente del polinomio omogeneo F(Xg, X1, X3) che definisce
I’equazione cartesiana di I' non si annulla in P. Piu’ precisamente il gradiente di

F non si annulla in nessun punto del piano proiettivo, dato che porre
(2(X0 + Xg), 6.X1, 2X0) = (0, 0, 0)

ha come unica soluzione Xg = X; = X5 = 0 che non corrisponde a nessun punto
di P2. A fortiori, ritroviamo che la conica I', non essendo singolare in alcun punto,
e’ sicuramente generale.

La retta polare di P e’ quindi la retta di equazione
Xo=0.

Verifichiamo in due modi differenti che tale retta e’ la tangente alla conica I" nel

punto P.

(1) Intersecando la conica I' con la retta di equazione Xy = 0, si determina il

sistema
3X7 =0 = X

che ha come soluzione il punto P = [0,0, 1] contato con molteplicita’ di
intersezione uguale a 2. Essendo P un punto non singolare di I' questo
necessariamente comporta che Xg = 0 €’ la retta tangente a I' in P.

(2) Per calcolare la tangente a I' in P, conviene passare a coordinate affini.
Ovviamente P € Ay, C P?2. In questa carta affine P diventa il punto

origine e la conica assume 1’equazione

f(s,t) =s*+ 25+t =0,
dove come usuale s = %,t = % sono le coordinate affini della carta
Ay. Poiche’ il punto in cui dobbiamo calcolare la retta tangente alla
conica affine IV := I' N Ay e’ Dorigine, sappiamo che la sua equazione
e’ semplicemente data dall’annullarsi dei termini lineari come discende
immediatamente dalla formula del polinomio di Taylor e dal fatto che
f(s,t) = 0 € un polinomio. Pertanto, la tangente a I nell’origine €’
s = 0. La chiusura proiettiva di tale tangente e’ ovviamente la tangente
alla conica proiettiva I' e, visto che siamo nella carta affine As, la chiusura
proiettiva della tangente e’ effettivamente la retta proiettiva di equazione

Xo=0.



