GEOMETRIA 2 (Geatti) ESONERO 1 Roma, 19 gennaio 2003, 9.30-11.30.

COGNOME ...... .. i, NOME ...

Risolvere gli esercizi negli spazi predisposti. Accompagnare le risposte con spiegazioni chiare ed essenziali.
Consegnare SOLO QUESTO FOGLIO. Ogni esercizio vale 7.5 punti.

I 1
1. Sia dato il sottospazio diR® U ={| 2y | |21 —29=0}esiaP= |0
T3 1

(i) Determinare U™L.
(ii) Calcolare ||P||, nu(P), mye(P), wy(P)-myL(P), d(P,U).

(i) 11 sottospazio U & un piano per l'origine. Il suo complemento ortogonale U~ & una retta per I’origine,
precisamente la retta

I 1
T2 =t| -1, te R,
I3 0
1
contenuta nel piano (z1,z2). Questo si ricava sfruttando il fatto che il vettore n = | —1 | & normale al
0
piano.
(i) ||P|| = V12 + 0% + 12 = V2.
I vettori
1/v2

0
{61: 1/\/5 ,ey = 0 }
0 1

formano una base ortonormale di U. Da cui

1/v/2 0 1/2
my(P)=(P-e))er + (P-ex)ea =1/vV2 | 1/vV2 |+ |0 | = 1/2
0 1 1
1 1/2
yL(P)=(E2)n=1/2| -1 | = | -1/2
0 0
7y (P) - mye (P) =0, per definizione.
1/2
d(P,U) = d(P,my(P)) = [|P —my(P)|| = | —2/2 | =1/v2.

2. Sia data F:R?> — R2, F((il)):(\}é% ‘_/33) (2)

(i) Far vedere che F ¢ un’isometria di R2.
(ii) Determinare i punti fissi di F.
(11i) Dare un’interpretazione geometrica di F.

/2 V3/2

(i) L’applicazione F' & lineare. La matrice che la rappresenta (\/5/2 _1/2> € una matrice ortogonale, in

quanto soddisfa la condizione

(e (4 - )



Ne segue che F' un’isometria lineare del piano: infatti, per ogni coppia di punti P = <§ ! >, Q <31 ) € R?,
2 2
vale

AFP).FQ) = IF(P) - F@I =@ -l =11 7, Y33) (228 )=

P2 — @2
pr—q
(220 )i-ara

T
x2

(i ) ()= () = (' 020 () = 0):

ossia i punti della retta per 'origine di equazione

(ii) T punti fissi di F sono dati dai punti ( > € R? che soddisfano la condizione

I —\/31’2 =0.

1/2 \/5/2>_

Questa retta non e altro che 'autospazio di autovalore A = 1 della matrice ( V3/2 —1/2

(iii) L’isometria F' & la riflessione rispetto alla retta per I'origine 1 — v/3z» = 0. Si pud anche osservare che

la matrice (%?2 \_/3;) ¢ della forma, (Z?ﬁg _SICI;§9> , per 8 = /3, che definisce la riflessione rispetto

ad una retta per 'origine che forma un angolo 7/6 con ’asse delle z; positive.

3. Sia Ry p rotazione del piano di un angolo § = —m/2 intorno al punto P = (é)

(i) Calcolare la formula generale di Ry p.
(it) Determinare le immagini tramite Rg p dei punti P = <é> , Q= (8), R= <i’>

(i) La rotazione cercata & data dalla composizione Tp o R_; /5 o T p, dove Tp indica la traslazione di passo

P = <51)> e R_. /2 la rotazione di un angolo —7 /2 intorno all’origine. La formula generale & data da

A I I ) T B I E )
(ii) Rg,p(P) = P, in quanto P ¢ il centro di rotazione.

() -(3)

(- (5)

4. Sia 7 il piano di equazione r1 — 3 = 0 in R>.
(i) Scrivere le formule della riflessione R,:R?> — R3.

(ii) Calcolare le immagini tramite Ry deipunti P=[ 0] e@ =] 1



a

(i) La retta normale al piano 7 e passante per un generico punto A = | b | € R? & data da
¢
T a 1
T2 = b + t —]. 5 t € R
T3 c 0
Essa interseca 7 nel punto A, (che dipende da A) corrispondente al valore del parametro ¢t = @
(a+b)
a (b—a) 1 —
Aﬂ, = b 4+ — -1 = (a+b)
2 2
0 c

Il punto simmetrico di A rispetto a 7 ¢ il punto corrispondente al valore del parametro t = 2@ = (b—a),
ossia

a a 1 b
R.(lb])=[b]|]+(@a=b]|-1]=]|a
c c 0 c

Si puo verificare che effettivamente
d(A,Ay) =d(R,(A), A,).

La formula generale per R, ¢ data da

T T2

.R3 3
R.:R> — R”, Ty | = | T1
T3 x3

Si tratta di un’isometria lineare, dal momento che il piano 7 passa per origine.(i)

(ii) Si ha

0 0 1 1
R.({oh=(0o], R([1]h=]1
0 0 1 1

Entrambi i punti P e ) si trovano infatti sul piano .

Alternativamente:

Sia B = {e1, e2, e3} una base ortonormale di R3, orientata positivamente, dove {e1, e2} sono una base di
7 ed ez € un vettore normale a w. In questa base, la matrice della simmetria rispetto al piano 7 ¢ data da

1 0 O
A=10 1 0
0 0 -1

Nella base canonica C, la matrice della simmetria rispetto al piano 7 & data da A = MAM 1 = MAM?,
dove M = (¢ e la matrice del cambiamento di base dalla base B alla base canonica, ossia la matrice che
ha nelle sue colonne le coordinate dei vettori {e;, e2, ez} nella base canonica:

R:.C & ReC

foe
R* B 4 R*B.
Siano ad esempio

1/V2
en=|1/V2],
0

in questo caso

1/vV2 0 1/V2 10
A=(1/vV2 0 -1/v2 |0 1
00

1/v2 0 1/v2\
0 1 0 )

0
1/\f 0 ~1/V/2 =11
0

O O -
= o O



