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CAPITOLO 1

Preliminari

1. Elementi di algebra tensoriale

1.1. Applicazioni bilineari e prodotto tensoriale di spazi vettoriali. Siano VW due
spazi vettoriali di dimensione finita sul campo K = R, C.

DEFINIZIONE 1.1. Una applicazione bilineare f su V' x W a valori in uno spazio vettoriale
U ¢ una funzione f : V x W — U tale che:
(1) V3v+— f(v,w) e K-lineare per ogni w € W fissato, e
(2) W 5w f(v,w) & K-lineare per ogni v € V fissato.

Se f, g sono applicazioni bilineari su V' x W, allora per ogni A, i € K la funzione A f + ug
definita tramite

(/\f + Ng)(vvw) = )‘f(vaw) + Mg(v,w),

¢ chiaramente una applicazione bilineare su V' x W a valori in U. Pertanto I'insieme delle
applicazioni bilineari da V' x W in U forma uno spazio vettoriale su K.

Indichiamo con V*, W* i duali di V, W, in altri termini, V* = Hom(V, K). Lo spazio delle
applicazioni bilineari su V* x W* a valori in K (dette anche forme bilineari), si denota V @ W
Dunque per definizione:

VegW :={f:V*xW"—K: febilineare}
Definiamo adesso una applicazione
R:VXW=>VegW,

tramite
(@ (v, w)) (07, w") = " (v)w’ (w),

dove (v,w) € V. x W ewv* € V* w* € W*. Si verifica facilmente che per ogni fissato
(v,w) € VxW, ®(v,w) ¢ una forma bilineare su V* x W*. In pil, per costruzione, si verifica
che ®:V x W — V @g W ¢ una applicazione bilineare.

Definiamo

VR w = ®(v,w).
Gli elementi di V ®x W del tipo v ® w si dicono semplici.
5
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PROPOSIZIONE 1.2. Sia {vy,...,v,} una base di V e sia {w, ..., w,} una base di W.
Allora {v; ® w;}iz1,.. nj=1,..m € una base di V&g W. Pertanto,

dim(V ®@g W) = (dim V) - (dim ).

DIMOSTRAZIONE. Sia {v],...,v*}labasedi V* dualedi {vy,...,v,}esia{w],...,w’}
la base di W* duale di {w, ..., wy,}. Sia f € V @x W. Poniamo a,; := f (v}, w}). Sia poi

g = Z ARV @ Wh,.

k=1,...,n;h=1,....m

Allora per definizione si ha

g(vr, w;) = Zakhvk ® wy (v, w;) = Zakhvf(vk)w;(wh) = Zakh&mjh = a;;.
k,h k,h k,h
Pertanto f(v;,w}) = g(v;,w;) perognii = 1,...,nej = 1,...,m e per bilinearita f = g.
Dunque, {v; ®w, }i=1, . n:j=1,...m € Un sistema di generatori per V @ W. Siaora0 = Y \;;v; ®
w;. Applicando tale identita all’elemento (v}, wy) si ottiene Ay, = O perognih =1,....ne
k=1,...,m,il che provache {v; ®w;}i=1,. nij=1,.m sono linearmente indipendenti e dunque
formano una base. O

Dalla proposizione precedente segue che ogni elemento di V' @k W si esprime come combi-
nazione lineare di elementi semplici. Inoltre sempre dalla Proposizione 1.2 segue che span(®(V x
W)) =VegW.

PROPOSIZIONE 1.3 (Proprieta universale del prodotto tensoriale). Siano U, V, W spazi vet-
toriali finito dimensionali su K. Sia ¢ : V x W — U una applicazione bilineare. Allora esiste
una unica applicazione lineare ¢ : V Qg W — U tale che ¢ = ¢ o ®.

DIMOSTRAZIONE. Poiché ogni elemento in V' ®x W ¢ combinazione lineare di elementi
semplici, basta definire ¢ sugli elementi semplici ed estenderla per linearita. Definiamo

~

H(v @ w) = $(v, w).
Si verifica facilmente che qg ha le proprieta richieste. U

Caratterizziamo adesso il prodotto tensoriale tramite la proprieta universale data dalla pro-
posizione precedente.

TEOREMA 1.4. Siano V, W, P tre spazi vettoriali finito dimensionali su K. Supponiamo che
esistam :V X W — P applicazione bilineare tale che
(1) span(m(V x W)) = P,
(2) per ogni spazio vettoriale finito dimensionale U e ogni applicazione bilineare ¢ :
V x W — U esiste una unica applicazione lineare ¢ : P — U tale che ¢ = ¢ o .

Allora esiste 0 : V @ W — P isomorfismo tale che m = 0 o ®.
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DIMOSTRAZIONE. Siao :=7 : V ® W — P I’applicazione lineare definita dalla Propo-
sizione 1.3. Esia ® : P — V ® W ’applicazione lineare data dalla proprieta (2) nelle ipotesi
del teorema.

Proviamo che ® o 0 = idyg,w. Siat € V ®@g W. Poiché t ¢ combinazione lineare di
elementi semplici, possiamo scrivere t = ) | v; ® w;. Dunque, tenendo presente che 0 o ® =
fo®@=meche®om=®,siha
®oa(t):2®oa(vj®w] Z@oao@v],w] Z@owvj,wj

J

:Z®(vj,wj) :Zvj@)wj =1.
J

Pertanto o & iniettiva. Poiché per definizione o(V @ W) = span(7(V x W)) e per la proprieta
(1) nelle ipotesi del teorema, span(7(V x W)) = P, ne segue che o & anche suriettiva. Da cui
segue il risultato. U

Si verifica facilmente che valgono le seguenti proprieta:

(D VerkW~W Qg V (tramite v @ w — w ® v),
2) (Vg W)k U =~V @k (W ®k U) (tramite (v @ w) @ u — v ® (w ® u)),
3) V @k K >~ V (tramite v @ \ — A\v).

In particolare grazie alla proprieta (2), si puo parlare di prodotto tensoriale di piu di due spazi
vettoriali senza doversi preoccupare dell’ordine in cui tale prodotto viene preso. Ragionando
come in Proposizione 1.2 si ha:

PROPOSIZIONE 1.5. Siano Vi, ..., V,, degli spazi vettoriali finito dimensionali su K. Allora
Vi ®k ... Rk Vi, € isomorfo allo spazio delle forme r-multilineari su Vl* X ... x V> Inoltre,
perh =1,... . msia {v},..., nh} una base di V,. Allora V| Qk ... Qg V,, ha base data da
{vj, ® ... @} }alvariare di j, € {1,...,np}, h=1,...,m

ESEMPIO 1.6. Sia V' uno spazio vettoriale reale di dimensione n. Si puo definire V ®g C,
che ¢ uno spazio vettoriale su R di dimensione 2n. D’altra parte, V' ®r C ha una naturale
struttura di spazio vettoriale su C data ponendo

Zv]@))\ Zv]

pera€ Ce) v;® A\ € VegC. Sia {vi,...,v,} unabase di V. Allora per quanto visto,
{v®@1,...;,0,® 1,1 ®1,...,v, ®i} & una base di VV ®g C su R. In particolare dunque
{v®@1,...,0,® 1,03 ®14,...,v, ® 1} & un sistema di generatori di V' ®g C su C. Poiché
v®i=1i(v®1),risultache {v; ® 1,...,v, ® 1} generano V ®g C su C. Proviamo che essi
sono linearmente indipendenti su C e dunque sono una base di V' ®r C su C. In effetti, se
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" Aj(v; ® 1) = 0, scrivendo \; = x; 4 iy; con x5, y; € R, si ottiene
=1 J J J J 7 Yj

> (v @ 1) +y;(v; @ 1)) =0,
j=1
che implica x; = y; = 0 per ogni j.
Siano adesso Vi, Vo, Wy, W, spazi vettoriali finito dimensionali e siano f; : V; — Wi,
fa : Vo — W5 applicazioni lineari. Si puo definire una applicazione lineare
J1® f2: Vi @k Vo = Wi @k Wa,

definendola sugli elementi semplici v; ® vy € Vi ® Vs, tramite f1 ® fo(v; @vy) i= f1(v1)® fa(ve)
ed estendendola per linearita a tutto V; ®x V5.

Sia BY := {v{,...,v} }unbase di V; e B)" := {w},...,w!, } unabase di W; (i = 1,2).
Sia M; = (a;;) la matrice associata a fi nelle basi BY, B}" e similmente sia My = (b;;) la
matrice associata a f, nelle basi BY , By . Allora

f1® fa(v} ®Uj) f1(v; )®f2 = (Za’“wk) ® (Z bhj'll)i) = Zakibhjw,i ® w;.
h=1

Rk

Pertanto, la matrice associata a f1 ® f2 nelle basi {v{ ® vf,...,vf ® v2 ...,0; @V }e
{fwi@wi,... v @u,,...,w, ®w?, }¢&datadal prodotto di Kronecker M; @ M, definito

tramite
allMQ Ce almMg

M1 ®M2 =

amllMg amlmMg

PROPOSIZIONE 1.7. Siano V., W due spazi vettoriali di dimensione finita su K. Allora
V ®@x W ¢é isomorfo a Hom(V* W).

DIMOSTRAZIONE. Definiamo una applicazione lineare ¢ : V ®@x W — Hom(V*, W) sugli
elementi semplici (e poi estendiamola per linearita) tramite

O(v@w)(p) = p)w, VeV

Verifichiamo che & ¢ iniettiva. Sara quindi I’isomorfismo richiesto poiché V&g W e Hom(V* W)
hanno le stesse dimensioni.

Sia {vy,...,v,} unabasedi V,sia {wy,...,w,,} unabasedi W. Sia {v}, ..., v}} labase di
V*duale di {vy,...,v,}. Allora {v;®@uwy, ..., v, @w,,} ¢ unabase di V @ W. Per provare che
® ¢ iniettiva basta provare che {®(v; ® wy), ..., P(v, ® w,,)} sono linearmente indipendenti

come vettori di Hom(V*, W). Sia > a;;®(v; ® w;) = 0 (qua 0 & il morfismo nullo da V* in
W). Alloraperk=1,...,n

O—E a;;® vl®wj (vy) E a;; Vi (v;)w E ;0 W; = E ag;jw;j,
J

tj
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e questo implica ay; = 0 per ogni k, j essendo {wy, ..., w,, } linearmente indipendenti. Pertan-
to ® & iniettiva. O

1.2. Algebra tensoriale di uno spazio vettoriale. Sia V' uno spazio vettoriale finito di-
mensionale su K. Si definisce T°(V) = Ke, perr € N, 7 > 0,

N~
T

Gli elementi di 77(V) si dicono tensori controvarianti di grado r. Similmente per s € N si
definisce

Ts(V) :=T°(V").
Gli elementi di T(V) si chiamano tensori covarianti di grado s. Si pone poi
(V) :=T"(V) @ To(V).
DEFINIZIONE 1.8. Lo spazio vettoriale
(V) =1 (V)
7>0
si dice 1’algebra tensoriale di V.

L’algebra tensoriale di V* si chiama anche 1’algebra tensoriale duale di V, per definizione
T(V*) = D,50 T5(V). Si ha poi I algebra tensoriale mista

T(V):= @ T7(V) @k Tu(V).
r>0,5>0
Presi a,b € T(V),sea € TP(V) e b € T4(V), allora si pud definire in modo naturale il
“prodotto” a®b € TP*T4(V). Pil precisamente, se a = Y v;, ®...Qu;, eseb = Y v, ®...Qv;,,
si definisce
a®b:= Zvil ®...Q0V;, Quj; ®... U,
La dimostrazione del seguente risultato ¢ semplice e viene lasciata per esercizio:

PROPOSIZIONE 1.9. L’algebra tensoriale T (V') munita del prodotto @ ammette una natu-
rale struttura di anello associativo, tale che, per ogni o € K e a,b € T(V) risulta

ala®b) = (aa) @b =a® (ab).

Uno spazio vettoriale che abbia una struttura di anello associativo per cui il prodotto per
uno scalare ¢ legato al prodotto di elementi dell’anello come nella proposizione precedente si
chiama una algebra. Cio giustifica la nomenclatura per 7'(V').

In modo simile si vede che T'(V*) & un’algebra. Similmente si pud dotare T(V') della
struttura di algebra ponendo (v ® w}) ® (ve @ w3) = V1 ® V9 @ Wi ® wh per v; @ wi € Tr (V)
e vy @w; € TP(V).
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Siano s,7 > Oesiano 0 < ¢ < re( < j < s. Si definisce una applicazione lineare
cij : T7(V) — Tr=}(V), detta contrazione, nel modo seguente (il simbolo"significa rimosso):

i ®...0 QU] ®...Q0 w;) =

W) ®...008... 01U ®... QR ...

ESEMPIO 1.10. Per la Proposizione 1.7 esiste un isomorfismo ® : T}/(V') — End(V). Sia
f € End(V) Allora

tr(f) = en(@71(f)).

Infatti, sia {vy,...,v,} una base di V e sia {v},...,v%} la base di V* duale alla base scelta di
V. Sia M = (aj;) la matrice associataa f. Allora ®~'(f) = >_,. a;;v; ® v}, da cui si ha

Cll(q)_l(f)) = Zaijcu(vi ® U;) = Z CLZ'jU;((UZ') = Zaijéij = Z Qi = tr(f).
ij ij ij i

1.3. Algebra Esterna. Fissato r € N, denotiamo con X(r) il gruppo delle permutazioni su
{1,...,r}

DEFINIZIONE 1.11. Per o € ¥(r) definiamo L, : T77(V) — T" (V) sugli elementi semplici
tramite

La(vl ®X...Q ’UT) = VUs(1) @ ... @ Vg (r)
ed estendiamola per linearita.

OSSERVAZIONE 1.12. L’applicazione L, : T"(V) — T7(V) & un isomorfismo. Infatti
data una base di 77 (V') come nella Proposizione 1.5, si verifica facilmente che L, permuta gli
elementi della base.

Dati 0,7 € X(r) si ha
(1.1) L,oL,=L,.

DEFINIZIONE 1.13. Sia r € N. Si definisce I’applicazione lineare A, : T"(V) — T"(V)
tramite

1
A, = ] Z sgn(o)L,.
ceX(r)
L’applicazione lineare A := @,>0A, : (V) — T(V') si chiama I’ alternatore.

Per definizione A|rry = A,. Osserviamo che per ogni 7 € Ne 7 € ¥(r) risulta

(1.2) Ao L. =sgn(1)A,.
Infatti:
1 an 1
Ar oL;= ﬁ Z Sgn(U)LU oL, = F Z sgn(U)LUT
oceX(r) oeX(r)

= sgn(T)F Z sgn(o7) Ly, = sgn(T)%' Z sgn(o7T) L, = sgn(7)A,.

' ceXx(r) ) oTeX(r)
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PROPOSIZIONE 1.14. Sia A : T(V) — T(V) Ualternatore. Allora A*> = A. In particolare
ImA =ker(A—id)eT(V) =ker A®Im A

DIMOSTRAZIONE. Per definizione di A, occorre e basta provare che A? = A, per ogni
r € N. Ma

1 1
A2=A,0A, = ] Z sgn(o)A, o L, D ] Z sgn(o)sgn(o)A,
)

Coex(r " oex(r)
_ A, = L 1A, = A
- ’fT' Z ro ﬁr- r — L.
oeX(r)

Se w € Im A, allora esiste w' € T(V) tale che Aw’ = w. Dunque w = Aw’ = A%w' =
A(Aw') = Aw che prova che Aw = w. In altri termini Alj,4 = id e Im A coincide con
I’autospazio relativo all’autovalore 1. Pertanto Im A Nker A = {0} e poiché ogni elemento v €
V' si puo scrivere come v = Av+ (v — Av) € ImA+ker A, dunque 7'(V) = ker AdIm A. O

OSSERVAZIONE 1.15. Se r > n = dim V allora 7"(V') C ker A. Infatti, sia {vy,...,v,}
una base di V, e sia {v;, ® ... ®v;, } labase di 7" (V') ottenuta al variare di iy, ... i, tral en.
Proviamo che A(v;, ® ... ®v;.) = 0 per ogni indice. Poiché r > n, esistono almeno due indici
uguali, diciamo i,, . Sia 7 € X(r) la permutazione che scambia a con b e lascia fissi gli altri
elementi. Per ogni permutazione o € Y(r) risulta dunque

LU(’UI'1 X...Q0 ’UZ'T) = LUT(Uh XK...Q Uw),

ma le due permutazioni o e o7 hanno segno opposto. Pertanto A, (v;, ® ... ® v; ) = 0, come
enunciato.

DEFINIZIONE 1.16. Sia r € N. Si definisce
AN(V):=ImA, =AT"(V)).
Gli elementi di A" (V') si dicono r-forme. Si definisce poi 1’algebra esterna di V' tramite
AV):=ImA=EPA (V).
r>0

Per 1’Osservazione 1.15, A"(V') = 0 per r > dim V. In particolare dunque

dim V'

AV)= P N(V).

Sia adesso Z I’ideale bilatero di 7'(V') generato dagli elementi della forma v ® v. In altre
parole un elemento di Z ¢ una combinazione lineare finita di elementi del tipo v; ® ... ® v ®
v ® ...R® v in cui almeno due elementi consecutivi sono uguali.

LEMMA 1.17. ker A = 7.
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DIMOSTRAZIONE. Ragionando in modo analogo a quanto fatto nell’Osservazione 1.15 si
vede che 7 C ker A.

Per provare il viceversa, sia m : T(V) — T(V)/Z la proiezione canonica che ad un e-
lemento w € T(V') associa la sua classe di equivalenza modulo Z. Poiché Z & un ideale,
T (V') /T possiede una struttura di anello associativo, il cui prodotto denotiamo con X, e 7 & un
omomorfismo suriettivo di anelli. Dati v, w € V, si ha

O=m((v4+w)®V+w)=1TERKUV+rRUW+WRV+ W W)
=m(v@v)+71(vRw)+7(wRv)+ m(lww) =mr(v) X m(w) + w(w) X w(v),

da cui segue che 7(v) X 7(w) = —7w(w) X w(v).
Pertanto, fissato r € Nedatio € X(r)evq,...,v,. € V,siha

)
(V1) @ -+ @ Vo(r) = T(Vo(1)) X -« X T(Vo(r))

= sgn( )71'(1)1) X ...xm(v) =sgn(o)m(v; ® ... v,).

Ovvero, 7 o L, = sgn(o)w. Dunque,
1 1
mo A, = ] Z sgn(o)mo L, = ] Z sgn(o)’m = 7.

oceX(r) oeX(r)

Questo prova che ker A C ker 7 = 7. U
COROLLARIO 1.18. Siaw € T'(V') e siav € ker A. Alloraw ®v € ker Aev®@w € ker A.

DIMOSTRAZIONE. Infatti per il Lemma 1.17 risulta ker A = 7 e Z ¢ un ideale bilatero
(dunque chiuso per moltiplicazione a destra e sinistra nell’anello 7'(V). U

OSSERVAZIONE 1.19. Si noti che A, (v; ® ... ® v,) = 0 se v; = v; per qualche i # j.
Infatti, sia 0 € 3(r) una permutazione tale che (1) = ¢,0(2) = j. Allora per il Lemma 1.17 e
per la (1.2)

0=A4 (Vo) ® ... ®VUs(r)) =5gN(0)A (V1 ® ... Q).

Si puo dare una struttura di anello associativo (di fatto algebra) su A(V') definendo un
prodotto (detto prodotto esterno) nel modo seguente: siano v, w € A(V'), allora

vAw:=A(v®@w).

Si osservi che la definizione & ben posta, poiché A(V) =Im A C T'(V') e dunque & ben definito
a®bpera,be A(V). Tale prodotto potrebbe non stare in A(V") e applichiamo dunque A la cui
immagine ¢ proprio A(V).

PROPOSIZIONE 1.20. Lo spazio vettoriale A(V') con il prodotto N é un anello associativo
tale che, per ogni o € K e a,b € A(V) risulta

alaNb) = (aa) Nb=a A (ab).
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DIMOSTRAZIONE. Per provare che A(V) ¢ un anello associativo, essendo gia un gruppo
abeliano rispetto alla somma, occorre e basta provare che a A (b A ¢) = (a Ab) A cpera,b,c e
A(V') e che valgono le proprieta distributive rispetto alla somma: a A (b+c¢) =aAb+aAc
e(a+0b)ANc=aAc+bA c. Le proprieta distributive sono di immediata verifica poiché ® &
bilineare e A ¢ lineare. Per verificare 1’associativita, si nota che, dati a, b, c € A(V) risulta

(1.3) A(Ala®b)®c) = Ala® bR c).
Infatti, per la Proposizione 1.14 risulta a ® b = A(a ® b) + v con A(v) = 0. Dunque
Ala®@b®c) =A(A(a®b) +v)®c) = A(A(a®b) ® c) + Av ® ¢),
e A(v ® ¢) = 0 per il Corollario 1.18. Similmente
(1.4) Ala®@ Ab®c)) = A(a®@b®c).
Dalle (1.3) e (1.4) si ha
aN(bAc)=Ala@Ab®c) =Ala®b®c) =A(A(a®b) ®c) = (aANb) Ac.
Infine dalla bilinearita di ® e dalla linearita di A si verifica facilmente che per ogni @ € K e
a,b € A(V) vale a(a A b) = (aa) ANb=a A (ab). O

PROPOSIZIONE 1.21. L’algebra esterna A(V') é isomorfa come anello associativo all’anel-
loT(V)/T.

DIMOSTRAZIONE. Per la Proposizione 1.14, risulta T(V') = Im A @ ker A. Pertanto (come
isomorfismo di spazi vettoriali)
A(V) ~T(V)/ker A.
Per il Lemma 1.17 si ha ker A = Z, e dunque risulta A(V') ~ T(V')/Z come spazi vettoriali.

Sia p : A(V) — T(V)/T tale isomorfismo. Proviamo che p & anche un isomorfismo di anelli.
Per questo occorre e basta verificare che

pla Ab) = pla) x p(b),

per ogni a,b € A(V'), essendo X il prodotto in T'(V)/Z. Sianw : T(V) — T(V)/Z. Per
definizione di p, si ha p(A(a)) = 7m(a). Pertanto

plaAD) = p(Ala® b)) =T(a®b) =(a) x m(b) = p(A(a)) x p(A(b)) = p(a) X p(b),
e la dimostrazione € conclusa. O
PROPOSIZIONE 1.22. Siano a € AP(V) e b € A1(V). Allora
aNb=(=1)PDbAa.

DIMOSTRAZIONE. Poiché ogni elemento di A(1') & combinazione lineare di immagini me-
diante A di elementi semplici, occorre e basta provare la proposizione per a = v1 A ... A v, €
b=wi A... \Nw,.
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Osserviamo preliminarmente che, dati v,w € V/, dalla dimostrazione del Lemma 1.17 si
vede che 7(v) X m(w) = —7(w) x 7(v) in T(V')/Z. Essendo T'(V')/Z ~ A(V') come anelli,
per la Proposizione 1.21 risulta che, dati v,w € A'(V) si hav A w = —w A v. Ma allora,
utilizzando I’ associativita del prodotto A,

(i A ANU)ANWL AL A W) =oAL A (U Awr) AL AWy
=—U A AW AY)A AW, =
= (=D Pwi Avg Ao AU Awa Ao AN wg = ...
= (=1 (wi Ao Awg) A(vr Ao Awy),

e la dimostrazione ¢ conclusa. |
COROLLARIO 1.23. Risulta a A\ a = 0 per ogni a € N> (V).

DIMOSTRAZIONE. Per la proposizione precedente si ha
ana= (-1 g A0 =—aAaq,
da cuisegue a A a = 0. U

OSSERVAZIONE 1.24. Se v € A*"(V), in generale, a A # 0. Ad esempio, se {vy, ..., v}
sono vettori linearmente indipendenti in V', posto o = v1 Avy+v3/Av4, siha (si veda il Corollario
1.29)

(1 Avg +v3 Avg) A (V1 Avg +v3 Avg) =201 Avg Avg A vy # 0.

DEFINIZIONE 1.25. Una forma r-multilineare f su V* si dice alternante se per ogni o €
Y (r) vale

f(UZ(1)7 B 7U;kr(r)> = sgn(o)f(vf, s av;k)'

Chiaramente, I’insieme delle forme r-multilineari alternanti su V* forma un sottospazio
dello spazio delle forme r-multilineari su V*. Ricordiamo che 77 (V') ¢ identificato con lo
spazio delle forme r-multilineari su V'*.

TEOREMA 1.26. A7(V') C T7(V') é identificato con il sottospazio delle forme r-multilineari
alternanti su V*. Inoltre, se {v1,...,v,} ¢ una base di V, allora {v;, \ ... \Nv; }1<ij<..<i<n @

una base di A" (V).

DIMOSTRAZIONE. Poiché gli elementi di A"(V') sono combinazione lineare di immagini
mediante A di elementi semplici, occorre e basta provare che elementi del tipo v, A. . . Av, danno
luogo a forme r-multilineari alternanti su V*. Dato 7 € X(r), ricordando che Ao L, = sgn(T)A,
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si ha
(V1 A AU (W, Wry) = A0 @ L@ v ) (Wi, - W)

L oex(r)
1 *
Rl Z sgn(0)wr 1) (Vo)) - - Wiy (Vo))
) oceX(r
1 . .
— Z sgn(0)wi (Vo(r-1(1))) - - - W (Vo (1))
" oex(r)
1 . .
- ﬁ Z sgn<O_)LU(U7_1(1) ®... UT—I(T))(wla s 7wr)
Coex(r)

= A1) ® ... @ V1)) (W], . wh) = sgn(TTHA( ® ... @) (W], ... w))
=sgn(7)(v1 A ... Avp)(w], ..., w)),

T

pertanto v; A ... A v, € una forma alternante.

Proviamo adesso che ogni forma r-multilineare alternante su VV* proviene da una r-forma
di V. Per farlo, osserviamo preliminarmente che {v;, A ... A v;, }1<ii<.. <i.<n € una base di
A"(V). Infatti, poiché {v;, ® ... ® v;, } al variare di iy, ...,4, in {1,...,n} formano una base
di T'(V), la loro immagine mediante A, & un insieme di generatori di A"(V'). Ma, dato che
Ap(vy, @ ... ®wv;,) = 0sei; = i, per qualche i # m (per I’Osservazione 1.19) e dato che
A, oL, = sgn(o)A,, risulta che in effetti {v;, A...Av;, }1<ii<. <i.<n € un insieme di generatori
di A"(V'). Per provare che tali elementi sono linearmente indipendenti, supponiamo che

Z )\il...iwvil FANAN Vi, = 0.

1<i1<..<ir<n

Sia {v},...,v%} labase di V* duale di {vy,...,v,}. Fissati1 < k; < ... <k, <n,siha

0= g AiginVip Ao ANV (V)
1< <..<r<n
_ * * _ _
= E )\ilu-irvkl (Uz‘l) ce Vg (Uir> = E NivinOkyiy « - Okepiy. = Ny -
1<ir1<...<ip<n 1<i1<...<ip<n

Cio prova che {v;, A ... Awv;, bi<iy <. <i.<n SONo linearmente indipendenti.

Sia ora ¢ una forma r-multilineare alternante su V*. Per 1 < k; < ... < k, < n poniamo
ky.ooky = P(VE,, ..., v ). Sinotiche, poiché la forma ¢ ¢ alternante, per ogni iy,...,i, €
{1,...,n} siha

. . 0 se dl # mtalichei; = iy,
(IO(UZ‘I, o e ’U'ir-) -

sgn(o)ak, k, sedoeX(r):o(ij) =kjel <k <...<k <n
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Poniamoora f =713\ _ 4 o Gy g Uk Ao AU, Sianodg, .. d € {1,. .., n} fissati.
Si osservi che se i, = i, per qualche m # [, allora f(v

*

i,--.,v;) = 0. Supponiamo dunque
i # i, per L # m. Allora esistono unici degli indici 1 < ky < ... < k, < n ed esiste una unica
permutazione & € X(r) tale che 6(k;) = ¢; (j = 1,...,r). Pertanto:
fi,...,v5)=r! Z Ay Vky A - AN O (V] -, 07)

1<ki <...<kr<n

= 7! Z Ay ke, AV, @ .. @0, ) (V] -, 0))

1<k <...<kr<n

1 * *
=7l Z Wby Z sgn(0)v;, (Vo(ky)) - - - V5, (Vo (k)

1<k <..<kr<n T oexn(r)
\ 1 | 1 .
=r! Z ey Z sgnN(0)0iro(k) - - - Oiro(ky) = r.a,;l__;%gsgn(a)
1<k1<...<kp<n T oex(r) '

=sgn(d)ag, i -
Pertanto f = ¢ (essendo uguali sugli elementi di una base di V* ed essendo multilineari). Ciod
prova il teorema. O

OSSERVAZIONE 1.27. Nel corso della dimostrazione precedente si ¢ visto che, se a &€
AP(V'),b € A1(V) allora

* * 1 * * * *
aNb(wy,...,wy, )= ral Z sgn(a)a(wy gy -« s Wy )O(Ws pi1ys - - s W o)
o€X(p+q)

Come corollario immediato del teorema precedente si ha il calcolo della dimensione dello
spazio delle r-forme:

COROLLARIO 1.28. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n su K. Allora per 0 < r <
n si ha dim A" (V') = (7). Inolire dim A(V') = 2"

COROLLARIO 1.29. Siano vy,...,v, € V. Allora {vy,...,v,} sono linearmente indipen-
denti se e solo se vy A\ ... Nv, # 0in A™(V).

DIMOSTRAZIONE. Se {vy,...,v,} sono linearmente indipendenti allora si pudo completare
I’insieme ad una base di V' e dunque per il teorema precedente v; A. .. Av, ¢ un elemento di una
base di A”(V) e pertanto non ¢ zero. Viceversa, supponiamo che {vy, ..., v, } siano linearmente
dipendenti. A meno di cambiare I’ordine possiamo supporre v; = Z;ZQ Ajv;. Ma allora

VAL AU =Y AU A AL AT =0
=2

poiché, per j = 2,...,n, si ha
VAUV AL AU = 20, AV AV ATA LAY, = A0 Q0 Q02 ® .. .QU;®...Qvy,) =0
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per la Proposizione 1.22 e il Lemma 1.17. U

Sia adesso f : V' — V una applicazione lineare. Come visto in precedenza f si estende ad
un endomorfismo (che chiamiamo sempre f : T'(V') — T'(V')) che & anche un omomorfismo di
anelli. Pertanto definisce un omomorfismo 7'(V) — T'(V)/Z ~ A(V') tramite la composizione
mo f. Ora, flv ®@v) = f(v) ® f(v). Pertanto f(Z) C Z. E dunque 7 o f definisce un
omomorfismo di anelli (che denotiamo sempre con la stessa lettera) f : A(V) ~ T(V)/Z —
T(V)/Z ~ A(V). In altri termini sugli elementi semplici f ¢ definita da

flor Ao Aw) =A(f(n1) @ ... f(u)) = flor) Ao A f(oy).

PROPOSIZIONE 1.30. Sia f : V' — V una applicazione lineare. Se {vy,...,v,} é una base
di'V e M e la matrice associata ad f in tale base, risulta

flor Ao Awy) =det(M)vy A ... Awy,.

DIMOSTRAZIONE. Sia M = (a;;). Dunque

flor Ao Avy) = flo) Ao A fo,) = (Zahlvh) A, (Z%n%)

h=1
n

= Z Ayt - - Ay Uhy A oo AU, = Z Sgn(0)ao(1)1 - - - Ao(n)n¥1 A ... A Up.

hi,...;hn=1 oeX(n)
OJ
COROLLARIO 1.31. Sia {v1,...,v,} una base di V. Siano wy,...,w, € V. Supponiamo
che w; =" | a;v;. Sia M = (a;;). Allora wy A ... ANw, = det(M)vy A ... Avp.
DIMOSTRAZIONE. Siponga f : V — V definita tramite f(v;) = w;perj =1,... ,nesi
estenda a V' per linearita. Il risultato segue allora dalla proposizione precedente. U

1.4. Algebra Simmetrica.

DEFINIZIONE 1.32. Sia r € N. Si definisce I’applicazione lineare S, : T"(V) — T"(V)

tramite
1
S/r = F Z Lg.

) oeX(r)

L applicazione lineare S := @,>05, : T (V) — T'(V') si chiama il simmetrizzatore.

PROPOSIZIONE 1.33. Valgono le seguenti proprieta:
(1) S, 0L, =Ly0S, =S, perogni o € ¥(r).
) S?=S9
(3) S, 0A,=A,085,=0perr > 2.
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DIMOSTRAZIONE. (1) ¢ ovvia. (2) segue subito da (1) poiché

STOST:% Z LUOST:% Z S. =38,

oeX(r) oc€eX(r)
Per la (3), si ha
1 1 1 1
S,o0A, = ] Z sgn(o)S, o L, = ] Z sgn(0)S, = S”ﬁ Z sgn(o) =0,
oceX(r) oeX(r) oeX(r)

dove si ¢ usato il fatto che per » > 2 il numero delle permutazioni pari ¢ uguale al numero delle
permutazioni dispari e pertanto Zan(r) sgn(o) = 0. Similmente si prova che A, 05, =0. O

OSSERVAZIONE 1.34. Per r = 1 risulta A4;(v) = S1(v) = v.
COROLLARIO 1.35. T(V) = Im S @ ker S. Inoltre Im S = ker(S — id).

DIMOSTRAZIONE. Dalla (2) della proposizione precedente si ha S? = S. La prova & quindi
del tutto analoga a quella della Proposizione 1.14 e la omettiamo. U

Sia IC I’ideale bilatero di 7'(V') generato dagli elementi della forma v A w. In altri termini,
K & I’'ideale bilatero generato da Im Ay = A%(V) in T'(V).

LEMMA 1.36. ker S = K.

DIMOSTRAZIONE. L’argomento ¢ simile a quello della prova del Lemma 1.17 e quindi ne
diamo velocemente I’idea. Si vede facilmente che K C ker S.
Per il viceversa, sia 7 : T'(V') — T'(V') /K la proiezione canonica e sia x la moltiplicazione

in 7'(V')/K. Dalla
1
O=m(vAw)=7m(Alv@w)) = 5(7?(@ ®w) —7(w ®v)),
si ricava che T'(V') /KC & un anello commutativo. Da cui 7 o S = 7 e pertanto ker S C . [
DEFINIZIONE 1.37. Siar € N. Si definisce
S"(V):=ImS, =S(T"(V)).
Gli elementi di S (V') si dicono r-tensori simmetrici. Si definisce poi I’algebra simmetrica di
V' tramite
S(V):=ImS =P s (V).
r>0
Si puo definire un prodotto su S(V') tramite
a®b:=Sa®b),

essendo a,b € S(V).
Utilizzando il Lemma 1.36 si prova il seguente risultato similmente a quanto fatto per
I’alternatore:
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TEOREMA 1.38. Il prodotto ® rende S(V') un anello associativo commutativo, isomorfo a
T(V)/K.

In modo simile a quanto fatto per le r-forme, si pud dimostrare che gli r-tensori simmetrici
coincidono con le forme r-multilineari simmetriche su V*. Dove, una forma r-multilineare f
su V* si dice simmetricase f (v}, ..., Uyqy) = f(v],...,v7) per ogni o € X(r). Pertanto:

TEOREMA 1.39. S"(V') C T"(V) é identificato con il sottospazio delle forme r-multilineari

simmetriche su V*. Inoltre, se {vy,...,v,} é una base di V, allora {v, ©®...0v; }1<i <. <ir<n
¢ una base di S"(V').

Come conseguenza si ha che dim S"(V') = ("*"~") e che S(V') ha dimensione infinita.

Dalla Proprieta (3) della Proposizione 1.33 segue anche che A(V') C ker S e S(V') C ker A4,
ma, per r > 3, ker S, ¢ strettamente pit grande di A"(V'). Infatti ker S, contiene elementi del
tipo v Aw ®u® ... ® u che non stanno in A”(V'). Similmente ker A, & strettamente pill grande
di S"(V). Per r = 2 invece ker Sy = A%(V) (per il Lemma 1.36) e dunque:

PROPOSIZIONE 1.40. T?(V) = A%(V) @ S?(V).

Pertanto, tenuto conto che le 2-forme corrispondono a forme bilineari alternanti su V* e 1
2-tensori simmetrici corrispondono a forme bilineari simmetriche su V'*, si ha che ogni forma
bilineare su V* si puo scrivere in modo unico come somma diretta di una forma bilineare alter-
nante e di una forma bilineare simmetrica (ma lo stesso non vale per forme r-multilineari su V*
conr > 3).

Ricordiamo che un polinomio omogeneo di grado k£ su V' ¢ una funzione p : V — K
tale che per ogni vy, ...,v, € V fissati, per t1,...,t, € R, la funzione R¥ > (t1,... 1) —
p(tivy + ... + tpvg) € un polinomio, e che p(Av) = Nep(v) perogniv € V e A € K. L’insieme
dei polinomi omogenei di grado k£ su V' (compreso il polinomio identicamente nullo che &
omogeneo di ogni grado) si indica con P (V') ed € in modo naturale uno spazio vettoriale su K.

Definiamo
= @ PV
k>0
Allora P(V') ammette una naturale struttura di anello associativo commutativo tramite

(p-q)(v) = p(v)g(v) veVip,ge P(V).
TEOREMA 1.41. S(V*) ¢ isomorfo come anello a P(V).
DIMOSTRAZIONE. Definiamo ¢ : 7'(V*) — P(V') nel modo seguente. Dato w € T"(V*),

ricordiamo che w puo essere visto come una forma r-multilineare su (V*)* = V. Dunque
possiamo definire ¢(w) € P(V) tramite

O(w)(v) == w(v, ..., v).
Poiché w & r-multilineare, & chiaro che ®(w) € PT(V) e si verifica facilmente che ® ¢ un
morfismo di anelli. Asseriamo che ®(S(w)) = ®(w) (il che prova che ker S C ker ®). Infatti,
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sugli elementi semplici si ha

QS (W) @ ... w)) i Z wy ® Wy (v, .., V)
UEE
1 * * * * * *
== Z Wiy (V). ..wg(r)(v) = wi(v)... . wv) =W @...0w) ).
’ oceX(r)

D’altra parte, se p € P.(V), fissati vy,...,v, € V, espandiamo rispetto a t1,...,¢,. I’e-
spressione p(t;vy + ... + t,v,). Poiché p ¢ omogeneo di grado 7 si ottiene:
p(tivy + ... +t0,) = Z Ty, (vn, o))t
Jit.tir=r

Poniamo allora

1
(1.5) U(p)(vy,...,v0.) = FTL,l(vl,...,vr).

Verifichiamo che W(p) ¢ r-multilineare. Per farlo, fissiamo una base {es,...,e,} di V. Allora
possiamo scrivere

_ i1 7
p(rier + ...+ xpe,) = E @iy i, T T
1+...+in=r

essendo a;, . ;, € K. Si ha pertanto v; = Z?:l aje; per opportuni «;; € K. Dunque

oy 4+ ..+t = Z (Zt %)

=1

da cui si ha

p(tivy + ...+ tv)=p (Z (Z tj%‘j) 61)
i=1 \j=1
. i . in
= Z Qg .. iy, <Z thélj> ce <Z tj@nj> .
j=1 J=1

+...Fin=r
Da qui segue facilmente che per ogni fissato j = 1,...,r, il coefficiente di ¢; . . . ¢, ¢ lineare in
a;; peri =1,...,n. Questo significa esattamente che W(p) & r-multilineare.

Verifichiamo adesso che, se p € P,(V) allora ®(¥(p)) = p. Infatti, dato v € V si ha
O(U(p))(v) = ¥(p)(v,...,v). Per definizione r!¥(p)(v,...,v) & il coefficiente di t; ...t¢,
nella espansione di p(t1v + . . . + t,v). Per ’omogeneita si ha:

pltiv+...+tw)=p((t1 + ...+ t.)v) = (t1 +. t) p(v),

da cui segue subito che il coefficiente di ¢; . . . ¢, & rlp(v) e pertanto <I>( (p))(v)
Questo prova che ® & suriettiva ed & pertanto un isomorfismo da 7'(V') / ker
cui inversa ¢ data da W.

= p(v).
® — P(V),la
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Per concludere la dimostrazione, visto che sappiamo gia che ker S C ker @, occorre e basta
provare che ker ® C ker S.
A tal fine, verifichiamo che si ha ¥(®(w)) = w se w € S"(V*). Utilizzando la multilinea-
rita di w si ha
O(w)(tyvry + ... + L) =w(tivy + ...+ v, . o + o+ )

= Z £ trw(v, ).

i1+...+ipr=r
Da cui, il termine 771 (v1, ..., v,), per la simmetria di w, & dato da
Ti.1(v1,. .. 0) = Z W(Vo(1)s - - -5 Vo(ry) = rlw(vy, ..., 0,).
oeX(r)
Pertanto V(P (w)) = wse w € S™(V*). O

La formula (1.5) si dice formula di polarizzazione.

2. Cenni sulle proprieta locali delle funzioni olomorfe

In CV, N > 1 siano fissate coordinate standard (z1,...,2n). Sia U un aperto in CN. Per
una funzione f : U — C di classe C" si definisce I’operatore formale
N
= of
af = Edzj,
j=1 "
dove, se 7; = Re z; e y; = Im 2, definiamo a%j = % (% + iaiyj)-

DEFINIZIONE 2.1. Sia U un aperto di C¥, N > 1. Una funzione f : U — C di classe C"
si dice olomorfain U se 0f =0in U.

In particolare dunque una funzione f € olomorfa se e solo se 8%]_ f=0perj=1,...,N.

Se Z = (z1,...,2ny) € CV,denotiamo con Z7 = (z1,...,2j_1, %, Zj41, ..., 2v) la (N —1)-
upla di coordinate ottenuta rimuovendo z; da Z. Per comodita, indicheremo f(Z) = f(Z7, z;).

Dalla teoria delle funzioni olomorfe in una variabile, si ricava facilmente la seguente:

PROPOSIZIONE 2.2. Sia U un aperto in CV e sia f : U — C una funzione di classe C'. Le
seguenti affermazioni sono equivalenti:
(1) f eéolomorfainU.
(2) Perogni j € {1,..., N} la funzione zj — f(Z7,z;) & olomorfa laddove ¢ definita.
(3) (equazioni di Cauchy-Riemann) Se f(Z) = u(Z) +iv(Z) conu,v : U — R, si ha per

ognij=1,...,N
Ju  _ v
dr;  Oy;
Ou v

Oy, Ox;
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DEFINIZIONE 2.3. Sia U un aperto di C". Si indica con O(U) lo spazio vettoriale delle
funzioni olomorfe definite su U.

Sia U un aperto in CV. Una funzione F' : U — C™ di classe C! si dice olomorfa se ogni
sua componente ¢ olomorfa. Per la regola della catena, la composizione di funzioni olomorfe ¢
olomorfa.

Siar = (ry,...,7,) € Rconr; > 0 perognij. Siaa = (a1,...,a,) € C". Definiamo il
polidisco P(a,r) di centro a e multi-raggio r

P(a,r) ={(z1,...,20) €C" 1 |z —qj| <rj,j=1,...,n}.

11 bordo di Shilov di P(a,r) & definito da OsP(a,r) = {(#1,...,2,) € C" : |z; —qj| =71;,] =
1,...,n}. Il bordo di Shilov del polidisco ¢ contenuto nella frontiera topologica del polidisco.

Sia U un aperto di C" e sia f € O(U). Sia P(a,r) un polidisco contenuto e relativamente
compatto in U. Utilizzando la formula di Cauchy per funzioni olomorfe di una variabile e il
teorema di Fubini, sia ha

B 1 f(§1a>Cn)
(21) f(Zh Tt Zn) - W /GSP(GJ") (Cl - Zn) e (Cn - Zn)

perogni z € P(a,r).

Come conseguenza, sviluppando sotto il segno di integrale e utilizzando il teorema della
convergenza dominata di Lebesgue, si ha che f € O(U) ¢ analitica, ovvero, per ogni a € U
esiste un intorno V' tale che per ogni z € V' si ha

dCy A ... AdGa,

[e.9]

(2.2) )= Y apg(za—a)t (2 —an)”

con a;, ., € C e tale serie di potenze converge uniformemente in ogni compatto di V. Vice-
versa, per il teorema della convergenza dominata di Lebesgue, ogni serie di potenze definita su
un aperto di C" e uniformemente convergente sui compatti di tale aperto ¢ olomorfa.
Un vettore a = (ay,...,q,) € N si chiama un multi-indice. La sua lunghezza ¢ |o| =
a1+ ...+ a,. Se f € O(U) poniamo
olel f
Df(a) = ————(a).
f() az?ln'azgn()
Dalla (2.2) segue il seguente

TEOREMA 2.4 (Prolungamento analitico). Sia U C C™ un aperto connesso e sia f € O(U).

(1) Se esiste a € U tale che D* f(a) = 0 per ogni multi-indice « allora f = 0.
(2) Se g € O(U) ¢ tale che f = g suun apertoV-C U allora f = g su U.
(3) O(U) é un dominio di integrita.

DIMOSTRAZIONE. (1) basta verificare che I’insieme {z € U : D*f(z) = 0 Vo € N"} &
aperto e chiuso in U. La chiusura ¢ immediata, I’apertura segue dalla (2.2).
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(2) segue da (1) applicatoa f — g € O(U).
(3)Se f-g=0e f # 0, allora esiste un aperto V' C U tale che f(z) # 0 per ogni z € V.
Ma allora g(z) = 0suVeper(2) g=0suU. O

TEOREMA 2.5 (mappa aperta). Siano U C C™ un aperto connesso e f € O(U). Se f non ¢
costante allora e aperta.

DIMOSTRAZIONE. Sia f non costante. Sia B una palla di centro a e raggio p > 0 contenuta
in U. Proviamo che f(B) ¢ aperto in C. Per il Teorema di prolungamento analitico, f|z non
¢ costante. Dunque esiste b € B tale che f(a) # f(b). Siav = ﬁ Si considera allora
I’applicazione ¢ — f(a + (v) definita per ( € C tale che || < p. Questa & una funzione
olomorfa di una variabile, non costante, e dunque ¢ aperta per la teoria delle funzioni olomorfe

di una variabile. O
Come corollario immediato si ha

TEOREMA 2.6 (Principio del massimo). Sia U C C" un aperto connesso. Sia f € O(U).
Sia a € U. Se | f| ha un massimo locale in a, allora f é costante.

3. Varieta differenziabili e complesse

Ricordiamo che uno spazio topologico M si dice paracompatto se ogni suo ricoprimento di
aperti {U,} ammette un raffinamento localmente finito, ovvero, esiste un ricoprimento di aperti
{V;} di M tale che per ogni j esiste i con V; C U, e per ogni p € M esiste un intorno W di p
che interseca solo un numero finito di {V;}.

Si puo provare che se X ¢ uno spazio topologico connesso, di Hasdorff e tale che per ogni
x € X esiste un aperto U > x che ¢ omeomorfo a R™ allora X ¢ paracompatto se e solo se ¢ a
base numerabile [3, p. 171].

DEFINIZIONE 3.1. Uno spazio topologico M di Hausdorff, paracompatto si dice una varieta
differenziabile di classe C*, k = 0,...,00,w (reale analitica) di dimensione n se esiste un
ricoprimento di aperti {U;};c; di M e degli omeomorfismi ¢; : U; — ¢,(U;), dove ¢,(U;)
¢ un aperto di R™ per ogni j € J, tali che per ogni j,k € J con U; N Uy, # 0, risulta che
I’applicazione

piowr! 1 op(UyNU) = ¢;(U; N ),
¢ di classe C'*.

L’insieme delle coppie {(Uj, ;) } ;e si dice un atlante C* di M. Se x € U;, I’aperto U; si
dice un intorno coordinato di =. La coppia (U}, ;) si chiama un sistema di coordinate locali (o
carta locale), mentre 1’applicazione <pj’1 . ;(U;) — Uj si dice una parametrizzazione locale.

In modo simile si pud definire una varieta complessa (detta anche varieta olomorta) di di-
mensione (complessa) n chiedendo che per ogni j € J, ¢,;(U;) sia un aperto di C" e che
w0t or(U; NUg) — ¢,;(U; N Uy) sia olomorfa per ogni j,k € J con U; N U, # 0.
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OSSERVAZIONE 3.2. Se M ¢ una varieta complessa di dimensione complessa 7 allora ¢
anche una varieta differenziabile analitica reale di dimensione (reale) 2n.

Piu in generale si pud definire una varieta con bordo. Per farlo, ricordiamo che se U ¢
un aperto di {(z1,...,2,) € R™ : x; > 0}, si dice che una applicazione f : U — R"
¢ differenziabile di classe C* se per ogni p € U esiste un intorno aperto V- C R" di p e una
applicazione f : V — R™ differenziabile di classe C* tale che f|y~y = f|y. Ricordiamo inoltre
che se U, U’ sono aperti di {(xy,...,2,) € R" : 21 > 0} e f: U — U’ & un omeomorfismo,
allora, ponendo OU = U N{(z1,...,x,) € R" : &y = 0} risulta che f|sy : OU — OU’ & un
omeomorfismo e f|ingy : U\ U — U’ \ OU’ &€ un omeomorfismo.

Possiamo allora definire:

DEFINIZIONE 3.3. Uno spazio topologico M di Hausdorff, paracompatto si dice una varieta
differenziabile di dimensione n con bordo di classe C*, k = 0,...,00,w (reale analitica) di
dimensione n se esiste un ricoprimento {U; };c; di M e degli omeomorfismi ¢; : U; — ¢;(U;),
dove ¢;(U;) ¢ un aperto di {(x1,...,x,) € R", 21 > 0} per ogni j € J tali che per ogni
J, k € J con U; N Uy # 0, risulta che I’applicazione

wiopr ton(U;NUR) = ¢;(U; NU),
¢ di classe C*.

Diciamo che un punto p ¢ un punto di bordo di una varieta con bordo M se esiste una carta
locale ¢; : U; — ¢;(U;), dove ¢;(U;) € un aperto di {(z1,...,z,) € R",2; > 0} tale che
©;(p) ha coordinate (0, zs, . .., z,). L’'insieme dei punti del bordo di M si denota M e si dice

il bordo di M, il suo complementare ]\3[ = M \ OM si dice I’interno di M.

ESERCIZIO 3.4. Sia M una varieta di dimensione n con bordo. Provare che OM & una
o
varieta (senza bordo) di dimensione n — 1 e che )/ € una varieta (senza bordo) di dimensione
n.

Nel seguito il termine varieta indichera sempre una varieta senza bordo. Inoltre in ci0 che
segue considereremo varieta differenziabili di classe C'*° e varieta complesse. Pertanto, salvo
quando esplicitamente detto, una varieta differenziabile sara sempre di classe C*°.

Sia M una varieta (differenziabile o complessa) e siano {(U;, ¢;)} e {(V}, ¢,)} due atlanti
per M. Tali atlanti si dicono compatibili se per ogni j, k tali che U; NV}, # () I'applicazione

pjodp' (U N Vi) = ;(U; N Vi)

¢ di classe C'*° (rispettivamente olomorfa).
Un atlante ¢ massimale se contiene tutti gli atlanti compatibili. Per il Lemma di Zorn un
tale atlante esiste sempre.

DEFINIZIONE 3.5. Siano M, N due varieta differenziabili (rispettivamente complesse). Una
funzione f : M — N si dice differenziabile o liscia (rispettivamente olomorfa) se per ogni
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p € M esistono un sistema di coordinate locali (U, ) in M tali che p € U e un sistema di
coordinate locali (V, ¢) in N tali che f(p) € V tali che I’applicazione

pofop U=V
sia di classe C'™ (rispettivamente olomorfa).

ESERCIZIO 3.6. Provare che la nozione di differenziabilita (risp. olomorfia) di una funzio-
ne tra varieta differenziabili (risp. complesse) ¢ ben data, ovvero non dipende dai sistemi di
coordinate locali scelti.

DEFINIZIONE 3.7. Siano M, N due varieta differenziabili (risp. complesse). Una ap-
plicazione differenziabile (rispett. olomorfa) f : M — N si dice un diffeomorfismo (risp.
biolomorfismo) se f & un omeomorfismo e se f~! : N — M & differenziabile (risp. olomorfa).

Su uno stesso spazio topologico possono esserci diversi atlanti non compatibili, che pero
possono definire varieta diffeomorfe tra loro:

ESEMPIO 3.8. Sia M = R con “atlante” (R, ¢), dove ¢(z) = z. Sia N = R con “atlante”
(R, ¢), dove ¢(z) = x*/%. 1 due atlanti non sono compatibili poiché ¢(¢~*(z)) = z'/3 non & di
classe C*° in z = 0. Dunque M e N sono due varieta distinte. Perd f : M — N definita da
f(z) = 2 & un omeomorfismo e si verifica facilmente che & un diffeomorfismo. Pertanto nella
categoria delle varieta differenziabili M, N sono indistinguibili.

ESEMPIO 3.9. SialD := {¢ € C: |(| < 1} il disco unitario in C. Sia M = D con atlante
(D, ) dove p(¢) = ¢. Sia f : D — C un omeomorfismo e sia N = DD con atlante (D, f).
Sia M che N sono due varieta complesse di dimensione 1. Perd M, N non sono biolomorfe.
Infatti, se g : N — M & una funzione olomorfa, allora oo go f~1 : C — D & olomorfa, e per il
teorema di Liouville, € costante.

ESEMPIO 3.10. Lo spazio delle matrici m x n con entrate reali, Mat(m x n, R) & una varieta
reale di dimensione m X n. Similmente, lo spazio delle matrici m X n con entrate complesse,
Mat(n x m, C) & una varieta complessa di dimensione m X n.

ESEMPIO 3.11. 1l gruppo lineare GL(n,R) & I’aperto di R" definito dalle matrici n x n
con determinante non nullo. Similmente si definisce GL(n, C).

ESERcCIzIO 3.12. Se M, N sono varieta differenziabili, si pud definire su M x N una
naturale struttura di varieta differenziabile per cui le proiezioni su M e su N sono differenziabili.

ESEMPIO 3.13. Lo spazio proiettivo. Definiamo adesso una varieta complessa compatta di
importanza fondamentale in matematica, lo spazio proiettivo complesso CP" (argomentazioni
simili nel caso reale definiscono lo spazio proiettivo reale RP™).

Su C™*1\ {0} si definisca la relazione d’equivalenza seguente: p ~ ¢ se esiste A € C \ {0}
tale che p = A\q. Sia CP" := {[p] : p € C"*! \ {0}} I'insieme quoziente e sia

7 C"\ {0} — CP"
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definita da 7(p) = [p|. Su CP" mettiamo la topologia quoziente (ovvero, U C CP™ & un aperto
se 71(U) & aperto in C"*). Con tale topologia 7 & continua. Sia S*" ™! := {z € C" : ||z|| =
1} la sfera di dimensione 2n + 1. E un sottospazio compatto e connesso di C"*!. Osserviamo
che 7|gen+1 @ ST — CP" & suriettiva. Pertanto CP" & connesso e compatto. Si verifichi per
esercizio che CP” ¢ Hausdorff. Fissate delle coordinate su C**!, indichiamo con le coordinate

omogenee [z : ... : z,.1] laclasse di equivalenza di (21, ..., z,11) € C"™\ {0}.
Definiamoperj =1,...,.n+1
Ui ={[z1:...: 2p11] € CP" : 2; # 0}.

Si verifica subito che U; & aperto in CP" e che | JU; = CP". Definiamo ora delle carte locali
sulUj, j =1,...,n+ 1 nel modo seguente:

Z1 Zj—1 5 Rj+l Zn+1
goj([zlz...:znﬂ]):(f,..., —, 2y
Zj Zj Zj Zj

dove, come usuale, Z; significa omesso. Si verifica facilmente che ¢, : U; — C" sono degli
omeomorfismi suriettivi. In pit, per fissati j # k, siha U; N U, = {[z1 : ... : 2p41] @ 252, # 0}
e se poniamo (z1, ..., z,) = ¢;([p]), siha ;(UyNU;) = C*\{z} = 0}. Si vede poi facilmente
che le componenti di ¢, ogoj_1 sono del tipo 2=, m € {1,...,n}\{k} e 1/zx, dunque olomorfe.
Pertanto CPP™ & una varieta connessa compatta complessa di dimensione 7.

ESEMPIO 3.14. La Grassmanniana. Generalizziamo la costruzione dello spazio proiettivo
complesso. Definiamo

Gin(C) :={V C C" : V & un sottospazio vettoriale complesso di dimensione & }.

Vediamo che Gy ,,(C) ha una struttura naturale di varieta complessa connessa compatta di
dimensione k(n — k).

Sia My, (C) I’insieme delle matrici k£ x n a coefficienti complessi di rango k. Si vede
facilmente che M ,,(C) & un aperto dello spazio delle matrici k£ X n e pertanto & una varieta
complessa di dimensione kn.

Sia ora m : M}, ,,(C) — Gy, (C) definito nel modo seguente. Se A € M ,,(C) si in-
dichi con g, il vettore di C" formato dalla j-sima riga di A. Si definisce pertanto m(A) :=

spang(ay, ..., a;) il sottospazio di C" generato dalle righe di A.
Si osservi che
3.1) m(A) = w(B) se e solo se esiste g € GL(k,C) tale che B = gA.

Pertanto possiamo identificare Gy, ,,(C) con I’insieme quoziente di M ,,(C) rispetto alla rela-
zione di equivalenza (3.1). Mettiamo su G}, ,(C) la topologia quoziente. Se U(k,n) := {A €
My, (C) : AA =1 x}, dove I}, & la matrice identica k x k. Si noti che la condizione AA =1,
¢ equivalente alla condizione che i vettori riga {a, ..., q,} della matrice A siano ortonormali
rispetto al prodotto Hermitiano standard di C". Da qui segue facilmente che U (k, n) & compatto
in My ,,(C). Inoltre, U(k,n) & connesso per archi. Per vederlo, denotiamo con U (n) lo spazio
delle matrici n X n unitarie. Per prima cosa vediamo che se B € U(n), per il teorema spettrale
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complesso esiste C' € U(n) tale che CBC' = D dove D & una matrice n x n diagonale con
entrate ¢'% per §; € R, j = 1,...,n. Sia D; la matrice n x n diagonale con entrate %,
j=1,...,n. Siponga B, = C'D,C. Allora [0,1] © ¢ — B, & una curva continua in U (n)
che unisce I’identita a B. Dunque, U(n) & connesso per archi. Si noti che per A € U(k,n) e
B € U(n), risulta AB € U(k,n). Data A € U(k,n), interpretando le righe di A come base
ortonormale di un sottospazio di C", estendendo tale base ad una base ortonormale di C" e cam-
biando coordinate in modo tale che i k vettori riga di A nelle nuove coordinate siano i primi &
vettori della base canonica di C™, si ottiene una matrice B € U(n) taleche T := AB € U(k,n)
¢ della forma (7]0), dove, I & la matrice identica k x k formata dalle prime & colonne e tutti le
altre entrate di 7" sono 0. Dunque, se [0,1] > ¢ — B, & una curva continua in U(n) che unisce
B all’identita si ha che [0,1] > ¢t — ADB, ¢ una curva continua in U(k,n) che unisce A alla
matrice 7', e dunque U (k, n) & connesso per archi.

Poiché ogni sottospazio di C" ammette una base ortonormale, ne segue che 7|y :
U(k,n) = Gpn(C) & suriettiva e dunque G,,(C) & compatto e connesso. Si verifichi per
esercizio che Gy, ,,(C) & di Hausdorff e a base numerabile.

Definiamo adesso delle carte locali. Sia A € M, ,,(C) e siano Ay, . .., A; tutti i minori k x k
di A. Poiché A ha rango k, esiste jj tale che det A, # 0 ed esiste una matrice di permutazione
P, tale che AP;, = [A,,, B;,] dove Bj, ¢ una opportuna matrice k£ x (n — k) e il simbolo
[A,,, B;,] indica la matrice k£ x n formata giustapponendo A;, e Bj,. Si pone

Uj, :={V € Gxn(C) : V =m(A),det A;, # 0}.
Si definisce allora ¢, : Uj, — C*"=*) tramite
903'0(7<A)) = A‘%IBJO'

La i, & un omeomorfismo locale, infatti la sua inversa & definita da ¢;,' (B) := n([I, B]). Si
verifichi poi per esercizio che effettivamente {(U;, ¢;)},=1...+ € un atlante olomorfo.

DEFINIZIONE 3.15. Una varieta differenziabile M si dice orientabile se esiste un atlante
{(U;, )} tale che det(d(¢; o ¢ ') > 0 su i (U; N Uy) ogni volta che U; N Uy, # (). Un tale
atlante si dice orientato.

ESEMPIO 3.16. Il nastro di Mdbius ¢ una superficie (sottovarieta di codimensione uno di
R?) che non & orientabile.

PROPOSIZIONE 3.17. Sia M una varieta complessa di dimensione (complessa) n. Allora
M e orientabile come varieta analitica reale di dimensione (reale) 2n.

DIMOSTRAZIONE. Sia {(U,, ¢,)} un atlante olomorfo di M. Siano «, S tali che U,NUp #
() e definiamo F := ¢, o gogl. Dunque ponendo U = ¢g(U, N Ug), un aperto in C, si ha
F . U — C" olomorfa. Scriviamo F' = u + iv, con u,v : U — R” funzioni analitiche reali
(e U riguardato come aperto di R?"). Il cambiamento di carte analitico reale & dunque dato
da F" := (u,v) : U — R?". Per calcolare il suo differenziale, usiamo la seguente notazione:
se z € U, z = (x1 +iyy,..., T, + iy,) con z;,y; € R, pensiamo a u,v come funzioni di
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(1, ,Tn, Y1, .-, Yn). Inoltre indichiamo con g—g la matrice n x n le cui entrate sono % e
J

similmente per g—z e per v. Con queste notazioni, utilizzando le equazioni di Cauchy-Riemann,

il differenziale di F" ¢
Ou  du du  du
ro__ dr 0O _ oz 0
ox Oy oy Oz

Ora possiamo calcolare il determinante con delle semplici operazioni elementari sulle righe e
colonne:

ou  ou du _;j0u Qu y ;ou ou _ ;ou 0
ox 19 _ ox %] 0 ox _ ox 1%}
det(_a_u a_ﬁ)d@t( Buy yau )det< _@y @—FZ@)
Jdy Ox oy ox oy

— o O
da cui det(F") = | det <% — ig—Z) 1> > 0.
U

PROPOSIZIONE 3.18. Sia M una varieta reale con bordo OM. Supponiamo M orientabile
e sia {U,, po } un atlante orientato di M. Allora {U, N OM, p,|on} & un atlante orientato per
OM. In particolare OM ha una orientazione naturale determinata dall’orientazione di M.

DIMOSTRAZIONE. E semplice provare che {Us NOM, p4)or} € un atlante per OM. Pro-
viamo che & orientato. Supponiamo U, N Uz N OM # (. Sia U := ¢3(U, N Up) e sia
V' := @a(Us N Ug). Poniamo F := @, 0 @' : U — V. Allora poiché F' manda U N {z; = 0}
inV N {x; =0},siha

F(0,29,...,2,) = (0,y2(x1, ..., Zp), oo o Yn(T1, oo o).

oxy,

TK=4y.ouy

Occorre provare che det (ﬁ) > 0 per ogni (0, xo,...,2,) € U.
,k=2,...,n

Per ipotesi det <27yi> > O perogni (z1,...,2,) € U. Poiché y;(0, 2, ...,x,) =0,
7,k=1,...,n
0y1(0,z2,...,zn)

oo = O per ogni j = 2,...,n. Pertanto per ¢ = (0, xo,...,2,) € U si

ne segue che
ha

o (%) on 0
“ i) j=2,.., 011
(3-2) =hen [ e) = Oy Oy (q)-
®).... @ SNC
Oz k=2,..,n Oz, G k=2,...n V) k=2,...,n i/ jk=2,..n

-----

Poiché F manda {z; > 0} N U in {x; > 0}, ne segue che

391 .
— o xy) = 1 ,
gy O o @) =l TR 2

e per la (3.2) si ha che g%(q) > 0 e dunque det (%) (¢) > 0, come volevasi. O
1 Ti k=2,..,n

D=4y
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4. Partizioni dell’unita

LEMMA 4.1. Sia M una varieta e sia K un compatto in M e U C M un aperto che contiene
K. Allora esiste una funzione C* ¢ : M — R tale che ¢ > 0, p(x) = 1 perogniz € K e
supp(yp) CC U.

DIMOSTRAZIONE. Dati 0 < r < R, si consideri la funzione

fla) = {exp (Zs--L) r<z<Rg,

0 altrimenti

Siac = fTRf(t)dt > 0esia F(z) =c! fff(t)dt. Allora F'(z) & di classe C* su R, F' > 0,
e ha la proprieta che F'(x) = 1 perz < r, F(z) = 0 per z > R. Si definiscay : R" — R
tramite ¢(x) = F(||z]|?). Allora ¢ & di classe C*, v > 0, ¢(z) = 1 per ||z||> < rey(z) =0
per ||z]|> > R. Dunque, dato a € R", 0 < r < R, la funzione ¢,(x) = ¥(x — a) & di classe
C>, ¢, > 0, ¥ = 1 nella palla B(a, /r) di centro a e raggio /r e ¢y = 0 fuori dalla palla
B(a, VR).

Supponiamo che M = R" e K sia un compatto in R" contenuto in U. Allora esiste un
ricoprimento finito di K fatto da palle aperte B(a1, Ry),. .., B(am, R.) la cui chiusura & con-
tenuta in U. Per j = 1,...,m siano 0 < r; < R; tali che {B(a;,7;)} =1, formi ancora un
ricoprimento di K. Per ciascun j = 1,...,m esiste una funzione ¢; : R" — R non negativa,
di classe C'* tale che ¢; = 1 su B(a,;,r;) e 1; = 0 fuori da B(a;, R;). Si definisce allora
p=1- H;'n:1(1 —¥j).

Nel caso di una varieta M, se K ¢ contenuto in una carta locale allora il risultato segue
subito. Altrimenti, essendo K compatto, si puo ricoprire con un numero finito di carte locali
e dunque K risulta unione di un numero finito di compatti {K;};_; _x contenuti ciascuno in
una carta locale. Si applica il risultato per ciascuno di questi compatti e si ottiene una fami-
glia {¢;};—1,. n di funzioni di classe C'* tali che il supporto & contenuto ed ¢ relativamente
compatto in una carta locale, ¢; > 0 e ¢;(z) = 1 per x € K;. La funzione cercata ¢ data da

N
p(r) =1 =112 (1 = ;). U
DEFINIZIONE 4.2. Sia M una varita. Sia 4/ = {U,} un ricoprimento di M localmente
finito. Una famiglia {¢,, } si dice una partizione dell’unita associata a i se per ogni « le funzioni
Yo @ Uy — R sono C* e verificano:
(1) ¢a 20,
(2) supp(¢a) CC U,
(3) > @a(x) =1 perogniz € M.
TEOREMA 4.3. Sia M una varieta differenziabile. Sia U := {U,} un ricoprimento lo-

calmente finito di M tale che ciascun U, sia relativamente compatto in M. Allora esiste una
partizione dell’unita associata a U.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni « si definisce V,, CC U, tale che {V,} & un ricoprimento di
M. Si definisce @, in modo che @, (x) = 1 per ogni x € V,, e suppp, CC U, usando il
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Lemma 4.1. Si definisce poi ¢ := > ¢, (tale somma & ben definita poiché il ricoprimento &
localmente finito, dunque per ogni x € M esiste solo un numero finito di U, tali che z € U,).
Inoltre ©(z) > 0 per ogni x. Si pone allora ¢, := @, /@. O

5. Fascio di struttura di una varieta

Sia M una varieta reale (rispettivamente complessa) e sia p € M. Consideriamo 1’insieme
Gp = {(U, f)} dove U & un aperto di M contenente p e f € C°(U) (rispettivamente f €
O(U)). Mettiamo una relazione di equivalenza su G, definendo (U, f) ~ (V, g) se esiste W C
UNVconpeWef=gsull.

DEFINIZIONE 5.1. L’insieme quoziente G,/ ~ si dice lo spazio dei germi di funzioni C'*°
(rispettivamente, olomorfe) in p e si denota C; ) (rispettivamente Oyy,). La classe di (U, f) si
denota con f),.

PROPOSIZIONE 5.2. C3; , (rispettivamente Oy ) € un anello commutativo con unita.
DIMOSTRAZIONE. Esercizio. O

OSSERVAZIONE 5.3. Nel caso di una varietda complessa 1’anello Oy, & un dominio di
integrita, mentre Cﬁp contiene divisori dello zero.

OSSERVAZIONE 5.4. E’ ben definito il morfismo (suriettivo) di anelli

Cyip2fr—= f(p) €R
(e similmente per Oy ). Essendo R un campo, il nucleo di tale morfismo & un ideale massimale

Maty = {1, : F(p) = 0},
e 37,/ Murp = R (similmente Oy, / Moy == C).
DEFINIZIONE 5.5. Sia M una varieta. Sia U un aperto in M. Definiamo
CyU)={f:U—-R diclasse C*},

e similmente si definisce O,;(U) nel caso olomorfo. L’operatore C5? (rispettivamente Oy;) che
ad ogni aperto U C M associa C57(U) (rispettivamente Oy, (U)) si dice il fascio di struttura di
M.

ESERCIZIO 5.6. Sia M una varieta complessa connessa e compatta. Provare che non
esistono funzioni olomorfe non costanti f : M — C, ovvero Oy (M) = C.

6. Lo spazio tangente ad un varieta e il differenziale di una applicazione

Definiamo adesso lo spazio tangente ad una varieta reale. Una analoga costruzione vale nel
caso complesso.

Come notazione, se M ¢ una varieta differenziabile e A € R si denotacon A : M — R
anche la funzione costante che ad ogni « € M associa il numero ), e indicheremo sempre con
A il germe A, per un qualunque p € M.
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DEFINIZIONE 6.1. Una derivazione v su Cj7 , € un operatore v : Cf; , — R tale che
(1) v(Afp) = Av(f,) perogni A € R, f, € Cfp
(2) v(fy + gp) = v(fp) + v(gp), per ogni fp, 9» € iy
(3) v(fpgp) = f(p)v(gp) + g(p)v(fy), perogni f,, g, € CRi .
L’insieme delle derivazioni si indica T,,M.

OSSERVAZIONE 6.2. Si osserva facilmente che 7,,M ¢ uno spazio vettoriale reale, in cui la
somma di due derivazione ¢ data da

(v+w)(fp) =v(fp) +w(fy) v,weT,M, f, € C]?Zp’
e il prodotto per uno scalare ¢ definito da
(A0)(fp) =X (v(fp)) AER, [, € O
Sia (U, ¢) una carta locale con coordinate {(z1,...,x,)}. Sinoti che
QO* . 00?1780(10
¢ un isomorfismo di anelli, definito da p*(f) := f o per f € CIE?L’w(p) e che

d@p : TpM — Tcp(p)Rn

)y — C’ﬁp

definito da
dey(v)(f) :=v(fop) Vfe g,y
¢ un isomorfismo di spazi vettoriali.

Definiamo a%j(p) € T,M tramite
9 Of o™ 00
0; (p)(f) = oz, ‘so(p) Vfe CM,p'

LEMMA 6.3. {8%1(1)), ce %(p)}formano una base di T, M.

DIMOSTRAZIONE. Applicando (¢~')*, dy, possiamo supporre M = R™ e p = 0. Per
prima cosa osserviamo che v(c) = 0 per ogni costante ¢ € R. Infatti

v(e) =v(l-c) =1v(c)+ cv(l) = v(c) + v(c) = 2v(c).

Sia f € Cgn . Sviluppando [ in serie di Taylor si ottiene

o(f) = v (£0)+ D s+ Olal?)) = - ol

Ponendo a; := v(x;) si ottiene subito che v = Zaj%(O). Dunque {8%1(0), ce %(O)}
generano 7pR". La lineare indipendenza segue subito dal fatto che
0
—(0 =3
5, Oz =4



Filippo Bracci - Teoria dei Fibrati

32 1. PRELIMINARI

DEFINIZIONE 6.4. Siano M, N due varieta. Sia f : M — N una mappa liscia. Siap € M.
Si definisce I’operatore lineare df, : T,M — T, N tramite

dfp(v)(h) :==v(ho f) Vv eT,M heCF,.

Ricordiamo che il differenziale di una funzione F' : U — R™ di classe C* inp € U ¢
quella applicazione lineare dF), : R" — R™ tale che per ogni v € R" risulta

F(p+hv) — F(p) = hdF,(v) +o(|h]), hER.
Nelle coordinate canoniche di R™ la matrice associata a dF}, ¢ la matrice Jacobiana m x n la cui

entrata di posto (4, j) & 2 (p), dove F = (Fy,..., Fy,).

ESERrcCIzIO 6.5. Sia f : M — N una mappa liscia tra due varieta di dimensione n e
m rispettivamente. Sia p € M e sia (U, ¢) un intorno coordinato di p in M, con ¢(q) =
(x1,...,2,). Sia (V, ¢) un intorno coordinato di f(p) in NV, con ¢(¢') = (y1, ..., Ym). Provare

che la matrice associata a df,, rispetto alla base di 7,/ definita da {a%l(p), ey %(p)} e alla
base di T'¢(,) NV definita da {aiy1 (f(p),--., &/im( f(p))} &la matrice Jacobiana dell’applicazione

¢t o f o valutatain ¢(p).

7. Sottovarieta regolari e teoremi di taglio

DEFINIZIONE 7.1. Sia M una varieta differenziabile reale o complessa di dimensione n.
Un sottospazio topologico /N di M si dice una sottovarieta regolare di M di codimensione & se
per ogni p € N esiste un intorno coordinato (U, ¢) di p in M tale che

o(NNU) ={(z1,...,2n) €(U) CR" : 2y = ... =z, = 0}.

ESERCIZIO 7.2. Sia M una varieta di dimensione n. Provare che se N € una sottovarieta
regolare di codimensione k di M allora N ¢ una varieta di dimensione n — & le cui carte sono
date dalle restrizioni delle carte di M ad N.

Dalla definizione segue che se N ¢ una sottovarieta regolare di una varieta M allora N ¢
localmente chiuso, ovvero per ogni p € N esiste un intorno aperto U C M taleche N N U ¢
chiuso in U, ma non ¢ detto che NV sia chiusa in M. Ad esempio, I’intervallo aperto (0, 1) x {0}
¢ localmente chiuso in R? ma non & chiuso.

Se N & una sottovarieta regolare di M, I’applicazione naturale . : N — M datada «(p) = p
¢ una applicazione differenziabile (o olomorfa, a seconda della categoria) iniettiva e il suo
differenziale dv,, : T,N — T,,M ¢& iniettivo in ogni punto p € N. Inoltre, poiché per definizione
N ¢ un sottospazio topologico di M, ¢ : N — M & un omeomorfismo da N a ¢(NN) (con la
topologia indotta da M).

OSSERVAZIONE 7.3. Dalla definizione segue subito che se N ¢ una sottovarieta regolare
di codimensione k di una varieta M allora per ogni p € N esiste un intorno U e una funzione
F : U — R* liscia (oppure F' : U — CF olomorfa nel caso complesso) tale che N N U =
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{¢ € U : F(q) = 0} e dFy & suriettivo per ogni ¢ € U. Infatti, preso p € N esiste un intorno
coordinato (U, ) di p in M tale che

o(NNU) ={(z1,...,2n) €(U) CR" 2y = ... = 31, = 0}.

Si pone allora F'(q) = (x1(q), ..., xk(q)) perq € U. Ovviamente NNU = {p € U : F(p) =0}
e, utilizzando la carta locale (U, ¢) si vede subito che dFj, & suriettivo per ogni ¢ € U.

Studiamo adesso il viceversa della osservazione precedente, ovvero sottovarieta regolari
date come luoghi di zero di funzioni. Iniziamo con il richiamare il seguente:

TEOREMA 7.4 (Teorema della funzione inversa). Sia U C R" un aperto e sia F' : U — R"
una funzione di classe C*. Sia p € U tale che dF, é un isomorfismo. Allora esiste un intorno
apertoV-C U di p tale che F'(V') é un aperto in R" e F|y : V — F(V') é un diffeomorfismo.

ESERCIZIO 7.5. Sia V' C R™ un aperto. Se F' : V — F(V') & un diffeomorfismo, allora
dF), ¢ un isomorfismo per ogni p € U.

OSSERVAZIONE 7.6. Sia U C R™ un aperto. Se F': U — F(U) C R™ & iniettiva, in genere
dF}, non & un isomorfismo. Si pensi ad esempio a f : R — R data da f(x) = z®. Se perd
U cC C"eunapertoe F : U — C" ¢ olomorfa e iniettiva, allora dalla teoria delle funzioni
olomorfe segue che dF), ¢ un isomorfismo per ogni p € U e in particolare I’ & un biolomorfismo
sull’immagine.

LEMMA 7.7 (Teorema del rango). Siano U C R" un aperto e F': U — R™ una funzione di
classe C™. Supponiamo che dF, abbia rango costante k < min(n, m) per ogni p € U. Allora
per ogni p € U esistono un intorno aperto V- C U di p, un intorno aperto W C R™ di F(p) e
dei diffeomorfismi G : V. — G(V) CR", H: W — H(W) C R™ tali che

HoFoG Yay,...,2,) = (x1,...,21,0,...,0).

DIMOSTRAZIONE. A meno di traslazioni si pud assumere p = F(p) = O. Sia F' =

(Fy,..., F,,). Poiche per ipotesi il rango di dFy € k, a meno di permutazioni delle coordinate,
si puo supporre che la matrice <gTF(O)) sia invertibile. Si definisce allora la funzione
i ij=1,..k

G : U — R™ nel modo seguente:

Gz, ...,xn) = (Fi(xy, .. yxn), oo Fir(Ty, o )y Tty -+ T
Il differenziale di G in O &

dGop = ( (gf; (O)>”1k * )

0 Infk

dove * indica le derivate di F; rispetto a z,1,...,z, peri = 1,...,k e [,_ ¢ la matrice
identica di dimensione n — k. Pertanto dG € invertibile e dunque per il Teorema 7.4 esiste un
intorno V' C U di ptale che G : V — G(V) C R" & un diffeomorfismo. Si noti che

Fo G_l(xl, ceyy) = (T, ... ,xk,ﬁ’k+1(x1, ce )y ,Fm(xl, ceT)),
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dove F; = FjoG 'perj=k+1,....,m.
Asseriamo che F; dipende solo da z1,...,zx (j = k+ 1,...,m). Infatti, d(F o G71), =
dFg-1(q o dG ' e pertanto il rango di d(F o G™'), & identicamente k per ogni ¢ € G(V).

D’altra parte
1, 0
d(FoG‘l):< . (a_p> )
085 ) i fet1,....mij=h+1,..m

dacuiseguechegTF? =0suG(V),peri=k+1,....m,j=k+1,... n.
J
Adesso definiamo

H(ylv”'uym) = (y17"'7ykayk+1_Fk—i-l(yla"wyk)v”'uyk-l-l_Fm(yla"'7yk))’

si vede facilmente che dH( ¢ invertibile e dunque ancora per il Teorema 7.4 H ¢ un diffeo-
morfismo locale. Restringendo eventualmente V' si verifica facilmente che H o F'o G~ & ben
definito ed ha la forma cercata. U

COROLLARIO 7.8 (Teorema della funzione implicita). Siano U C R" un apertoe F' : U —
R™ una funzione di classe C*. Sia a € R™ e sia M = F~'(a) = {p € U : F(p) = a}.
Supponiamo che M non sia vuoto e che dF, sia suriettivo per ogni p € M. Allora M é una
sottovarieta regolare chiusa di U di codimensione m.

DIMOSTRAZIONE. L’insieme M ¢& un chiuso. Poiché dF}, & suriettivo per p € M, significa
che il suo rango &€ massimo ed & uguale a m, e dunque esiste un intorno aperto U;, C U di p tale
che dF; ha rango costante m per ogni ¢ € U,. Si applica allora il Lemma 7.7. U

ESEMPIO 7.9. La sfera S* C R**! essendo definita da
S o= {(z1,. .., Tpr) ER Y a? =1}

¢ una sottovarieta regolare compatta di R"*! di codimensione 1.

TEOREMA 7.10 (Teorema del rango su varieta). Siano M, My due varieta differenziabili
di dimensione rispettivamente n,m. Sia ' : My, — M, una applicazione differenziabile.
Supponiamo che per ogni p € M, il differenziale dF, abbia rango costante uguale a k <
min(m,n). Allora per ogni a € My tale che F~'(a) sia non vuoto, risulta che F~*(a) & una
sottovarieta regolare chiusa di M di codimensione k.

DIMOSTRAZIONE. Poiché la funzione F' ¢ continua, N := F~!(a) ¢ un chiuso in M;.
Verifichiamo che N ¢ una sottovarieta regolare. Siap € N e sia (U, ) un intorno coordinato di
pin M. Sia (V| ¢) un intorno coordinato di F'(p) in Ms. Dall’esercizio 6.5 segue che d(¢o F o
© 1) o(p) ha rango costante k. Applichiamo allora il Lemma 7.7 alla applicazione ¢ o F' o ¢~ 1.
Si ottengono due diffeomorfimi G, H definiti in un intorno di p e di F(p) rispettivamente, tali
che

HogoFop oG wy,...,2,) = (21,...,74,0,...,0).
Dunque G o (N NU) = {(z1,...,2,) : @1 = ... = x = 0}, che prova che N & una
sottovarieta di codimensione k. U
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OSSERVAZIONE 7.11. Nel Teorema 7.10, la condizione che dF}, abbia rango costante ugua-
le a k£ su tutta M; puo essere chiaramente indebolita richiedendo che tale condizione valga in
un aperto di M; che contiene F~'(a). Non & perd in generale possibile richiedere che tale
condizione valga solo per i punti di F~!(a) poiché il rango ¢ una funzione semicontinua infe-
riormente, ovvero, se il rango di dF), ¢ k, allora esiste un intorno U di p per cui dF; ha rango
> k per ogni ¢ € U, ma tale rango potrebbe essere maggiore di k. Cio non accade ovviamente
nel caso di rango massimo, e, in tal caso dunque vale il corollario che segue.

COROLLARIO 7.12 (Teorema del taglio su varieta). Siano My, Ms due varieta differenziabi-
li di dimensione rispettivamente n, m. Sia F' : M, — M, una applicazione differenziabile. Sia
a € My. Sia N := F~Y(a) = {p € M, : F(p) = a}. Supponiamo che per ogni p € N il diffe-
renziale dF), sia suriettivo. Allora N e una sottovarieta regolare chiusa di M, di codimensione
m.

ESERCIZIO 7.13. Siano p1, ..., p, : C**!' — C dei polinomi omogenei. Si definisca
V={[z] e CP" : py(2) = ... = p.(2) = 0}.

Determinare condizioni sufficienti sui p; affinché lo spazio V' sia una sottovarieta regolare di
CP™.

ESERCIZIO 7.14. Siaa = (ay,...,a,,1) € C**1\ {0}. In CP" si consideri
H = {[Zl Lo Zn—i—l] ta121+ ..+ Apt12n+1 = O}
Si provi che H € una sottovarieta di CP" (detta iperpiano proiettivo).

Se NN ¢ una sottovarieta regolare di una varieta M, allora si pu0 pensare a 7, /N come ad un
sottospazio di 7}, M per ogni p € N. Piu precisamente, se ¢ : N — M ¢ I'immersione naturale
di N in M datada ¢(p) = p, allora di,,(7,,IV') & un sottospazio di 7, M/ isomorfo in modo naturale
aT,N. Per non appesantire la notazione, si scrive 7,V invece di dt, (7, N') quando non occorra
precisare I’immersione. Se (U, ) € un intorno coordinato di M, p € U, adattato ad N nel senso
che

e(NNU) ={(21,...,20) € p(U) 171 = ... = 73 = 0},
allorap : NNU — o(U)N{zy = ... = xx = 0} definita tramite ©(q) := (2x+1(q), . . ., Tx(q))
¢ una carta locale per N e dunque lo spazio tangente 7, N ¢ generato da 817(,11 (p)y---, ain (p).

Nel caso la sottovarieta sia data localmente come luogo di zeri di una funzione, si ha:

PROPOSIZIONE 7.15. Sia N una sottovarieta regolare di codimensione k di una varieta M
di dimensione n. Sia M' una varieta di dimensione k e sia a € M'. Sia U un intorno aperto
in Mdip € N, esiaF : U — M una funzione C*™ tale che NNU = F~(a) e che dF,, sia
suriettivo per ogni p € U N N. Allora

T,N ={veT,M:dF,(v) =0}
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DIMOSTRAZIONE. Sia T, N che ker dF}, hanno la stessa dimensione, quindi basta provare
che uno ¢ contenuto nell’altro per avere I’uguaglianza. Sia ¢ : N — M I’immersione naturale.
Proviamo che d,.(T,N) C kerdF, per p € N. In effetti, se v € T,N, per ogni g germe di
funzione C*° in M’ vicino a F'(p) si ha

dF,(duy(v))g = v(go Foi) =0,

essendo F'oi = a. O

8. Immersioni e sottovarieta immerse

DEFINIZIONE 8.1. Siano N, M due varieta e sia f : N — M una applicazione differenzia-
bile iniettiva. Se df, ¢ iniettivo per ogni p € N allora f : N — M si dice una immersione e la
sua immagine f(N) si dice una sottovarieta immersa.

L’immagine di una immersione f : N — M non ¢ in generale una sottovarieta regolare.
Infatti, essendo f continua, la topologia indotta da M su f(N) & in genere solo meno fine di
quella definitada f : N — M. Per essere piu precisi occorre dare un’altra definizione:

DEFINIZIONE 8.2. Siano N, M due varieta e sia f : N — M una immersione. Dotiamo
f(N) della topologia indotta da M. Se f : N — f(N) & un omeomorfismo, allora f si dice
una immersione regolare (o, utilizzando il termine inglese, un embedding).

OSSERVAZIONE 8.3. Siano N, M due varieta e sia f : N — M una immersione. Poiché
M ¢ di Hausdorff, se NV ¢ compatto allora f ¢ una immersione regolare.

Dalla definizione si ha che una immersione f : N — M ¢ regolare se e solo se f ¢ una
mappa aperta da N a f(N) (con la topologia indotta da M). Inoltre, se N & una sottovarieta
regolare di M allora I’immersione canonica ¢ : N — M data da ¢(p) = p & regolare. Vale anche
il viceversa:

TEOREMA 8.4. Sia f : N — M una immersione regolare. Allora f(N) é una sottovarieta
regolare di M.

DIMOSTRAZIONE. Sia m = dim N e n = dim M. Per ipotesi sappiamo che f(/N) & un
sottospazio topologico di M, occorre e basta provare dunque che per ogni f(p) € f(N) esiste
un intorno coordinato (U, ¢) di f(p) in M tale che

o(f(INYNU) ={(x1,...,2,) €EU) CR" : 2y = ... = 2, = 0}.

Passando a coordinate locali e utilizzando il Lemma 7.7 si vede che esistono coordinate locali
(V,4) attorno a p in N e coordinate locali (U, o) attorno a f(p) in M tali che

pofo(ry,...,xm) = (21,...,Tm,0,...,0).
Poiché f ¢ una immersione regolare, e quindi aperta, ne segue che f(V) = f(N) N U’ per un
certo aperto U’ C M e possiamo supporre U = U’. Dunque

gp(f(N)ﬁU):gp(f(V)):{(xl,...,xn) GSO(U):xm—H :“-:xn:0}7
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come volevamo. O

Le immersioni che sono regolari si caratterizzano utilizzando il fatto che I’'immagine ¢ una
sottovarieta regolare. Piu precisamente:

PROPOSIZIONE 8.5. Sia N una varieta di dimensione m e sia M una varieta di dimensione
n. Sia f : N — M una immersione. Se per ogni p € f(N) esiste un intorno coordinato (U, )
in M tale che

(8.1) o(f(IN)NU) ={(z1,...,2,) € o(U) : Tppy1 = ... = 2, = 0},
allora f e una immersione regolare.

DIMOSTRAZIONE. Sia N’ = f(N) dotato della topologia indotta da M. Per la (8.1) N’ &
una sottovarieta regolare di M. In particolare ¢ una varieta di dimensione m. Dunque f : N —
N’ ¢ una applicazione liscia e df,, ¢ un isomorfismo per ogni p € N. Passando a coordinate
locali e utilizzando il teorema della funzione inversa si ha che f ¢ un diffeomorfismo locale, in
particolare ¢ aperta e pertanto ¢ una immersione regolare. U

COROLLARIO 8.6. Sia f : N — M una immersione. Allora per ogni p € N esiste un
intorno aperto A C N di p tale che f|4 : A — M é una immersione regolare.

DIMOSTRAZIONE. Siam = dim N e n = dim M. Sia p € N. Passando a coordinate
locali e utilizzando il Lemma 7.7 si vede che esistono coordinate locali (A, ¢) attorno a p in N
e coordinate locali (U, ¢) attorno a f(p) in M tali che

gpofow(azl,...,xm):(xl,...,a:m,O,...,O).

Pertanto f|4 : A — M soddisfa la proprieta della Proposizione 8.5 e dunque f|4 & una
immersione regolare. U

N

Esistono immersioni non regolari la cui immagine ¢ chiusa. Un tale esempio ¢ “1’otto”,
realizzato immergendo R in R? in modo che 0 vada nell’ origine, i valori positivi disegnino un
cerchio che tende a all’origine per x — 400 e i valori negativi disegnino un altro cerchio che
tende a all’origine per x — —o0.

ESERcCIZIO 8.7. Provare che C" non contiene sottovarieta regolari complesse compatte
[Suggerimento: se M ¢ una tale varieta, considerare la restrizione di z — z; ad M, j =
1,...,n].

OSSERVAZIONE 8.8. Whitney ha provato che se M ¢ una varieta differenziabile di dimen-
sione n allora esiste una immersione regolare con immagine chiusa di M in R?"!, Pertanto le
varieta reali potrebbero essere studiate come sottovarieta di R”. D’altra parte, come mostrato
nel precedente esercizio, non tutte le varieta complesse possono essere immerse come Sotto-
varieta complesse di C". Le varieta complesse per cui ci0 ¢ possibile si chiamano varieta di
Stein.
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Da un altro lato, un teorema di Chow afferma che le sottovarieta regolari complesse di CP"
sono tutti e soli i luogo di zeri di opportuni polinomi omogenei (cfr. Esercizio 7.13). Tali varieta
si dicono proiettive algebriche e sono in particolare compatte.

Esistono delle proprieta geometriche e analitiche che permettono di identificare quali varieta
complesse astratte sono di Stein o proiettive. Tali proprieta si leggono attraverso degli invarian-
ti legati a fibrati e fasci definiti sulle varieta stesse e alle loro classi caratteristiche (classi di
Chern). Discuteremo di tali oggetti nei prossimi capitoli. Una trattazione delle varieta di Stein
o proiettive esula pero da queste note.

9. Richiami sui Rivestimenti
Richiamiamo brevemente la teoria dei rivestimenti. Per dettagli si veda [6].

DEFINIZIONE 9.1. Siano X, X due spazi topologici Hausdorff, connessi e localmente con-
nessi per archi. Sia 7 : X — X un’applicazione continua e suriettiva. La coppia (f( , ) si dice
un rivestimento di X se per ogni x € X esiste un intorno aperto U (detto intorno onesto) tale
che

(1) = YU ) = UieiU;conU; N U = Bse i # k,
(2) 7|z, : Ui — U & un omeomorfismo.

OSSERVAZIONE 9.2. Si noti che 7 ¢ un’applicazione aperta.

TEOREMA 9.3 (di sollevamento). Sia (X , ) un rivestimento di X.
(1) Se f : [0,1] — X un cammino continuo tale che f(0) = . Allora per ogni i; €

7~ 1(xg) esiste un unico cammino continuo (detto il sollevamento di f) f: 0,1] — X
tale che wo f = f e valga f(0) = x;.

(2) Siano f,g : [0,1] — X due cammini continui tali che f(0) = g(0) = xg e f(1) =
g(1) = xy esia F : [0,1] x [0,1] — X una omotopia continua con estremi fissi tra f
e g. SiaT; € 71 (xg) e siano f g i due sollevamenti di f g con origine in x;. Allora
esiste una unica omotopia continua F - [0,1]x[0,1] — X tra f e j tale che roF = F,
F(0,5) = &; per ogni s € [0,1] e F(1,5) = &, con m(Z;) = x1, per ogni s € [0, 1].

(3) Sia W uno spazio connesso e localmente connesso per archi, w € W. Sia ¢ : W — X
una applicazione continua e sia o = ¢(w). Allora per ogni ¥; € 7' (o) esiste una
unica applicazione continua qb W — X tale che 7 o gb Qe gb( ) = &; se e solo se

o (I, (W, w)) C . (I1,(X, %)), dove 11, indica il primo gruppo fondamentale.

In particolare, dato un cappio ¢ in X con origine in x( e dato 7; € 7 !(xg) esiste un solo
sollevamento  : [0, 1] — X di £ che ha origine in Z;. Il suo punto finale /(1) dipende solo dalla
classe di omotopia di ¢ in IT; (X, zo). Come diretta conseguenza si ha inoltre che 1I’omomorfismo
T (X, ;) — I (X, ) & iniettivo.

DEFINIZIONE 9.4. Sia (X, ) un rivestimento di X . Indichiamo con

I'.(X,X):={y: X — X omeomorfismo : 7oy = 7}.
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F,r(f( , X ) si dice il gruppo delle trasformazioni del rivestimento (dette anche deck transforma-
tions).

ESERCIZIO 9.5. Provare che I'; (X , X) & effettivamente un gruppo rispetto alla composi-
zione.

TEOREMA 9.6. Sia (X, ) un rivestimento di X. Sia xy € X e siano &1, &, € 7 (x).
(1) 7 (I (X, 7)) e (111 (X, Z2)) sono coniugati in 111 (X, x).

(2) Se H & un sottogruppo di 11,(X, xo) coniugato a m.(I1;(X, %1)) allora esiste & €
71 () tale che H = 7, (I1,(X, T)). i
(3) Esiste una unica trasformazione del rivestimento v € T'(X, X) tale che (1) = T3

se e solo se w, (I} (X, &) = m.(I1; (X, &5)).

OSSERVAZIONE 9.7. Il coniugio di cui al punto (1) del teorema precedente si realizza tra-
mite un automorfismo interno di I1; (X, x) definito da . ([o]) dove [o] & la classe di omotopia

ad estremi fissi di un cammino ¢ che unisce Z; con 75 in X.

DEFINIZIONE 9.8. Un rivestimento (X, ) di X si dice di Galois (o regolare) se , (IT; (X, #1))
& un sottogruppo normale in IT; (X, zg) per qualche (e quindi per ogni) 7o € X e Z; € 7 ().

Per i1l Teorema 9.6 un rivestimento ¢ di Galois se e solo se FW(X , X)) agisce in modo
transitivo sulla fibra 71 ().

Notiamo inoltre che per il Teorema 9.6 una trasformazione del rivestimento v € Fﬂ(f( , X)
¢ univocamente determinata dal suo valore in un punto dato (perché I’unica trasformazione del
rivestimento che fissa un punto dato ¢ 1’identita).

TEOREMA 9.9. Sia (X, 7) un rivestimento di Galois di X. Sia xo € X e sia 7o € 7 (z0).
Allora 3 R
I, (X, ),/ (L (X, 7)) = (X, X).

DIMOSTRAZIONE. Si definisce una applicazione H : II;(X,z) — I'z(X,X) nel mo-
do seguente: se [¢(] € II;(X, z) sia ¢ 'unico sollevamento di ¢ con origine in Z,. Per il
Teorema 9.6, data I’ipotesi di normalita di 7, (IT; (X, #1)), esiste una unica v € I'y(X, X) ta-
le che v(Z) = /(1). Si pone allora H([¢]) := ~. Tale applicazione & suriettiva. Infatti se

v € I'x(X, X) allora y = H(m.[o])) dove o & un cammino da %, a (o). Si prova (esercizio)
che H & un omomorfismo di gruppi. Infine, chiaramente ker H = 7, (I1; (X, Zy)). O

DEFINIZIONE 9.10. Un rivestimento (X, 7) di X si dice rivestimento universale se IT; (X ) =
{id}.

Si puo provare che ogni spazio topologico di Hausdorff, connesso e localmente connesso
per archi ammette un rivestimento universale. Per il Teorema 9.3 se (X3, 71), (X2, m2) sono due

rivestimenti universali di X allora esiste un omeomorfismo f : X; — X tale che my 0o f = 7.
Parlemo quindi del rivestimento universale di uno spazio (sottointendendo 1’unicita a meno di
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omeomorfismi che rispettano il rivestimento come detto sopra). Il rivestimento universale ¢ di
Galois.

OSSERVAZIONE 9.11. Sia (X , ) il rivestimento universale di X. Per il Teorema 9.9 risulta
I'.(X,X) = II,(X, z). Inoltre, per ogni z € X, la fibra 7~'(z) & in naturale corrispondenza
uno-uno con I'; (X, X). Infatti, fissato 7o € 7~ '(z), ad ogni # € 7~ '(x) si associa in modo
univoco 7z € T'x(X, X) tale che vz (&) = &.

ESERCIZIO 9.12. Sia 7 : R — S definita da 7(z) := exp(2miz). Verificare che (R, )
¢ il rivestimento universale di S'. Calcolare direttamente il gruppo delle trasformazioni del
rivestimento.

ESERCIZIO 9.13. Provare che la proiezione naturale da S™ a RP" definisce un rivestimento
a due fogli. Poiché I, (S") = {id} per n > 1, provare che II; (RP") = Zs.

PROPOSIZIONE 9.14. Sia M una varieta differenziabile reale (risp. complessa). Sia (M )
un rivestimento di M. Allora esiste una unica (a meno di diffeomorfismi/biolomorfismi) strut-
tura differenziabile reale (risp. complessa) su M che renda 7 differenziabile (risp. olomorfa).

DIMOSTRAZIONE. A meno di raffinamenti, si puo supporre che esista un atlante {(U;, ;) }jes
di M tale che Uj; sia un intorno onesto per ogni j € J. Sia 7= 1(U;) = UkUjk tale che gli Ujk
siano disgiunti per k diversie 7 : U ik — Uj sia un omeomorfismo. Si definisce allora un atlante
per M tramite {(Uj;, ¢; o m)}. Si verifichi per esercizio che con tale scelta M & una varieta
differenziabile reale (o complessa) e che 7 : M — M & differenziabile (o olomorfa). Inoltre, si
provi I’ unicita. 0

Sia M una varieta connessa e (M , ) il suo rivestimento universale con la naturale struttura
di varieta data dalla proposizione precedente. Se U C M & un intorno onesto, allora 71 (U) &
in corrispondenza naturale con U x IT; (M). Infatti, se 7~ (U) & unione disgiunta di aperti {U;}
ciascuno diffeomorfo a U tramite 7, il gruppo I1; (M), che coincide con il gruppo delle trasfor-
mazioni di rivestimento per quanto visto, permuta in modo libero e transitivo 1 U ;> dunque, dato
un Uj, si ha

W_I(U) = UyeFW(M,Mﬂ(Ujo)'

Di pit, se dotiamo II; (A/) della topologia discreta (e dunque diventa una varieta di dimensione
zero!), I’identificazione precedente ¢ un diffeomorfismo.

Questo ¢ I’esempio prototipo dei fibrati principali di cui discuteremo nel seguito.

10. Rudimenti della teoria dei Gruppi di Lie
Per approfondimenti si veda, ad esempio, [5].

DEFINIZIONE 10.1. Un gruppo G si dice un gruppo di Lie se GG ha una struttura di varieta
differenziabile tale per cui ’applicazione G x G > (g, h) — gh™! € G sia differenziabile.
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11 gruppo di Lie si dice complesso se G & una varieta complessae G x G > (g, h) — gh™! €
G ¢ olomorfa.

ESEMPIO 10.2. Tl gruppo lineare GL(n,R) & un gruppo di Lie rispetto alla moltiplicazione
di matrici. Infatti, date A, B € GL(n,R), le entrate della matrice AB~! sono polinomi e
quozienti delle entrate di A, B. Similmente, GL(n,C) & un gruppo di Lie complesso.

ESERCIZIO 10.3. Provare che S' e S* sono gruppi di Lie. [Suggerimento: S' si puo iden-
tificare con I’insieme dei numeri complessi di modulo 1 mentre S* & I'insieme dei quaternioni
di modulo 1]. Si pud provare che le uniche sfere che sono gruppi di Lie sono proprio S* e S3,
infatti, le sfere di dimensione pari non possono essere gruppi di Lie perché non sono paralleliz-
zabili (cfr Esercizio 3.11 del Capitolo 2). Per le sfere di dimensione dispari, si pud provare che
solo S” & parallelizzabile, ma non & un gruppo di Lie. Questo segue anche dal fatto, che non
proveremo, che per un gruppo di Lie il cui primo gruppo di coomologia di de Rham ¢ banale,
necessariamente il terzo gruppo di coomologia di de Rham ¢ non banale.

DEFINIZIONE 10.4. Un sottogruppo H di un gruppo di Lie G si dice un sottogruppo di Lie
se H & una sottovarieta immersa di G.

ESEMPIO 10.5. Nel gruppo di Lie S! x S si consideri il sottogruppo T := {(e'’, e!*?) : ¢ €
R} con o € R. Allora 7" & un sottogruppo di Lie essendo una sottovarieta immersa. Se o ¢ Q
perd T non & una sottovarieta regolare (perché 7' & denso in S' x S!).

ESEMPIO 10.6. Possiamo vedere G L(n, C) come sottogruppo di Lie (reale) di GL(2n,R)
nel modo seguente. Se A € GL(n,C), si scriva A = X +iY’, dove X ¢ la matrice n x n formata
dalle parti reali delle entrate di A e Y ¢ la matrice n x n formata dalle parti immaginarie delle

entrate di A. Si pone
4T P <
T < -Y X ) '

Si verifica facilmente che (AB)" = A"B". Inoltre, se det A # 0, allora det A” # 0. Dunque
GL(n,C) 3 Aw— A" € GL(2n,R) & un omomorfismo di gruppi e, poiché A" = id se e solo
se A = id, ¢ iniettivo. L"applicazione A — A" & poi reale analitica. Denotiamo con GL(n,C)"
I'immagine di GL(n,C) in GL(2n,R). Allora si verifica facilmente che

GL(n,C)" = {A € GL(2n,R) : AJ = JA},

0 id
/= ( —id 0 ) '
Definiamo ora F' : GL(2n,R) — Mat(2n x 2n,R) tramite F'(A) := AJ — JA. Risulta
GL(n,C)" = F~1(0O). Lapplicazione F' & lineare (quindi di classe C*) e dunque dF = F.

Se A € GL(2n,R) e B € Mat(2n x 2n,R), si ha dF4(B) = BJ — JB. Si verifica allora che

B € ker dF4 se e solo se
B_ X Y
S\ =Y X /-

dove
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Con X, Y matrici n x n. Pertanto ker dF'4 ha dimensione 2n?, indipendentemente da A. Per
il Teorema 7.10 risulta che GL(n,C)" & una sottovarietd di GL(2n,R) di codimensione 2n?,
ovvero dimensione (reale) 4n? — 2n? = 2n?.

Definiamo e studiamo brevemente alcuni gruppi di Lie classici.

10.1. 11 gruppo ortogonale O(n). Si definisce come
O(n) :={A € GL(n,R) : A'A = TI}.

Proviamo che O(n) ¢ un sottogruppo di Lie di GL(n,R) di codimensione n(n + 1)/2 (e di
dimensione n(n — 1)/2. E chiaramente un sottogruppo chiuso di GL(n, R).

Sia F(A) := A'A — I. Lapplicazione F' : GL(n,R) — Mat(n x n,R) & di classe C*°.
Calcoliamo il suo differenziale (identificando Mat(2n x 2n, R) con R*"). Sia A € GL(n,R)
e X € Mat(2n x 2n,R). Allora

dFA(X) = lim %[F(A +AX) — F(A)] = A'X + X'A.

Pertanto il nucleo di dF4 & dato da {X : A'X + X'A = 0}. In particolare, il nucleo di
dF; ¢ dato da {X : X + X' = 0}, ovvero sono le matrici antisimmetriche. Notiamo che
’applicazione T : ker dF; — ker dF4 definita da X — (A%)~1X & un isomorfismo di gruppi
(rispetto alla somma di matrici), pertanto ker d £’y ha rango costante. Poiché ker dFi4 € lo spazio
delle matrici antisimmetriche, che ha dimensione n(n — 1) /2, il rango di dF4 & costante uguale
an?—n(n—1)/2 = n(n + 1)/2. Dunque per il Teorema 7.10, O(n) & una sottovariet di
GL(n,R) di codimensione n(n + 1)/2.

ESERCIZIO 10.7. Provare che O(n) & compatto ma non € connesso.
10.2. 11 gruppo speciale lineare SL(n,R). Si definisce come
SL(n,R) ={A € GL(n,R) : det A = 1}.

E un sottogruppo di GL(n, R) poiché det : GL(n,R) — R\ {0} & un omomorfismo di gruppi
per il teorema di Binet (considerando R \ {0} come gruppo moltiplicativo) e SL(n,R) =
ker(det). E inoltre chiuso. Sia X una matrice 7 x n. Con una semplice induzione si vede
che

det(/ + hX) =1+ htr(X) + o(|h]).

Pertanto d(det) (X ) = tr(X). Dunque il differenziale dell’applicazione A — det A & suriettivo
vicino a [ e per il Teorema 7.12, esiste dunque un intorno aperto U C GL(n,R) di I tale che
SL(n,R) N U ¢ una sottovarieta. Ora, sia A € SL(n,R). AlloraU > B — B-A¢un
diffeomorfismo da U in U - A che, per il teorema di Binet, manda SL(n,R) N U in SL(n,R) N
(U - A). Cio prova che SL(n,R) & una sottovarieta di GL(n,R) di codimensione 1.
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10.3. 11 gruppo speciale ortogonale SO(n). E definito da
SO(n) ={A€0O(n):det A=1} = O(n) N SL(n,R).

Osserviamo che se A € O(n), allora det A = +1, da cui segue che SO(n) = det™'(1) & un
apertoin O(n). Poiché se A, B € SO(n) allora A- B € SO(n), risulta che SO(n) & un gruppo
di Lie di dimensione n(n — 1)/2.

ESERCIZ10 10.8. Provare che SO(n) & connesso per archi [Suggerimento: se A € SO(n)
allora A € coniugata attraverso una matrice ortogonale ad una matrice n x n del tipo

(V)
0 D
dove [} ¢ la matrice identica k X k e D ¢ formata da blocchi 2 x 2 sulla diagonale del tipo
( cos) —sinf )
sinf  cosf

con # € (0, 7] (sinoti che i —1 sono in numero pari essendo det A = 1)].

Provare poi che O(n) ha esattamente due componenti connesse.

ESERCIZIO 10.9. Provare che SO(2) = S'.

10.4. 11 gruppo simplettico Sp(n, R). E definito tramite

Sp(n,R) :={A € GL(2n,R) : A'JA = J},

dove J ¢ definita nell’Esempio 10.6.

ESERCIZIO 10.10. Provare che Sp(n) € un gruppo di Lie e calcolarne la dimensione.

10.5. 11 gruppo unitario U (n). E definito tramite

Uln) ={A€GL(n,C): A'A=1I}.

ESERCIZIO 10.11. Provare che U(n) ¢ un gruppo di Lie reale (ma non complesso) e calco-
larne la dimensione.

ESERCIZIO 10.12. Provare che, denotando con U (n)" I'immagine di U (n) in GL(n,C)" (si
veda I’Esempio 10.6), si ha U(n)" = Sp(n,R) N O(2n).

10.6. 11 gruppo speciale unitario SU(n). E definito tramite
SUn)={AeU(n):det A=1}.

ESERCIZIO 10.13. Provare che SU(n) ¢ un gruppo di Lie reale (ma non complesso) e
calcolarne la dimensione.

ESERCIZIO 10.14. Provare che SU(2) = S5.

Valgono i seguenti risultati:
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TEOREMA 10.15. Sia G un gruppo di Lie e sia H un suo sottogruppo.
(1) H ¢ chiuso (nella topologia) se e solo se H é un sottogruppo di Lie di G che ¢ una
sottovarieta regolare di G.
(2) Se H ¢ chiuso allora lo spazio quoziente G/H & una varieta differenziabile (detta
varieta omogenea) e I’applicazione naturale 7 : G — G/ H ¢ differenziabile.

Qua GG/ H indica come d’uso I’insieme delle classi di equivalenza di G date dalla relazione
g~ hsegh ' € H. G/H & munito della topologia quoziente. Se H & un sottogruppo normale
di G, chiuso nella topologia, allora G/ H & anch’esso un gruppo di Lie.

TEOREMA 10.16. Sia G un gruppo di Lie e sia (é, ) il suo rivestimento universale. Sia
e € G I’elemento neutro di G e sia é € G tale che 7r( ) = e. Allora esiste una unica struttura di
gruppo di Lie su G tale che ¢ sia Uidentita e 7 : G — G un morﬁsmo di gruppi, differenziabile
come applicazione tra varieta. In pin, kerm = (G, G) = I1,(G) é discreto ed é contenuto
nel centro di G.

DIMOSTRAZIONE. Denotiamo con m : G x G — G il prodotto di gruppo, m(g, h) := gh.
La coppia (G x G,m x 7) ¢ il rivestimento universale di G x G. L’applicazione F' := m o
(m x 7) : G x G = G ha banalmente la proprieta che F,(II;(G x G)) = id = w*(Hl(G))
dunque si applica il Teorema 9.3.3 e si definisce una unica applicazione m : G x G — G
imponendo che (€, €) = é. Similmente si definisce I’inverso sollevando la composizione di 7
conGo>gr—gted.

Utilizzando le proprieta dei rivestimenti si verifichino poi per esercizio le asserzioni del
teorema. U

OSSERVAZIONE 10.17. Si puo provare che I1;(SO(n)) = Zy per n > 3. Si definisce allora
il gruppo di Lie Spin(n) come il rivestimento universale (a due fogli) di SO(n).

11. Azioni di gruppi

Se M & una varieta differenziabile si indica con Diff(A/) il gruppo dei diffeomorfismi di
M 1in se con il prodotto dato dalla composizione, ovvero, f € Diff(M)se f : M — M & un
diffeomorfismo. Nella categoria olomorfa si considerano biolomorfismi.

DEFINIZIONE 11.1. Sia GG un gruppo e sia M una varieta differenziabile. Si dice che G
agisce su M se esiste un omomorfismo di gruppi G > Diff(M).

Se G agisce su M, si identifica un elemento g € G con la sua immagine in Diff(M).

DEFINIZIONE 11.2. Sia GG un gruppo che agisce su una varieta M. Si dice che 1’azione ¢
fedele o effettiva se I’omomorfismo G — Diff(M) & iniettivo.

Si dice che ’azione ¢ propriamente discontinua se dati Ky, Ky compatti di M, I’insieme
{g€G:g(Ky)N Ky # 0} & finito.

Si dice che 1’azione & libera se dato g € G tale che g(x) = x per qualche = € M risulta
g = IdG
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ESERCIZIO 11.3. Sia M una varieta e sia (]\7[ ,7) un rivestimento, munito della naturale
struttura di varieta indotta da M. Sia I, (M, M) il gruppo delle trasformazioni del rivestimento.
Provare che I';. (M, M) agisce liberamente e in modo propriamente discontinuo su M.

Se G & un gruppo che agisce su M, 1’orbita di un elemento x € M ¢& definita da Og(x) :=
{g9(z) : g € G} (talvolta I’orbita viene indicata anche con G - x). Si puo definire una relazione
di equivalenza su M tramite = ~ y se y € Og(x). Per esercizio di verifichi che ¢ effettivamente
una relazione di equivalenza. Si indica con M /G I'insieme delle orbite di G, e si denota con
7w : M — M/G I'applicazione naturale che a x € M associa la sua classe di equivalenza. Si
munisce M /G della topologia quoziente.

ESERCIZIO 11.4. Sia M una varieta reale connessa. Provare che Diff()/) agisce in modo
transitivo su M, ovvero, per ogni x,y € M esiste f € Diff(M) tale che f(x) = y. Pertanto
M /Diff(M) & un punto. [Sugg.: si consideri un atlante {(U,,, ¢,) }pen di M composto da carte
locali in modo tale che ¢,(U,) sia B = {z € R" : |jz|| < 1} e p,(p) = 0. Dati z,yp € B
con ||zol|, ||yoll < 1/2, esiste un diffeomorfismo f di R” tale che f(z) = z= per ||z| > 2/3
e f(xo) = yo. Per ogni p € M fissato, ciascun diffeomorfismo f di R" si trasporta ad un
diffeomorfismo f di M definito da f(z) = = per x € M\ U,, f(z) = o, (f(ep(x))) per
x € U,. Dunque Diff (/) agisce localmente in modo transitivo su /. Usare poi la connessione
di M per provare che 1’azione ¢ transitiva su tutto M .]

Il precedente esercizio ¢ falso nella categoria olomorfa. Esistono varieta complesse per cui
il gruppo di biolomorfismi non agisce in modo transitivo sulla varieta stessa.

TEOREMA 11.5. Sia G un gruppo e sia M una varieta differenziabile. Se G opera libe-
ramente e in modo propriamente discontinuo su M, allora M /G ha una naturale struttura
di varieta differenziabile tale che la proiezione naturale 7 : M — M /G sia differenziabile.
Inoltre (M, ) é un rivestimento di Galois di M /G e G ¢é il gruppo delle trasformazioni del
rivestimento.

DIMOSTRAZIONE. Per prima cosa vediamo che ogni € M ha un intorno U relativamente
compatto in M tale che g(U)NU # () solo se g = id¢. Infatti, sia {U;} un sistema fondamentale
di intorni numerabile di x tale che U, C U, e U, relativamente compatto in M per ogni j.
Poniamo

Gj={g€G:gU;)NU; #0}.
Poiché G opera in modo propriamente discontinuo, si ha che G; ¢ finito per ogni j e inoltre
Gj41 C G (poiché Uy C Uj). Asseriamo che esiste jj tale che G;, = {idg} (e dunque
scegliamo U = Uj,). Se non fosse cosi, allora esisterebbe g # id tale che g € G per tutti i j,
ovvero g(Uy) N U; # 0 per tutti i j. Quindi (; g(U;) N U; # (. D’altra parte U; = {z} e

ﬂg(Uj) = {g(z)}, pertanto
(o)} =No@) T, = {a,



Filippo Bracci - Teoria dei Fibrati

46 1. PRELIMINARI

e dunque g(x) = z, contro il fatto che G agisce liberamente.

Poiché 7= (7(U)) = U,cq 9(U) e g(U) & aperto in M, la mappa 7 & aperta. D’altra parte
g(U)NU = D per g # idg e pertanto 7|y : U — 7w(U) & iniettiva. Dunque 7 & un omeomorfismo
locale. Di piu, per quanto visto si verifica subito che ’aperto 7(U) € un intorno onesto, e dunque
7w : M — M/G & un rivestimento di Galois.

ESERCIZIO 11.6. Provare che M /G ¢ di Hausdorff e a base numerabile.

Dobbiamo ora provare che M/ /G ¢ una varieta. Per farlo occorre definire delle carte locali.
Sia z € M e sia (Uj, ;) un intorno coordinato di = in M. Sia U un intorno di = contenuto
e relativamente compatto in U; tale che g(U) N U # () solo se g = idg. Definiamo una carta
locale @; : w(U) — ;(U) tramite @;([p]) := ;(|v ™" ([p]))-

ESERCIZIO 11.7. Provare che 1 cambiamenti di coordinate sono differenziabili e che 7 :
M — M/G ¢& differenziabile.

4

ESEMPIO 11.8. Sia I' C C" un insieme di 2n vettori {wy, ..., wsy,} che sono linearmente
indipendenti su R. Si definisca G il gruppo di biolomorfismi di C" i cui elementi sono della
forma T'(z) = z + 2321 p;w; dove p; € Z per j =1,...,2n. In altri termini, G ¢ il reticolo di
C" definito da span,{wy, ..., wa, } ¢ agisce su C™ per traslazioni. Allora G opera liberamente e
in modo propriamente discontinuo su C". Il quoziente, indicato C™/T" & una varieta complessa
compatta di dimensione n che si dice toro complesso.

ESEMPIO 11.9. Se M ¢ una varieta e (M , ) un suo rivestimento di Galois con la struttura
naturale di varieta ereditata da M allora per il Teorema 9.6 si ha M /T'(M,M) = M. In
particolare cio vale sempre per il rivestimento universale.

Pertanto, se M/ & una varieta semplicemente connessa e I' & un sottogruppo di DifF(M ) che
agisce liberamente e in modo propriamente discontinuo su M allora M := M /T & una varieta
e I’applicazione naturale 7 : M — M & un rivestimento di Galois. Pid in generale il Teorema
11.5 permette di classificare tutti i rivestimenti di un dato spazio, enunciamo il risultato per le
varieta:

TEOREMA 11.10. Sia M una varieta e sia M il suo rivestimento universale. Sia H C
II,(M). Allora M /H é una varieta ed é un rivestimento di M. Tale rivestimento ¢ di Galois se
e solo se T ¢ normale in 111 (M).

DIMOSTRAZIONE. Sia m : M — M I'applicazione di rivestimento. Ricordiamo che
I1,(M) si identifica con il gruppo delle trasformazioni del rivestimento I' := T'(M, M) che
agisce in modo libero e propriamente discontinuo su M e che M = M /T'. Essendo H un sotto-
gruppo di I, anche H agisce in modo libero e propriamente discontinuo su M e pertanto A/ /H
& una varietae p : M — M /H & un rivestimento.
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Si definisce ora una applicazione o : M/H — M nel modo seguente: se p(p) € M/H
allora o(p(p)) := m(p). Poiché H & contenuto in I, risulta che tale applicazione ¢ ben definita
(ovvero non dipende dal rappresentante p € M scelto per ’orbita di /). Inoltre per costruzione
o o p = . Da qui si ottiene subito che M /H & un rivestimento di M.

Per I’ultima osservazione, si noti che H ¢ il gruppo delle trasformazioni di rivestimento di
M — M /H e dunque IT; (M /H) = H. Essendo

o, H=T(M/H) = I,(M)=T

iniettiva, ne segue che M /H ¢ di Galois se e solo se H € normale in I'. U



Filippo Bracci - Teoria dei Fibrati




Filippo Bracci - Teoria dei Fibrati

CAPITOLO 2

Fibrati

1. Sommersioni, fibrazioni e fibrati

DEFINIZIONE 1.1. Siano E, M due varieta e sia 7 : £ — M una mappa differenziabile.
Diciamo che (E, M, 7) & una sommersione se 7 ¢ suriettiva e se d, ¢ suriettivo per ogni p € E.

DEFINIZIONE 1.2. Sia F una varieta. Una fibrazione con fibra I’ ¢ una sommersione
(E, M, ) tale che per ogni € M esistono un intorno U ed un diffeomorfismo ¢ : 7= (U) —
U x F con la proprieta che, posto E, := 7~ (z), ¢|g, : B, — {2} x F & un diffeomorfismo.
La varieta E si dice lo spazio totale della fibrazione, M ¢ la base e F’ ¢ la fibra.

Non ogni sommersione ¢ una fibrazione. Ad esempio, se m : &/ — M ¢ una fibrazione e
p € E,alloraw : E'\ p — M & una sommersione che non & una fibrazione. Vale comunque il
seguente risultato:

TEOREMA 1.3 (Ehresmann). Siano M, N due varieta reali e sia w : EE — N una sommer-
sione (di classe almeno C?). Se w ¢ propria allora (E, M, ) é una fibrazione.

Per la dimostrazione si veda, ad esempio, [7, Thm. 1.2.38]. In particolare, se (F, M, ) &
una sommersione e £ & compatta, allora (£, M, 7) & una fibrazione.

DEFINIZIONE 1.4. Sia G un gruppo di Lie. Una fibrazione (E, M, F', ) si dice un fibrato
con gruppo di struttura G se

(1) il gruppo G agisce effettivamente su F' (ovvero G +— Diff(F') & iniettiva),

(2) esiste un ricoprimento {U, } di M (detto atlante trivializzante per F) tale che per ogni
« esiste un diffeomorfismo ¢, : 7T_1(Ua) — U, X F (detto di trivializzazione locale)
con la proprieta che se U, N Ug # () esiste una mappa liscia gop : Uy, N U — G tale
che

Pa 005 (1, f) = (2, gap(x) f)

perogniz € U,NUsze f € F.

Le funzioni {g,s} si dicono funzioni di transizione locali del fibrato.
Dalla definizione di fibrato si verifica facilmente che le funzioni di transizione verificano le
identita di cociclo seguenti:
(1) oo = idg,
(2) 9ap9Ba = IdG su Ua N Uﬁ 7£ Q),
(3) 908987y Gya = IdG su Ua N UB N Uy 7é @
49
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DEFINIZIONE 1.5. Siano M, M’ due varieta. Sia E un fibrato su M e E’ un fibrato su M’.
Un morfismo di fibrati & una coppia (f, ) di mappe taliche f : M — M’, ¢ : E — E’ sono
mappe C> e mgr o ¢ = f omg. Se le mappe f, ¢ sono diffeomorfismi i due fibrati si dicono
equivalenti.

Se M = M’ diremo che due fibrati su M sono equivalenti se esiste una equivalenza di fibrati

(f, ) con f =idyy,.

OSSERVAZIONE 1.6. Osserviamo che per definizione, se due fibrati £, E’ sono equivalenti,
le loro fibre sono diffeomorfe (il diffeomorfismo essendo dato dalla restrizione alla fibra del
diffeomorfismo tra £ ed E').

DEFINIZIONE 1.7. Sia U C M un aperto. Se E & un fibrato su M tale che F|y sia
equivalente al fibrato banale U x F/, si dice che F ¢ banale su U.

PROPOSIZIONE 1.8. Sia M una varieta. Sia E un fibrato su M con fibra F' e gruppo di
struttura G. Sia {U,, ¢} un atlante trivializzante di E con funzioni di transizione {g.p}. Sia
E’ un altro fibrato su M con atlante trivializzante {U,, gpg/}, fibra F', gruppo di struttura G' e
funzioni di transizione {hnz}. Una mappa ) : E — E' & una equivalenza di fibrati se per ogni
a, posto Y, = (YL ") = o) o gpg_l : Uy X F— U, X F', risulta ), = id e per ogni
a, B tali che U, N Ug # ( si ha

(1.1) Va2, t) = hpa(2) e (2, gap(2)?).
Viceversa, se esiste una famiglia {1, = (Y., ¢")} di mappe liscie da U, x F — U, x F’

tali che !, = id e che soddisfa (1.1) e tale che per ogni x fissato V! (z,-) é un diffeomorfismo,
allora esiste 1 equivalenza di fibrati tale che 1, = ¢ o) o @5—1 per ogni a.

DIMOSTRAZIONE. Sia (z,t) € U, x F. Si consideri la composizione v, definita da

eE7L v 1 oF /
Uyo X F == 15 (Uy) — 7 (Uy) = Uy x F'.

Le (1.1) seguono allora da
/ -1 / r—1 ’ -1 -1
s =@ oopl =g opl opl ool oplopl .

Viceversa, le (1.1) sono condizioni di compatibilita che consentono di incollare le {¢,} ad una
equivalenza di fibrati. U

Le funzioni di transizione determinano i fibrati a meno di equivalenze:

TEOREMA 1.9. Siano M e F due varieta. Sia G un gruppo di Lie che agisce effettivamente
su F. Sia {U,} un ricoprimento di M tale che se U, N Us # 0 esistono mappe liscie gnp :
U, NUg — G che verificano le identita di cociclo. Allora esiste un fibrato E con base M, fibra
F' e con gruppo di struttura G che ha { .z} come funzioni di transizione. Tale fibrato é unico a
meno di equivalenze di fibrati.
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DIMOSTRAZIONE. A meno di raffinamenti del ricoprimento {U, }, possiamo supporre che
{U,} sia anche un atlante coordinato di M.

Poniamo E := | (U, x F)/ ~. Dove (x, f) ~ (y, f') se esistono «, 3 tali che (z, ) €
Ua X I, (y, f') € Usg x Fyz =y e = gap(x) [

Poiché {g.s} soddisfano le identita di cociclo la relazione ~ & di equivalenza. Si pone
dunque su E la topologia quoziente determinata da | |(U, x F'). La mappa 7 : E — M definita
da [(z, f)] ~ x & continua. Si definisce poi ¢, : 7 1 (U,) — U, X F tramite p,[(z, f)] :=
(z, f) per (z, f) € U, x F (si osservi che questa mappa & ben definita poiché ogni elemento in
771(U,) ha un unico rappresentante in U, x F essendo g, = id). La mappa ¢, & biunivoca ed
¢ I'inversa della mappa naturale p : | |(U, x F') — FE ristretta a U, x F. Si verifica facilmente
che p ¢ aperta e dunque ¢, ¢ un omeomorfismo. L’atlante per £ si ottiene allora componendo
tale mappa con carte locali di M e di F' nel modo seguente. Sia {U,,%,} un atlante di M,
{W;,60;} un atlante per F. Allora {[U, x W;], . ;)} (dove [-] indica la classe di equivalenza in
E) & un atlante per F, definendo ¢, ; : [Uy x W;] = ¥ (U,) x 0;(W;) tramite

Pai(2, f1) = (Yo X 0;) 0 pa([z, f]) = (Ya(2),0;(f)) (2, f) € Ua x W
Con notazione ovvia, per (p,t) € ¢Y3(U, NUg) x 8(W; N W)

Baj © DD t) = Ba (5" (9), 0 (D)]) = Pai([5 " (1), 9as (W5 ()03 (1)])
= (Ya(¥5 " (1)), 0;(gas (V5" ()0} (1))

provando che i cambiamenti di carta sono differenziabili. Si puo poi verificare che £ ¢ Hau-
sdorff e paracompatto £ e dunque ¢ effettivamente una varieta. Si vede facilmente ora che £ ¢
un fibrato con gruppo di struttura G, fibra F' e base M.

L’unicita segue subito dalla Proposizione 1.8. U

2. Fibrati vettoriali e fibrati principali

DEFINIZIONE 2.1. Una fibrazione (F, M, ) con fibra R* e gruppo di struttura GL(k, R)
si dice un fibrato vettoriale di rango k se esiste un atlante trivializzante {(U,, p,)} per E tale
che per ogni x € U, la mappa ¢.|g, : F, — {x} x R¥ & un isomorfismo di spazi vettoriali.
Ovvero, se 0, (v) = (z, 9" (z,v)) € {x} x R* per v € E,, risulta

ol (2, o + pw) = Ao (z,0) + ppn(z,w) VA p € Ro,w € E,.

La definizione di fibrato vettoriale richiede alcuni commenti. Essendo la fibra uno spa-
zio vettoriale, ¢ naturale richiedere che le funzioni di trivializzazione preservino tale struttura.
D’altra parte, si possono definire dei fibrati con fibra R¥ e gruppo di struttura G L(k, R) che, per
I’atlante trivializzante dato, non hanno funzioni di transizione che sono lineari sulle fibre. Un
semplice esempio ¢ il seguente:

ESEMPIO 2.2. Sia M una varieta e sia f : R — R un diffeomorfismo non lineare. Sia
E := M x R. Siald := {M}. Allora U/ & un ricoprimento di M che trivializza E' con la mappa
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v: E — M x Rdatada ¢(z,v) := (z, f(v)). E & un fibrato con fibra R e gruppo di struttura
GL(1,R), ma I’atlante trivializzante scelto non lo rende un fibrato vettoriale.

D’altra parte, se E & un fibrato su M con fibra R* e gruppo di struttura GL(k,R) e con
funzioni di transizione {g,s}, la costruzione del Teorema 1.9 definisce un fibrato vettoriale
E' equivalente (come fibrato) a £ per cui le trivializzazioni locali ¢, sono lineari sulle fibre,
ovVero:

LEMMA 2.3. Sia M una varieta e sia E un fibrato su M con fibra R* e gruppo di struttura
GL(k,R). Allora esiste un fibrato vettoriale E' su M che é equivalente a E come fibrato.

Nel seguito supporremo sempre che se £ ¢ un fibrato vettoriale, le funzioni di trivializza-
zione locale ¢, : E|y, — U, X R" siano lineari sulle fibre. Come notazione, poniamo

/"

Vo = YolE, : Bz = R".
Avvertiamo il lettore che, con un usuale lieve abuso di notazione, talvolta ¢, , denotera anche
SOCV | Ey-

DEFINIZIONE 2.4. Siano M, M’ due varieta. Sia E un fibrato vettoriale su M e E’ un fibrato
vettoriale su M/'. Un morfismo (f, ¢) di fibrati tra E, E’ si dice un morfismo di fibrati vettoriali
se per ogni € M la mappa ¢, := ¢|g, : £, — E}(x) ¢ un morfismo di spazi vettoriali.

Se E & un fibrato vettoriale su una varieta M e se U C M & un aperto tale che E|y :=
7~ 1(U) & equivalente come fibrato vettoriale al fibrato vettoriale banale U x R*, diremo che F
¢ banale su U.

Definiamo adesso un’altra classe importante di fibrati. Premettiamo alcune osservazioni.

Si dice che un gruppo di Lie G agisce a destra su una varieta F' se esiste un anti-omomorfismo
di gruppi R : G — Diff(F'), ovvero se R(e) = id, R(¢~*) = R(g9)"' e R(gh) = Rj, o R, (cioé
I’ordine di composizione ¢ invertito). Ad esempio se GG agisce (nel senso usuale) su F' tramite
L : G — Diff(F), allora R, := L,-1 & una azione a destra.

Se E' & un fibrato con fibra G e gruppo di struttura G stesso, allora esiste una ovvia azione
a destra del gruppo di struttura GG sulla fibra data dalla moltiplicazione a destra del gruppo su
se stesso. Formalmente, se 6 : F' — G € un diffeomorfismo, allora R : G x F' — F' & definito
tramite

Ry(f) == 07(0(f)g).
Nel seguito, salvo quando necessario specificare, indicheremo semplicemente con fg I’azione
adestra R,(f).
Possiamo adesso definire 1 fibrati principali come segue:

DEFINIZIONE 2.5. Sia G un gruppo di Lie. Una fibrazione (P, M, ) con fibra G e gruppo
di struttura G si dice un fibrato principale se esiste un atlante trivializzante {(U,, ¢,)} per P
tale che per ogni x € U, la mappa ¢,|g, : P. — {x} x G & G-equivariante. Ovvero, se
0o (V) = (z, ¢l (z,v)) € {x} x G perv € P, risulta

on(z,v9) = ¢h(z,v)g YgeGveP,.
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Notiamo che 1’azione a destra del gruppo di struttura GG sulla fibra di un fibrato principale
commuta con la naturale azione di G sulla fibra richiesta dalla Definizione 1.4.

Utilizzando 1’azione a destra di un gruppo di Lie su se stesso si definisce la nozione di
morfismo tra fibrati principali:

DEFINIZIONE 2.6. Siano M, M’ due varieta. Sia P un fibrato principale su M con gruppo
di struttura G e sia P’ un fibrato principale su M’ con gruppo di struttura G’. Siap : G — G’
un morfismo di gruppi di Lie. Un morfismo (f, ) di fibrati tra P, P’ si dice un p-morfismo di
fibrati principali se per ogni € M la mappa ¢, = ¢|p, : P, — P}(:,;) ha la proprieta che

©2(pg) = ©(p)p(g) perognip € P,eg € G.

Qualora in un p-morfismo di fibrati principali non sia necessario puntualizzare il morfismo
p, lo chiameremo semplicemente morfismo di fibrati principali.

Nuovamente, dalla costruzione del Teorema 1.9 si ha che, dato un fibrato con fibra un gruppo
di Lie G e gruppo di struttura (G, esiste un fibrato principale equivalente le cui funzioni di
trivializzazione locale sono morfismi di fibrati principali, ovvero:

LEMMA 2.7. Sia M una varieta e sia P un fibrato su M con fibra un gruppo di Lie G e

gruppo di struttura G. Allora esiste un fibrato principale P' su M che é equivalente a P come
fibrato.

Un caso particolare di morfismo tra fibrati principali ¢ il seguente:

DEFINIZIONE 2.8. Sia G un gruppo di Lie e sia G’ C G un suo sottogruppo di Lie, con
p . H — G I’'immersione naturale. Sia P un fibrato principale con gruppo di struttura G su M
e sia P’ un fibrato principale con gruppo di struttura G’ su M. Si dice che P’ & una riduzione di
P (o che P’ & ottenuto da P tramite riduzione del gruppo strutturale) se esiste un p-morfismo di
fibrati principali (idys, k) con h : P’ — P iniettivo.

PROPOSIZIONE 2.9. Sia P un fibrato principale con gruppo strutturale G su M. Sia H un
sottogruppo di Lie di G. Allora si puo ridurre il gruppo di struttura di P ad H se e solo se
esiste un atlante trivializzante per P con funzioni di transizione a valori in H.

DIMOSTRAZIONE. Siano {h,s} delle funzioni di transizione locali per P a valori in H.
Per il Teorema 1.9, si definisce univocamente un fibrato principale P’ con gruppo strutturale
H. Ricordiamo che dalla costruzione si ha P’ := | |(U, x H)/ ~, dove (z,g) ~ (y,¢') se
esistono «, 3 tali che (z,9) € Uy, X H, (y,¢') € Us x H, x =y e g = hop(z)g’. Similmente,
a meno di equivalenze di fibrati, P := | |(U, x G)/ ~, dove (z, g) ~ (y,g’) se esistono «, 3
tali che (z,9) € Uy, X G, (y,¢') € Us x G, x = y e g = hap(x)g’. Pertanto I’applicazione
U, x H — U, x G definita per ogni « tramite (x, h) — (z, h) passa al quoziente e determina
un morfismo iniettivo di fibrati principali da P’ a P.

Viceversa, supponiamo che i : P’ — P sia una riduzione di fibrati principali. Sia {U,} un
atlante trivializzante P e P’, e siano ¢/, : P'|y, — U, x H le trivializzazioni locali di P’ (che
assumiamo, come lecito, essere morfismi di fibrati principali) date da

oL () = (z, @, (x,p)) = (x, & (z,e)p) e Uy x H ¥p' € P, ~ H.
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Sep € P,, conx € U,, allora esistono (non unici) g € G e p’ € P, tali che p = h(p')g. Si noti
che se anche p = h(p})g1 con gy € G e p| € P, allora

991" = h(p")""h(py) = h(p"'p}) € H,
pertanto essendo & un morfismo di fibrati principali, risulta h(p') = h(p})g19™" = h(pig197")
e dunque p’ = pjg1g~". Da qui si ha che

Pulz,p)g = Gulx, P19 )g = G, p1)g19™ " g = &L (x, pi)gr.
Pertanto la mappa
’QZ)OéIP|Ua—>UaXG,

definita per p € P,, x € U, tramite ¥, (p) = (z, ¢, (z,p’)g) risulta essere ben definita e si
verifica facilmente essere un morfismo di fibrati principali. Dunque, le {1, } sono delle nuove
funzioni di trivializzazione locale per P. Per calcolare le funzioni di transizione associate, siano
{#43} le funzioni di transizione di P’ a valori in H. Si osservi che con la notazione precedente
ol s(x) = g (z,e)(Ps(x,e)~". Siax € UyNUgesiap € P, datodap = h(p')g perp' € P,
g €G. Siat = gj(x,p')g = Py(r,e)p'g. Allora

Va0 (2,1) = (2, Fo(x,9)g) = (z, Fo @, p)(Fh(x,0)) 1)
= (2, Zo (@, e)p'p ™ (Fh(x,€))'t) = (v, 8L(x, €)(Fy(, €))7 't)
= (.Z', go’aﬁ(x)et) = (l’, (p;ﬁ(a})t%
che prova che le funzioni di transizione sono {5} a valori in H. O
OSSERVAZIONE 2.10. Sia P un fibrato principale con gruppo di struttura G su M. Sia K

un sottogruppo compatto massimale di GG. Si puo provare che P ammette sempre una riduzione
del gruppo di struttura a K.

OSSERVAZIONE 2.11. Sia E un fibrato vettoriale su M/ con funzioni di transizione {g.z}.
Allora il Teorema 1.9 e il Lemma 2.7 determinano un unico (a meno di equivalenze) fibrato
principale P(E) con gruppo di struttura GL(n,R) con le stesse funzioni di transizione. Tale
fibrato si dice il fibrato principale associato a E. Viceversa, per il Teorema 1.9 e il Lemma
2.3 ogni fibrato GL(n,R)-principale ha un (unico a meno di equivalenze) fibrato vettoriale
associato.

OSSERVAZIONE 2.12. Sia E un fibrato vettoriale di rango k su M. Sia {U,, ¢, } un atlante

trivializzante tale che ¢, siano lineari sulle fibre. Siano v (z) = ¢_'(z,¢;) per x € Uy, e
{e1,... ex} la base standard di R*. Allora se v € E, risulta v = Y afvf(z) e @q(v) =
(x, (af,...,af)). Per definizione di funzioni di transizione, su U, N Uz # ) risulta

at af

= Yop ($) :

ag af
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OVVero 5
v (@) vy ()
. =" [gap(@)] " [ ¢
vii () vy ()

In altri termini, le funzioni di transizione sono le matrici di cambiamento di base dalla base
{v¥(x)} alla base {v](z)}.

DEFINIZIONE 2.13. Se M ¢ una varieta (reale o complessa) e £ ¢ un fibrato su M con fibra
C* e gruppo di struttura GL(k, C), si dice che F & un fibrato vettoriale complesso con fibra di
rango (complesso) k.

Se I ¢ un fibrato complesso su una varieta complessa e la mappa di proiezione 7 : £ — M
¢ olomorfa, si dice che E ¢ un fibrato olomorfo.

PROPOSIZIONE 2.14. Siano L, L' due fibrati olomorfi di rango uno su una varieta com-
plessa M. Supponiamo L abbia funzioni di transizione {g.z} e L' abbia funzioni di transizione
{19.,} rispettivamente. Allora esiste un isomorfismo di fibrati vettoriali f : L — L' se e solo se
per ogni « esistono f, : U, — C* olomorfe tali che
/s Jas

|UamU =
Ja ? 9;5

perogni a, B. Le fo : o (Llp.) — ¢ (L|v,) sono date da ¢, o f o o}, essendo ., ., le
Sfunzioni di trivializzazione locale di L, L.

2.1)

DIMOSTRAZIONE. Segue subito da (1.1). U

2.1. 1l fibrato tangente. Costruiamo adesso il fibrato tangente ad una varieta reale. Una
analoga costruzione vale nel caso complesso.

DEFINIZIONE 2.15. Sia M una varieta reale. Poniamo
T™ = | J T,M.
peEM
T'M si dice il fibrato tangente a M.

PROPOSIZIONE 2.16. Sia M una varieta reale di dimensione n. Allora T'M ha una struttu-

ra naturale di fibrato vettoriale di rango n con proiezione 7 : T'M — M data da T,M > v —
p e M.

DIMOSTRAZIONE. Sia {U,, ¢} un atlante per M con ¢,(p) = (z{(p),...,z%(p)). Po-
niamo T'M |y, := 7~ *(U,). Definiamo
Yo : TM|y, — Uy x R”

a_0
Jax?

ba(v) == (p, (a7, ..., az)).

come segue. Siap € U, esiav € T,M. Allorav =) a (p). Definiamo
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Y, ¢ bijettivae m = m o ¢, (essendo m; : U, x R" — U, la proiezione sul primo fattore).
Dotiamo 7'M della topologia meno fine che rende v, degli omeomorfismi. Si verifica
facilmente che 7'M ¢ di Hausdorff e paracompatto e 7 ¢ continua.

Troviamo I’espressione di 1, 0 95" per U, N Uz # (). Denotiamo con g%g\p = %@(p)(xg),
J J
ovvero la derivazione %E(p) applicata alla funzione 7, o ¢, dove m(ay, . .., a,) = aj. Abbia-
J
mo che
0 "0z, 0
— ) =) =)
&UJ k=1 Oxj O
Dunque

Definiamo @, : 71 (U,) — pa(Uy) X R™ tramite @, := (p, X idgn) 0 14, OVVeEro

Pa : (p,v) = (palp), (af, ..., a7)).
Essendo su U, N Ug # 0

oz’

L _ oré
9001 o gpﬁl(qa (afa coee 7a2)) = (Spa o Spﬁl(q>7 <_k> ’q ’ (a‘fJ e 7a2)t>7
J

si vede che {771 (U,), ¢} & un atlante per 7'M che lo rende una varieta di dimensione 2n.
Inoltre per la costruzione fatta si verifica subito che 7'M ¢ un fibrato vettoriale con funzioni

di transizione
oy
o=\ —535 |-
“ 3xf

ESERCIZIO 2.17. Si provi che T'M ¢ sempre orientabile.

2.2. Il fibrato dei riferimenti lineari. Sia M una varieta. Sia F un fibrato vettoriale reale
di rango r su M (considerazioni simili valgono per i fibrati vettoriali complessi). Per x € M
sia

L(E), := {basi ordinate di E, }.
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Definiamo

L(E) = | L(E).
zeM
con proiezione 7 : L(E) — M datada L(E), > v — = € M. Vediamo che L(E) ¢ un fibrato
principale, che ¢ detto il fibrato dei riferimenti lineari di F.

PROPOSIZIONE 2.18. Sia M una varieta e sia E un fibrato vettoriale di rango r su M.
Allora L(E) ha una naturale struttura di fibrato principale con fibra GL(r,R) ed é equivalente
come fibrato principale al fibrato principale associato a F.

DIMOSTRAZIONE. Il gruppo G'L(r,R) agisce liberamente a destra su L(FE), nel modo
seguente. Sia A € GL(r,R) e siaw = {wy,...,w,} unabase di F,. Allora definiamo
R: (A w)— Alw,

dove, se A = (a;;), allora A'w indica la base formata dai vettori {>_ a;1w;, ..., > a;w;}.
Sia {ey,...,e,} la base standard di R". Se (U, ¢) ¢ un aperto trivializzante di F, poniamo
vi(z) == ¢ (x,e;). Allorav := {vi(x),...,v.(x)} & una base di £, per ogni z € U.
Pertanto, se u € L(FE),, esiste una unica matrice A € GL(r, R) che rappresenta il cambia-
mento di base da v ad u. Dunque 7! (z) ~ GL(r, R). Definiamo ora
h:7m ' (U) = U x GL(r,R)
tramite h(u) = (7(u), ¥ (u)), dove (u) € GL(r,R) & tale che

u = [Y(u)]'v.

Si dota poi L(FE) della topologia meno fine che rende h degli omeomorfismi. Per esercizio si
verifichi che L(E) & effettivamente un fibrato principale. Per calcolare le funzioni di transizione,
vediamo che se {gns3} sono le funzioni di transizione di F, per I'Osservazione 2.12 si ha vy =
94,3V, Dunque
[Ya(w)]'vy = u=[Ya(w)]'vs = [s(W)]'gasta = [9asts(w)]'vy,
da cui segue che
ha 0 hig' (2, 9a(w) = (x, gas(2)¥s (),

che prova che le funzioni di transizione di L(E) sono effettivamente {g,s}. Si osservi anche
che

ha(R(A, 1)) = ha(A'u) = ha(A"[Va(w)]'v,) = ha([a(w)Al'v,) = (2,90 (u)A),
e dunque le h,, sono anche morfismi di fibrati principali. U

11 fibrato dei riferimenti lineari di T'M si denota con LM.

ESERCIZIO 2.19. Sia M una varieta differenziabile di dimensione n. allora il fibrato dei
riferimenti lineari LM ha gruppo di struttura riducibile a GL(n,R)* := {A € Mat(n x n,R) :
det A > 0} se e solo se M & orientabile.
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2.3. Esempi di fibrati principali. Descriviamo brevemente alcuni esempi di fibrati prin-
cipali.

2.3.1. Rivestimenti di Galois. Se M & una varieta e M & un suo rivestimento di Galois con
gruppo delle trasformazioni del rivestimento I', si puo dare a I la struttura di gruppo di Lie zero-
dimensionale e dunque A & un fibrato principale su M con gruppo di struttura I’ con atlante di
trivializzazione dato dagli intorni onesti.

2.3.2. SO(n) su S con fibra SO(n — 1). Si pud vedere SO(n), n > 1 come fibrato
principale con fibra SO(n — 1) su S"~!. Definiamo la proiezione 7 : SO(n) — S"~! nel modo
seguente. Se A € SO(n), scriviamo A = (ay,...,q,), essendo g; la j-sima colonna di A.
Poiché A'A = id, risulta (a;,a;) = d;, per j,k = 1,...,n. Definiamo allora 7 : SO(n) —
S"=1 come:

m(A) = a,,.
Osserviamo poi che, essendo S"~! = F~1(0) con F : R" — R definita da F'(z) := (z,z) — 1
(essendo (-, -) il prodotto scalare standard), per la Proposizione 7.15 del Capitolo 1, risulta

T, = {v € R : (v,p) = O},

Pertanto, se A = (ay,...,a,) € SO(n) si ha che {a;,...,a, ,} & una base ortonormale
di T, S"'. Denotiamo con u(A) tale base. Diamo ora una orientazione a S"~' in modo
che la matrice identica in SO(n) definisca una base positiva sullo spazio tangente di S"~! in
(0,...,0,1). Scegliamo un atlante {U,, p,} di S"~! che sia orientato secondo 1’orientazione
scelta. Presa la base {%(p), ce %(p)}, si puo applicare il procedimento di Gram-Schmidt
per ottenere una base ortonormale (sempre con la stessa orientazione) per 7,S™ ! per p € U,
Tale base, denotiamola v®(p), dipende in modo C* da p € U,. Data A = (q,,...,q,) €

SO(n) esiste una unica A, € SO(n — 1) tale che -
u(4) = Ayva(a,)-

Questo prova che la fibra 771(p) & SO(n — 1). Inoltre, SO(n — 1) agisce per moltiplicazione
a destra sulla fibra nel modo seguente. Se B € SO(n — 1) e se A € 7 !(p), allora si definisce
B - A = B'u(A). Le funzioni di trivializzazione del fibrato sono date da v, : 7 *(U,) —
U, x SO(n — 1) definite tramite

Ya(A) = (7(A), Aa).
Si verifica facilmente che queste sono trivializzazioni locali di SO(n) e che le funzioni di tran-
sizione associate (che sono le matrici di cambiamento di coordinate dalla base da v a v, sono
matrici in SO(n — 1).

Con linterpretazione data sopra, SO(n) & un sottofibrato di LS"~! formato dalle basi orien-
tate e ortonormali rispetto al prodotto scalare canonico di R”. In effetti SO(n) si ottiene come
riduzione di LS"! riducendo il gruppo di struttura a SO(n). Vedremo in seguito che questo &
un processo generale: dare un prodotto scalare definito positivo lungo le fibre di un fibrato di
rango k equivale a ridurre a O(k) il gruppo di struttura del corrispondente fibrato dei riferimenti
lineari e la riduzione a SO(k) corrisponde a sceglierne anche una orientazione come varieta.
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2.3.3. Fibrati di Hopf. La restrizione della mappa naturale da C"*! — CP" a S***! induce
una fibrazione principale da S***! a CP" con gruppo di struttura S* che si chiama la fibrazione
di Hopf. In particolare, per n = 1 si ha S* — S? con fibra S'. Si provi per esercizio quanto
detto.

2.3.4. Spazi omogenei. Sia GG un gruppo di Lie e sia H un suo sottogruppo chiuso. Allo-
ra G — G/H & un fibrato principale con gruppo di struttura H. La trivializzazione locale &
costruita nel modo seguente. Si prende una sottovarieta V' definita in un intorno di e e trasver-
sa alla fibradi 7 : G — G/H (ad esempio utilizzando i teoremi del rango si puo supporre

che in un intorno di e il sottogruppo H sia dato in coordinate locali da {(xy,...,z,) : 1 =
... = x, = 0} e la proiezione sia m(xy,...,%,) = (Tms1,...,2,); allora si pud definire
V ={(z1,...,2,) : Typy1 = ... = x, = 0}). Pertanto per ogni g € G, w(gV') & un aperto

contenente [g] € G/H. Se k € 7 (n(gV)), allora esiste un unico h € H e un unico ele-
mento ¢ € V tali che k = gth. Si definisce allora un atlante trivializzante per G/H dato da
{(m(gV), ®yv)}yec dove @y (k) := (m(k), h) per k € 7= (m(gV')). Si verifichi per esercizio
che questo ¢ effettivamente un atlante di trivializzazione con funzioni di transizione in H e le
@,y sono morfismi di fibrati principali.

3. Sezioni di fibrati

DEFINIZIONE 3.1. Sia M una varieta e sia I un fibrato su M con proiezione 7 : £ — M.
Sia U C M un aperto. Una sezione di £ su U ¢ una mappa lisciada U in E tale che mos = idy.
L’insieme delle sezioni di F su U si denota C>°(U; E) (oppure O(U; E) nel caso della categoria
olomortfa, nel qual caso la sezione ¢ olomorfa). Una sezione di £ su M si dice anche una sezione
globale di E.

OSSERVAZIONE 3.2. Si verifica facilmente che se £ ¢ un fibrato vettoriale su M allora per
ogni aperto U C M I’insieme C*>°(U; E) (o O(U; E) nel caso olomorfo) delle sezioni di £ su
U ha una naturale struttura di spazio vettoriale.

PROPOSIZIONE 3.3. Sia E un fibrato su M con fibra F e gruppo di struttura G. Sia
{Ua, pa} un atlante di trivializzazione per E e siano {g.s} le funzioni di transizioni di E. Sia
U un aperto di M. Se s € C*(U; E) (rispettivamente s € O(U; E)), posto S, := Tp 0 04 0 8
(essendo mp : U, X F' — I la proiezione su F) per ogni «, 3 tali che U N U, N Up # O risulta
(3.1) Sa = JaBSg-

Viceversa, se {s,} ¢ una famiglia di funzioni s,, : U, N U — F liscie (rispettivamente olo-
morfe) che soddisfano (3.1), allora esiste una unica sezione s € C*°(U; E) (rispettivamente
s € O(U; E)) tale che s, = T 0 @, © 8 per ogni q.

DIMOSTRAZIONE. Sia s una sezione. Per definizione di s,, si ha

(3.2) s(z) = o (7, 84(x), z€UNU,.
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Da cui, su UNU, N Uz # 0

(,50(%)) = $a 0 5 = a0 95" (7,55(x)) = (¥, gap(¥)55()),

e risulta s, = gn353.
Viceversa, se la (3.1) ¢ soddisfatta, la (3.2) definisce una sezione su U. Infatti, z € UNU,N
Ug, allora per la (3.2)

o (@, 54(2)) = 95" (95(0a (7, 9aps5(2)))) = 05" (2, gsagapss(z) = 5" (7, 55(2)),
e dunque s ¢ ben definita su U. U

DEFINIZIONE 3.4. Sia E un fibrato su M. Se s ¢ una sezione di un £ su un aperto U C
M, le {s,} definite nella Proposizione 3.3 si chiamano i dati locali di s (nella trivializzazione

{Uq, pa} di E).

PROPOSIZIONE 3.5. Sia E un fibrato vettoriale di rango k su M. Sia U C M un aper-
to. Allora E ¢ banale su U se e solo se esistono k sezioni si,...,s € C>®(U; E) tali che
{s1(x), ..., si(x)} sono linearmente indipendenti per ogni x € U.

DIMOSTRAZIONE. Se esistono tali sezioni, allora per ogni x € U e per ogni v € E,, si puo
scrivere v = Y a;s;(x). La mappa ® : E — U x R* data da ®(2)v := (z;(a1,...,a,)) &
I’isomorfismo di fibrati vettoriali cercato.

Viceversa, se {ey, . .., e} & labase standard di R* e se @ : By — U x R¥ & un isomorfismo
di fibrati vettoriali, allora s;(z) := ®~*(z, ¢;) sono le sezioni cercate. d

La proposizione precedente vale ovviamente anche nella categoria olomorfa.

OSSERVAZIONE 3.6. Sia £ un fibrato vettoriale di rango k su M. Se (U,, ¢,) & una carta
di trivializzazione locale per F (con ¢, , lineare per ogni p € U), e v € E, con p € U, allora
Yap(v) = (af,...ay) € R* pud essere pensato come il vettore delle coordinate di v nella
base data da {¢;} (e1),.... ¢, (ex)}, dove {eq,. .., er} & la base standard di R*. Le funzioni
di transizione {g,s(p)} possono allora essere pensate come le matrici di cambiamento delle

coordinate dalla base {¢,},(€1), ..., ap(ex)} allabase {05 (e1),. .., 05, (ex)}.

DEFINIZIONE 3.7. Se FE ¢ un fibrato vettoriale di rango k e {ey,...,ex} sono k sezioni di
E su U tali che {e1(z),...,er(x)} & una base di E, per ogni z € U, si dice che {ey,...,ex} e
una base locale di sezione di I su U, o semplicemente una base locale di & su U.

OSSERVAZIONE 3.8. Un fibrato vettoriale £ su una varieta \/ ammette sempre una sezione,
detta sezione zero, definita tramite x — (z,0) € E,.

PROPOSIZIONE 3.9. Sia P un fibrato principale su M con gruppo di struttura G. Allora

P ammette una sezione globale se e solo se P é equivalente come fibrato principale al fibrato
banale M x G.
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DIMOSTRAZIONE. 1l fibrato banale M x G ammette la sezione globale s(x) := (x,e),
essendo e € G I’elemento neutro. Viceversa, se P ammette una sezione globale s : M — P,
allora per ogni g € P, esiste un unico h € G tale che s(z)h = ¢g. Definiamo ¢ : P —
M x G tramite ®(g) := (x, h). Si verifica facilmente che ® & ’equivalenza di fibrati principali
cercata. U

COROLLARIO 3.10. Sia P un fibrato principale su M. Allora P é equivalente come fi-
brato principale al fibrato banale M x G se e solo se il suo gruppo di struttura e riducibile
all’elemento neutro {e}.

DIMOSTRAZIONE. Una direzione & ovvia. Per ’altra, se P & riducibile al fibrato M x {e},
allora per definizione esiste un morfismo iniettivo di fibrati principali h : M x {e} — P.

Dunque s(z) := h(z, e) & una sezione globale di P che per la proposizione precedente ¢ dunque
banale. U

ESERCIZIO 3.11. Diciamo che una varieta reale M ¢ parallelizzabile se T'M ¢ banale,
ovvero T'M ~ M x R™.

(1) Provare che se M ¢ un gruppo di Lie allora ¢ parallelizzabile.

(2) Provare che M ¢ parallelizzabile se e solo se LM ammette una sezione globale ed ¢
quindi banale.

(3) Provare che la sfera S? (e piu in generale la sfera S**) non & parallelizzabile [Sugg.:
utilizzare il teorema di Poincaré-Hopf.]

4. Operazioni sui fibrati vettoriali

Sia P una operazione lineare tra spazi vettoriali, ovvero, se V, W sono due spazi vetto-
riali di dimensione k e [, allora P(V, W) ¢ uno spazio vettoriale di dimensione r = r(k,1).
Consideriamo operazioni lineari P tali che

(1) se V, W sono spazi vettoriali con basi rispettivamente B", B, lo spazio vettoriale
P(V, W) ha una base naturale P(BY, B"),

(2) Se BV, B"™ sono altre basi di VV e W rispettivamente, e H"', H" sono le matrici di
cambiamento di base da BY a B"Y e da B a B'" rispettivamente, allora la matrice di
cambiamento di base P(HY, H") da P(BY,BY) a P(B"Y, B ha entrate che sono
una combinazione lineare di prodotti dei coefficienti di H" e HW .

Esempi di operatori lineari P sono &, ®, Hom, dualita.
In questa sezione M denota una varieta. Siano £, F' due fibrati vettoriali su M di rango
k e [ rispettivamente. Descriviamo un metodo generale per definire un nuovo fibrato vettoriale
P(E,F)suM. Sia
P(E,F):= | | P(E, F,).
peM

Sia7w: P(E,F) — M la proiezione naturale che associaa v € P(E,, F},) il punto p € M.
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Siano ¥ ¢! funzioni di trivializzazione locale per £, F su un aperto U C M. Ricordiamo
che ¥ : E, = RF e ¢ : F, — R sono lineari e che posto s¥(p) := (¢¥) " (p,e;), j =
1,...,k, allora S¥(p) := {sF(p),...,sF(p)} & una base di E,, essendo {ey, ..., e} la base

canonica di R*. Similmente si definisce una base S¥'(p) := {s¥'(p),..., s’ (p)} di F,. Allora,
se v € L, il vettore @f (v) € R* pud essere pensato come il vettore delle coordinate di v nella
base {e1,...,ex}-

Definiamo

Yor ' (U) = | | P(E,,F,) — UxR,
peU
tramite 1’applicazione v := P(p”, ) che ad ogni elemento di P(E,, F,) associa le sue
coordinate nella base naturale P(S¥(p), S¥(p)).

Se {Uy, po} € un atlante di M, si pud supporre a meno di passare a sottoraffinamenti che F
ed F siano triviali su ciascun U,,, con trivalizzazioni locali {¢Z} per E e {©X'} per F e funzioni
di transizione {g%,} e {g,}. Definiamo v* 1= P(, ¢L) e ¥y := (pa x id) 0 Yq.

Dotiamo ora P(E, F') della topologia meno fine tale che le v, siano omeomorfismi locali.
Si verifica subito che 7 & allora continua. E si prova facilmente che P(E, F') & di Hausdorff e
paracompatto.

Il dato {7~ (U,), s} definisce un atlante per P(E, F). Infatti
¢oz © %;1(177 (af7 SRR CLE)) = (pu P(gfﬂ(p)7ggﬁ(p))<af7 SRR af))a

e pertanto i cambiamenti di carta sono lisci. Inoltre P(E, F)) risulta essere un fibrato vettoriale
su M di rango r e con funzioni di transizione locali date da

{P(g55(p). 955 (p))}-

4.1. Somma diretta (o somma di Whitney). Qua P = @. Dunque semplicemente F &
F ha funzioni di trivializzazione locale che sono la somma diretta 02 @ . Le funzioni di
transizione locale sono allora date da

E
EoF _ [ Yap 0
Yo ( 0 gas ) '
4.2. Tensore. Qua P = ®. Richiamiamo brevemente la definizione e le principali pro-
prieta del prodotto tensoriale di due spazi vettoriali V, W su un campo K. Lo spazio V @ W
¢ lo spazio vettoriale i cui elementi sono forme bilineari su (V* x W*) (dove V* indica il

duale di V). Sev € V ew € W, ’elemento semplice v ® w € V ® W ¢ definito tramite
(v@w)(a,b) = a(v)b(w)pera € V* b€ W*. Se{vy,...,v,,}eunabasedi Ve {ws,...,w,}

¢ una base di W, allora {v; ® wy, ..., v, @w,} ¢unabasedi V& W. Sia {v],..., v } un’altra

: _ m / : / / ’ : _ n /
base di V conv; = ) ;" ajpv, esia {w),... ,w,} un’altra base di W con w; = ), _, bjxvy.
Allora

vy @ Wy = Z Z(arkbsh)vfC ® wy,,

k=1 h=1
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ovvero la matrice di cambiamento di base in V' ® W ¢ data dal prodotto di Cauchy della matrice
di cambiamento di base in V' per la matrice di cambiamento di base in I¥; dove, ricordiamo che
se A = (a;;), B = (byx) sono matrici, il prodotto di Cauchy A ® B ¢ definito tramite

allB Ce almB
A® B := :
(0781 c. ammB
Possiamo adesso definire il prodotto tensore di due fibrati £ di rango r ed F' di rango s tra-
mite £ ® F. Questo ha funzioni di trivializzazione locale date da ©Z ® ¢! che ad ogni
elemento di E, ® F, con p € U,, associano le sue coordinate nella base {(¢%) '(e;) ®
(5 ey, ..., (©E) e, )@ (pE) " (es)}. Le funzioni di transizione, sono dunque il prodotto
di Cauchy delle matrici di transizione di ' e F'.
ESERCIZIO 4.1. Siano E, E’, E” fibrati vettoriali reali su M allora
() F®(FFRE")~(F®FE)® E".
Q2QEQR(Fa®E)~(EQE)®(E®QE")
(3) E® (M xR) ~ E (dove M x R ¢ il fibrato banale su M)
11 prodotto tensoriale di un fibrato £ con se stesso k volte si indica E®*.

4.3. Prodotto Esterno. Qua P = /\. Ricordiamo brevemente come & definito il prodotto
esterno o wedge di uno spazio vettoriale V' di dimensione n. Sia S(r) il gruppo delle permu-

tazioni di {1,...,7} e per 0 € S(r) si indichi con €(o) il suo segno. Si definisce 1’alternatore
A € End(V®*) sugli elementi semplici nel modo seguente:
1
Al ® ... Q) = ] Z €(0)Vs(1) @ ... ® Vg(r),
oeS(r)

e si estende per linearita a tutto lo spazio. Poiché A% = A, risulta V% = Ker(A) @ Im(A). Si
osservi che se k > n allora Ker(A) = V®*, Si definisce il k-simo prodotto esterno di V' tramite

/\ Vo= A(VER),

e siindicacon vy A... A vy = A(v; ® ... Q). Gli elementi di A* V' possono essere pensati
come k-forme multilineari alternanti su V*. In particolare, con tale interpretazione si ha che
k vettori vy, . .., v, sono linearmente indipendenti se e solo se v; A ... A v, # 0. Inoltre, se
{v1,...,v,} sonounabase di V ese w; =Y ajv,conj=1,...n,allora

wy A .. AN w, =det(aj)vr AL A vy,
Se {vy,...,v,} ¢unabasediV, allora /\k V habase datada {v;, A...Av; feonl <ip <...<
1 < n. In particolare la dimensione di /\k Ve (Z) Se A ¢ una matrice n X n di cambiamento
di base in V/, allora la matrice di cambiamento di base nelle basi associate in /\k V' ¢ la matrice

(Z) X (Z) che ha come entrate i determinanti dei minori k& X k di A.
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Se E & un fibrato vettoriale su M di rango r, si definisce il fibrato delle k-sime potenze ester-
ne A" E. Questo ha funzioni di trivializzazione locale date da (,)""¥ che ad ogni elemento di
A" (E,) con p € U,, associano le sue coordinate nella base {(0Z) " (e; ) A ... A (pE) (e;)},
conl < < ... <71, <n. Le funzioni di transizione sono matrici (};) X (2) le cui entrate
sono date dai determinanti dei minori & x k delle funzioni di transizione {g.5} di E. A futura

referenza esplicitiamo il caso di A" F.

PROPOSIZIONE 4.2. Sia E un fibrato vettoriale di rango r su M con funzioni di transizioni
locali date dalle matrici {gap} rispetto ad un certo atlante di trivializzazione {U,}. Allora
A" E ha funzioni di transizioni locali {det(gnp)} rispetto allo stesso atlante.

Il fibrato di rango uno A" F si dice il fibrato determinante di E e si denota talvolta con
det(FE). La ragione del nome & evidente dalla Proposizione precedente.

4.4. Hom. Qua P = Hom. Dunque Hom(E, F') ha funzioni di trivializzazione locali date
da ¢, := Hom(p. %, p.!"). Esplicitiamo il significato di +,. Supponiamo E, I’ banali su U e
siano {vy, . .., v; } delle sezioni locali di E|; linearmente indipendenti in ogni punto di U; siano
{wy, ..., w;} delle sezioni locali di F'|;; linearmente indipendenti in ogni punto di U. Definiamo
fij + Ely — F|y tramite f;;(v,,) = 0;"w; ed estendiamole per linearita. Allora {f;;} per
i=1,...,k, 7 =1,...,1sono sezioni di Hom(E, F') su U linearmente indipendenti per ogni
x € U. Sono dunque una base di Hom(FE, F'),. per ogni © € U. Dunque se f € Hom(E, F),
risulta f = 2 az’jfij € wa<f) = (.Z', (041, . ,akl)).

Nelle applicazioni, invece di utilizzare la notazione vettoriale, conviene utilizzare la nota-
zione matriciale. In altri termini, conviene descrivere le coordinate di f € Hom(FE, F'), come

la matrice [ X k, che denotiamo A,, nelle basi {v{(x), ..., v{(x)} di B, e {w{(z),...,wi(z)}
di F,. Dall’usuale regole di cambiamento di coordinate si vede subito che
4.1) Ao = 9534895

4.5. Duale. Qua P = Hom(-, (M x R)). 1l fibrato duale al fibrato F, viene denotato F*.
Dato un atlante di trivializzazione {U,, ¢} per £, poniamo come al solito v (z) := ¢, (z, ¢;)
per v € U, e {ey,...,ex} la base standard di R*. Sia {w?(z),...,w§(z)} la base duale
di {v?(z),...,v{(x)}. Dunque se f € Ej, siha f = > afwf(r) e dunque le trivializza-

zioni locali sono ¥, (f) = (z,(af,...,ay)). Si verifica facilmente con queste funzioni di
trivializzazione che le funzioni di transizione sono

E* _t (, E\-1
(4.2) Gop = (9ap)

ESERCIZI0 4.3. Siano F/, F' due fibrati vettoriali su M. Provare che
Hom(E, F) ~ E* ® F.

OSSERVAZIONE 4.4. Prendendo (R, id) come “carta” di R, abbiamo una trivializzazione

globale di TR datada v € T,R, v = a2 + (s,a) € R. Sia ora M una varieta e f € C*°(M).

Allora df, : T, M — TjR € un morfismo lineare. Dato v € T, M, nella trivializzazione
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precedente di TR, scriviamo df,(v) = (f(x), A,(v)). Loperatore A, : T,M — R & un
morfismo lineare, e dunque possiamo definire un elemento di 7,,M* = Hom(T'M, (M x R)),
tramite

T.M 3 v~ (x,A(v)).

Tale elemento, con abuso di notazione, si denota ancora con df,.. Pertanto, con tale interpreta-
zione, df definisce una sezione di T'M*.

Fissate coordinate locali (U, (xy,...,x,)) su M, {aixl? e %} sono una base locale di
TM|y. La base duale di TM*|y si denota con {dz,...,dx,}, ovvero dxj(a%k) = 0. Poiché
df (52-) = %, ne segue che

"L 0
— 8a:j
7j=1

Si verifica allora facilmente che df,(v) = (z,v(f)). Con un lieve abuso di notazione, scrive-
remo direttamente df,(v) = v(f). In particolare, gli elementi dx; sono proprio i differenziali
delle coordinate ;.

4.6. Coniugato. Se E ¢ un fibrato vettoriale complesso su M, si definisce il fibrato coniu-
gato E. Se le funzioni di trivializzazione di E sono definite da ¢, (v) = (z, ¢/, (v)) € U, x C
perv € E,, x € U,, le funzioni di trivializzazione di £ sono date da 3, (v) = (z, ¢, (v))) e le
funzioni di transizione sono le coniugate delle funzioni di transizione di E.

5. Metriche lungo le fibre di un fibrato vettoriale

DEFINIZIONE 5.1. Sia E un fibrato vettoriale complesso su una varieta M. Una metrica
Hermitiana h su E & una sezione del fibrato E* ® E ~ Hom(E, E*) tale che per ogni z € M,
h(z) sia un prodotto Hermitiano definito positivo. Ovvero, per ogni v € E,,w € E,, risulta
h(z)(v,w) = h(z)(w,v) e, se v # 0, h(z)(v,7) > 0.

La coppia (F, h) si dice un fibrato vettoriale Hermitiano su M.

OSSERVAZIONE 5.2. Se E ¢ un fibrato vettoriale reale, una metrica Hermitiana lungo le
fibre di E ¢ detta anche una metrica Riemanniana lungo le fibre di £ (nel qual caso i ¢ un
prodotto scalare definito positivo sulle fibre di E£).

Sia (E, h) un fibrato vettoriale Hermitiano di rango r su M. Sia {U,, ¢, } € un atlante di
trivializzazione locale di £ con funzioni di transizione {g,s}. Sia {v¢,..., v} la base locale
di E su U, definita tramite v (z) := ¢_' (2, ¢;), essendo {ey, ..., e, } la base standard di C".

Possiamo associare ad h su U, una matrice quadrata r x r, denotata (hj;,), definita tramite

&) = h(z) (v (2), 75 (x), Jk=1,...,r
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e per cui vale

W) (Y awvi (), Z bjvf(2)) = Y abshe(x)

k=1
) e @ [
hyy(z) ... hy(z) ay

La funzione (h$;,) : Uy, — Mat(r x 7, C) & di classe C*° e la matrice (A5 (7)) ¢ Hermitiana e
definita positiva (tutti gli autovalori > 0) per ogni x € U, ovvero

"(h$y,(2)) = (hji(x)).
Consideriamo h come sezione di Hom(E, E"), allora per le (4.1) e (4.2) risulta su U, N Uy #

(%) =" Gaa " (hS)gap =" Tap(hSy)gas.

PROPOSIZIONE 5.3. Sia E un fibrato vettoriale complesso di rango r su M e sia L(F) il
fibrato principale dei riferimenti lineari di E. Allora E ammette una metrica Hermitiana lungo
le fibre se e solo se il gruppo di struttura di L(E) é riducibile ad U (r).

DIMOSTRAZIONE. Sia h una metrica Hermitiana lungo le fibre di E. Sia (U, ¢) una tri-
vializzazione locale di E. Se {ei,...,e,} & la base standard di C", sia v;(z) = ¢ *(z,e;),
j=1,...,r. Allora {vi(x),...,v.(x)} & unabase di E, per ogni = € U. Utilizzando il proce-
dimento di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt, si definisce una nuova base locale per E |/
{v1(x),...,0.(x)} che & h(x)-ortonormale per ogni x € U. Definiamo delle nuove funzioni di
trivializzazione locale ¢ : E|y — U x C" tramite (D a;0;(x)) = (z,a4,...,a,). Si verifi-
ca facilmente che le funzioni di transizione associate stanno in U(r). 1l fibrato dei riferimenti
lineari di F, trivializzato localmente a partire da basi h-ortonormali, ha le stesse funzioni di
transizione e dunque la tesi segue ora dalla Proposizione 2.9.

Viceversa, sia P una riduzione di L(E) con gruppo strutturale U(r). Sia U un aperto tri-
vializzante per P e sia u = {uj,...,u,} una sezione di P|y. Se v,w € E,, x € U, allora
v="> ajuj(x),w=> bju;(z). Si definisce

(5.1 h(z)(v,w) := Z&jb_j.
j=1

Se v’ & un’altra sezione di P su U, alloraesiste A : U — U(r) tale che v’ = Au, e dunque (5.1)
¢ ben definita e non dipende dalla sezione locale di P scelta. Si verifica poi facilmente che h ¢
la metrica Hermitiana su £ cercata. U

PROPOSIZIONE 5.4. Ogni fibrato vettoriale complesso su una varieta M ammette una
metrica Hermitiana lungo le fibre.
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DIMOSTRAZIONE. Sia E un fibrato vettoriale complesso di rango  su M. Sia {U,} un
atlante trivializzante per F. Possiamo supporre che {U, } sia localmente finito e ciascun U, sia
relativamente compatto in M. Su ciascun U,, sia u,, := {uf,...,u2} una base locale di £ su
U,. Definiamo una metrica Hermitiana h,, su F|y, dichiarando che u,, € una base ortonormale.

Sia ora {p, } una partizione dell’unita subordinata a {U,, }. Definiamo

= Z Pa(T)ha(z)

Si verifichi per esercizio che h ¢ una metrica Hermitiana su F. U

ESERCIZIO 5.5. Sia L un fibrato vettoriale reale di rango uno su una varieta M. Suppo-
niamo esista un atlante di trivializzazione {U,, } per L per cui le funzioni di transizione locale
sono g.3 > 0. Provare che L ¢ banale. [Sugg.: Dotare L di una metrica Riemanniana. Date
Sq : Uy — Ly, basi locali di sezioni di L, definire 5, := Hz_ZH e determinare le funzioni di
transizione locale per tali basi di sezioni di L].

5.1. 1l gradiente di una funzione. Sia )}/ una varieta reale, e sia f € C*°(M ). Supponia-
mo 7'M sia dotato di una metrica Riemanniana g. Allora g(x) : T, M x T, M — R & una forma
bilineare non-degenere. Pertanto definisce un isomorfismo naturale tra 7, M e T, M*. Poiché
df, € T, M~ (si veda I’Osservazione 4.4), ne segue che esiste un unico vettore, che indichiamo
con grad(f), € T, M, detto il gradiente di f in x tale che per ogni v € T, M vale

9(x)(v, grad(f).) = dfz(v) = v(f).
Fissata una carta locale (U, (z1,...,z,) di M, sia H = (h;;) : U — GL(n,R) la matrice
simmetrica ad entrate funzioni C'*° associata a g nella base locale {6%1, cee %’L} di TM suU.
Scriviamo grad(f) = > 7, aj%, per a; : U — R funzioni C*. Allora, dalla (4.3),

af 0 0
— =df(=—) = —, grad(f h
S~ d(G) = 9() (5~ grad(f Z a;g(x &,Bk 833 Z a;hi;.
Pertanto risulta
of
aq B_x1
— g1 :
an 2L
In particolare, se {8%1, s B 9_1 & una base g-ortonormale, H = id e risulta
0 f 0 of o

d .
grad(f) = 8951 8:51 et ox,, 0x,,
Questo ¢ ad esempio il caso in cui M sia un aperto di R" e g sia definita su 77U ~ U x R"
tramite g(z)(v,w) = (v,w) per (z,v), (z,w) € U x R" ~ TU, dove (-, -) denota il prodotto
scalare canonico sullo spazio vettoriale R™.



Filippo Bracci - Teoria dei Fibrati

68 2. FIBRATI

6. Fibrato pull-back

DEFINIZIONE 6.1. Siano M, N due varieta, f : M — N una funzione liscia. Sia7w : £ —
N un fibrato su NV con fibra F' e gruppo di struttura G Si definisce il fibrato pull back con fibra
F e gruppo di struttura G"

ffE:={(m,e) e M x E: f(m) =m(e)}.

PROPOSIZIONE 6.2. Siano M, N due varieta, f{ : M — N una funzione liscia. Sia 7 :
E — N un fibrato su N con fibra F, gruppo di struttura G e funzioni di transizione locale
{9ap}- 1l fibrato pull back *E ¢ un fibrato su M con fibra F' e gruppo di struttura G e funzioni
di transizione locale {g.p o f}. In particolare, se E ¢ un fibrato vettoriale di rango r allora
f*E é un fibrato vettoriale di rango r.

DIMOSTRAZIONE. Definiamo 7’ : f*E — M tramite ©’(m, e) := m. Sia ora {U,, ¢, } una
trivializzazione locale del fibrato E. Definiamo v, : 771 (f~1(U,)) — f~'(U,) x F tramite

¢a(ma 6) = (m77rF © gpa(e)%

dove 7p : U, x F — F ¢ la proiezione canonica. Si verifica subito che {f~'(U,), ¥} & un
atlante trivializzante per f*E che ¢ dunque localmente diffeomorfo a f~!(U,) x F. Da qui
segue I’enunciato. U

ESEMPIO 6.3. Siaz € M esiat: {z} — M I'immersione. Se E & un fibrato su M, allora
(*(E) ~ E,. Pil in generale, se N & una sottovarieta di M e ty : N — M & I'immersione
canonica, allora F|y := ¢} (F) si dice la restrizione di E'a N.

Sia f : M — N una applicazione liscia e sia E' un fibrato su V. Allora la mappa definita
daf: f*E — E, f(m,e) = e, & un morfismo di fibrati (morfismo di fibrati vettoriali/fibrati
principali se £ ¢ fibrato vettoriale/principale) e rende il seguente diagramma commutativo

FE 4 E
6.1) o |-
N L m

In piit se f & un diffeomorfismo allora (f, f) & una equivalenza di fibrati.
I1 pull back di un fibrato si puo caratterizzare come 1’unico fibrato che renda commutativo
il diagramma (6.1).

PROPOSIZIONE 6.4. Sia f : N — M una applicazione liscia tra due varieta e siam : E —
M wun fibrato con fibra F e gruppo di struttura G. Sia p : E' — N un fibrato con fibra F
e gruppo di struttura G e sia (f,g) : E' — E una equivalenza di fibrati tale che il seguente
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diagramma e commutativo:
E 25 E

d K
N -y wm

Allora E' é equivalente come fibrato a f*E.
DIMOSTRAZIONE. Si definisca un morfismo ¢ : E/ — f*F tramite

8(e) = (p(0),9(c), €
Per la commutativita del diagramma f(p(¢€)) = m(g(€)) e pertanto & un morfismo ben definito
con immagine f*FE. O

7. Sottofibrati vettoriali

DEFINIZIONE 7.1. Siano F, F' due fibrati vettoriali su M. Se esiste un morfismo di fibrati
vettoriali ¢ : F/ — F che ¢ iniettivo sulle fibre si dice che ¢(F") & un sottofibrato di F.

PROPOSIZIONE 7.2. Sia M una varieta. Siano (E, M, ) un fibrato vettoriale di rango k
suMeuv: F' — E, F = (F') un sottofibrato di E di rango l. Allora v é una immersione
regolare e I’ ¢ una sottovarieta regolare di E. Inoltre, indicando con |p la restrizione di 7
a F, risulta che (F, M, r|r) é un fibrato vettoriale su M. In pin, esiste un atlante {U,, ¢, }

di trivializzazione per E con la proprieta che, denotata p; la proiezione (x;(vy,...,v;)) —
(x; (v1,...,v;)) si ha che {U,,p; 0 @} & un atlante di trivializzazione per F'. In particolare le
funzioni di transizione {g,z3} di E sono
hag  Eap
7.1 =

essendo {h.gs} le funzioni di transizione di F.

DIMOSTRAZIONE. Sia V un aperto tale che x € V e che £ e F’ siano banali su V. Dunque
esistono isomorfismi di fibrati vettoriali vg : E|ly — V x R¥ e ¢ : F'|yy — V x RL. Sia
{e1,..., e} la base canonica di R'. Siano v)(z) := ¢/ (z,e;) perz € Vej =1,...,L
Allora {v| (), ..., v)(x)} € unabase di F, per ogni x € V. Siano poi v;(z) := t(z)(v}(z)), per
j=1,...,1. Poiché «(z) : F, — E, & iniettiva, i vettori {v;(z),...,v.(z)} sono linearmente
indipendenti per ogni z € V.

Sia (z,w;j(x)) == Yg(v;(z)) per j = 1,...,1. Allora {w;(x),...,w;(z)} sono linearmente
indipendenti. Sia {ey, ..., e} la base canonica di R*. A meno di riordinare possiamo supporre
che {wy(x),...,w(x),€e11,...,er} siano linearmente indipendenti (ovvero formano una base
di R¥) in 2. Dunque lo sono anche in un intorno di z, che possiamo supporre essere V' stesso.
Poniamo v;(x) := ¢ (z,e;) con j = [+ 1,... k. Definiamo ¢ : E|y — V x R* nel modo
seguente. Se v € E, risultav = ) a;v;(z). Dunque poniamo

o(v) = (z,(ay,...,ax)).
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Per costruzione ¢ ¢ un isomorfismo di fibrati vettoriali che fa corrispondere 1 vettori di [ ai
vettori con le ultime k — [ coordinate nulle e dunque ¢|r : Fly — V x (R' x {0}) & un
isomorfismo lineare sulle fibre. Operando cosi per ogni aperto trivializzante si ottiene un atlante
trivializzante {U,, ¢, } per F della forma precedente le cui funzioni di transizione sono della
forma (7.1).

Nelle trivializzazioni ¢ |y, di F' e ¢, la mappa ¢ & data da

vzyay,...,q) = (z;a1,...,a;,0,...,0),

da cui segue subito che dv, ¢ iniettivo per ogni p € F’ e dunque ¢ ¢ una immersione.
Poniamo ora ¢, (v) = (z,¢"(z,v)) € {z} x R¥ per v € E,. A meno di passare a dei
raffinamenti si pud supporre che {U,, 1, } sia un atlante di M. Allora la mappa

Na(v) = (Ya(2), 0o (7, v))
& una carta locale per E su 7~ *(U,). In tale atlante si ha
Na(F N7 Y UL)) = {(21, ..., Tny 01, ., 0) € Ya(Us) X RF 0 = ... = v, = 0},

e per la Proposizione 8.5 del Capitolo 1 risulta che ¢ : F’ — F & una immersione regolare e, dal
Teorema 8.4 del Capitolo 1, F' & una sottovarieta regolare di E.

E ora facile vedere che {Uqs,p1 © 9o} & un atlante di trivializzazione per F' che rende
(F, M, 7|r) un fibrato vettoriale su M e le sue funzioni di transizione sono {h.z}. d

OSSERVAZIONE 7.3. Con le notazioni della Proposizione 7.2, poiché {g,s} soddisfano le
identita di cociclo, si vede facilmente che sia {h.s} sia {g.s} devono soddisfare le identita di
cociclo. Perle {h,s} questo segue dal fatto che sono le funzioni di transizione del fibrato F'. Le
{qap} sono invece le funzioni di un fibrato vettoriale per il Teorema 1.9. Tale fibrato vettoriale
sara il fibrato quoziente che definiremo in seguito.

ESEMPIO 7.4. Sia M una varieta (reale o complessa). Sia S una varietaesiat: S — M
una immersione. Il differenziale d: definisce allora un naturale morfismo di spazi vettoriali che
¢ iniettivo sulle fibre dv : T'S — T'M|g := *(T'M). Ovvero T'S & un sottofibrato vettoriale di
TM ‘ s Su S.

ESERCIZIO 7.5. Sia F' un sottofibrato di un fibrato vettoriale £ su una varieta M. Sia h una
metrica Hermitiana su F. Per ogni x € M si definisca

Fr={vekE, h(x)(v,w)=0 Ywe F,}.

Sia F* = J,c, F5-- Siproviche F- & un sottofibrato di E e che E ~ F & F'*. [Sugg: provare
che se U ¢ un intorno trivializzante per E, allora esiste una base locale {v;,...v,.} di F su U

che & h(z)-ortonormale per ogni © € M e tale che {vy,... v}, con [ il rango di F', & una base
locale di F' su U. Allora {v;;1, .. .,v,} & una base locale di F'* su U]
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8. Fibrati quoziente

In questa sezione supponiamo che M sia una varieta e F un fibrato vettoriale di rango & su
M. Sia F' C E un sottofibrato di rango /. Definiamo una relazione di equivalenza su £ come
segue: e ~ ¢’ se e, e’ € E, esee— e € F,. Denotiamo con [e] la classe di equivalenza di e e

E/F :={le] : e € E},

PROPOSIZIONE 8.1. Esiste una struttura di fibrato vettoriale su E/F per la quale la pro-
iezione canonica p : E — E/F data da p(e) := |e] é un morfismo di fibrati vettoriali. Inoltre
perognix € M si ha (E/F), = E,/F,. Inoltre, se Q) ¢ un fibrato vettoriale su M con fibre
E./F, e tale che esista un morfismo di fibrati vettoriali p' : E — Q) tale che p'(x)(v) = [v] per
ogniv € E, e per ogni x € M, allora Q) ¢ equivalente come fibrato vettoriale a E/ F.

DIMOSTRAZIONE. Sia 7’ : E/F — M definita tramite 7’([e]) = = se e € E,. Tale mappa
non dipende dal rappresentante scelto di [e].

Sia {U,, ¢o} un atlante trivializzante per F e per F' dato dalla Proposizione 7.2. Sia p’ :
U, x R¥ — U, x R*¥! data dalla proiezione (x; (a1, ..., axr)) — (z; (ais1, ..., ax)).

Dati e,¢/ € E,, risulta che e ~ ¢ se e solo se p'(e) = p'(é). Dunque, la mappa v, :
'Y Uy,) — U, x R¥~! definita tramite 1), := p’ o ¢, & ben definita ed & biettiva.

Dotiamo E/F della topologia meno fine che rende le 1), degli omeomorfismi. Dalla (7.1)
risulta che per ogni v € R*~! si ha

Yo 0 Y5 (730) = (23 gap(7)V).
Pertanto, assumendo come lecito che {U,,7,} sia un atlante di M, si verifica facilmente che
{7 YUy), (Na, idgi—+) 0 14} & un atlante di E/F che & dunque una varieta.

Inoltre, si vede facilmente che {U,, p’ o ¢, } € un atlante di trivializzazione per E/F che &
dunque un fibrato vettoriale con fibra £, /F, e p & un morfismo di fibrati vettoriali (verificarlo
per esercizio). Le funzioni di transizione locali di £/F sono le {¢,z} definite dalla (7.1).

Se @ ¢ un altro fibrato vettoriale con fibre £, /F, e p/ : E — (@ il morfismo proiezione
naturale, definiamo un morfismo ¢ di fibrati vettoriali tra £//F e ) nel modo seguente. Sia
[v] € E/F, allora poniamo ®([v]) := p'(v) € Q. Si verifica immediatamente che & ben definito
e che ¢ un isomorfismo di fibrati vettoriali, da cui segue 1’unicita. O

DEFINIZIONE 8.2. 1l fibrato vettoriale F'/F di rango k — [ si chiama fibrato quoziente.

OSSERVAZIONE 8.3. Sia E un fibrato vettoriale e F' C E un sottofibrato. Se {U,, ¢}
¢ un atlante di trivializzazione di F dato dalla Proposizione 7.2, dalla dimostrazione della
Proposizione 8.1 risulta che le funzioni di transizione di £/F sono {qus}-

8.1. Fibrato normale ad una sottovarieta. Sia )M/ una varieta (reale o complessa) e sia
S una sottovarieta immersa (reale o complessa) di M. Allora come abbiamo visto 7'S ¢ un
sottofibrato di 7'M |s su S. 1l fibrato quoziente 7'M |g/T'S si denota Ng e si chiama il fibrato
normale a S in M. E un fibrato (reale o complesso) su S di rango (reale o complesso) uguale
alla codimensione (reale o complessa) di S' in M.
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Troviamo adesso le funzioni di transizione di Ng. Poiché una immersione ¢ localmen-
te regolare per la Proposizione 8.6 del Capitolo 1, possiamo ricondurci a costruire un atlante
di trivializzazione per Ng fatto da aperti su cui I’immersione ¢ regolare. Dunque, possiamo
supporre che S sia una sottovarieta regolare di M.

Se S & una sottovarieta regolare di dimensione m e codimensione k di una varieta M di

dimensione n (n = m + k), sia {U,} un atlante adattato a S, ovvero, se (zf,...,2%) =
o) : Uy = ¥4 (U,) sono coordinate locali, si ha

Vo (SNU,) =A{(2F,...,2p) s 2y = ... = ap = 0}
In queste coordinate =5 = 0 per j = m + 1,...,nseesolosexf =0perj=m+1,...,nsu
UaNUg. Questo significa che su U, NUp la funzione z§ = x?‘(:cf, oal)perj=m+1,...,n
¢ tale che ¢ identicamente 0 quando :zrf =0perj = m+1,...,n (ovvero su 5). Pertanto

dz¢ .
;7%|550perj =m-+1,....n,l=1,...,m.
Dunque, in queste coordinate 7'S ¢ adattato a 7'M |s nel senso della Proposizione 7.2. Le
L . . 9z . . _—
funzioni di transizione di 7'M |s sono date da (az—}g\ 5). Queste sono matrici n x n invertibili
k

della forma

81“?‘ 8;[
Dz (55 18)jk=1,cm  (5Fl8)j=1,imb=mt1,..m
B J
Oz T .. . oz
dove | —%|s sono le funzioni di transizione locale di 7'S e (=% s ) k=m-1,..» SODO le
Oz, jk=1,...m Oz,

funzioni di transizione locale di Ng.
In particolare, se S ha codimensione 1, allora il fibrato Ng ha rango 1 e, nelle coordinate
. . . o g0 o« . Ox&
adattate di cui sopra, le sue funzioni di transizione locale sono {&c—g ls}-

ESERCIZIO 8.4. Sia F un fibrato vettoriale su una varieta M con proiezione 7 : F —
M. Sia MY C FE I'immagine della sezione zero sy : M — F definita da so(z) = (z,0).
Ovviamente s, ¢ un diffeomorfismo (o biolomorfismo se tutto & olomorfo) da M a M° con
inversa data da |y0. Sia Ny il fibrato normale a M? in E, ovvero Ny = TE|p0/TMP. Si
provi che s§(Nypo) ~ E.

ESERCIZIO 8.5. Sia M una varieta orientabile e sia S una sottovarieta immersa di M di
codimensione reale uno. Provare che S ¢ orientabile se e solo se Ng ¢ equivalente come fibrato
vettoriale al fibrato banale S' x R. [Sugg.: Si utilizzi I’Esercizio 5.5]

8.2. Divisori di Cartier. Sia M una varieta complessa. Un divisore (effettivo) di Cartier
D su M ¢ il dato di un atlante {U, } di M e funzioni olomorfe f, : U, — C non identicamente
nulle tali che se U, N Uz # O risulti fo5 := fo/fs : Us N Uz — C olomorfa e mai zero. Questo
significa che f,, f3 hanno su U, N Uz gli stessi zeri con la stessa molteplicita. Si verifica
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facilmente (per esercizio) che { f,s} verificano le identita di cociclo e dunque sono le funzioni
di transizione di un fibrato vettoriale complesso di rango uno su M che indichiamo con O(D).

Si osservi anche che, per costruzione, le { f,} sono i dati locali di una sezione olomorfa di
O(D). Viceversa, dato un fibrato vettoriale olomorfo di rango uno su M/ munito di una sezione
olomorfa globale non identicamente nulla, i dati locali di tale sezione determinano un divisore
di Cartier.

Osserviamo che se .S ¢ una sottovarieta regolare complessa di codimensione uno di M allora
S determina in modo naturale un divisore di Cartier su M, denotato [S]. Infatti, se {U,} & un
atlante adattato a S come definito poc’anzi, risulta S N U, = {(2¢,...,2%) : 22 = 0}. Su
Ua N Ug # D risulta z2 = 0 se e solo se 22 = 0 pertanto su U, N Uy si ha

P G I T LT N §

peruncerto k > leu € Oy (U, NUp).

Poiché le funzioni di cambiamento di carta sono biolomorfismi, ne risulta che per p €
U, NUg

«@ «
azj sz

(_B)j,l:L...;n—l (_B)jzl,...,n—l
det (agﬁ) O s (p) # 0.
Bzf I=1,....n—1 6z5

. on . . o
Per p € S come abbiamo gia osservato in precedenza si ha (227?)1:17_”7,1_1 = 0, pertanto deve

essere necessariamente

0z%
az’; (p) #0 VYpesS.
Ma
0z% ou
—n —k Byk—1 + B k_’
aZﬁ (Zn> U (’Zn) aZn

da cui segue che k = 1, u # 0 e che z—'Z ¢ una funzione olomorfa mai nulla in U, N Ug.

Ponendo f, := z si ha allora che {Ua, fa} determina un divisore di Cartier [S] su M.

Inoltre, per il calcolo precedente risulta

22 | | 0z |
— — u _ —_—
25 ° 5 025 5
da cui segue subito che
(8.1) Ns = O([5])ls-

Si noti infine che la sezione olomorfa globale s di O([S]) definitada { f,} si annulla esattamente
all’ordine uno su S.
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9. Nucleo e Immagine di morfismi di fibrati vettoriali

Siano F, F' due fibrati vettoriali su una varieta M/. Un morfismo di fibrati vettoriali ¢ : £/ —
F & per definizione una sezione di Hom(E, F') su M.

PROPOSIZIONE 9.1. Siano E, F' due fibrati vettoriali su una varieta M e sia ¢ : 2 — F
un morfismo di fibrati vettoriali. Allora Ker(y) é un sottofibrato di E e Im(p) & un sottofibrato
di F se e solo se rankyp(x) ¢ costante.

DIMOSTRAZIONE. Una implicazione ¢ vera per definizione di (sotto)fibrato.

Viceversa, supponiamo che & := ranky(x) sia costante e proviamo che Ker(y) & un sottofi-
brato di . Sia m il rango di £ e sia [ il rango di F'. Sia U un aperto di M su cui E, F’ siano
banali. Passando a trivializzazioni locali per F e F su U il morfismo ¢ : U x R™ — U x R' ¢
definito tramite:

90(1’7 Q) = (l‘, A(:E)Q),

dove a = (ay,...,a,)" rappresenta un vettore della fibra di F, nella trivializzazione fissata.
Fissiamo xy € U. Il rango di A(zy) & k, e possiamo supporre che le prime £ righe della matrice
A(z) siano linearmente indipendenti. Per continuita, le prime k righe di A(z) sono allora
linearmente indipendenti in un intorno di xy che possiamo supporre essere U stesso. Sia B(x)
la matrice k£ x m formata dalle prime k righe della matrice A(x). Allora

Ker(p) = {(z,a) € U x R™: B(x)a = 0}.

Osserviamo subito che, definita F' : U x R™ — R* tramite F(z,a) := B(z)a, si ha che la
matrice Jacobiana di F' & rappresentata da (x, B(x)) e pertanto ha rango massimo k. Per il
Teorema 7.10 del Capitolo 1 risulta che Ker(y) ¢ una sottovarieta regolare di E.

Inoltre, a meno di restringere U possiamo supporre che il minore k£ x k di B(z) formato
dalle prime % colonne, indicato con B’(z), abbia determinante diverso da 0 per ogni z € U.
Scrivendo B(z) = (B'(x)B"(x)), e a = (d’,a") € R* x R™*, il sistema lineare B(z)a = 0
diventa B'(x)d’ + B"(z)a"” = 0, da cui

Ql — —B,(.T)_lB”(.ﬁL')QH.

m_r(2)} linearmente indipendenti che
generano Ker(p(z)) per ogni € U e che dipendono in modo liscio da z.

Sia v;(r) € E, I'immagine di (z,a;(r)) mediante la trivializzazione data su U, j =
1,...,m — k. Ragionando come nella dimostrazione della Proposizione 7.2, si possono trovare
Um—k+1(2), ..., v () sezioni liscie di F su U tali che {v;(z),...,v,(z)} siano una base lo-
cale di £ su U. Trivializzando E su U rispetto a tale base locale (ovvero facendo corrispondere

aFE, > bjv(z)— (x,b1,...,b,) € Ux R™),risulta che

Pertanto, si ottengono m — k soluzioni {a,(x),...,a

Ker(gp(x)) = {(I7b17 L )bm) 6 U X Rm . bm—k+1 — ... = bm f— O}
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Pertanto si definisce la funzione di trivializzazione per Ker(y) su U tramite
m—k
Ker(¢), 2 Z bjvj(z) = (z,b1,. .. byg) € U x R™F,
j=1

Operando cosi su ogni aperto trivializzante si ottiene un atlante trivializzante di Ker(p). Per
esercizio si verifichi che effettivamente con tale atlante Ker(y) & un fibrato vettoriale su M di
rango m — k ed & un sottofibrato di F.

Proviamo infine che Im(y) & un sottofibrato di F'. Sia ) = F//Ker(yp) il fibrato quoziente.
Allora il morfismo di fibrati vettoriali ¢ : & — F’ passa al quoziente e definisce un morfismo
di fibrati vettoriali p : () — F' che ¢ iniettivo sulle fibre (verificarlo per esercizio). Poiché
evidentemente p(Q)) = Im(¢y), si ha la tesi. O

10. Successioni esatte di fibrati vettoriali

Sia M una varieta. Siano E’, E/, E” fibrati vettoriali su M. Siano« : £ — Fe (3 : E — E”
dei morfismi di fibrati vettoriali. Se « ¢ iniettivo, (3 € suriettivo e Ima = Ker/3 allora si dice che
la successione

«

0—F 5B E 50
€ una successione esatta corta di fibrati vettoriali.

«

OSSERVAZIONE 10.1. Se 0 — E' -* E “3 E” — 0 & una successione esatta di
fibrati vettoriali, allora dall’unicita della struttura di fibrato quoziente (vedi Proposizione 8.1)
segue che E” ¢ isomorfo a F/FE'.

[0}

Esercizio 10.2. Sia0 — B — FE i> E" —— 0 & una successione esatta di fibrati
vettoriali su una varietd M. Allora rankE = rankE’ + rankE".

[0}

PROPOSIZIONE 10.3. Sia 0 — E' % E 25 E" — 0 ¢ una successione esatta
di fibrati vettoriali su una varieta M. Sia F un fibrato vettoriale su M. Allora le seguenti
successioni corte di fibrati vettoriali sono esatte

e 0 EQF A e F S peFr—0

o 0 —> Hom(F, E') 2% Hom(F, E) 22 Hom(F, E") —> 0
o 0 — Hom(E", F) =% Hom(E, F) =% Hom(E', F) — 0
00— (B L B 25 (B) — 0

Inoltre, se f : N — M ¢ una mappa liscia, la seguente successione & esatta:
00— ()Y ) T8 prEry) — 0

DIMOSTRAZIONE. Esercizio. O
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«

TEOREMA 10.4 (Formula del Determinante). Sia 0 — £’ — E Py B 5 0 una
successione esatta di fibrati vettoriali su una varieta M. Supponiamo che E abbia rango k, E’
abbia rango k' e E" abbia rango k". Allora

k k,l k//
NE~/\E o /\E"
DIMOSTRAZIONE. Prendiamo un atlante adattato a £, F' come in Proposizione 7.2. Poiché
E" = E/F’, le funzioni di transizione di F, E’, E” sono legate da

Gop = ( Gas Kag ).
or 0 g5
Ma allora det(gZ;) = det(gZ;) det(gZy), ed essendo {det(gZ;)} le funzioni di transizione di
N E, {det(gf[;)} le funzioni di transizione di A" E e {det(gfg )} le funzioni di transizione di
A" E”, si ha la tesi. O

DEFINIZIONE 10.5. Se M ¢ una varieta complessa di dimensione n, si denota con

n
Ky = \TM*

il fibrato complesso di rango uno e si chiama il fibrato canonico di M.

10.1. La formula di aggiunzione. Sia S una sottovarieta immersa complessa di codimen-
sione k di una varieta complessa M. Dalla successione esatta corta

0—>TS—TM|s — Ng — 0,
applicando la Proposizione 10.3 si ottiene la successione esatta corta di fibrati vettoriali
0— Ng—=TM|g —-TS" —0.

Il fibrato N si dice il fibrato conormale di S in M.
Dalla Formula del Determinante 10.4 si ottiene
k

(10.1) Kuls = Ks ® [\ N&.

In particolare, se £ = 1, ovvero se .S ¢ una ipersuperficie non singolare di ), si ottiene
Kyls = Ks ® Ng.

Se inoltre S € una sottovarieta regolare di M, dalla (8.1) si ha dunque

(10.2) Kuls = Ks @ O([S])"s-

OSSERVAZIONE 10.6. Sia L un fibrato di rango uno. Poiché L ® L* = Hom(L,L) e
Hom(L, L) ammette una sezione globale non nulla (data da = +— id,) e dunque & globalmen-

te banale, risulta che L ® L* ¢ globalmente banale. Dunque, se E, F' sono altri due fibrati
(qualunque rango) e se £ = F'® L, allorarisulta £ ® L* ~ F.
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Dall’Osservazione 10.6 e dalla (10.2) segue la cosidetta formula di aggiunzione per ipersu-
perfici (sottovarieta regolari di codimensione uno):

(10.3) Kg = (Ky ® O([5])) s

11. Fibrati lineari e gruppo di Picard su varieta complesse

In questa sezione M ¢ una varieta complessa di dimensione n.

DEFINIZIONE 11.1. Un fibrato olomorfo di rango complesso uno su M si dice un fibrato li-
neare su M. L’insieme dei fibrati lineari su M (modulo equivalenze di fibrati) si denota Pic(M)
e si dice il gruppo di Picard di M.

OSSERVAZIONE 11.2. In taluni libri di geometria algebrica viene pitl 0 meno esplicitamente
indicato con Pic(M) il gruppo dei cosidetti “fasci invertibili” (ovvero fasci di O); moduli lo-
calmente liberi di rango uno—come definiti successivamente). Questo si ripercuote nella scelta
delle funzioni di transizione o delle loro inverse (e dunque in segni — che variano a seconda di
tale scelta).

PROPOSIZIONE 11.3. 1l gruppo di Picard Pic(M ) é un gruppo abeliano rispetto all’opera-
zione di prodotto tensoriale di fibrati, con elemento neutro il fibrato banale e inverso il fibrato
duale.

DIMOSTRAZIONE. Siano L, L’ due fibrati lineari. Allora L ® L' = L' ® L. Inoltre, (M X
C) ® L = L e dall’Osservazione 10.6 segue che L ® L* ¢ il fibrato banale. O

OSSERVAZIONE 11.4. Denotiamo con 7 (M) I’insieme dato da ricoprimenti {U,} di M
insieme alle funzioni g.3 : U, N Uz — C* olomorfe che soddisfano le identita di cociclo.
Ogni elemento {U,, gos} € T (M) definisce un fibrato lineare e viceversa ogni fibrato lineare
definisce un tale elemento. Per la Proposizione 1.8, a meno di passare ad un raffinamento
comune, un dato {g,s} definisce un fibrato isomorfo ad un dato {h,s} se e solo se esistono
fa 1 Uy — C* olomorfe tali che su U, N Up si ha

fﬁ = hﬁafagaﬁa
ovvero

(11.1) fs _ a8 o U, N Us.

fa haﬁ

Dunque, ponendo la relazione di equivalenza (11.1) su 7 (M), si puo affermare che Pic(M) =
T(M)/ ~. Questo ultimo gruppo vedremo successivamente essere H'(M;O3,), il primo
gruppo di coomologia di M con coefficienti nel fascio delle funzioni olomorfe mai nulle.
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12. Fibrati tautologici sullo spazio proiettivo
DEFINIZIONE 12.1. 1l fibrato tautologico su CP" ¢ definito da
O(-1) := {([p],v) € CP" x C"*' : v € Cp}.

I1 fibrato tautologico € un fibrato lineare su CPP" (si chiama cosi perche la fibra in un punto
[p] & la retta generata da p). Infatti, se U, = {[20 : ... : 24) : 2o # 0}, @ =0,...,n, le funzioni
di trivializzazione di O(—1)|y,, sono date da

O=Dlv. 3 ([0 2n)s (W0, -, 0n)) =5 ([20 1 -+ -t 20],0a) € Uy x C.
Se p = (zp,...,2,) allorav € Cp se e solo se esiste A € C tale che v; = Az; per j =0,...,n.

Su U,, poiché z, # 0, risulta A = v, /z,. Pertanto la ¢, € invertibile con inversa:

o Qo
Us XxC3 ([20: ... zn)yaa) 225 ([20: ... ¢ 20l Z—(zo,...,zn)) € O(—1)|u,.

Le funzioni di transizione locali sono date su U, N Uz da

_ v v
Do ogoﬁl([z() st zn),vg) = @al[zo e znl, 2 (20, zn)) = ([20 1 - ¢ Zn)s —24)
<8 ~B
dunque si ha su U, N Uy
“a
Gap([20 .. 1 2)) = —.
~B
Se dotiamo U, di coordinate (z, ..., x5 1,1, 25,4, ., 2;) date da x§ = z;/z, si ha
1
(12.1) ga,@(xgw"axg) =T a
s

DEFINIZIONE 12.2. Definiamo O(1) = O(—1)*e,perk € Z
O =0(1)®...00(1) k>0,

7

con O(0) = CP" x C.

OSSERVAZIONE 12.3. Dalla definizione si ha O(m) @ O(k) = O(k) @ O(m) = O(k+m)
per k,m € Z.

In particolare se g,z sono le funzioni di transizione di O(—1) si ha che le funzioni di tran-
sizione di O(k) sono date da g ;. Dunque, nell’atlante canonico di CP" dato da {U; := {[z
. Zn41] * zj # 0}} le funzioni di transizione di O(k) sono date da

([0 2)) = (—)

<8
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OSSERVAZIONE 12.4. Sia H I’iperpiano proiettivo di CP" definito tramite {[z;

Znt1] © @121 + ...+ @py12ne1 = 0} per un certo (ay, ..., a,11) € C"™\ {0}. Liperpiano
H determina un divisore di Cartier [H| in CPP" le cui funzioni di definizione locale sull’aperto
Uj:=={[z1:... 1 2y41] : 2; # 0} sono date da

z Zn z Zn

fj(_la"'v +1) = (L1—1+ +an+1 +1

& & & %

Pertanto il fibrato lineare O([H]) ha funzioni di transizione locali date da

gag([zl:...:zn+1]):§_;:z_i_

Abbiamo percio
O([H)) = O(1) = O(~1)".
Denotiamo con Poly(C) lo spazio dei polinomi omogenei di grado k in n + 1 variabili con

coefficienti in C. Ovvero, P(z1, ..., 2yt1) € Poli(C) se P(Azy, ..., Azpy1) = NeP(21, ..., 2ps1)
per ogni A € C. Possiamo allora descrivere le sezioni globali di O(k) nel modo seguente:

PROPOSIZIONE 12.5. Lo spazio delle sezioni (olomorfe) globali di O(k) é
(1) O(CP™";O(k)) =0sek <0,
(2) O(CP™; O(k)) = Pol(C) se k >0
DIMOSTRAZIONE. Sia {U; := {[z1 : ... : z,11] : 2; # 0}} 'atlante canonico di CP"
con la triviliazzazione di O(k) descritta in precedenza. Sia s € O(CP™; O(k)) e siano {s,}

1 dati locali della sezione s rispetto a tale trivializzazione. Le s, sono funzioni olomorfe da
Uy~C"—=C.SulU,NUz #(siha

—k
21 - Antly [ Ra 2! ~ “n+1
Sal(—y ey Zay- s ) =(— sg(—, 28, ),
Za Za ZB 2B zZB

dove come al solito, 7, significa “omesso”. Guardando le espressioni sopra come funzioni da
C"! — Csiha

k. (~1 A “n+1 k. (*1 - Zn+1
(12.2) zasa(z, ey By e Za ) = z635(—ﬁ, R TR Zﬁ ).
Poiché il secondo membro della (12.2) & una funzione olomorfa su C"*! \ {Zﬁ = 0}, dal
principio del prolungamento analitico segue che (21, ..., zp41) — 2554 (2 L Zay e, ) R
olomorfa su C"*!\ {z, = z5 = 0} e dunque' & olomorfa su C™*. Poniamo
21 - Zn+1
P(2) = 2Fso (=, ... 20, ...,
()i absal 2 2

Dalla definizione di P segue che su C""1\{z, = 23 = 0} siha P(\z) = \*P(z). Per continuita
dunque P & una funzione omogenea di grado k su tutto C"*1. Sviluppando in serie di potenze

1qua si utilizza il fatto—che non proviamo—che se f ¢ una funzione olomorfa definita in un aperto meno una
sottovarieta di codimensione almeno 2, allora f si estende in modo olomorfa su tale sottovarieta
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in 0 ’equazione \*P(2) = P(\z) si ottiene allora che k > 0 e P € Pol,(C) rappresenta la
sezione s.

Viceversa, dato un polinomio omogeneo P(z1, ..., z,.1) di grado k > 0, si definisce su U,
21 N Zn41 21 Zn4-1
Sa— s Zay- ey ):=P(—,..., ).
(6% (6% Za ZCM

Essendo P omogeneo di grado k, risulta verificata la (12.2) e dunque {s,} sono i dati locali di
una sezione olomorfa di O(k).

Si verifica infine facilmente che I’applicazione da O(CP™; O(k)) — Pol,(C) & un isomor-
fismo di spazi vettoriali. U

In particolare

dime O(CP"; O(k)) = dimc Pol;,(C) = {(()mk) k>0

COROLLARIO 12.6. Siano k,m € Z. Allora O(k) = O(m) se e solo se k = m.
DIMOSTRAZIONE. Supponiamo k # m. Se O(m) = O(k), allora
O(m — k) =0(m) ® O(—k) = O(0) = CP" x C.

Ma O(0) ammette una sezione globale mai nulla mentre, per la Proposizione 12.5 il fibrato
O(m — k) per m # k non ha sezioni globali mai nulle. Quindi ¢ una contraddizione e il
risultato & provato. U

TEOREMA 12.7 (Successione esatta di Eulero). Vale la seguente successione esatta di fibrati
vettoriali su CIP":

0— O(—1) — CP" x C"*' — TCP" ® O(—1) — 0.

DIMOSTRAZIONE. Sia 7 : C"™!\ {0} — CP" la proiezione naturale 7(v) = [v]. Allora
dm, : T,(C"*1\ {0}) ~ C"** — T},;CP™ & suriettiva e

kerdm, = Cv Yo € C*1\ {0}.

Infatti, supponiamo v = (vy,...,v,41) con vy # 0 (argomentazioni simili valgono per gli
altri casi). Sia U; I’aperto coordinato di CP" contenente vettori con la prima coordinata non
nulla. Allora in coordinate locali su Uy risulta 7w(w) = (%2 2oty per w = (wy, - .., Wpy1),
wy # 0. Pertanto la matrice associata a dm, in tali base risulta essere

Lo,
-5 L 0 ... 0
1 1

(12.3) : : ’

—mlog ... 0 L
vy v1

da cui segue subito che dr, ¢ suriettivo e dm,(v) = 0. Dalla (12.3) segue inoltre che dry, =
A~'dm, per ogni A € C\ {0}. Definiamo

R: (CP" x C"") — TCP" ® O(—1),
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tramite
R([v])(a) = dmy(a) @ ([v],v).
Benché dr, dipenda da v, I’applicazione R & ben definita e dipende solo da [v], infatti
R([M])([a]) = A~ dry(a) @ ([v], ) = dry(a) @ ([v],v) = R([v])([a]).

Si verifichi per esercizio che R ¢ un morfismo di fibrati vettoriali suriettivo.
Il nucleo di R([v]) su ciascuna fibra coincide con il nucleo di dm, che come abbiamo visto
¢ Cv ~ O(—1). Da cui segue la tesi. 0

Tensorizzando la successione esatta di Eulero con O(1) e dualizzando si ottiene la succes-
sione esatta
0 — T*CP" — (CP" x C""1)* ® O(—1) — (CP" x C)* — 0.

Dalla formula del determinante si ottiene allora
n+1

Kepn = \((CP" x C")* @ O(-1)).

OSSERVAZIONE 12.8. Sia E un fibrato di rango & con funzioni di transizione {g,s} (sono
matrici k£ x k invertibili). Sia L & un fibrato lineare con funzioni di transizione {h,s} (sono

funzioni mai nulle). Allora E ® L ha funzioni di transizione h,3g4s. Il fibrato A*(E ® L) ha
funzioni di transizione date da det(hqaggag) = his s det(gap). Pertanto

k k
NE®L) =L )\ E.

Dunque si ottiene
n+1 n+1

A(CP" x ") ® O(-1)) = O(-n — 1) ® N\ (CP" x C"*1)* = O(—n — 1),
da cui

(124) K@Pn = (’)(—n — 1).

COROLLARIO 12.9. Sia S una sottovarieta regolare complessa di CP™ di codimensione
uno definita tramite {[zo : ... : z,| : P(z0,...,2,) = 0} per un certo polinomio omogeneo P
di grado k > 1. Allora

KS = O(k‘ —n — 1)|S

DIMOSTRAZIONE. Dalla formula di aggiunzione 10.3 e dalla (12.4) risulta
Ks = (O((=n = 1) @ O([5]))]s
D’altra parte, poiché
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risulta che il divisore di Cartier [S] ha funzioni di transizione (z5/ 2, )" € dunque O([S]) = O(k).
Da cui la formula. O

12.1. Scoppiamento di un punto in C"*!. Restringendo le proiezioni da CP" x C"*! sul
primo e sul secondo fattore a O(—1) abbiamo il seguente diagramma:

O(-1) —=2 ¢+

g

Cp»
Sia F = 71(0) la sezione zero di O(—1), ovvero
E) = ([p], 0).

Dunque F ~ CP".
La proiezione di O(—1) su C""! ¢ tale che
T O(=1)\ E — C"\ {0}
¢ un biolomorfismo. Questo puo essere visto facilmente notando che
O(=1)={([z0:---: 2al, (Vo, ..., v,)) € CP" x C" : zjuy, — zv; = OV, k}

e dunque se v; # 0 per qualche j, esiste un unico [p] € CP” tale che ([p],v) € O(—1) e
mo([p], v) = v. Oppure, considerando la mappa

r:C"\ {0} = O(-1)\ E,

definita tramite r(v) = ([v],v), si vede facilmente che r ¢ olomorfa ed ¢ I’inversa di 72|o(—1)\£-
Calcoliamo 75 in coordinate locali. Consideriamo Uy = {[zo : ... : 2] : 29 # 0} C CP"
(sugli altri aperti il ragionamento & simile). Dunque, (7; ' (Up), @o) & una carta locale di O(—1)
definendo @y : m; *(Up) — C™*! tramite
= (. — (A Zn
©o(lz0 : -+t 20, (Vo, ...y Un)) ZO,...,ZO,UQ).

L’inversa ¢ data da

S0t (@, o, N) = (Lray w2, 2)).
Di conseguenza la proiezione 7, : O(—1) — C"*! nella carta locale (7, ' (Up), o) & data da
(12.5) T 0 Qo (w1, .. 0, A) = (N, A2q, .., ATy,

).
Si noti che, in queste coordinate locali, risulta Go(E N 7y (Up)) = {(x1,..., 20, \) € C*FL
A =0}

DEFINIZIONE 12.10. La coppia (O(—1),73) si dice lo scoppiamento di C"*! in 0 e la
sezione nulla £ si dice il divisore eccezionale.
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Ovviamente, a meno di cambiamenti affini di coordinate, si pud scoppiare ogni punto di
C™*L. Pili in generale, se M & una varieta complessa di dimensione n e p € M, si definisce una
nuova varieta complessa, M, detta Io scoppiamento di M in p nel modo seguente. M & definito
come insieme dall’unione disgiunta di M \ {p} e CP". Per dotarlo di struttura olomorfa, si
considera un atlante {U,, } tale che esista una sola carta, diciamo Uy, che contiene p € Uj. Se
@o : Uy — V' C C™ ¢ una carta locale tale che ¢o(p) = 0, si dota Uy \ {p} U CP™ della struttura
olomorfa ottenuta imponendo che la biiezione naturale

@0 : Up \ {p} UCP" — m, (V) C O(-1),

definita da Go(2) = 5" (00(2)) = ([0(2)], o(2)) per = # pe Go([v]) = ([v], 0) per [v] € CP™,
sia un biolomorfismo. Il resto dell’atlante di M & formato dalle altre carte {U, }n.o. Poiché
fuori dal divisore eccezionale si ha un biolomorfismo tra ;' (V) \ E e V' \ {p}, & chiaro che i
cambiamenti di carta dell’atlante {U, } sono olomorfi e danno una struttura di varieta complessa
aM.

Sia U C C” un aperto contenente 0. Sia f € Ocn(U). Sia S = {z € C" : f(z) = 0}.
Allora S si dice una ipersuperficie (possibilmente singolare). Definiamo la trasformata stretta di
S mediante scoppiamento nel punto O, indicata con S, come la chiusura topologica in O(-1)
di ;'S\ {O}).

Si puo dimostrare che se n = 2 e S & una curva con singolarita in O, allora con un numero
finito di scoppiamenti si desingolarizza S. Ovvero la trasformata stretta di .S dopo un numero
finito di scoppiamenti ¢ una curva non singolare che ¢ biolomorfa alla curva S tranne un numero
finito di punti.

ESEMPIO 12. 11 A titolo di esempio calcoliamo la trasformata stretta della cuspide S :=
{(z1, 22) € C? : 22 — 22 = 0} tramite lo scoppiamento di C? in (0,0). Per la (12.5), nella
carta (7 (UO),ch) la proiezione mp : O(—1) — C? & definita da my(x, \) = (A, Az). Sia
f(21,22) = 2} — 23. Poiché p € O(—1)|,-1(1,) appartiene a , ' (S) se e solo se f(ma(p)) = 0,
si ha @o(my1(9)) = {(\, ) € C% : X2\ — 2%) = 0}. Sappiamo che Go(E N 7, (Up)) =
{(\,x) € C?: X =0}, dunque, $o(p) = (A, ) € Go(m5, ' (S\{(0,0)})) se e solose A —z% = 0.
Pertanto, essendo la funzione (), z) — A — z? olomorfa, risulta

Zo(SNaTH(U) = {(\z) e C?: X — 2% =0}.
In particolare si noti che tale curva & regolare e $y(S N E) = {(0,0)}.
Ragionando in modo simile per I"altra carta di O(— ) data da ($;, 7, *(U;)) dove la proie-

zione ¢ definita da 7o (A, :17) (Ax, \), si ottiene gpo(Sﬂﬂl (Uh)) ={(\,z) € C? : \x—1 = 0}.
In particolare S N E N7y }(U;) = (), e dunque S & non singolare.

ESERCIZIO 12.12. Trovare la trasformata stretta mediante lo scoppiamento di C? in O delle
curve

(1) {(z1, 22) : 4 =az3},a €C,
(2) {(21,22) : 21 =z},
(3) {(21,22) : 2 = 23}
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13. Strutture quasi complesse

Sia M una varieta complessa di dimensione complessa n. Si pud considerare M® come
una varieta (analitica) reale di dimensione reale 2n mediante la struttura reale soggiacente ot-
tenuta identificando C" con R?". In termini di coordinate locali, se {(Uy, 2, ...,2%)} & un
atlante olomorfo di M, si ottiene un atlante analitico reale di M® tramite le carte definite da
{(Ua,Rezf, ... RezZ Imz2¢, ... Imz2)}.

Per ogni p € U,, I'insieme {%(p), e %(p), %(p), e %(p)} ¢ una base di 7, M®,
dove, abbiamo denotato con x5 := Re zo‘ Y = Imzg.

SepeU,N Ug, denotiamo con la matrice n X n la cui entrata di posto (k, j) & zz—g, e
similmente 2 a S, etc. J

Ricordando che, per le equazioni di Cauchy-Riemann, g = —g“’CTZ e ?’73 a 927 le funzioni

di transizione di 7M™ sono quindi

N oz  Oxz“ oz ox™
T M o8 8y3 _ oxB 9yP

(131) ga,B - gy*  Oy* | — | _ 9z~ 8%
0z8  GyB oyP  0xP

Allo stesso tempo, si pud considerare 1’insieme (7'M )® dato dall’unione disgiunta degli
spazi vettoriali reali (7, M )%, ottenuti restringendo a R la moltiplicazione per scalari complessi
in T),M, al variare dip € M.

LEMMA 13.1. Sia M una varieti complessa di dimensione complessa n. Allora (T M)® ¢
un fibrato vettoriale reale di rango 2n su M¥, isomorfo a T M~.

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo coordinate locali olomorfe (21, . . ., z,) su un aperto coordina-
to U di M. Allora, per ogni p € U, {%(p), ce %(p), i(%(p), . ,z’%(p)} ¢ una base su R

di (T, M)®. Questo permette di definire delle trivializzazioni locali di (7'M )%, ottenute tramite

9
(T,M)® > Z)\jgg?) — (p; (ReAq,...,Re Ay, ImA, ..., Im\,)) € U x R*™.
j=1 J

Come al solito, si definisce su (T'M)¥ la topologia meno fine che rende tali mappe degli
omeomorfismi.
Cambiando coordinate locali su M, scriviamo 2§ = z§'+iy; per la naturale decomposizione

in parte reale e parte immaginaria, 7 = 1,...,n, e similmente per zﬂ Denotiamo con 227 la
matrice n X n la cui entrata di posto (k, j) g 5 e similmente 2 oy 927 etc, denotano le rlspettlve
matrici n X n. Poniamo A* := (A}, ..., A%, a® := Re A\*, b* := Im \“. Allora, abbiamo

0z
(13.2) A= N

028



Filippo Bracci - Teoria dei Fibrati

13. STRUTTURE QUASI COMPLESSE 85
Ricordando che, dalle equazioni di Cauchy-Riemann si ha

Oz 1[0z 0z 1 (0xy  Oyy Oxp  Oyp
27 2\af 9f ) T2\ 5 T T el T 9
“j Lj Yj Lj Lj Yj Yj

J

L (oxy  Oyy Oy Oxy _ Oxy Oy
“o\a st st \ s 58] )T 58 s
2\ ox] 0y dx; Oy, dx; Oy

J

risulta dalla (13.2),

ox® ox® ox® ox®
o o B B o B 3
a® + b = a’ + yb+z( 8y5a +8x5b)'

(Re)\a): ‘38—5 §7 .(Re)\ﬁ)
Im A —5% 95 \Uma?

90 ou”
Da qui segue subito che le funzioni di transizione di (T'M)® sono date da ( 018, ggi).
S oyF 0af
Pertanto (7'M )® & un fibrato vettoriale reale su M® di rango 2n isomorfo a TM™ per le (13.1).
U

In altri termini,

OSSERVAZIONE 13.2. Dalla dimostrazione precedente segue che, fissate coordinate olo-
morfe (21, ..., 2,) inunintornodip € M, se v = E?Zl[aj%(p) + bjiz2(p)] € (T,M)¥, con
J J
a;,b; € R, I'isomorfismo tra (T'M)* e TM*¥, & dato da
- 0 0

R R _ Y L R
(13.3) (T,M)® 3 v % = ]Zl[aj o) (p) +b; » (p)] € T,M*®.

La moltiplicazione per ¢ su ogni spazio tangente 7,,M/ definisce un endomorfismo J, :
(T,M)® — (T,M)" tale che J? = —id. Per il lemma precedente, questo definisce un endomor-
fismo (che chiamiamo ancora) .J, : T,M®™ — T, M* tale che J? = —id. Tale endomorfismo si
dice una struttura quasi-complessa su T, M®. Si verifica facilmente che

M > p s J, € Hom,(TM®, TM¥)

& una sezione C™ globale J di Hom(T M® T M®) [in effetti basta provare che & una sezione
liscia di tale fibrato, si verifica direttamente in coordinate locali, farlo per esercizio].

OSSERVAZIONE 13.3. Se (z1,. .., 2,) sono coordinate locali olomorfe in un intorno di p,
dalla (13.3) segue subito che Jp(a%j(p)) = aiyj(p) e Jp(aiyj(p)) = —%(p),j =1,...,n.

Si consideri il fibrato banale M x C, visto come fibrato reale banale di rango due, e si
definisca il prodotto tensoriale di fibrati vettoriali reali

TMR*®C:=TM*® (M x C).
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Si noti che TM® ® C & un fibrato vettoriale con fibra complessa di dimensione complessa 2n.
La struttura quasi complessa J,, determina un endomorfismo naturale

Jy:TM*®@C — TM* ®C,
definito sugli elementi semplici tramite
J;C(v ® a) = J,(v) ® a.
Dunque ¢ determinato una sezione liscia J© € Hom(TM® @ C,TM® @ C).

Poiche per ogni p € M siha (J)? +id = 0, il polinomio minimo di J; & 2* + 1, che si
spezza in due fattori lineari, (x — i)(x + ¢). Denotiamo FE. (i) e E,(—i) gli autospazi di J; in
TMF ® C e denotiamo con E(i) = |,y E-(i) e E(—i) = U,y E-(—0).

11 fibrato vettoriale 7M® @ C ammette un automorfismo naturale dato dal coniugio, definito
sugli elementi semplici tramite v ® a := v ® @. Dunque, se X = Y v; ® a; € E(i) si ha

ZJ<Uj) ®O[j = J(C(X) = ZX = Zvj ®iaj,
da cui coniugando

Y I ea;=JX) = -iX =) v ®—id;.

Da questo segue che E(i) = F(—i). Dunque E(i) e F(—i) hanno lo stesso rango (complesso)
pari a n. Da cui segue che il rango di Jf + 4id & costante in p e pertanto E(i) e F(—i) sono dei

sottofibrati vettoriali di TM® © C.
Definiamo
TMY .= B(i), TM" := E(-i).
Dunque
TMR®C=TMY e TM,
con TM1O = T MO,

LEMMA 13.4. T M é isomorfo come fibrato vettoriale C*° con fibra complessa a T ° M.

DIMOSTRAZIONE. Sia v € T'M,,. Si definisce ¢ : TM — T*OM tramite
1
p(p)(v) = Zl" @1 = () @i,

dove abbiamo denotato con v™ I’'immagine di v in 7, M®. Si verifica che ¢ & effettivamente una
sezione liscia di Hom(T'M, T M"?) (in particolare ¢ liscia ed & C-lineare sulle fibre). Si ha

Fe@)) = 5[ © 1 J(F) @ = () &1+ F @]

_ 5[ ® 1 — (JoF) ®1] = ip(p) (v).

Ora, supponiamo ¢(p)(v) = 0. Pertanto v* @ 1 = (Ju®) ® 7. Ma allora
—(J*)@i=(JR)@i=1Rel=1"®1=(J0") i
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che implica Ju®R = 0, ed essendo .J un isomorfismo, si ha v® = 0, ovvero v = 0.
Dunque Kerp(p) = 0 per ogni p e ¢ € Iisomorfismo cercato. O

OSSERVAZIONE 13.5. Per costruzione, 7'M ¢ un fibrato olomorfo di rango complesso n,
mentre T MY e TM%! sono fibrati complessi (cioé di classe C*°) con fibra complessa e di
rango complesso n.

OSSERVAZIONE 13.6. Se (z1, ..., z,) sono coordinate locali olomorfe in un intorno di p €
R
M, dalla (13.3) si ha che <a%-(p)> = %(p). Pertanto, tenendo conto dell’Osservazione 13.3,
il vettore % (p) € T,M corrisponde nell’isomorfismo dato dal lemma precedente al vettore
J
0 1,0

0 : 1,0
= 5(8—%(19) ®1—-—(p)®i) € T,M"".

9y;

DEFINIZIONE 13.7. Sia N una varieta reale. Se esiste J € Hom(T'N, T'N) tale che J? =
—id, si dice che (IV, J) & una varieta quasi complessa.

Se N = M® ¢ la struttura di varieta analitica reale soggiacente ad una struttura di va-
rieta complessa e J ¢ la struttura quasi complessa naturale, si dice che J € una struttura quasi
complessa integrabile.

@(p)(a—%(p))

OSSERVAZIONE 13.8. Se (/V, J) ¢ una varieta quasi complessa, allora dimg N = 2ne N &
orientabile (provarlo per esercizio).

OSSERVAZIONE 13.9. Se ([N, J) € una varieta quasi complessa si puo ripetere la precedente
costruzione e scrivere TN @ C = T'ON TN con TH°N = TO1 N, essendo TN e TO' N
i sottofibrati vettoriali di TN ® C con fibra complessa data dagli autospazi di J.

DEFINIZIONE 13.10. Sia (/V, J) una varieta quasi complessa. Si definiscono i fibrati vetto-
riali con fibra complessa
TN?:=TN"®...@ TN""9 TN ©...@ TN

~ ~~

p q

Risulta ovviamente
TN®"@C=(TN®C)*" = TN
ptq=m

Si possono poi definire i fibrati delle (p, 0)-forme e delle (0, ¢)-forme nel modo seguente:

/\N = N\(TNY), /\N = NN

Poiché T'ON & un sottofibrato vettoriale di TN ® C, si ha un naturale morfismo iniettivo di
fibrati vettoriali A" N — AP(TN ® C)*. Similmente, si ha un naturale morfismo iniettivo
AN — AYTN ® C)*. Pertanto si pud definire il fibrato delle forme di bigrado (p, q) (o
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(p, q)-forme) come il sottofibrato di AP*(T'N ® C)* generato da A\"° N A A®? N. In altri
termini un elemento 7 € A”? N & tale che 7(v) = 0 se v & T NP4,
Risulta

m

NITN)@C= /\TN*@(C @/\N

pt+q=m

13.1. Espressioni in coordinate locali. Sia M una varieta complessa di dimensione n, U

una carta locale con coordinate locali (21, . .., z,). Allora M R ha coordinate locali su U date da
(T1,...,%Tn, Y1, ., Yn), dove abbiamo posto C" = R?" ponendo z; = x; + iy;.
Su U una base locale di 7'M ¢ data da { 821 cee a(z } mentre una base locale di T'M®
su U ¢ data da {ai,...,ai,ai,...,a e T,M® ® C su U ha una base locale data da
P o ol e o i
{%@91,...,%@1,@@1,..., 3, © 1}

Sia p € U. Osserviamo che T,,M ¢ lo spazio delle derivazioni dei germi di funzioni olo-

morfe in p, in particolare (per il momento) ¢ ben definito % f solamente per funzioni olomorfe
J

f - OM@.

Mentre T, M*® & lo spazio delle derivazioni dei germi di funzioni C™ a valori reali in p,
CIOV?R,IJ'

Possiamo identificare 7, M™ @ C con lo spazio delle derivazioni dei germi di funzioni C*
a valori complessi in p. Infatti, Se f : U — C ¢ una funzione C'*°, scriviamo f = a + ¢b. Allora
per un elemento semplice v ® a € T, M® @ C si definisce

(v @ a)(f) := a(v(a) + iv(b)).

Dr’altra parte se v ¢ una derivazione di germi di funzioni C* a valori complessi in p, si ha

0 0
UZZQja—%®1+Zﬁja—%®l

con o; 1= v(x;) e f; := v(y;) numeri complessi.

Similmente, 7'M * ha una base locale su U data da {dz, ..., dz,}, mentre (TM®)* ha una
base locale su U data da {dz,...,dz,,dy, ... ,dy,} e (TM®)* @ C ha una base locale su U
datada {dz, ®1,...,dz, ® 1,dypy ®1,...,dy, ® 1}.

Ora, se f € Oy, il suo differenziale df : 17,M — C, definito tramite df (v) := v(f)(p) per
v € T,M, &un elemento di T"M*. Utilizzando il fatto che T M*®C & lo spazio delle derivazioni
dei germi di funzioni C'*° a valori complessi, possiamo dunque definire un operatore C-lineare
(df R ®1 e (TM®)* ® C tramite ((df)® @ 1)(v) := v(f)(p) per ogni v € TM® @ C. Pertanto

(@) & V(5 &) = (o)) = 52 =

B 0 0z;

(@) & (5 o1 = (7)) = 52 =]
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che implica
(dz)* @1 = (dv; ® 1) +i(dy; @ 1).
Dalla Osservazione 13.6, si ha che

i (w0 G- 0)) =3

In genere, con un leggero abuso di notazione, si omette di scrivere ®1, e si scrive

0 0 1, 0 0
— = — = —(z— —1=—) dz; =dx; +idy,.
9z, Sp(p)(azk (p)) 2(81;]- ayj) j j Yj
In tal modo, I’operatore % viene esteso ad una derivazione di funzioni a valori complesse ma
J
non necessariamente olomorfe. Da ora in poi ometteremo di scrivere ®1 quando non necessario.

Dal Lemma 13.4, segue che {8%1, ..., 22} sono una base di TM"°. Essendo TM0 =

* Dz
T M, risulta quindi che, ponendo per j = 1,...,n,
0 9 1,0 .0
— = =—(=—4+i—).
8Zj aZj 2 81']‘ 8yj
{32, ..., 5=} eunabase di TM* e {;Z,... 2 ;2 ... 52} eunabasedi TM* ©C.
La base duale ¢ {dz1,...,dz,,dz,...,dz,}, con dzZ; := dx; — idy;.
Dunque le sezioni C'*° locali di T"M™? sono espresse su U da

> P A A S .
jrojpre i & - Q@ 57— — —
Jdot 8,2]-1 8ij 8sz+1 3ij+q

dove aj;,. ;,,, : U — C sono funzioni C°. Similmente, le sezioni €' locali di A" M sono
espresse su U da

(134) ijl,__jpﬂdzjl /\/\dZ]p A dZ; /\/\dEJ

Jp+1 p+q

dove b; : U — C sono funzioni C*°.

1--Jptq

OSSERVAZIONE 13.11 (Equazioni di Cauchy-Riemann). Sia f : U — C una funzione
C*. Si ha che f & olomorfa se e solo se df ¢ C-lineare. Ovvero df, : T,M — C ¢ tale che
df,(iv) = idf,(v) per ogni v € T,M. Vedendo df come elemento di (TM®)* @ C, questo
significa che f & olomorfa se e solo se

(13.5) df o J© =idf.
Scrivendo f = a + b, nelle coordinate locali scelte, risulta
da da ob ob
df =d db = —dr; + —dy; + i(=—dz; + —dy;
If =da+i ZL%]- xj—l—ayj yj—i-z(axj xj+ayj yj)},

e dalla (13.4)

da da ob ob
(C fr— —_—— . — . ) —_—— . — .
df o J- = E { 9, dw; + o, dy; +i( a0, dw; + I, dy])l :
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Dunque (13.6) si ha che f & olomorfa se e solo se
da

b _ da

Oz Oy;
dz;

o6 _
Jy;
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CAPITOLO 3

Campi di vettori, foliazioni e forme differenziali

1. Campi di vettori e parentesi di Lie

DEFINIZIONE 1.1. Sia M una varieta. Sia U C M un aperto. Un sezione v € C*°(U; T'M)
si dice un campo di vettori su U.

OSSERVAZIONE 1.2. Lo spazio vettoriale C°°(U; 7'M ) ¢ un modulo su C37(U). Ovvero,
se f € C(U)ev € C®°(U;TM), allora fo € C®°(U;TM) e soddisfa tutti gli assiomi di
modulo su un anello.

Se v & un campo di vettori su U e f € C(U), allora si puo definire una nuova funzione di
classe O data da v(f) := v(x)(f) € C37(U). In particolare, se f € Cf7,, e v & un campo di
vettori definito in un intorno di p, risulta ben definito il germe v(f) € Cf; . Pertanto, se w € un
altro campo di vettori definito in un intorno di p, si puo definire lo scalare w(p)(v(f)) (ovvero
la derivazione in p del germe v( f) tramite il vettore w(p)).

Se v,w € C*(U; TM) si definisce allora un nuovo campo di vettori [v, w] € C(U; TM)
tramite la formula

[0, w](p)(f) = v(p)(w(f)) —wp)((f)) Ve,

DEFINIZIONE 1.3. Se v,w € C®(U;TM), il campo di vettori [v,w] € C®(U;TM) si
dice la parentesi di Lie di v, w.
Dalla definizione segue immediatamente che la parentesi di Lie soddisfa alle seguenti pro-
prieta:
(1) [v,w] = —[w,v] per ogni v,w € C>*(U;TM),
(2) [+ pv',w] = Av, w] + p[v', w] per ogni v, v',w € C*(U; TM), A\, n € R,
(3) (identita di Jacobi) [u, [v, w]]+[v, [w, u]]+[w, [u, v]] = 0 per ogni u, v, w € C>(U; TM).

DEFINIZIONE 1.4. Uno spazio vettoriale V' munito di una forma bilineare antisimmetrica
che soddisfa I’identita di Jacobi si dice una algebra di Lie.

OSSERVAZIONE 1.5. C*°(U;T M) ¢ dunque un’algebra di Lie.

Notiamo che se f € C3(U) e se v, w sono campi di vettori su U, allora per p € U risulta

(1.1) [fo,w](p) = f(p)[v, w](p) — dfy(w(p))v(p).

91
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Infatti, presa una funzione h € C*°(U), risulta

(
[fv, wl(p)(h ) (f(p)o(p)(w(h)) = w(p)(f - v(h))
F)o(p)(w(h)) — f(p)w(p)(v(h)) —w(p)(f) - v(p)h.

Se U ¢ una carta locale di M con coordinate {z1,...,z,} allora v(p) = > a;(p )31;3 (p) e
w(p) =>_b; (p)a%j(p). Notiamo che
o 0
(1.2) =0 V5,k=1,...,n.

[855] ox k]
Pertanto dalla (1.1) e dalla (1.2):

o 0
Zaﬂa b (%k %;a”ax g

k

B ob,, 0 da; 0\ ob; da 0
Z ( T Ox; Oxy, bk@mk &'Ej) B ; [; (akﬁxk bk@xk)] oz

OSSERVAZIONE 1.6. Si noti che [v,v] = 0 per ogni campo di vettori v

1.1. Flusso di un campo di vettori. Sul fibrato tangente 7R di R consideriamo come base
di sezioni globali la sezione R > s — 2(s), data da 2 (s)f = %ff)\tzs per ogni funzione f di
classe C'*° vicino a s.

TEOREMA 1.7 (flow-box). Sia X un campo di vettori su una varieta M. Per ogni p € M
esistono € > 0 e U C M un aperto contenente p e una funzione di classe C'™°

O (—€,6) xU — M,
tale che ®(0,q) = q e, per ogni q € U fissato,

0
(1.3) d¢<"q))3(§(8)) = X(P(s,q)), Vse€ (—¢e€),
e ®(s,) : U — ®(s,U) e un diffeomorfismo per ogni s € (—¢,€). Inoltre, ® & unico nel senso
seguente: se V e un intorno aperto dip, € > 0e ® : (—€',€') x V.— M ¢ una funzione C'*
tale che ®(0,q) = q, per ogni q € V fissato, soddisfa la (1.3) e ®(s,-) : V. — ®(s,V) e un
diffeomorfismo per ogni s € (—€',€'), allora ® = ® su (— min{e, €'}, min{e,€'}) x UNV.

DIMOSTRAZIONE. Sia P € M. Date coordinate locali (V, ¢) in M, p € U e posto p(q) =
(x1(q), ..., zn(q)) per g € U, risulta

Z a4(a (%J
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per opportune funzioni a; € C°°(V'). Supponiamo che la funzione & esista. In tali coordinate
locali, scriviamo @ (s, q) = (z1($), ..., zn(s)) = z(s). Dunque, la (1.3) diventa

> 250 O (a(s)) = (- a)a((s) = X(als)) = > a5 5(9) 5 (2(5))

j=1

con z(0) = 0. Questo corrisponde al problema di Cauchy dato da

Ox;(s .
{5—30 =a;(z(s)), j=1,...,n

Per il teorema di esistenza e unicita della soluzione del problema di Cauchy con dipendenza dai
dati iniziali, esistono ¢ > 0, un aperto U in R” contenente ¢ (p) e una funzione ® : (—e, €)xU —
R” di classe C* tale che z(s) = ®(s, (q)) & I'unica soluzione del precedente problema di
Cauchy e verifica tutte le proprieta richieste.

Posto U = o 1 (U) e ®(s,q) = o~ 1(P(s,p(q))), il teorema & dimostrato. O
Per una discussione del teorema flow-box su spazi di Banach complessi si veda [1, Cap. 4].

DEFINIZIONE 1.8. Sia M una varieta. Dato X un campo di vettori su M e p € M, la
funzione @ : (—e¢,€) x U — M definita dal Teorema 1.7, si dice il flusso locale di X in p.

Si noti che, per I’unicita del flusso locale, vale, dove ha senso
(1.4) O(t+5,q) = (L, D(s,9)).

PROPOSIZIONE 1.9. Sia M una varieta. Sia X un campo di vettori su M e p € M tale che
X(p) # 0. Allora esistono coordinate locali (U, (z1, . .., z,)) conp € U tali che X (q) = a%1((1)
perogniq c U.

DIMOSTRAZIONE. Sia (U, ¢) una carta locale di M, p € U, con coordinate locali p(q) =
(x1(q),...,zn(q)). Poiché X(p) # 0, a meno di restringere U e cambiare ’ordine delle

?]oordinate, si puo supporre che {X(q), %(q), e %(q)} siano linearmente indipendenti su
Fissiamo p € U. A meno di traslazioni possiamo supporre ¢(p) = (0,...,0). Sia T :=

{(¢ € U : z1(q) = z1(p) = 0}. Si noti che T" & una sottovarieta regolare di U di codimensione
1. Inoltre, per costruzione, p € T e, per ogni g € T risulta ©(q) = (0, 22(q), ..., z,(q)).

A meno di restringere U, possiamo supporre che il flusso locale ® di X sia definito su
(—€,€) x U. Poiché ®(0,-) = id, esistono ¢ > 0 e un aperto U’ C U taliche p € U' e
O(t,U") C Uperognit € (—€,€). SiaT' =TNU esiaV = ¢(T"). L’insieme V' & un aperto
in p(U") N {z € R" : z; = 0}, e quindi puo essere pensato come un aperto di R"~1.

Definiamo 1 : (—¢/,¢') x V' — M tramite

77<t’ Yty - - - ;yn—1> = Cb(t’ gp_l(()? Yi, - .- 7yn—1))‘
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Poiché
dno(2) = dB( o0, . 0))o(2) = X(p)
To at — y P PN Oat - p
eperj=1,...,n—1
0 5, 0 0
dno(=—) = d®(0, 00,41, .. ., Yn-1))o(=—) = (dp  )o(=—) =
T]O(ay]) ( , P ( y Y1, » Y 1))0(ay]) ( @ )O(ay]) axj+1a

ne segue che dn ¢ un isomorfismo. Pertanto, a meno di restringere V' e prendere € pil piccolo,
per il teorema della funzione inversa, 7 ¢ un diffeomorfismo sull’immagine. Dunque, W :=
n((—€,€) x V) &un aperto di M e (W, 1) & una carta locale di M.
Si noti che, per costruzione, se ¢ = n(t, y1,...,yn) € W
0 0 0

_(Q) = dﬂn‘%l)(&) = d(I)(~, 9071(07917 R 73/7171))1‘/(&)

= (q)(tvgpil(oayla"'vyn—l)) :X<Q)7
e il risultato & provato. U
PROPOSIZIONE 1.10. Sia M una varieta e sia X un campo di vettori su M e sia © :

(—€,€) x U — M il suo flusso locale in un punto p € M. Allora per ogni s € (—e¢,e) eq € U
risulta

d®(s,-)q(X(q)) = X(®(s,q)).
DIMOSTRAZIONE. Sia f una funzione C'* vicino a ®(t, q). Allora

AB(s, ) (X(@)f = X(a)(f 0 8(s,) = (- g)ol O)(f 0 0(s, )
= Opons et o) P Lo a(s + 1ol
= (0 00t a))limy = 00, q)u (5 (5))f = X(B(s, ),
e la proposizione ¢ dimostrata. U

2. Foliazioni e il teorema di Frobenius

DEFINIZIONE 2.1. Sia M una varieta di dimensione n. Una foliazione (non singolare) F e
dimensione m < n ¢ il dato di un atlante {(U,, p,)} di M tale che le carte locali ¢, : U, —
R™ x R"™™ verificano la seguente proprieta. Per ogni U, NUsz # (), siano (z,y) € R™ x R"~™.
Il cambiamento di carta ,, o @51 c0a(Us NUg) = pa(Us NUR) & del tipo

2.1) Pa 00y (2,y) = (has(z,1), 9as(¥)),

dove (z,y) — hap(z,y) € R™ e diclasse C® e (x,y) — gap(y) € R"™ & di classe C™ e
dipende solo dalle variabili y.
L atlante {U,, ¢, } si dice un atlante foliato di F.
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Cambiando C*° con C* o olomorfo si ottiene la nozione di foliazione di classe C* o
foliazione olomorfa. Nella seguente trattazione considereremo solo foliazioni di classe C*°.
Definiamo adesso le “foglie” di una foliazione:

DEFINIZIONE 2.2. Sia M una varieta di dimensione n. Sia F una foliazione su M di
dimensione m, e sia {(U,, ©)} un atlante foliato. Sia y, € R"~"™. Sia

Pa(yo) == ¢, (Rm X {yo} N pa(Ua))

e supponiamolo non vuoto. Le componenti connesse per archi { PZ(yo)} di P,(yo) si chiamano
placche di F.

Si osservi che le placche di F sono sottovarieta regolari di M (si veda la Sezione 7 del
Capitolo 1).

Si noti che ogni p € U,, appartiene ad esattamente una placca P?(y,). Inoltre, se (Uy, ¥a)
e (Us, p) sono carte dell’atlante foliato di F tali che p € Uy, N Uz e p € Pi(yo), p € Pf(yp)
allora per la (2.1) risulta yo = ga5(yp) €

P(yo) N Us = P5(yo) N Vs

E dunque ben definita la seguente relazione di equivalenza su M: x ~ ¥ se esistono k
placche Py, ..., Pytalichex € P,y € Poe PN Py #Operj=1,...,k—1

DEFINIZIONE 2.3. Sia M una varieta e sia F una foliazione su M. Dato p € M si definisce
la foglia di F per p tramite

F,={qeM:p~q}.

Nonostante le placche di F siano sottovarieta regolari di M, le foglie di F non sono in
generale sottovarieta regolari di M (potrebbero infatti essere dense in M). Perd sono sempre
sottovarieta immerse, infatti vale

PROPOSIZIONE 2.4. Sia M una varieta di dimensione n e sia F una foliazione su M di
dimensione m. Sia F una foglia di F. Allora esiste una varieta F' di dimensione m e una
immersione f : F — M tale che f (F ) = F. In particolare, ogni foglia di F ¢ una sottovarieta
immersa di M.

DIMOSTRAZIONE. Poniamo F := F' come insieme.

Sia {U,, ¢} un atlante foliato di F. Sia « tale che F N U, # 0. Sia P C U, una placca
appartenente a F'. Scriviamo ¢, (p) = (24, ys) € R™ x R"™. Risulta dunque per definizione
che ¢, (P) & una componente connessa di {(z4,¥a) : Ya = Yo} per qualche yo € R"™™.
Dunque z, : P — R™ ¢ una biiezione sulla immagine che & un aperto di R” N {y, = yo},
quindi identificabile con un aperto di R™. Dotiamo F della topologia meno fine che rende le
{z,|p} degli omeomorfismi. In particolare, le placche sono degli aperti di F'. Sinoti che F' &
Haudorff e a base numerabile.
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Dotiamo F' dell’atlante definito da {PW, 777}, dove le P, sono le placche di F' e, se P, C U,,
denotiamo con 7, la restrizione di x, a P,. Per le (2.1), 1 cambi di carta in tale atlante sono di
classe C*, e dunque F' & una varieta di dimensione m.

Sia poi f : F — M la funzione che ad ogni punto p € F associa il corrispondente punto
p € F. Tale funzione & chiaramente iniettiva. Sia p € F.. Siano (P, n) coordinate locali su F
come sopra, con p € P, esia « tale che P C U, (qua stiamo identificando come insiemi /' e B).

Allora, se P ¢ la placca corrispondente ad una componente connessa di {(Zq, Ya) : Yo = Yo}, Si
ha

wa(f(n~'(2))) = (2, 10).

I1 che prova che f ¢ di classe C'™° e il suo differenziale ¢ iniettivo. Pertanto f € una immersione
e [ ¢ una sottovarieta immersa in M. U

PROPOSIZIONE 2.5. f : M — N una sommersione tra due varieta. Sia n la dimensione di
M e k la dimensione di N. Allora | determina una foliazione di dimensione n — k su M le cui
foglie sono date da { f = const}.

DIMOSTRAZIONE. Poiché per ogni p € M il differenziale df,, ha rango costante, utilizzan-
do il Lemma 7.7 del Capitolo 1, si costruisce un atlante {U,, ¢, } di M e un atlante {V,,, 7, } di
N tale che
Nao foor (x1,...,x0) = (T1,...,2p).
Pertanto, risulta che {U,, ¢, ) } soddisfala (2.1), ponendo & = (xp11,...,2,) ey = (1,...,Tm)
(verificarlo per esercizio). U

In particolare, ogni fibrato (E, M, 7) determina una foliazione su F data dalla sommersione
m: E— M.

DEFINIZIONE 2.6. Sia M una varieta. Una distribuzione V' su M dirango r € un sottofibrato
di T'M di rango r.

In altri termini, una distribuzione V' su M di rango r & il dato di un ricoprimento aperto {U,, }
di M e di r campi di vettori v¢, ..., v% su U, tale che, per ogni p € U,, {v}(p),...,v>(p)} e
una base di V.

PROPOSIZIONE 2.7. Sia M una varieta e sia F una foliazione su M di dimensione m.
Allora esiste una unica distribuzione V' su M di rango m tale che per ogni p € M, posto F' la
foglia di F passante per p, risulta T, " =V,

DIMOSTRAZIONE. Sia {U,, ¢, } un atlante foliato di F. Dato p € U,, si definisce V,
come il sottospazio vettoriale di 7, M/ generato da { ag (p),..., 82”‘ (p)} (ovvero, V, & lo spazio
1

tangente alla placca di F in U, contenente p). Per le (2.1), lo spazio V}, non dipende da .  [J

Se F ¢ una foliazione su M, ’unica distribuzione V' data dalla Proposizione 2.7 si denota
con T'F e si dice il fibrato tangente alla foliazione F.
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DEFINIZIONE 2.8. Sia M una varieta. Una distribuzione V' su M si dice integrabile se
esiste una foliazione F su M tale che V =T F.

Le distribuzioni integrabili si caratterizzano tramite il teorema di Frobenius. Prima di vedere
tale teorema, diamo un’altra definizione.

DEFINIZIONE 2.9. Sia M una varieta. Una distribuzione V su M si dice involutiva se
[V,V] C V. Ovvero, per ogni coppia di sezioni v,w di V, risulta che [v,w] & ancora una
sezione di V.

In particolare, dall’Osservazione 1.6 segue subito che ogni distribuzione di rango 1 ¢ invo-
lutiva.

TEOREMA 2.10 (Frobenius). Sia V' una distribuzione di rango r su una varieta M. Allora
V' é integrabile se e solo se é involutiva.

DIMOSTRAZIONE. Se V ¢ integrabile, esiste una unica foliazione F tale che V' = T'F.
In particolare, utilizzando un atlante foliato {U,,, ¢, } per F, risulta che V' & generato su U,
dai vettori {%(p), ce %(p)}. Dunque ogni coppia di sezioni v, w di V su U, ¢ una com-
binazione lineare di %, . % con coefficienti funzioni C*°. Dalla (1.2) segue subito che
[v,w] € C*(U,, V) e dunque V' & involutiva.

Viceversa, supponiamo che V' sia involutiva. Proviamo il teorema per induzione sul rango
diV.
V' di rango 1. Supponiamo V' abbia rango 1. Per ogni punto p € M esiste un intorno aperto
U di p e un campo di vettori v su U tale che V, & generato da v(p) per ogni p € U. Per la
Proposizione 1.9, possiamo dunque definire un atlante {W.,, (2, ..., 2)} di M tale che, se
q € W,, V, ¢ generato da %(q).

In particolare, le sottovarieta regolari di dimensione 1 formate dai ¢ € W, tali che z%(q) =
costante per j = 2,...,n, se non vuote, hanno spazio tangente dato da V;,. Sia W, N W # 0.
Se p € W, N Wj, lo spazio tangente a {qg € W, : 2/(q) = 2/(p),j = 2,...,n} in p & dato da

", ker(dz!),, e coincide con V.. Pertanto, poiché %(p) € Vj. ne segue che (dz?),( %(p)) =

. 92 . . .
0 per j = 2,...,n, ovvero, ﬁ\p = Operj = 2,...,n. Dunque, 2/ = 2/(23,...,2}) per

J = 2,...,n (ovvero le ultime n — 1 coordinate non dipendono dalla prima). Ne segue che

{W,, z,} & un atlante foliato che determina una foliazione F le cui foglie sono tangenti a V.
Pertanto il teorema ¢ vero per distribuzioni di rango 1.

V di rango r > 1. Supponiamo adesso V' abbia rango r e, per induzione, il teorema sia vero

per distribuzioni di rango r — 1. Sia p € M. Allora esistono un intorno U di p e r campi

di vettori vy, ..., v, che generano V' su U. Per la Proposizione 1.9, a meno di restringere U,

possiamo scegliere coordinate locali (U, ¢) con ¢(q) = (y1(q), - .-, yn(q)) tali che ¢(p) =0e

- 0
che v; = R ;
Definiamo f; = v;(y1) per j = 2,...,r e poniamo Y; = 3 = V1 eY; = v — fju per

j = 2,...,r. T campi di vettori {Y7,...,Y,} sono linearmente indipendenti in ogni punto e
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generano V' su U. Inoltre, per costruzione, su U,

QD Vi) = vm) — fronm) = f — fjaiyl@l) =0, =2

SiaW = {q € U : y1(¢q) = 0}. Sinoti che W & una sottovarieta regolare di U di codimensione
1. Inoltre, T,W = {v € T,M : (dy1),(v) = v(y1)|, = 0}. Pertanto, dalla (2.2) segue che
Ys(q), ..., Y, (q) € T,W per ogni ¢ € W. Poiché T, W & generato da {%(q), ce 6yn( q)}, ne

segue che esistono ag, ..., al, funzioni C* in un intorno di ¢ tali che Y; = )", a] 8?” in un
intornodiq, j =2,...,r.

Siano Z; :=Yj|w, j = 2,...,n. Calcoliamo [Z;, Z;|, i,j = 2,...,r. Osserviamo prelimi-
narmente che, poiché W e dataday; = 0,se A =) ', qla%l eB=>, pla%l’ con le ¢, p;
funzioni C'™ in un intorno di ¢, allora [A|w, B|w]| = [A, B]|w. Pertanto,

i, Z;] = Vi, Yllw-

Poiché [Y;,Y;] € V per ipotesi, e [Y;, Y]] appartiene allo spazio generato da { 8%2, e % ,
ne segue che [Y;,Y;] appartiene allo spazio generato da {Y5,...,Y,} perognii,j =2,...,r
Dunque, [Z;, Z;| appartiene allo spazio generato da {Zs,...,Z,} perognii,j =2,...,r

In altri termini, la distribuzione V' generata da {Zs, ..., Z.} su W & involutiva. Per indu-
zione, V' = TF' per una foliazione F' di W. Ovvero, esistono coordinate locali {ws, . .., w,}
su W in un intorno di p, che possiamo supporre essere U stesso, tali che F’ sia data da
{wy41 = ... = w, = costante} e V' sia dunque generato da {%, ce 0,8 }. In particolare,
visto che Zj, j = 2,..., sono tangenti a V' e lo spazio tangente a V' & dato da N}_| ker dw,,
risulta Z;w,; EOper] =2,...,ret=1,...n—r.

Definiamo adesso una mappa x : U — R" nel modo seguente. Se ¢ € U, sia ¢/ :=
0 10,52(q), . .., yn(q)). Tale ¢’ & ben definito in un intorno di p, che supponiamo nuovamente
essere U stesso. Poniamo allora

xX(@) = (x1(9), - - 2nlq)) := (11(q), wa(q), - - ., wa(q)).

Poiché

Xo o (Yiseo o yn) = (i, w20 (0,52, - Un))s oo W (0710, Ys - oo, Yn))),

e sia {ya,...,Yn} che {ws, ..., w,} sono coordinate locali di W, ne segue subito che dx,
¢ invertibile e y un diffeomorfismo vicino a p, e possiamo nuovamente supporre che sia un
diffeomorfismo su tutto U. Pertanto, (U, x) ¢ una carta locale di M.

63“ =1le xﬂ_Operj—Q .,n, e pertanto Y; = ;- = -2,

Per costruzione,
8y1 8x 1
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Inoltre, lerﬂ = %wrﬂ(y% coyyn) =0perj=1,...,n—r.Dunque, peri =2,...,r
ej=1,.. r, posto [Y1,Y;] = >, CLY (usando I’ipotesi di involutivita di V), si ha

0

a_xl(Y;xrﬂ') = Y1(Yizryj) — 0= Y1(Yizry;) — Yi(Yizry )

= V1, Yi](zr45) Z Clz Yizyj) Z Ciz’(szrﬂ')'
=2

Sia g; := Yix,4 4,1 =2,..., 7. Allora, le g; sono fun21on1 (™ che risolvono il seguente sistema
di equazioni differenziali ordinarie nella variabile z; (tenendo fisse le altre variabili):

dg;
8%1 Z Clzgl

Perz; =0, Yz, ; = Zw,4; = 0, ovvero gi(()) = 0. Per I'unicita delle soluzioni del problema
di Cauchy, ne segue che g; = O peri = 2,...,r. Ovvero,

Yix,1; =0, 1=2,...,r, j:1 R

Questo significa che Y; non ha componenti lungo 5-“— - per t=2,...,7, g=1....n—r.
Ovvero, {8—11, e a_%} generano V' su U. Pertanto V ¢ tangente alla foliazione definita da
{#;41 = ... =z, = costante}.

Si pud cosi definire un atlante {U,, x.} tale che, su ciascun U,, poste {z¢,..., x5} le
coordinate locali definite da y,, risulta che V'|;; ¢ tangente a {0, , = ... = 2 = costante} ed
¢ generato da {8%, B a} Pertanto, ragionando come nel caso V' d1 rango 1, se U,NUp # 0,
si verifica che f“ =0perj=1,...,n—rei=1,... ,r,edunquexf+j,per] =1,...,n—r,
non dipende da {xl ,...,2%}. Ne segue che {U,, X} € un atlante foliato per una foliazione F
taleche TF = V. U

3. L’operatore differenziale esterno

Denotiamo con A\” M := A"(TM*) il fibrato delle p-forme differenziali su M. Le sezioni
globali di tale fibrato le denotiamo con Q% , ovvero Qh  := C(M; AP M).

In una carta locale U di M con coordinate {z1, ..., x,} si hache T'M |y ha una base locale
data da {8%1, ey Far 9.1 Labase di TM*|y & allora data dadzy, ..., dx, dove
0
d%‘(a—xk) = Ojk-

Ricordiamo che, per f € C*°(U), il differenziale df definisce in modo naturale una sezione di
TM* su U (si veda I’Osservazione 4.4 del Capitolo 2).
In particolare, se v € T, M con p € U, allora

dj(v) = v(z;).
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Ricordiamo infine che, per definizione di prodotto esterno di un fibrato vettoriale, una base
locale di 2}, su U e data da {dzj, A ... Adx;, }<ji<..<jp<n-

TEOREMA 3.1. Sia M una varieta. Esiste uno ed un solo operatore R-lineare
d: Qb — Qb
tale che
(1) perogni f € C®(M) = QY si ha df (v) = v(f) per ogniv € C*(M;TM),

(2) perogniw € Uy, ew € Q% sihad(w Aw') =dw Aw' + (—1)Pw A dw'
(3) d*> :=dod=0.

DIMOSTRAZIONE. Per prima cosa proviamo che d se esiste ¢ un operatore locale, ovvero,
se w,w’ € QF, ese U &un aperto in M tale che w|y = w'|y allora (dw)|y = (dw')|p.

Sia V' un aperto relativamente compatto in U. Sia 7 una funzione C'*°, n : M — R tale che
n > 0,n(z) = 1 perogni x € V e supp(p) CC U data dal Lemma 4.1 del Capitolo 1. Allora
n(w — w’) = 0 su M. Dunque

0=d(n(w—-w))=dp N (w—w')+ndw—w).

Su V risulta dn = 0 e dunque (dw)|y = (dw’)|y come si voleva. Per I’arbitrarieta di V' risulta
(dw) |y = (dw')|y, che prova che d, se esiste, & un operatore locale.

Sia ora U una carta locale con coordinate x1, . . ., z,. Sew € Qf risultaw|y = aj,...j, dT N
... Ndz;,. Sostituendo w con nw (con 7 come sopra) e utilizzando il fatto che d € un operatore
locale, si puo supporre che w = 0 fuori da U. Dunque, se d esiste, dalla (1), (2) e (3) risulta

(31) dw = Zdajlmjp A dle VANPAN diL‘jp.

Poiché I’espressione a destra di (3.1) non dipende dalla definizione di d, risulta che se d esiste,
¢ univocamente determinato.

Possiamo adesso utilizzare (3.1) per definire d. Siaw € ;. Sia {U,} un atlante di M con
coordinate locali {z{, ..., z5}. Allora

— [0 (e [o]
wly, = E aj, g, dzi AN dxf .

definiamo dw|y,, utilizzando (3.1). Occorre allora provare che {dw|y, } si incollano bene per
formare una sezione globale di \” M. Poiché w|y, = w|y, su U, N Ug risulta

Z oxs 0x
— « « a o J1 p B B
wlU@ _Zajljpdle /\.../\dZEjp — ajljp axﬁ A axﬂ dIll /\ .../\dIlp
5

Ip

a
J

=> a) ,dx) Ao Ada]
1---lp 1 P
e dunque su U, N Upg si ha
dz?  Oxf

B8 « J1 Jp
(3.2) a; :Zah ; .
] ]

g "Ox; Oz
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Pertanto
dwly, = Zdal 0 /\dxl /\dxlﬁ
23 (T 8"”"’?1... 0 ) ded A A daf
Jl Jp axlﬂl 81’5} 15 l

o0z o0x®
= Jﬁl e J; daj, ;N dmlﬁ A A dxf

Oz, 8mlp

q «
+) 31--- PV AdaP AL A da?
Z i 8xl 8@5 : :
1 P

(e} o

—Zdajl_] ANdz§ A...Ndx
o0x¢ 9%xe o0xr?
+Za§‘1_._j Jﬁl ﬁjkﬁ--- J; dx',f/\dx'ﬁ/\.../\dxlﬁ
"\ Oz,  Ox 0w, Oz Y
J— (0% (6% o
—Zdajlijdle /\.../\df]fjp —dw|Ua,
dove si & utilizzato il fatto che 2t - - . -5 “p ¢ t Iy, h mentre dz” A d
ove si & utilizzato il fatto ¢ eﬁ'”ﬁxfk—axf”' axf ¢ simmetrico in [, h mentre xh xl

antisimmetrico in [, h, pertanto sommando su tutti gli indici si ottiene zero.

Dunque d ¢ ben definito. Resta da provare che 1’ operatore soddisfa (1), (2), (3). La proprieta
(1) € ovvia per costruzione. Proviamo che d soddisfa la (2).

Siano w € O, e w’ € QY. Per la definizione di d, occorre e basta provare la proprieta (2)
su una carta locale U con coordinate (x1,...,2,). Siano w|ly = > a;,. j,dx;, A ... ANdx; e
w’|U = Z bh...lquh VANRIAN dl’lq. Allora

dw AWy = Z d(aj,.. j,dxj, A ..dxj, Nby g deg Ao A dag,)
= byp,daj, g, Nday, A Adxg, Adxy, AN da,
+ Y aj by, Ny, A A dag, Adag A A da,
= by,daj, g, Nz, A ANdxg, Az, AN da,
+ (=P ay, g dag, A Adag, Adby g, Ada A A da,
= dw|y N (—1)Pdw'|y.
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Per provare (3), con le notazioni precedenti, abbiamo

d(dwly) = d Y daj, _j, Az, A Ady, = dz é;l”’dxl/\dasle.../\dxjp

= Z axl]éx‘:’ dry Ndxy Ndxj, A ... Ndxj, =0,

poiché P gy ¢ simmetrico in [, k£ mentre dxy A dx; ¢ antisimmetrico in [, k, pertanto som-

Oz, 01},
mando su tuttl gli indici si ottiene zero. U
PROPOSIZIONE 3.2. Sia M una varieta. Sia w € Q% e siano vy, . .., v,+1 campi di vettori
su M. Allora
p+1

(p+ Dl (dw)(vy, ..., 0p1) = Z(—l)Hlvl cw(V1, Oy, Upy)
I=1
p+l
+ Z DI ([0, U], V1, ooy Dy ey Dy v vy Upr).

j<k=2

DIMOSTRAZIONE PER p = 1. Dobbiamo provare che dw(vy, v9) = vy - w(vg) — vg-w(vy) —
w([v1, ve]). Poiché d & R-lineare e locale, si pud supporre w = fdg per qualche funzione f, g.
Dunque

N —

dw(vy,v9) = df Ndg(vy,v) = A(df @ dg)(v1,v2) =

[df (v1)dg(v2) — df (v2)dg(v1)]
= S (F)ea9) ol Fr(9)] = 5la(Falo) — walf)oalo)

+ Funlen(s) = Foa(ealo)) + Foa(n(9)) — Fen(on(9))
= S Dou(Fdg(e2)) — wal Fdg(o) ~ fdg([on,v2)]

~

g

DEFINIZIONE 3.3. Siano M, N varieta e sia f : M — N una funzione C'*°. Si definisce un
operatore R-lineare

£ 8
dato da
) (@) (v, ..o vp) o= w(f (@) (dfa(vr), .. dfa(vp)),
perogniw € QX z € Mew,...,v, € T, M,
LEMMA 3.4. Sia f : M — N C*. Allora
(1) fflwAw) = f*(w)A f*(w') perogniw e QF e € Q.
(2) f*(dw) = d(f*w) per ogni w € QX,.
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DIMOSTRAZIONE. (1) segue subito dalla definizione.
(2) Si osserva che per w € Y, w' € Q% si ha

frdwAd)) = fH(dw) A f7 (@) + (1P (w) A f*(d).

Dunque, essendo d un operatore locale e le forme localmente definite da prodotti wedge di
1-forme, basta provare che f*d(hdg) = d(f*hdg) per h, g funzioni lisce. Osserviamo prelimi-
narmente che

(3.3) f*(hdg) = (ho f)d(go f).

Infatti, se v € un campo vettoriale su M, si ha

fr(hdg)o(v) := (h(f(2))dgs @) (dfz(v)) = (ho f)d(g o f)a(v).

Pertanto
fH(d(hdg)) = f*(dh A dg) = f*(dh) A f*(dg) = d(ho f) Nd(g o f)
=d((ho f)d(ge [)) = d(f(hdg)).
U
4. Integrazione su varieta
Denotiamo con |dxy . . . dx,,| 1a misura di Lebesgue su R" nelle coordinate = = (x1, ..., z,).

Supponiamo () un aperto in R" e & = (®y,...,P,) : Q@ — P(Q) un diffeomorfismo. Sia
vy = (y1,..,Yn) == (P1(2z),...,P,(x)). Allora per ogni funzione f : (Q)) — R liscia e

sommabile si ha
Y
det (L> ' |dxy ... dx,)|.
8xk

@y [ dnl = [ (e @)@
(Q) Q
OSSERVAZIONE 4.1. Sia w € Q.. Siano (xy,...,z,) coordinate locali su R". Poiché
/" R™ ha dimensione 1 e dz; A ... A dx, & una base di Qf., allora esiste f : R™ — R liscia
tale che w = f(x)dxy A ... Adxy,.

DEFINIZIONE 4.2. Sia w € Qf.. Se w = f(z1,...,z,)dxy A ... A dx, ha supporto
relativamente compatto in R", si pone

/ W= f(z)ldzy ... dx,.
n R”

OSSERVAZIONE 4.3. In R? con coordinate (1, 7o) sia ®(x1,22) = (22, 71). Sia f : R? —
R una funzione liscia e sia w = f(z)dx; A dxs. Per (4.1) si ha

/sz: /RQf(y)ldyldyz\ = /R2f(®(:c))\dx1d:c2] — _/R2 P,
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Pertanto la definizione di integrazione di forme dipende dalle coordinate scelte. Piu corret-
tamente, 1’integrale ¢ ben definito se si consentono solo cambiamenti di coordinate che preser-
vano |’orientazione, ovvero si ammettono solo diffeomorfismi ® : R” — R" tali che la matrice
jacobiana ha determinante positivo.

LEMMA 4.4. Sia w € Q. tale che supp(w) CC R". Sia w = f(x)dzy A ... A dx,. Sia
® : R™ — R"™ un diffeomorfismo che preserva l’orientazione. Allora

/ w:/ d*w.

DIMOSTRAZIONE. Infatti, posto y = ®(x), si ha

O*(w) = (f o @) det <%) dyi A ... N\ dyy,
8:Ek

% det <%> ‘ per ipotesi, siha [, w = [, ®*wperla (4.1). O

e dunque essendo det < o ) =

Per definire I’integrazione di una n-forma su una varieta M dobbiamo richiedere che M sia
orientabile e scegliere un atlante orientato (ovvero con cambiamenti di carta con determinante
dello jacobiano positivo).

DEFINIZIONE 4.5. Sia M una varieta reale di dimensione 7, orientata, e sia {U,, ¢, } un
atlante orientato per cui {U,} sia localmente finito e ciascun U,, sia relativamente compatto in
M. Sia {n,} una partizione dell’unita subordinata a {U,}. Sia w € Q7, tale che supp(w) CC

M. Si definisce
w = (0o ") (Naw).
/]\4 Z /@a(Ua)

(67

Osserviamo che per il Lemma 4.4 I’integrale ¢ ben definito, essendo 1’atlante orientato.
Utilizzando la (4.1) si vede facilmente che f 1, w non dipende dall’atlante orientato scelto né
dalla partizione dell’unita scelta.

Denotiamo con 2}, . lo spazio delle n-forme su M a supporto compatto.

OSSERVAZIONE 4.6. L’operatore [, : Q% — R & un operatore R-lineare.

Sia ora M una varieta con bordo. Sia ¢ : 9M — M I’'immersione. Se M ¢ orientata, allora
OM ha una orientazione naturale indotta da M.

TEOREMA 4.7 (Teorema di Stokes). Sia M una varieta orientata di dimensione n con bordo
OM orientato in modo naturale. Sia w € ;L. Allora

/ i*w:/ dw.
oM M

DIMOSTRAZIONE. usando le carte locali e la linearita dell’integrale ci si riconduce al clas-
sico teorema di Stokes in R™ (che segue dal teorema fondamentale del calcolo e dal teorema di
Fubini-Tonelli). O
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COROLLARIO 4.8. Sia M una varieta compatta orientata di dimensione n senza bordo.
Allora per ogni w € Q}(]l risulta
/ dw = 0.
M

ESERCIZIO 4.9. Sia M una varieta di dimensione n. Provare che M ¢ orientabile se e solo
se esiste w € 7}, tale che w(x) # 0 per ogni € M. Una tale forma si dice una forma volume
su M.

OSSERVAZIONE 4.10. Sia M una varieta reale di dimensione n. Allora esiste una sezione
globale mai nulla di A" M se e solo se A" M ~ M x R. Dunque per I'Esercizio 4.9, M &
orientabile se e solo se \" M & banale.

5. Coomologia di de Rham
5.1. Richiami di algebra (co)omologica.

DEFINIZIONE 5.1. Sia {V}};en una famiglia di gruppi abeliani (piu in generale le conside-
razioni che seguono valgono per moduli su un anello commutativo). Supponiamo che per ogni
J esista un morfismo «; : V; — V1 di gruppi. La successione

0=V 251, 21, 2 .

si dice un complesso coomologico se «j 1 0c; = 0 per ogni j € N. Un complesso coomologico
si dice esatto (la successione corrispondente si dice una successione esatta) se Keraj 1 = Imay;
per ogni j.

Una successione esatta tale che V; = {0} per ogni j > 4, ovvero 0 — V; — V5 — V3 — 0,
si dice una successione esatta corta.

OSSERVAZIONE 5.2. Se 0 — Vi =5 V, 25 V3 225 ... & una successione esatta o &
iniettiva.
Se esiste un jg tale che V; = 0 per ogni j > j, allora I’esattezza della successione implica
vj,—1 suriettiva.
ESERCIZIO 5.3. Sia {V}},ecy una successione esatta di gruppi abeliani. Se V;_; = {0} e
V4o = {0} allora V; >~ V.
DEFINIZIONE 5.4. Sia {V*, a*} il complesso coomologico
ViS5V S5V
Allora si definisce la coomologia di {V'*,a*}, e si indica H*({V*, a*}) nel modo seguente:
HO({V* a*}) := Ker(a)
HP({V*,a*}) := Kerapi1/Imay,, p > 0.

Si noti che poiché per definizione di complesso coomologico a,0c,—1 = 0, risulta Ima,_1 C
Kera, e dunque la coomologia & ben definita.
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ESERCIZ10 5.5. Un complesso di coomologia ¢ esatto se e solo se la sua coomologia ¢ zero
per ogni p > 0.

DEFINIZIONE 5.6. Siano {A*,a*}, {B*®,3*} due complessi coomologici. Un morfismo

di complessi coomologici ¢ una famiglia {¢*} di morfismi di gruppi tali che per ogni j il
diagramma

Aj L) Bj

|

Pj+1
Ajy1n —— B
sia commutativo.

OSSERVAZIONE 5.7. Sia {¢*®} un morfismo tra due complessi coomologici { A*, a*}, { B®, 5°}.
Poiché ;1 0 a; = f3; o, risulta che {¢*} induce per ogni p > 0 un morfismo in coomologia

e HP({A® a®}) — HP({B*,a"}).
DEFINIZIONE 5.8. Una successione
0—>{A’a}—>{B',ﬁ} {C',fy}—>0
di complessi coomologici si dice esatta se per ogni j la successione
0= A, 2 B, 20— 0
¢ esatta.
TEOREMA 5.9 (Lemma del Serpente). Sia
0—>{A’a}—>{B',ﬁ} {C',y}—>0

una successione esatta di complessi coomologici. Allora esiste una successione esatta lunga in
coomologia

s HY({A%,0%}) 55 HP({B*, 8*}) 5 HY({C*,+°}) = B ({4%,a'}) —

DIMOSTRAZIONE. Per esercizio provare che la successione

HP({A°,a*}) 5 HP({B*, 5°}) 5 HP({C*, 7))
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¢ esatta. Dobbiamo poi definire 6”. Per ipotesi abbiamo il seguente diagramma commutativo
con righe esatte

L

0 A, B g o

Olp—ll 6pfll l’Yp—l

0—>APL>BPL>CP—>O

T =

® P
0 — Ay 2 By U O s 0

SRS

Sia ¢, € C, tale che ~,(c,) = 0 (cosi che [c,] € H?({C®,7*})). Poiché 1, & suriettiva esiste
b, € B, tale che ¢, (b,) = ¢,. Sia b,.1 := B,(b,). Poiché

Vpr1(bpr1) = Vpr1(Bp(bp)) = Y (¥p(by)) = Yp(cp) = 0,

per esattezza delle righe del diagramma, esiste (unico) a;il tale che gopﬂ(a;il) = bpy1. S1
definisce allora
0" ([ep]) = laya].

Occorre provare che ¢” ¢ ben definito. Per prima cosa notiamo che se b,,b, € B, sono tali
che ¥, (b,) = 1,(b,) = ¢, allora ¥, (b, — ) = 0, dunque per I'esattezza delle righe esiste
a, € Ay tale che p,(a,) = b, — b, Pertanto, se a,1,a,,, € Ay, sono tali che p11(a,41) =
Bp(bp) € py1(ay, ) = By(b),), per la commutativita del diagramma e I'iniettivita di ¢, 1, risulta
App1 — Gy q = 0p(ay), dunque [a, 1] = [a,,,]. Pertanto 6”([c,]) non dipende dalla scelta di
b,. Verifichiamo adesso che non dipende nemmeno dal rappresentante scelto per rappresentare
[cp]. Siano c,, ¢, tali che [c,] = [c}]. Allora esiste ¢, 1 € C),_; tale che vy, 1(c,—1) = ¢, — ¢},
Per esattezza delle righe, esiste allora b,_; € B,_; tale che ¢, ;(b,—1) = ¢,—1. Sia b, =
Bp-1(bp—1). Allora by, = B,(by) = Bp(Bp—1(bp—1)) = 0, da cui segue subito che 6” & ben
definito.

Continuando la “caccia sul diagramma” si dimostra che ¢” rende la successione esatta (farlo
per esercizio). U

5.2. Coomologia di de Rham. Sia M una varieta reale di dimensione n. Poiché d> = 0 la
successione di spazi vettoriali

d d d
0— Q) —Q, — 03, ...
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¢ un complesso coomologico che si chiama il complesso di de Rham di M. La sua coomologia
si indica con HJ,(M).
Piu esplicitamente

ZP(M) = {w € Q) : dw = 0},
BP(M) :={weQ? 3 e P d = w}.

Un elemento di Z?(M) is dice una p-forma chiusa mentre un elemento di B?(M) si dice una
p-forma esatta. E abbiamo

Hgp(M) := Z°(M)/B*(M).

Lo spazio vettoriale quoziente HY (M) si dice p-mo gruppo di coomologia di de Rham di M.
Si noti che HY, (M) & uno spazio vettoriale.

OSSERVAZIONE 5.10. H),(M) = Z°(M) sono le 0-forme f (funzioni C*) tali che df = 0,
ovvero sono funzioni reali costanti sulle componenti connesse di /. Dunque

Hc?R(M) = EBR

dove m & il numero di componenti connesse di M. Inoltre, poiché A” M = M x {0} per p > n,
risulta

HY.(M)=0, p>n.

OSSERVAZIONE 5.11. Definiamo Hjp(M) = @,_, Hjr(M). Allora Hjp(M) ha una
naturale struttura di algebra in cui il prodotto tra due classi ¢ definito da

(w] - [w'] = [w AW
Si osservi che se @ := w + dO, essendo dw’ = 0, allora
AW =wAW +dINW =wAW +dOAW),
e dunque [w A w'] = [@ A w'] e il prodotto & ben definito.

Sia f : M — N una mappa C*°. Poiché per il Lemma 3.4 si ha d o f* = f* o d, risulta
f*(BP(N)) C BP(M)e f*(Z*(N)) C ZP(M), pertanto passando al quoziente f induce un
morfismo di spazi vettoriali (ancora indicato f*)

[ Hip(N) — Hjp(M).

La mappa f* ¢ funtoriale nel senso che se f ¢ un diffeomorfismo allora f* & un isomorfismo
di spazi vettoriali.

LEMMA 5.12 (Poincaré). Sia U C R™ un aperto stellato rispetto ad un punto. Allora
HY.(U) = {0} per ognip > 0.
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DIMOSTRAZIONE. Definiremo un operatore x : YU — A%~ U tale che dok+rod = id.
Supponiamo di aver definito tale operatore. Se w € Z(U), g > 0, allora

w = d(kw) + kdw = d(kw) + 0 = d(kw),

il che prova che w ¢ esatta e pertanto Z%(U) = BY(U) e Hj,(U) = {0}.
Per definire « utilizziamo il fatto che U ¢ stellato rispetto ad un punto che possiamo supporre
O.Perw = f(x)dxy A ...dx, € N U sipone
q
k(f(z)dzy N ... Ndxy) = F(z) Z(—l)j_lxjdxl Ao oNdzg AL dg,
j=1
con F(z) := fol t9=1 f(tx)dt. Siosserva che F'(z) & ben definito poiché U ¢ stellato rispetto a
O edok+ kod = id per costruzione (verificarlo per esercizio). U

ESERCIZIO 5.13. Sia M una varieta e supponiamo che M = AUB con A, B aperti. Provare
che {Q% ® Q%,d & d} definito da (w,w') — (dw,dw’) per w € O, W' € O}, & un complesso
coomologico.

TEOREMA 5.14 (Meyer-Vietoris). Sia M una varieta e supponiamo che M = AU B con
A, B aperti. La successione

a B
0— O —= Qo) — O 5 —0,
dove a(w) = (w]a,w|B), B(w,w) := (wW—w')|anp € esatta per ogni p e determina un morfismo
esatto di complessi coomologici.

DIMOSTRAZIONE. L’unica cosa non ovvia ¢ che (3 sia suriettiva. Siano {4, 15} una cop-
pia di funzioni C'*° tali che 4 + ug = 1, che 4 abbia supporto (non compatto in genere)
contenuto in A e /15 abbia supporto contenuto in B. Data w € QF 5 poniamo wy := upw e
wp = —paw. allorawy € O, wp € Q% e (wa — wp)|ans = w. O

ESERCIZIO 5.15. Provare che per ogni p
HP ({0 @ O, d © d}) ~ Hyp(A) © Hyp(B).
COROLLARIO 5.16 (Meyer-Vietoris in coomologia di de Rham). Sia M una varieta tale

che M = AU B con A, B aperti. Allora esiste una successione esatta lunga in coomologia
data da

.= Hi(ANB) — HIH (M) — HI (A) @ HIY (B) — HIF(ANB) — ...

DIMOSTRAZIONE. Segue subito dal Teorema 5.14, dal Lemma del Serpente 5.9 e dall’Es-
ercizio 5.15. U

DEFINIZIONE 5.17. Siano M, N due varieta. Due mappe f,g : M — N di classe C* si
dicono C'*°-omotope se esiste F' : M x R — N di classe C* (detta omotopia C'*°) tale che
F(z,t) = f(x)pert < 0and F(x,t) = g(x) pert > 1.
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PROPOSIZIONE 5.18. Siano M, N due varieta e siano f,qg : M — N due mappe C°-
omotope. Allora, i morfismi lineari indotti f*,g* : Hjz(N) — HY,(M) sono uguali per ogni
p > 0.

DIMOSTRAZIONE. Sia F'I’omotopia C™° tra f e g. Definiamo s; : M — M x R tramite
sj(z) == (z,7),j =0,1. Risulta f = Flospe g = Fos;. Dunque, f* = s{o[* e g* = sjo F"™".
Ora, m : M x R — M definisce un morfismo lineare 7* : HY (M) — H(M x R). Poiché
m o s; = idys, ne segue che s;f om* =id, 7 = 0,1. Essendo 7*, s;;, s; morfismi lineari, per
’unicita della inversa, ne segue che s;; = sj. Pertanto f* = g*. Il

DEFINIZIONE 5.19. Sia S una sottovarieta regolare di M e sia¢ : S — M definita da
i(p) = p. Diciamo che S & un retratto di deformazione C* di M se esiste f : M — S di classe
C>taleche foi=idgeio f: M — M & C°-omotopa a id,.

COROLLARIO 5.20. Sia M una varieta e sia S una sottovarieta regolare di M tale che S e
un retratto di deformazione C™ di M. Allora H, (M) = HY,(S) per ognip > 0.

DIMOSTRAZIONE. Per la Proposizione 5.18, f*oi* = (io f)* = id}, e ovviamente i*o f* =
(f oi)* =idg. Pertanto f* & I’inversa di ¢* che & dunque un isomorfismo. g

ESEMPIO 5.21 (Coomologia di de Rham delle sfere). Sia S™ = {x € R™"! : ||z|| = 1}
la sfera m-dimensionale, m > 1. Allora H},(S™) = Rperp = 0 e HJ,(S™) = {0} per
0<p<m.

Siano N = (1,0,...,0) il polonord e S = (—1,0,...,0) il polo sud di S™. Siano U =
S™\ {N}eV =8"\ {S}. Peril Teorema di Meyer-Vietoris 5.16 la successione

Hyp(U) @ Hip(V) = Hip(UNV) = Hyp (S™) — Hy' (U) @ Hig' (V)
¢ esatta. Tramite la proiezione stereografica risulta U ~ R™ e V' ~ R™. Dunque per p > 0,
HY.(U) = HY,(V) = {0} per il Lemma di Poincaré 5.12. Pertanto per p > 1
(5.1) H(UNV) == HYEH(S™).
Supponiamo m = 1. Allora U NV ¢ unione disgiunta di due aperti A, B diffeomorfi a R
pertanto
0 — Hyp(S") — Hyp(U) @ Hyp(V) = Hn(UNV) = Hip(S') — 0.

Si ha HI,(S') ~ R, HI,(U) ~ R, H}(V) ~ R. Dunque il morfismo lineare Hl,(U) &
HY: (V) — HY5(U N'V) ha nucleo di dimensione 1 e immagine di dimensione uno. Essendo
HI.(UNV) ~R & Rrisulta H}5(S') ~ R. Per p > 1, dalla (5.1) e dal Lemma di Poincaré
5.12, risulta che HY,(S') = 0.

Supponiamo m > 1. Ragioniamo per induzione su m. Il lettore puo verificare che U NV si
retrae per deformazione C*° sull’equatore di S tramite la mappa U NV 3 (21, ..., Zme1) —
(0,29, ...,2,)/][(0, 29, ..., Tmy1)||, € 'immagine & proprio S™ 1 in R™ ™ N {(zy,..., xms1) :
x1 = 0}. Pertanto per il Corollario 5.20 si ottiene H;,(U N'V) ~ HY,(S™ 1) e dunque

HYEH(S™) =~ HPL(S™Y) m > 1,p >0,
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e il risultato segue per induzione. Resta da provare il caso m > 1,p = 0. Per questa, dalla
successione esatta in coomologia di Meyer-Vietoris si ha

0= Hip(S") =R — HIz(U) @ H)R(V) =R®R — HYH(S™ ) =R — Hp(S™) — 0,
da cui segue che H},(S™) = {0} perm > 1.

PROPOSIZIONE 5.22. Sia M una varieta compatta connessa. Allora HY,(M) é uno spazio
vettoriale finito dimensionale per ogni 0 < p < n.

IDEA DELLA DIMOSTRAZIONE. Sipuo provare che esiste un ricoprimento finito di M fatto
da carte locali {U, } ;e tali che per ogni insieme di indici {jo, ..., jix} C Jsihache U;yN...N
Uj, ¢ diffeomorfo ad R™. Si prova allora il risultato per induzione sul numero degli aperti
utilizzando Meyer-Vietoris. U

ESEMPIO 5.23. Sia M = R?\ (N x {0}). M & una varieta reale connessa di dimensione due
non compatta. Proviamo che Hj, (M) & infinito dimensionale. Per ogni m € N siano {py,, 0, }
coordinate polari centrate in (m,0). L’angolo 6, & una funzione C* in M \ (—oo,m|, la
forma df,, invece si prolunga come forma C'™ chiusa ma non esatta su M. Proviamo che
{[d6:],...,[dOn), ..., } sono linearmente indipendenti in H},(M). Infatti, se C,, & il cerchio
di raggio 1/2 e centro (m,0), i : C,,, — M I’'immersione, risulta

/ z*d@l = 27T(Slm,

da cui segue subito la lineare indipendenza.

5.3. Dualita di Poincaré per varieta compatte. Sia )M/ una varieta compatta orientabile
(senza bordo) di dimensione reale n. Allora f y; definisce un operatore lineare

/M HI.(M) - R

J = [ v e Hipn),

OSSERVAZIONE 5.24. Poiché w' € [w] se e solo se esiste § € /(M) tale che w —w' = df),
risulta per il Teorema di Stokes

Jo=[ws[a=[ws]| o=
M M M M oM M

e dunque [, & ben definito.

dato da

Piu in generale, per 0 < ¢ < n, si definisce

/ L H (M) x H'=9(M) — R
M
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| @)= [ wnw.

OSSERVAZIONE 5.25. Siano [w] € Hj,(M), '] € H)z*(M). Se n = w + db, ricordando
che dw’ = 0,sihad(f Aw') = df Aw' + (—1)7710 A dw’ = df A W, da cui per il Teorema di

Stokes,
/T]Aw':/ w/\w'+/ d«9/\w’:/ w/\w’—i—/ d(@ AW
M M M M M
:/ w/\w’—{—/ 9/\@'2/ wAW.
M oM M

Un argomento simile mostra che [, ([w], [w']) non dipende dal rappresentante di w’ scelto per
definirlo, e dunque I’operatore [ 1y € ben definito.

tramite

Per una dimostrazione del seguente teorema si veda ad esempio [2, p.44].

TEOREMA 5.26 (Dualita di Poincaré). Sia M una varieta compatta orientabile di dimen-
sione n. Sia 0 < q < n. Allora [,, : Hjn(M) x Hjz(M) — R e una forma bilineare
non-degenere, in particolare

Hip(M) ~ (Hgg"(M))".

ESERCIZIO 5.27. Provare che se M ¢ una varieta compatta, orientabile e connessa di
dimensione n allora H},(M) ~ R.

5.4. Classe duale di Poincaré di una sottovarieta orientata. Sia S una sottovarieta rego-
lare compatta orientata di dimensione £ di una varieta M compatta orientata di dimensione 7.
Siai : S < M I'immersione. Allora

HYL(M) 3 [w] — /Sz*w

& ben definito grazie al teorema di Stokes e definisce un funzionale lineare su H%,(M). In altri
termini definisce un elemento di (¥, (M))*. Per la Dualita di Poincaré, esiste [ns] € Hjz" (M)
tale che

/i*w = / wAns V[w € HE (M),
s M
La classe [ns] si chiama la classe duale di Poincaré di S.

6. Strutture quasi complesse integrabili

Sia M una varieta complessa. Ricordiamo che A" M @ C = P
allora

AP? M. Definiamo

m=p+q

Wp,q:/m\M®(C—>7<M,

la proiezione naturale.
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Si puo estendere in modo ovvio I’operatore d alle sezioni di A" M @ C definendolo sugli
elementi semplici tramite d(w ® «) := (dw) ® .

Dalla espressione in coordinate locali (13.5) e dalla definizione di d, risulta che d : Q}; ®
C — Q7+ @ C si pud decomporre come

d=0+0,
dove 9 : C™(M, A" M) — C=(M,\"™" M) e 8 : C(M, A" M) — C=(M, \™*"" M)
sono definiti tramite 0 := m, 1 ,0d e d = m, 41 0d per p+q=m.
In particolare dalla d o d = 0 si ha (0 + 0) o (0 + 0) = 0, ovvero

(000)+(00d+00d)+(000) =0.

Poiche forme di bigrado diverso sono linearmente indipendenti, da questo segue che

do0 =0
HDod =—-000d
dod =0.

OSSERVAZIONE 6.1. Se (N, J) ¢ una varieta quasi complessa, I’operatore d si decompone
come d = J + 0 se e solo se la struttura quasi complessa .J ¢ integrabile [la dimostrazione della
sufficienza di tale condizione non & banale].

Il complesso di Dolbeault ¢ definito dal complesso coomologico di gruppi abeliani
0,1 0,2

C=(M,C) 25 o=, \ M) L5 e, A\ M)....

dove abbiamo denotato con C*°(M, C) il gruppo delle funzioni C*° su M a valori complessi
e con C(M, \>? M) il gruppo delle (0, ¢)-forme su M. La coomologia di tale complesso si
chiama la coomologia di Dolbeault di M e si denota con Hg(M ). Poiche le funzioni f di classe

C* a valori complessi tali che 9f = 0 sono esattamente le funzioni olomorfe, si ha
Hg(M) = Oy (M),
le funzioni olomorfe su M.

Vale il seguente lemma di Poincaré la cui dimostrazione omettiamo

LEMMA 6.2 (Grothendieck). Sia U C C™ un aperto stellato rispetto ad un punto. Allora
HZ(M) = {0} per ogni q > 0.
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CAPITOLO 4

Fasci e coomologia

1. Piccolo compendio di algebra commutativa

In questa sezione richiamiamo quelle nozioni di algebra commutativa che utilizzeremo nel
seguito. Per dettagli e maggiori informazioni il lettore puo consolare ad esempio [4].

In questa sezione R indica un anello commutativo con unita. Ricordiamo che un anello R si
dice Noetheriano se ogni suo ideale ¢ finitamente generato come [2-modulo (o equivalentemente
se ogni catena ascendente di ideali si stabilizza).

1.1. Moduli su un anello commutativo.

DEFINIZIONE 1.1. Un modulo A su R (o un R-modulo) ¢ un gruppo abeliano rispetto alla
somma munito di una operazione R X A — A che soddisfa
(1) r(sm) = (rs)m per ogni s,r € Rem € A,
(2) r(m+n) =rm+rnperognir € Rem,n € A,
(3) (r+s)ym=rm+smperognir,s € R,me A
(4) 1m = m perognim € A.

ESEMPIO 1.2. Un gruppo abeliano ¢ uno Z-modulo. Uno spazio vettoriale ¢ un modulo su
un campo. Un anello R ¢ un R-modulo su se stesso. Se R ¢ un anello e / ¢ un ideale, allora [ ¢
un R-modulo.

Se A, B sono R-moduli, si puo definire la loro somma diretta A ® B := {(m,n) € A x B}
che & un R-modulo tramite la moltiplicazione r(m,n) = (rm,rn). Pil in generale se {4;} ¢
una famiglia di R-moduli si pud definire il prodotto diretto [ [; A; := {(a;) : a; € A;} e dotarlo
di una struttura di R-modulo tramite 7(a;) := (ra;).

Un morfismo di R-moduli & un omomorfismo di gruppi f : A — B che soddisfa f(rm) =
rf(m) perognir € Rem € A.

Un R-modulo A si dice libero di rango k se ¢ isomorfo come R-modulo al modulo R®k,
ovvero il modulo formato dalla somma diretta di & copie di R. In particolare, se A ¢ un R-
modulo libero di rango k, esistono k elementi my, ..., m; € A tali che ogni m € A si scrive in
modo unico come m = Zle rjm; per opportuni r; € R.

ESEMPIO 1.3. Sia M ¢ una varieta complessa e £ un fibrato vettoriale olomorfo su M di
rango k. Se U & un aperto, allora Oy, (U) & un anello commutativo con unita e Oy (U; E) le
sezioni olomorfe di £ su U formano un O, (U)-modulo. Se U & un aperto trivializzante per £

115
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allora Oy (U; E) € un Oy (U)-modulo di rango k. Simili considerazioni valgono per i fibrati
vettoriali reali.

Un R-sottomodulo di un modulo A ¢ un sottogruppo di A che ¢ chiuso rispetto alla molti-
plicazione per R. Se {A;},c; € una famiglia di R-moduli si definisce la somma diretta @ A;
come il sottomodulo di [ | ; A; formato dagli elementi (a;) tali che a; = 0 tranne per un numero
finitodi j € J.

Il nucleo e I'immagine di un morfismo f : A — B di R-moduli sono R-sottomoduli di A e
di B rispettivamente. Se B & un R-sottomodulo di un R-modulo A, il gruppo quoziente A/B
ha una naturale struttura di R-modulo definita tramite r[m] := [rm] per r € R, m € A (dove
[m] indica la classe in A/B).

Se A, B,C sono R-moduliea : A — B, : B — C sono morfismi di R-moduli, si dice
che la successione

A5
¢ esatta se ker § = Im a. Una successione esatta corta di R-moduli

(1.1) 0—A-B- 50—

¢ una successione esatta di moduli in cui « € iniettivo e 3 € suriettivo.
Si dice che la successione esatta corta di R-moduli (1.1) spezza se esiste un morfismo di
R-moduli f : B — Atale che f oa =idy.

LEMMA 1.4. Sono equivalenti:

(1) La successione (1.1) spezza.

(2) Esiste un morfismo di R-moduli g : C — B tale che o g = idc¢.

(3) Esiste un isomorfismo di R-moduli ¢ : B — A & C e il seguente diagramma e
commutativo:

0 N — B b, s 0

T
0 y A —— AeC —— C > 0
dover: A — A®C e linclusione naturale e m : A®C — C' e la proiezione naturale.

DIMOSTRAZIONE. (3) implica (1) e (2) ovviamente.
(1) implica (2). Poniamo f’' :=idg — ao f : B — B. Allora

ffoa=a—ao(foa)=a—a=0.

Questo implica Im(«) € Ker(f’). D’altra parte se v € Ker(f’) allora f'(v) = 0, ovvero
v =a(f(v)) e dunque v € Im(«). Pertanto Im(«) = Ker(f'). Per I’esattezza della successione
risulta Ker(f") = Im(a)) = Ker(f). Inoltre,

Bof'=B—(Boa)of=p,
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da cui segue che [ ¢ iniettiva su Im(f’) (provarlo per esercizio). Inoltre 1’equazione prece-
dente prova che [|im(s € suriettiva. Pertanto S : Im(f’) — C' ¢& un isomorfismo. Posto
g := (Blim(s) ", 1a (2) risulta verificata.

Con un ragionamento analogo si prova che (2) implica (1) (esercizio).

Per concludere, se valgono (1) e (2), ponendo ¢ := f & (3 si ha (3). O

PROPOSIZIONE 1.5. Siano A, B,C' degli R-moduli. Supponiamo che la successione di
R-moduli (1.1) sia esatta. Se C' e R-libero allora la successione spezza.

DIMOSTRAZIONE. Se C' ¢ R-libero e vy, ..., v sono dei suoi generatori liberi, poiché (3
¢ suriettiva esistono ay,...,a; € B tali che 5(a;) = v; per ogni j. Pertanto definendo g :
C — B tramite g(v;) = a; ed estendendo per R-linearita ad ogni elemento di C' si ottiene un
R-morfismo tale che 8 o g = id¢ e per il Lemma 1.4 la successione spezza. U

OSSERVAZIONE 1.6. Sia R un anello locale (ovvero con un unico ideale massimale) Noe-
theriano. Se la successione (1.1) di R-moduli ¢ esatta, spezza e B ¢ R-libero si puo provare che
anche A e C' sono R-liberi [infatti B essendo libero € un modulo proiettivo e poiché B ~ A& C
ne segue che A, C' sono moduli proiettivi. Ma i moduli proiettivi su anelli locali Noetheria-
ni sono liberi]. Dunque dalla proposizione precedente segue che se B, (' sono R-liberi e la
successione (1.1) spezza, allora anche A & R-libero.

Un R-modulo A si dice finitamente generato se esiste un morfismo suriettivo di R-moduli
R®* 25 A 0.
In altri termini, un R-modulo ¢ finitamente generato se esistono k elementi my, . .., my tali che
ogni m € A si pud scrivere come combinazione lineare m = Zle rym; per qualche r; € R.
Il nucleo di tale morfismo ¢ & un R-sottomodulo di R®F_ detto il modulo delle relazioni. Se il
modulo delle relazioni & finitamente generato, si dice che A ¢ R-coerente.

Se R ¢ un anello Noetheriano, allora ogni R-modulo finitamente generato ¢ R-coerente (di
fatto ogni R-sottomodulo di un /2-modulo finitamente generato ¢ finitamente generato).

1.2. Morfismi di moduli. Se A, B sono due R-moduli, il gruppo abeliano dei morfismi di
R-moduli tra A e B, denotato con Hompg(A, B) € un R-modulo tramite 1’operazione (ry)(m) :=
r(¢(m))perr € R,m € A, € Homg(A, B).

Se o : A — B ¢&un morfismo di R-moduli e C & un altro R-modulo, allora si ha un naturale
morfismo di R-moduli Homgz(C,A) > f — ao f € Homg(C,B) e Homg(B,C) > f
foa e Homg(A,C).

Valgono le seguenti proprieta (qua A, B, C, D sono R-moduli):

(1) Homg(R, A) ~ A tramite la mappa ¢ — (1),

(2) Homg(A & B,C) ~ Homg(A, C) & Homg(B,C),
(3) Homg(A, B & C) ~ Hompg(A, B) & Homg(A, C),
(4) se 0 - A — B — (' ¢ una successione esatta, allora

0 — Homg(D, A) — Homg(D, B) — Homg(D, C)
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€ una successione esatta di R-moduli,
(5) se A — B — C — 0 ¢ una successione esatta, allora
0 — Homg(C, D) — Homg(B, D) — Homg(A, D)
¢ una successione esatta di R-moduli.
Le proprieta (4) e (5) si condensano nella frase Homp ¢ un funtore esatto a sinistra.

ESERCIZIO 1.7. Se D ¢ un R-modulo libero allora Homg(D, -) & un funtore esatto, ovvero
trasforma successioni esatte corte in successioni esatte corte.

PROPOSIZIONE 1.8. Sia 0 — A — B — C — 0 una successione esatta di R-moduli, e
supponiamo C' sia R-libero. Allora per ogni R-modulo D la successione

0 — Homg(C, D) — Homg(B, D) — Homg(A, D) — 0
e esatta.

DIMOSTRAZIONE. Per la Proposizione 1.5 la successione esatta spezza, e quindi possiamo
supporre che sia0 - A — A@G C — C — 0 la successione esatta con il morfismo « :
A — A® Cdatodaa — (a,0). Applicando Hompg(-, D) a tale successione esatta si ottiene la
successione esatta

0 — Homg(C, D) — Homg(A & C, D) — Homg(A, D),

dove I’ultimo morfismo ¢ definito tramite Homg(A ® C,D) > f — foa € Homg(A, D).
Verifichiamo che esso & suriettivo, provando che la successione & esatta. Se ¢ € Hompg(A, D)
allora si definisce f € Hompg(A @ C, D) tramite f(a,c) := g(a). Si verifica subito che foa =
qg. U

OSSERVAZIONE 1.9. Di fatto la dimostrazione della proposizione precedente mostra che
Homp(-, D) trasforma successioni esatte che spezzano in successioni esatte.

In generale perd Hom non trasforma successioni esatte di R-moduli in successioni esatte di
R-moduli.

ESEMPIO 1.10. Sia R = C|[z] I’anello dei polinomi, e si consideri la successione esatta di
R-moduli
(1.2) 0 — C[z] == C[z] == C[z]/(C[z] - z) — 0,

dove -z indica la moltiplicazione per z e 7 ¢ il morfismo naturale sul quoziente (e C|z]| &
visto come modulo su se stesso). Applichiamo Homc, (-, C[z]) a tale successione. Poiché
Homc,)(Clz], C[z]) ~ C[#] si ottiene la successione esatta

0 — Homc,(C[2]/(C[2] - 2), Clz]) 25 C[¢] LN Clz].

Il morfismo b non & suriettivo. Infatti, se h(z) € C[z] allorab(h(z)) = zh(z) e pertanto 1 & Imb.
Si osservi anche che b ¢ iniettivo, e pertanto, essendo a iniettivo, si ha Homc,)(Clz]/(Cl[z] -

z),Clz]) = 0.
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1.3. Prodotto tensore. Siano A, B due R-moduli. Sia C' un altro R-modulo. Una mappa
f: A® B — (' sidice R-bilineare se ¢ un omomorfismo di gruppi abeliani tale che & R-lineare
in ciascun fattore. Il gruppo delle applicazioni R-bilineari da A & B a C' &€ un R-modulo che si
denota con Bilg(A ® B, C).

PROPOSIZIONE 1.11. Siano A, B due R-moduli. Allora esiste una coppia (A @g B, 0)
formata da un R-modulo A ®g B (detto prodotto tensoriale di A, B su R) e da un morfismo
R-bilineare 0 : A ® B — A ® B tale che

(1) Per ogni R-modulo C' e ogni applicazione R-bilineare f : A ® B — C esiste un
unico morfismo di R-moduli f' : A ®r B — C tale che f = f' o 0. In particolare
Bilg(A® B,C) ~ Homg(A® B, C).

(2) La coppia (A®g B, 0) & unica a meno di isomorfismi, nel senso che se (D, 0) & un’altra
coppia che verifica la proprieta sopra, allora esiste un isomorfismo di R-moduli v :
A®p B — Dtale cheiof =0.

DIMOSTRAZIONE. (1) Si consideri I’ R-modulo libero 7" generato dagli elementi della for-
ma (a,b) cona € Aeb € B. Ovvero, gli elementi di 7" sono della forma Zle r;i(aj, b;) con
r; € Re(aj,b;) € A x B. Sia Z il sottomodulo di 7" generato dagli elementi della forma

(a+d',b) — (a,b) — (a’,b) Va,d' € Ajbe B
(a,b+V)—(a,b) — (a,b') Vae A bb €B
(ra,sb) —rs(a,b) Vr,s€ R,a € AbeE B.

Sipone A® B :=T/Z e sidenota con a®blaclasse di (a,b). Il morfismo# : A& B - A® B
¢ definito allora tramite (a,b) — a ® b ed & R-bilineare. Se f : A& B — C ¢ una qualsiasi
applicazione, si estende f per linearita ad un morfismo di R-moduli da 7" a C. Se in particolare
f ¢ R-bilineare, allora I’estensione di f si annulla su Z e dunque passa al quoziente e definisce
il morfismo [’ cercato.
(2) segue dalla (1), provarlo per esercizio.
0

OSSERVAZIONE 1.12. Se R ¢ un campo e A, B sono spazi vettoriali finito dimensionali
su R il prodotto tensore A ® g B coincide con 1’'usuale prodotto tensoriale di A, B come spazi
vettoriali, ovvero A ®p B ~ Bilg(A* x B*, R).

Valgono le seguenti proprieta (qua A, B, C', D sono R-moduli):

(1) A®g R ~ A tramite la mappa a ® r — ra,
(2) A®Rgr B ~ B ®p A tramite lamappaa ® b — b ® a,
(3) (A®rB)®r(C ~ AR (BRr(C)~A®r B®rC,
4) (Ao B)@rC~A@rC®BRC,
Differentemente dal caso di spazi vettoriali finito dimensionali su un campo, gli isomorfismi
sopra devono essere ottenuti tramite la proprieta universale della Proposizione 1.11. A titolo di
esempio vediamo come, dato o : A — B un morfismo di R-moduli, sia possibile ottenere il
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morfismo di R-moduli o ® id : A ®r C — B ®z C. Si considera il morfismo R-bilineare
f:A® C — B®gC definito da f(a,c) = a(a) ® c. Per la proprieta universale del prodotto
tensore, esiste un morfismo R-lineare o ® id : A ®r C' — B ®p C che fattorizza f.

Sia f € Bilg(A® B,C). Siab € B. Allora A 5 a — f(a,-) : B — C & un morfi-
smo di R-moduli, ovvero un elemento di Hompg(B, C'). Abbiamo dunque una corrispondenza
A > f— f(a,-) € Homg(B,C), e, poiché f(a,-) & R-lineare in a, tale corrispondenza &
un morfismo di R-moduli, ovvero f determina un elemento di Homg(A, Homg(B,C)). Vi-
ceversa ogni elemento f € Hompg(A,Homg(B,C)) determina una applicazione R-bilineare
da A® B — C, tramite (a,b) — f(a)(b). Dunque c’¢ un isomorfismo tra 1’ R-modulo
Bilgr(A @ B, C) delle applicazioni R-bilineari da A @ B a C'e Homg(A, Homg(B, C)). Poiché
Bilg(A & B,C) ~ Homgr(A ® B,C') come R-moduli per la proprieta universale del prodotto
tensoriale, si ha

(1.3) Homg(A ® B, C) ~ Homg(A, Homg(B, C)).
Se A - B — C — 0 & una successione esatta, allora
A®RD—>B®RD—>C®RD—>O

¢ una successione esatta di R-moduli. Questa proprieta si condensa nella frase - ®z D € un
funtore esatto a destra. In generale, ® z non ¢ un funtore esatto a sinistra:

ESEMPIO 1.13. Si consideri la successione esatta di C[z]-moduli definita da (1.2). Tenso-
rizzando con C[z]/(z - C[z]) si ottiene la successione esatta

Clz]®cCl2l/ (2-Clz]) = Clz]@cp) Clz]/(2-Cl2]) = C[2]/(Cl2]-2) @121 Cl2] /(2-C[2]) = 0,
in cui il primo morfismo &

(p(2) @ lq]) = (2p(2) @ [q]) = (p(2) © [24]) = 0.

ESERCIZ10 1.14. Sia D un R-modulo libero. Provare che -®r D & un funtore esatto, ovvero
trasforma successioni esatte corte in successioni esatte corte.

Se f : RF — R & un morfismo di anelli si puo riguardare R come un R’ modulo tramite
r"-r:= f(r')-r. Se A& un R'-modulo si pud definire dunque A ®r R. Quest’ultimo ha allora
una naturale struttura di R-modulo definita tramite s(a ® 7) ;= a ® (rs) pera € A,r, s € R.

1.4. Limiti diretti. Un insieme parzialmente ordinato di indici (I, <) & un insieme [ dotato
di una relazione < che soddisfa le seguenti proprieta:
(1) 2 <iperognii € I,
2)se1<jej<iallorai=jperije€l,
3)sei <jej<kallora: < kper,j ke l.
Un insieme parzialmente ordinato (I, <) si dice filtrante se per ogni i,j € [ esiste k € I tale
chei < k,j <k.
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Un sistema diretto (o induttivo) di R-moduli ¢ una famiglia di R-moduli {A;} indicizzata
da un insieme filtrante / tale che per ogni coppia 7,7 € [ con i < j esista un morfismo di
R-moduli f;; : A; — A; che verifichi le seguenti proprieta:
(1) fiu =id,
(2) set < j < kallora fi, = fjr o fij.
PROPOSIZIONE 1.15. Sia {A,};er un sistema diretto di R-moduli. Allora esistono un R-
modulo, denotato con limA;, e una famiglia di morfismi di R-moduli f; : A; — limA; tali che
— —
fi = f;jofij e taliche per ogni R-modulo B e ogni famiglia di morfismi di R-moduli g; : A; — B
che soddisfi g; = g; o f;j per ogni i < j esiste un morfismo di R-moduli g : imA; — B tale
_>
che g; = g o f; perognii € I.
La coppia (imA;,{f;}) si dice il limite diretto (o induttivo). Esso é unico a meno di
—
isomorfismi.
DIMOSTRAZIONE. L’unicita segue subito dalla proprieta di universalita del limite diretto.
Per I'esistenza, sia T := € ; A, la somma diretta. Riguardiamo A; come un sottomodulo di

T. Sia Z il sottomodulo di 7" generato dagli elementi (z;);¢; tali che per ¢ < j fissati si ha
z; = fij(%) e z, = 0 per k # 1, j. Si definisce allora

lin A =T/Z.
Se m : T"'— T/Z ¢ la naturale proiezione, si definisce f; := 7|4, per ogni i € I. Si verifica

subito che f; o f;; = fisei < j. Siaora (B,{g;}) come nell’enunciato. Allora si definisce
g :limA; — B estendendo per linearita la seguente applicazione:
—

g9(m(a;)) = g;(a;).
Si verifica facilmente che g ¢ ben definita e che g; = g o f;. U
OSSERVAZIONE 1.16. Sia {A;},c; un sistema diretto di R-moduli. Con le notazioni della
dimostrazione della Proposizione 1.15, sia 7 : 7" — limA; la naturale proiezione. Allora per
e
ognia € limA; esiste j € J e a; € Aj tale che f;(a;) = 7(a;) = a. Infatti « = 7(ay,,...,a;,)
—
per qualche a;, € Aj,. Poiché I'insieme di indici ¢ filtrante, esiste k € J tale che j; < ke
J2 < k. Dunque f;,x(a;,), fjx(aj,) € Ay e per costruzione

m(ag,, - a5,) = 7(fe(as) + fion(as), ags, - a5,,)-
L’asserzione segue allora per induzione su m.
Similmente si pud provare che dati un numero finito di elementi ay,...,a,, di limA;
—
esistono j € Jeay,...,a, € Ajtaliche f;(ay) =arperk=1,...,m.

La precedente osservazione ¢ di cruciale importanza per costruire limiti diretti di moduli su
sistemi diretti di anelli (come nel caso dei fasci). Osserviamo preliminarmente che se A € un
R-modulo, poiché R ¢ un anello commutativo con unita, allora A ha una naturale struttura di
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Z-modulo indotta dal morfismo iniettivo di Z-moduli Z — A definito da m — m - 1 (dove 1
indica I'unita di R). Cominciamo con la seguente:

PROPOSIZIONE 1.17. Sia {R;, p;;} un sistema diretto di anelli commutativi con unita (visti
come Z-moduli) tali che i morfismi p;; : R; — R; siano morfismi di anelli con unita. Allora
il limite diretto di Z-moduli R := limR; ha una naturale struttura di anello commutativo con

_>

unita per cui i morfismi p; : R; — R sono morfismi di anelli commutativi con unita.

DIMOSTRAZIONE. Sianor, s € I&. Per1’Osservazione 1.16 esistono j € J, r;,s; € R; tali
che p;(r;) =1, p;j(s;) = s. Si definisce allora
rs = pi(rjs;).
Utilizzando le proprieta del limite diretto ¢ facile verificare che tale prodotto ¢ ben definito
indipendentemente da j e dai rappresentanti r;, s; scelti. U

DEFINIZIONE 1.18. Sia {R;, p;;} un sistema diretto di Z-moduli tali che ciascun R; ¢ un
anello commutativo con unita e 1 morfismi p;; : R; — R;, ¢ < j sono morfismi di anelli con
unita. Un sistema diretto di { R; }-moduli & un sistema diretto di Z-moduli {4;, f;;} tali che

(1) A; € un R;-modulo per ogni ¢ € I, e la sua struttura di Z-modulo ¢ indotta da questa,
(2) il morfismo f;; : A; — A; & tale che fi;(r;a;) = pi;(r;) fij(a;) per ogni i < j e per
ogniri € Rl ea; € Az

La dimostrazione della seguente proposizione ¢ simile a quella della Proposizione 1.17 e la
omettiamo:

PROPOSIZIONE 1.19. Sia {4, fi;} un sistema diretto di { R;}-moduli. Sia R := limR; e
—

sia A := limA; (limiti diretti come Z-moduli). Allora A é un R-modulo.
H

DEFINIZIONE 1.20. Siano {A;, fi;} e {Bi, gi;} due sistemi diretti di {R;}-moduli. Un
morfismo di { R; }-moduli & una famiglia {¢; } tale che
(1) ¢; : A; — B; € un morfismo di R;-moduli per ogni 7,
(2) gij o i = pjo fijperognii < j.
11 funtore limite diretto € esatto, ovvero:

PROPOSIZIONE 1.21. Sia {y;} un morfismo di { R;}-moduli tra due sistemi diretti di { R;}-
moduli {A;, fi;} e {Bi,gi;}. Sia R := limR;, A := limA, e B := limB;. Allora esiste un
— — —
morfismo di R-moduli p : A — B tale che p o f; = g; o @; per ogni i.
Inoltre, se p; : A; — B, é iniettivo (rispettivamente suriettivo) per ogni i allora ¢ : A — B
e iniettivo (rispettivamente suriettivo).

DIMOSTRAZIONE. Sia a € A, allora esistono i € [ e a; € A; tale che f;(a;) = a. Si
definisce p(a) := g;(¢;(a;)). Utilizzando le proprieta di compatibilita tra i morfismi si verifica
facilmente che ¢ ¢ ben definito e soddisfa alla proprieta richiesta.
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Supponiamo adesso che per ogni i sia ¢; iniettivo. Sia a € A tale che p(a) = 0. Allora
esistono ¢ € [ e a; € A; tale che fi(a;) = a e gi(pi(a;)) = 0. Questo significa che esiste
i < jtale che g;;(pi(a;)) = 0in B;. Ma g;;(pi(a;)) = vj(fi;(a;)) ed essendo ¢, iniettiva, si ha
fij(a;) = 0in A;, e dunque a = f;(fi;j(a;)) = 0in A, provando che ¢ ¢ iniettiva.

Se invece ; sono suriettivi per ogni i € I, dato b € B, esiste b; € B; tale che g;(b;) = b.
Dunque esiste a; € A; tale che ¢;(a;) = b; e per costruzione, a := f;(a;) ha la proprieta che
¢(a) = b, provando che ¢ & suriettiva. U

OSSERVAZIONE 1.22. Dalla dimostrazione della proposizione precedente si verifica facil-
mente che se {A;}, {B;} sono anelli e ¢; : A; — B; sono morfismi di anelli, allora ¢ : A — B
¢ un morfismo di anelli.

1.5. Limiti diretti e operazioni interne. Vediamo adesso come si comporta il limite diret-
to rispetto alle operazioni di somma diretta, prodotto tensore ¢ Hom.

Se {A;, f;;} & un sistema diretto di R-moduli e A & un R-modulo, allora si verifica facil-
mente che {Homz(A, A;)} (con i morfismi indotti) & un sistema diretto di R-moduli.

OSSERVAZIONE 1.23. Se {A4,, fij} e {Bi,gi;} sono due sistemi diretti di {R,;}-moduli,
la famiglia {Hompg, (A;, B;)} non ¢ in genere un sistema diretto di {R;}-moduli perche¢ non
esistono in genere dei morfismi naturali Homg, (A4;, B;) — Homg, (4;, B;).

D’altra parte, se {A;, f;;} ¢ un sistema diretto di R-moduli e A ¢ un R-modulo, allora
{Hompg(A;, A)} non e un sistema diretto di R-moduli (poiché i morfismi naturali sono invertiti).
E quello che si chiama un sistema inverso di R-moduli (una teoria duale a quella dei sistemi
diretti puo essere sviluppata analogamente a quanto fatto per i sistemi diretti).

Il limite induttivo non commuta con il funtore Homg in generale:

ESEMPIO 1.24. Sia Polén il C-modulo formato dai polinomi di grado < n e definiamo
fi; =idsei < j. Allora

; <n_
lin Polz" = Clz].
Pertanto
Homc(C[z], C[z]) = Home(C[z], lim PolZ") # lim Home (C[2], Polz™)
perché ide,) & limHome(C[z], Polz™).

Se {A;, fij} e {Bi, gij} sono due sistemi diretti di { R; }-moduli allora {A; g, B;, fi; ® gi;},
e {A; ®g, B, fi; ® gi;} sono sistemi diretti di R-moduli (con i morfismi naturali indotti).
ESercizIO 1.25. Siano {A;, f;;} e {B;, ¢g:;;} due sistemi diretti di {R;}-moduli. Siano
R :=1limR;, A :=1imA; e B := limB;. Si provi che
— — —

—
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PROPOSIZIONE 1.26. Siano {A;, fi;} e {Bi, gij} due sistemi diretti di { R; }-moduli. Siano
R :=1limR;, A :=1limA; e B := limB,;. Allora
— — —

H

DIMOSTRAZIONE. Sia H :=lim(A; ®g, B;). Per ogni i i morfismi f; ® ¢; : A; ®g, B; —
H

A® B hanno la proprieta che ( f;®g;)o(f;;®gj) = f;®g; e pertanto per la proprieta universale
del prodotto tensoriale esiste un morfismo di R-moduli » : H — A ®pz B. Costruiamo la sua
inversa. Sia 0; : A; ®r, B; — A; ®p, B; il morfismo naturale R-bilineare. Allora {6;} & un
morfismo R-bilineare di sistemi diretti di {R;}-moduli. Ragionando come nella Proposizione
1.21 si vede che esiste un morfismo R-bilineare
0 lim(A; ®p B;) "= Aor B — H.
—

Dunque dalla proprieta universale del prodotto tensoriale si fattorizza attraverso un morfismo
R-lineare

k‘A@RB—)H

Utilizzando le definizioni dei vari morfismi si provi che ho k = ko h = id. U

2. Prefasci e Fasci

Se X ¢ uno spazio topologico, denotiamo con 7(X) la sua topologia, ovvero 7(X) &
I’insieme formato dagli aperti di X.

DEFINIZIONE 2.1. Sia X uno spazio topologico. Un prefascio F di Z-moduli ¢ una appli-
cazione che ad ogni aperto di X associa uno Z-modulo per cui per ogni coppia di aperti V' C U
esiste un morfismo di Z-moduli, detto restrizione, ryy : F(U) — F(V) tale che

(1) ryv = 1id,
(2) ryw = ryw o ryy per ogni tripla di aperti W C V C U.

OSSERVAZIONE 2.2. Similmente si puo definire un prefascio di insiemi, di anelli, di RR-
moduli su un dato anello R, di spazi vettoriali richiedendo che le restrizioni siano morfismi
nella categoria appropriata. Per quello che ci serve nel seguito la nozione di prefasci di Z-
moduli ¢ sufficiente e quando non esplicitamente detto la parola prefascio indichera sempre un
prefascio di Z-moduli.

ESEMPIO 2.3. (1) Sia X = C, sia H il prefascio che ad ogni aperto associa le
funzioni olomorfe limitate definite su tale aperto e come restrizioni le restrizioni di
funzioni. Si noti che per il teorema di Liouville, HX(C) = C.

(2) Sia X uno spazio topologico e denotiamo con C¢ il prefascio costante che ad ogni
aperto di X associal’anello C (similmente si definisce Cg, C, etc..), ovvero C¢(U) =
C per ogni aperto U C X.
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(3) Siano py,...,p, € X dei punti di uno spazio topologico. Definiamo G¢ il prefascio

grattacielo tale che Go(U) = O sep; € U perognij = 1,...,n; Gc(U) = Clse U
contiene esattamente [ dei n punti {p1,...,p,}.

DEFINIZIONE 2.4. Siano F, G due prefasci su uno spazio topologico X. Un morfismo di
prefasci h : F — G ¢ una collezione di mappe {hy }er(x) tali che per ogni U € 7(X)
hy : F(U) — G(U)

¢ un morfismo di Z-moduli e il seguente diagramma commuta per ogni coppia di aperti V' C U:

FU) s gU)

T'UVJ/ J/TUV

F(V) 2 G(v)
Se per ogni aperto U il morfismo hy € iniettivo, F si dice un sotto-prefascio di G.

DEFINIZIONE 2.5. Sia F un prefascio su uno spazio topologico X. Sia U C X un aperto.
Una sezione di F su U & un elemento di F(U).

Un morfismo di prefasci  : 7 — G € un isomorfismo di prefasci se esiste un morfismo di
prefasci g : G — Ftaleche go h = idr e h o g = idg. In particolare h & un isomorfismo di
prefasci se per ogni aperto U di X il morfismo hy : F(U) — G(U) & un isomorfismo.

DEFINIZIONE 2.6. Sia F un prefascio su uno spazio topologico X. F si dice un fascio se
per ogni collezione {U,} di aperti in X, posto U = UUj, risultano soddisfatti i due assiomi
seguenti:

S1: se f,g € F(U) e ryy,(f) = rvu,(g) per ogni j, allora f = g,
S2: se per ogni i esistono f; € F(U;) tali che per ogni 4,5 con U; N U; # () risulta
rvu, (fi) = ro, (f;), allora esiste f € F(U) tale che ryy, (f) = f;-

OSSERVAZIONE 2.7. Se F ¢ un prefascio di Z-moduli, per la linearita delle mappe di re-
strizione, la S1 si puo sostituire con la richiesta che se f € F(U) e ryy,(f) = 0 per ogni j,
allora f = 0.

DEFINIZIONE 2.8. Se F,G sono fasci su X, un morfismo di fasci ¢ semplicemente un
morfismo di prefasci h : F — G. Un sotto-fascio di un fascio ¢ semplicemente un sotto-
prefascio che sia anche un fascio.

ESEMPIO 2.9. (1) Il fascio di struttura di una varieta & un fascio.
(2) SiaK = N,Q, R, C, ... con la topologia discreta. Il fascio delle funzioni localmente
costanti K, € definito tramite

Kx(U):={f:U — K continua}.

Si osserva che se U & connesso allora Ky (U) = K.
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(3) 1l prefascio H non ¢ un fascio. Infatti siano U; := {z € C : |z] < j}. Sia f;(2) =
z € HEF(U;). Siha C = U;U;, manon esiste f € HF(C) = C tale che f|y,(2) = z.
Dunque S2 non ¢ soddisfatto.

(4) Se X, Y sono spazi topologici, sia C'x y definito da

Cxy(U):={f:U—Y continua}.

Si verifica facilmente che C'x y ¢ un fascio.

(5) Sia X = {a, b} con la topologia discreta. Sia A definito tramite A(a) = Z, A(b) = Z
e A(X) = Z, con restrizioni date da rx , = 7x; = 0. Allora A & un prefascio che non
verifica S1.

DEFINIZIONE 2.10. Sia X uno spazio topologico. Sia ‘R un (pre)fascio di anelli commuta-
tivi con unita su X. Sia F un (pre)fascio di gruppi abeliani su X. F si dice un (pre)fascio di
‘R-moduli (o semplicemente un R-modulo) se

(1) F(U) & un R(U)-modulo per ogni aperto U C X,
(2) perogni V' C U coppia di aperti, e per ogni o € R(U) e v € F(U), risulta

7“51/(0“}) = 7’5\/(@)7’5\/(“>-

ESEMPIO 2.11. (1) Sia M una varieta complessa, O, il fascio delle funzioni olomor-
fe su M e Cf; ¢ il fascio delle funzioni C™° a valori complessi. Allora Cf7 ¢ € un
Or-modulo.

(2) Sia M una varieta complessa. Oy, ¢ un fascio di domini di integrita. Si definisce
allora un prefascio di campi 9}, assegnando a U il campo 9V, (U) delle frazioni di
Oyr; ovvero, se U & connesso, N, (U) € dato dalle classi di equivalenza di O (U) X
O (U) \ {0} rispetto alla relazione di equivalenza (f, g) ~ (f',¢') se f¢' — gf' = 0.
Allora 91, € un prefascio di Oy;-moduli (che non ¢ in genere un fascio perché non
soddisfa S2).

DEFINIZIONE 2.12. Sia F un (pre)fascio su X spazio topologico. Sia U C X un aperto.
Allora si denota F| il (pre)fascio restrizione di F a U definito da F|y (V') := F (V') per ogni
aperto V. C U.

DEFINIZIONE 2.13. Sia M una varieta e sia /R un fascio di anelli commutativo con unita su
M. Siam € N. Il fascio

(M) > U R™MU) =R(U) &...R(U)

(.

m

¢ un fascio di R-moduli.

Se F € un fascio su M che € isomorfo come fascio di R-moduli a R™, si dice che F € un
fascio R-libero di rango m.

Un fascio di R-moduli F si dice localmente libero di rango m se per ogni z € M esiste un
aperto U > z tale che F|y & R|y-libero di rango m.
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I fasci localmente liberi sono essenzialmente fibrati vettoriali:

PROPOSIZIONE 2.14. Sia M una varieta reale. Sia E un fibrato vettoriale reale di rango
r su M. Allora si definisce il fascio £ delle sezioni C* associando ad un aperto U le sezioni
liscie di E su tale aperto. 1l fascio £ é un fascio di C3;-moduli localmente libero di rango r.

Viceversa ad ogni fascio £ di Cy;—moduli localmente libero di rango r si associa un fibrato
vettoriale reale di rango v su M di cui & é il fascio delle sezioni.

La corrispondenza sopra costruita e univoca a meno di isomorfismi, ovvero, se i fibrati
vettoriali reali E, E' sono isomorfi, allora i fasci delle loro sezioni sono isomorfi e viceversa.

DIMOSTRAZIONE. Chiaramente £ & un fascio. Per verificare che ¢ localmente libero,
scegliamo un atlante {Us, @o} di M che trivializza E. Poniamo v§(z) := ¢_'(z,e;) con
{e1,...,e.} labase canonica di R”. Abbiamo che &|y, ~ (C57)" |y, grazie alla mappa che ad
se€&(V),conV C U,,cons(z)=> aj(x)v;(z) associa (a1(x),...,a-(x)) € Cy(V)".

Viceversa, se € ¢ un fascio di C'§7-moduli localmente libero, esiste un ricoprimento {U,, } di
M tale che &|y, ¢ libero. Ovvero, esiste un isomorfismo ¢,, di fasci di (C7)|y, -moduli

a - 5|Ua — (C]?/[O)T|Ua‘
Siae; : M — R la funzione definita tramite e;(z) := (0,...,1,0,...0) con 1 nella j-ma
posizione, j = 1,...,r. Sinoti che {ey,...,e,} & un sistema di generatori liberi di (C57)" (V)
su Ci¢(V) per ogni aperto V' C M. Pertanto, ponendo v$ := @' (e;), risulta che per ogni
aperto V' C U, lerestrizionidi vy, ..., v> aV generano £(V') su Cyp (V). Dunque, se U,NUz #
(), esistono delle funzioni liscie M, : U, N Uz — GL(r,R) tali che

Z ﬁ”k

Si verifica facilmente che {M,3} verificano le identita di cociclo (poiché {v$,...,v%} sono
generatori liberi) e dunque definiscono (a meno di isomorfimi) un fibrato vettoriale F' su M .
Proviamo adesso che il fascio £ ¢ isomorfo come fascio di C'§7-moduli al fascio delle sezioni
del fibrato F := F™. Sia s € E(U) U C M un aperto. Allora, per ogni U, N U # () si pud
scrivere s = Y " con sf € Cp(UaNU), j=1,...,r. SulU,NUsgNU # () risulta

Jj=1 ] ]’
allora
.
aqrik _ 8,8
E sMﬁvk E s —s—g SV,
7,k=1 k=1
da cui, segue che, posto s* = (s¢,...,s%)", si ha

s = ("Mpgo) "5

Poiché {(*Mpg,) "} sono le funzioni di transizione di £ = F*, ne segue che {s,} sono i dati
locali di una sezione C'*° di F su V. Si verifica immediatamente che 1’applicazione che ad
s € £(V) associa la sezione definita da {s, } & un isomorfismo di C5?-moduli.

L’univocita della corrispondenza ¢ lasciata come esercizio. U
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Una analoga corrispondenza vale tra fibrati vettoriali olomorfi su una varieta complessa M
e fasci di Oj,-moduli localmente liberi.

OSSERVAZIONE 2.15. Si presti attenzione che, per quanto visto nella dimostrazione pre-
cedente, se £ ¢ un fibrato vettoriale di rango & con funzioni di transizione { g;]ﬂ}i,j:lwk ele
{ef, ..., e} sono basi locali di E su U, che determinano tali funzioni di transizione, risulta

=S et

DEFINIZIONE 2.16. Sia F un prefascio su uno spazio topologico X. Sia x € X. L’insieme
7.(X) degli aperti U di X che contengono x ¢ un insieme di indici parzialmente ordinato
filtrante quando si ponga U < V se V. C U per U,V € 7,(X). Allora {F(U)}yer,(x) € un
sistema diretto di Z-moduli e si puo definire il limite diretto

Fo =lim F(U).
—

In altri termini, gli elementi di F,, sono classi di equivalenza [a] dove a € F(U) per qualche
aperto U > z e b € [a] se esiste V aperto tale che z € V, b € F(V) e ryw(a) = rgw(b)
qualche aperto W € 7,.(X) tale che W C U N V. La classe [a] si denota con a,.

F sidice la fibra (o la spiga) di F su z.

Per quanto visto sui limiti diretti, se F & un (pre)fascio di moduli su un (pre)fascio di anelli
R fissato (rispettivamente un prefascio di anelli), allora F, ¢ un R,-modulo.

OSSERVAZIONE 2.17. Sia h : F — G un morfismo di prefasci. Allora, passando al limite
diretto, per ogni x € X si definisce un morfismo di Z-moduli (o di anelli se i prefasci sono
prefasci di anelli)

hy : Fo = G
Dalla definizione segue che h, ¢ dato tramite h,(a,) := (hy(a))., se a, ha un rappresentante
a€ FU).

TEOREMA 2.18. Sia X uno spazio topologico e siano F,G due fasci su X. Siah : F — G
un morfismo di fasci.
(1) hy é iniettivo per ogni U € 7(X) se e solo se h, : F, — G, ¢ iniettivo per ogni
r e X.
(2) hy é un isomorfismo per ogni U € 7(X) se e solo se h, : F, — G, é un isomorfismo
perognic € X.

ESEMPIO 2.19. Per le proprieta dei limiti diretti, se per ogni U C X aperto, hy : F(U) —

G(U) ¢ suriettivo allora h, : F, — G, € suriettivo, ma il viceversa non & vero. Si consideri
infatti X = C, e il morfismo di fasci % : Oc — Oc¢. E ben noto che per ogni insieme

semplicemente connesso U C C ogni funzione olomorfa f € O¢(U) ammette una primitiva,
ovvero

%h} : Oc(U) — O(c(U)
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¢ suriettivo. Di conseguenza, poiché ogni punto ha un sistema fondamentale di intorni sem-
plicemente connessi, per ogni z € C risulta %\x : Ocy — Oc, suriettivo. Pero %]@\{0} :
Oc(C\ {0}) — Oc¢(C\ {0}) non & suriettivo, dato che f(z) = 1/z € O¢(C\ {0}) non ha una
primitiva in C \ {0} (essendo [ _, f(z)dz = 27i).

DIMOSTRAZIONE TEOREMA 2.18. (1) Per le proprieta dei limiti diretti, se hy € iniettiva
per ogni aperto U, allora h, ¢ iniettiva.

Viceversa, supponiamo che h, sia iniettiva per ogni € X. Supponiamo U C X un aperto
ea,b e F(U)taliche hy(a) = hy(b). Allora per ogni z € X risulta h,(a,) = h,(b,). Essendo
h, iniettiva, risulta a, = b, per ogni x € X. Dunque esiste un ricoprimento {U;} di U tale che
ruy,(a) = ryy, (b). Essendo F un fascio, per S1 si ha a = b e dunque Ay ¢ iniettiva.

(2) Per le proprieta dei limiti diretti, se ~y; € un isomorfismo per ogni aperto U, allora h, ¢
un isomorfismo per ogni x € X.

Viceversa, supponiamo h,, : F, — G, isomorfismo per ogni x € X. Per (1) per ogni aperto
U C X risulta hy : F(U) — G(U) iniettivo. Dobbiamo provare che hy ¢ suriettiva per ogni
aperto U C X. Siab € G(U). Per ipotesi per ogni x € X esiste a, € F, tale che h,(a,) = b,.
Dunque esiste un ricoprimento {U;} di U e a; € F(Uj) tali che hy,(a;) = ryy,(b). Essendo
h iniettiva, risulta 7y, v, v, (a;) = Tv,v,nv, (a;) per ogni U; N U; # (). Pertanto essendo F un
fascio, per S2, esiste a € F(U) tale che ryy,(a) = a;. Poiche ryy, (hy(a)) = hy,(a;) =
Tuv, (b), essendo G un fascio, per S1 risulta hy(a) = b. O

TEOREMA 2.20. Sia F un prefascio su X. Allora esiste un fascio F* e un morfismo di
prefasci 0 : F — F7 tale che per ogni morfismo o : F — G con G fascio su X esiste
ot Ft — G morfismo di fasci tale che ¢ = ¢ o 0. Inoltre (F*,0) ¢ unico a meno di
isomorfismi e, per ogni x € X, 0, : F, — F.I ¢ l'identita.

DIMOSTRAZIONE. Per U € 7(X) definiamo
FrU)={f U= | | F: fla) e FoVo €U,V 32,9 F(V): g, = f(y)Vy € V}.
xelU

Proviamo che F T ¢ un fascio su X con restrizione definita da

rov(f) = flv feFH ).

Chiaramente F* & un prefascio. Resta da verficare che gode delle proprieta S1 e S2. Ma sono
entrambe ovvie (esercizio).
Il morfismo 6 : F — F* lo si definisce tramite

0:FU)> f— freFHU),
dove
fH(x) = f, € Fy.

Dalla definizione segue subito che 6, = id.
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Sia ora ¢ : F — G un morfismo, con G un fascio su X. Definiamo ¢ : F+ — G nel modo
seguente: se f € FT(U), esiste un ricoprimento {V;};cr di U e sezioni a; € F(V}) tali che
f(y) = a;, per ogni y € V;. Poiché

v, vinvi (v (a3)) = v vinwi (0w (ar)) Vi, k

ed essendo G un fascio, esiste una sezione di G(U), che chiamiamo ¢ (f) tale che ryv, (¢ (f)) =
¢v;(a;) per ogni j. Inoltre

e obu(f)=vu(f) feFU)

infatti 0y (f) = f* e ¢f(f") & dato dal rincollamento delle sezioni {¢v, (a;)} dove possiamo
prendere a; := f per ogni j. Pertanto ¢, (1) = o (f).

Infine, per I'unicita, se (ﬁ + 5) ¢ un altro fascio con le stesse proprieta, sono definite o+ -
Ft 5 Fteft:Ft— Ftualiche 0T 00 =60eft o =0, dunque

6T 0ht 0 =0,

ora, poiché 0, = id,, risulta che % & un isomorfismo sulle fibre € dunque €’ un isomorfismo di
fasci per il Teorema 2.18. U

DEFINIZIONE 2.21. Se F & un prefascio il fascio F si dice il fascio associato ad F.

OSSERVAZIONE 2.22. Se F & un fascio, allora 7 & isomorfo a F tramite 6 (poiché 6 & un
isomorfismo sulle fibre).

ESEMPIO 2.23. (1) 11 fascio ‘HE,. € il fascio le cui sezioni sono funzioni olomorfe

localmente limitate. E il fascio associato al prefascio 1.

(2) Se M ¢& una varieta complessa, il fascio delle funzioni meromorfe M, ¢ il fascio
associato al prefascio M/, definito in precedenza. Si noti che una sezione globale di
M (M) (quella che si dice una “funzione meromorfa™) ¢ il dato di un ricoprimento
{U;} di M e disezioni f;/g; € M (U;).

(3) Il prefascio L}, definito associando ad un aperto U le funzioni sommabili secondo
Lebesgue su U, ha come fascio associato il fascio delle funzioni L]%R,Ioc’ ovvero funzioni
localmente sommabili.

DEFINIZIONE 2.24. Sia X uno spazio topologico e sia G un fascio su X. Se F & un sottofa-
scio di G, se definisce il fascio quoziente G /JF come il fascio associato al prefascio H' definito
su un aperto U tramite H'(U) := G(U)/F(U).

OSSERVAZIONE 2.25. Poiché il limite diretto ¢ un funtore esatto, passando al limite diretto
per U € 7,(X) nella successione esatta di Z-moduli

0—FU)—=GU)—=GU)/FU)—0,
sihache (G/F), = G,/ F,.
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3. Successioni esatte di fasci

Siano F e G due fasci (di Z-moduli o di anelli o di spazi vettoriali) su uno spazio topologico
X. Sia ¢ : F — G un morfismo di fasci.

DEFINIZIONE 3.1. 1l nucleo Ker(y) € il prefascio su X definito da
Ker(p)(U) := Ker(py) U € 7(X).
L’immagine Im’(¢) & il prefascio su X definito da
Im'(0)(U) :=Im(py) U € 7(X).
OSSERVAZIONE 3.2. Poiché Ker(ip) & un sottoprefascio di F e Im’(p) & un sottoprefascio
di G, per entrambi vale la proprieta S1.
EseEmMPpIO 3.3. Sia % : Oc — Oc il morfismo di fasci definito nell’Esempio 2.19. Allora
¢ Im(L|y) con U = C \ {0}. Sia log z il logaritmo definito su U; = C \ (—o0, 0]. Allora
082 — 1/2. Se log’ 2, & il logaritmo definito in U, = C \ [0, +-00) si ha % = 1/z. Pertanto

0z
risulta 1/z € Im(Z|y,) e 1/2 € Im(Z|y,), ma non esiste una sezione di Im’(:2) su U la cui

restrizione ad U; e ad U, sia 1/z. Dunque Im’(:2) non soddisfa S2.

1
z
0

PROPOSIZIONE 3.4. Ker(p) é un fascio e (Ker(p)), = Ker(y,) per ogni z € X.

DIMOSTRAZIONE. Occorre solo verificare S2. Sia {U,} un ricoprimento di U, aperto in
M, e siano f; € Ker(y)(Uj) sezioni tali che 7y, v,nv,(f;) = rv,u;nv, (fi) per ogni i, j. Poiche
F ¢ un fascio, esiste f € F(U) tale che ryy,(f) = f;. D’altra parte per ogni j si ha

ruu, (eu(f)) = eu, (ruu; (f)) = ¢u, (f;) =0,

poiche G & un fascio risulta ¢ (f) = 0 come volevasi, ovvero, f € Ker(¢)(U).
La seconda asserzione segue subito dalla definizione. U

DEFINIZIONE 3.5. Siano F e G due fasci su uno spazio topologico X. Sia ¢ : /' — G un
morfismo di fasci. Il fascio immagine Im(y) € il fascio associato al prefascio Im’(y), ovvero,

Im() = (Im'(¢))"
OSSERVAZIONE 3.6. Si osservi che (Im(p)), = (Im'()), = Im(p,).

OSSERVAZIONE 3.7. Sia ¢ : F — G un morfismo di fasci. Si osservi che I’'immersione
i : Im’'(¢) — G rende Im’(¢) un sotto-prefascio di G e dunque determina una immersione
it : Im(¢) — G che rende Im () un sotto-fascio di G. Per definizione di i™, segue che g € G(U)
sta in Im(¢)(U) se e solo se esiste un ricoprimento {U;} di U e sezioni f; € F(U;) tali che
eu, (fj) = rvu,(g) per ogni j.

DEFINIZIONE 3.8. Siano F e G due fasci su uno spazio topologico X. Sia ¢ : F — §
un morfismo di fasci. Il morfismo ¢ & iniettivo se Ker(yp) = 0. Il morfismo ¢ & suriettivo se

Im(p) =G.
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OSSERVAZIONE 3.9. Per la Proposizione 3.4 e il Teorema 2.18, ¢ ¢ iniettivo se e solo se
vy : F(U) — G(U) & iniettivo per ogni U € 7(X), se e solo se ¢, : F, — G, & iniettivo per
ogni x € X.

D’altra parte,  suriettivo non vuol dire che ¢y : F(U) — G(U) & suriettivo per ogni aperto
U. Significa che per ogni aperto U e per ogni g € G(U), esiste un ricoprimento {U;} di U e
f; € F(U,) ali che pu, (f;) = ruv, (g) per ogni .

DEFINIZIONE 3.10. Siano F, G, H tre fasci su uno spazio topologico X. Siano ¢ : F — G
e ¢ : G — H due morfimi di fasci. La successione

F-2g-5
¢ esatta se Im(p) = Ker(¢).

OSSERVAZIONE 3.11. In particolare, se ¢ : F — G & un morfismo di fasci, posto i :
Ker(p) — F il morfismo immersione, la successione

Ker(y) L F %G
¢ esatta.

PROPOSIZIONE 3.12. Siano F,G,H tre fasci su uno spazio topologico X. Siano ¢ : F —
Ged: G — H due morfimi di fasci. Allora F 5 G % H ¢ esatta se e solo se perognix € X

la successione F, £z G ﬁ H, e esatta.

DIMOSTRAZIONE. Una direzione segue dal fatto che il limite diretto trasforma successioni
esatte in successioni esatte.

Viceversa, sia U un aperto di X e sia g € Im(¢)(U). Allora esiste un ricoprimento {U,} di
Ue f; € F(Uj) tali che oy, (f;) = ruu,(g). Per ipotesi dunque ¢,(g.) = 0 e dunque, a meno
di restringere U;, abbiamo ¢y, (ryy,(g)) = 0. Pertanto ryy, (¢u(g)) = 0 e dunque, essendo H
un fascio, risulta ¢y (g) = 0. Questo prova che Im(y) C Ker(¢).

Sia ora g € Ker(¢). Allora per ogni x € U risulta ¢,(g,) = 0 e dunque per ipotesi esiste
fz € F, tale che ¢, (f;) = g,. Dunque esiste un ricoprimento {U,} di U e sezioni f; € F(U;)
tali che ¢y, (f;) = ruu,(g9). Ovvero g € Im(y), questo prova che Ker(¢) C Im(¢p). O

OSSERVAZIONE 3.13. Se poniamo H = 0 nella proposizione precedente, risulta che ¢ :
F — G ¢ suriettivo come morfismo di fasci se e solo se ¢, : F, — G, ¢ suriettivo per ogni
x e X.

La successione

0—F 565 H—0

si dice un successione esatta corta di fasci se ¢ € iniettivo, ¢ & suriettivo (come morfismi di
fasci) e Im(p) = Ker(¢).
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OSSERVAZIONE 3.14. Se F ¢ un sottofascio di un fascio di gruppi abeliani G, si ha una
successione esatta corta di fasci

0 — F—G—F/G — 0.

Infatti, poiché (F/G), = F./G. e la successione & esatta a livello di fibre, la successione &
esatta a livello di fasci per la Proposizione 3.12.

PROPOSIZIONE 3.15. Sia 0 — F -5 G s H una successione esatta di fasci di Z-moduli
su X. Allora per ogni aperto U C X la successione di Z-moduli

0 — F(U) 2% G(U) 2% H(U)
e esatta.

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo gia che F(U) 2% G(U) & iniettiva. E chiaro che Im ¢y C
ker ¢yy. Sia ora v € ker ¢py. Poiché Im ¢ = ker ¢, esiste un ricoprimento aperto {U,} di U e
wq € F(U,) tali che ¢y, (w,) = ryu, (v) per ogni a. Per U, N Uz # () si ha

SOUanUﬂ(TUaUamUﬂ(wa)) = TU.UaNUg (QOUQ (wa))
= "0 UanUs (TUUL (V) = TUU.00, (V)
= rUgUaﬂU5<7"UU5<v)) = TUBUamUB(SPUB (wg))
= PU.NUg (TUﬁUamUﬁ (wg))-

Poiché ¢y, v, € iniettiva, risulta ry, v, nv, (Wa) = Tvsv.n0, (Wp), ed essendo F un fascio, esiste
w € F(U) tale che ryy, (w) = w, per ogni a.
Asseriamo che ¢y (w) = v. Infatti per ogni « si ha

TUUQ(QDU(U)» = PU, (TUUQ (w)) = LU, (wa) = TUUQ<U)7

ed essendo G un fascio, risulta ¢y (w) = v, provando che ker ¢y C Im iy U

3.1. La successione esponenziale. Sia )/ una varieta complessa. Sia Z,, il fascio delle
funzioni continue su M a valori interi (dunque localmente costanti), visto come fascio di gruppi
abeliani rispetto alla somma di funzioni. Sia O il fascio di struttura di M, visto come fascio
di gruppi abeliani rispetto alla somma di funzioni. Sia poi O3}, il fascio definito da

Oy (U) ={f:U — C* olomorfa}
visto come fascio di gruppi abeliani rispetto alla moltiplicazione di funzioni.

Il morfismo di immersione ¢ : Zy; — Oy definito sull’aperto U C M tramite ¢y :
Zy(U) — Opn(U), t(c) == ¢, & un morfismo iniettivo di fasci di gruppi abeliani rispetto
alla somma.

Definiamo poi exp : Oy — O3, sull’aperto U C M tramite

expy(f) = exp(2mif) Vf € Ou(U).
Si osserva che exp ¢ un morfismo di fasci (O), ha la struttura di fascio di gruppi abeliani rispetto
alla somma e O}, ha la struttura di fascio di gruppi abeliani rispetto al prodotto).
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PROPOSIZIONE 3.16. Sia M una varieta complessa. La successione di fasci di gruppi
abeliani, detta successione esponenziale,

OHZMQOMEOTVI%O
e esatta.

DIMOSTRAZIONE. Per quanto visto in precedenza basta provare che per ogni z € M la
successione

T exp.
0—> ZM,m L—> OJ\/[,JC — O}k\/[’x — 0

¢ esatta. Ora, & ovvio che ¢ & iniettivo. Inoltre, Im(:), = {(z — ¢)} per ¢ € Z. Poiché
exp(2mic) = 1 (e 1 & I’elemento neutro in O3, ) si ha Im,, C Kerexp,. Viceversa, se
exp,(fz) = 1, esiste un intorno U di z, che possiamo supporre connesso, e f € Oy (U) tale
che f rappresenta il germe f, e exp,(f) = 1. Dunque f = ¢ € Z e quindi Kerexp, = Imq¢,
perogniz € M.

Proviamo che exp, : Oy, — O}, € suriettiva per ogni x € M. Sia f, € Oy . Allora
esiste un intorno U di = che possiamo prendere semplicemente connesso e f € O3,(U) tale che
fz €il germe in = di f. Poiché f(y) # 0 per ogniy € U ed U & semplicemente connesso, esiste
log f € Oy (U). Poniamo g(z) = log /() ¢ §i ha exp, g = [fz» dunque exp, & suriettiva. O

2mi

OSSERVAZIONE 3.17. La stessa costruzione precedente vale per il fascio delle funzioni C'57
a valori complessi, ovvero si ha la successione esatta

0 — Zy — O 25 (029) — 0.

3.2. Fasci di ideali e sottovarieta (singolari). Sia M una varieta complessa con fascio di
struttura Q). Sia Z un sottofascio di ideali di O,;. Ovvero, per ogni U, Z(U) C Oy (U) € un
ideale. Supponiamo che Z sia localmente finitamente generato, ovvero, per ogni x € M esiste
un aperto U contenente = e ¢ € N tale che la successione di O,;-moduli

O;\.}qh] — I‘U —0
¢ esatta. Al variare di x € M si definisce

V(Z):={peM: f(p)=0VfeL}

Poiché Z ¢ localmente di tipo finito, per ogni x € M esistono { fi, ..., f,} funzioni olomorfe
definite in un intorno U di x tali che
VIZ)NU ={peU: fi(p)=...= f,(p) = 0}.

L’insieme V' (Z) si dice il supporto di Z ed & una sottovarieta analitica (singolare) di M, ovvero
un sottoinsieme di M localmente definito come luogo di zeri di un numero finito di funzioni
olomorfe. Ad esempio, se S € una sottovarieta regolare di M, si pud definire Zg(U) := {f €
Ou(U) : fls = 0} erisulta V(Zg) = S (lo si vede facilmente passando a coordinate locali
adattate ad 5).
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Si ha allora la successione esatta di O,;-moduli
0—>I—>OM—>O\/(I) —>O,

dove Oy(z) := On/Zs. 1l fascio Oy (z) ha una naturale struttura di anello ed ¢ il fascio di
struttura di V'(Z), ovvero ¢ il fascio delle funzioni olomorfe “definite” su V(7).

Nel caso in cui S sia una sottovarieta regolare, il fascio di ideali Zg & un fascio di ideali primi.
In generale perd Z pud non essere un fascio di ideali primi anche se V' (Z) & una sottovarieta
regolare. Ad esempio, in C? con coordinate (z,w) si pud considerare il fascio Z generato da 2.
Allora V(Z) = {(z,w) : z = 0} ma Z non & primo.

3.3. fascio dei divisori. Sia M una varieta complessa e sia 901}, il fascio dei gruppi molti-
plicativi del fascio di campi 91, (fascio delle funzioni meromorfe)—ovvero N}, = My, \ {0}.
Dunque si ha una immersione di fasci di gruppi moltiplicativi O3, — 90;,. Il quoziente
Dy = M, /O3, sidice il fascio dei divisori su M. La successione

0 — Oy —My—Dy — 0
¢ esatta.

Una sezione globale di © ;, si dice un divisore di Cartierdi M. Sia D € ©,;(M). Allora per
definizione esiste un ricoprimento {U, } di M e “funzioni meromorfe” g—z € M3, (U,) (ovvero
tali che f, # 01in U,) tali che D(y) = [ﬁ—i]y per ogni y € U,, dove [g—z} e M, (Ua) /O3 (Uy).
Pertanto, su U, N U # 0 esistono f.5 € O3,(U, N Up) tali che
& = faﬁ&-

9o 9s
Le funzioni {f,s} soddisfano le identita di cociclo e determinano pertanto un fibrato lineare
olomorfo O(D) come nella Sezione 8.2 del Capitolo 2.

Sia ora dato un divisore D definito da {[g—z]}, con f,, g, coprimi, sia Vt ={z € M : z €
Ua, fa(2) = 0},esiaV ={z € M : z € U,, ga(z) = 0}. Queste sono ben definite perche
su U, N Ug le funzioni che definiscono D sono uguali a meno di una funzione olomorfa mai
nulla. Allora V't & una ipersuperficie (con singolarita) unione di componenti irriducibili che
chiamiamo VjJr (finite se M ¢ compatta) e similmente per V. Sia Ivj+ I’ideale delle funzioni

olomorfe che si annullano identicamente su V;-Jr. Allora se z € Vj“L NU, e fo(z) = 0, si ha
(fa): € I‘Ti ma (f.), & I:/nfl per qualche m; > 1. Il numero m; non dipende da z € V;".
Tz iz

Similmente per V;~ (dove prendiamo —m; con m; < —1 al posto di m;). Pertanto si scrive la
somma formale (se ¢ infinita) D = Y m;Vj, dove m; > 0su V* em; < 0su V. Essendo
D (M) un gruppo abeliano rispetto alla somma, se M ¢ compatto, risultano V; € ©,,(M) e
D=3 m;V;in®(M).

Un divisore di Cartier definito da {[5—3]} si dice effettivo se g,(x) # 0 per ogni x € U, e

per ogni «, ovvero se D ¢ definito (localmente) come il luogo di zeri di funzioni olomorfe su
M, ovvero anche se D = > m;V; con m; > 0 e V; ipersuperfici irriducibili.
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Se M ¢ una superficie di Riemann, ovvero una varieta complessa di dimensione uno, un
divisore di Cartier & determinato da una serie formale » %, a;p;, dove {p;} & una successione
discreta di puntiin M e a; € Z (in particolare se M ¢ compatta, risulta a; = 0 tranne un numero
finito di valori). Infatti, se {[ﬁ—z]} determina il divisore D, si determinano i punti py; come gli
zeri di f, e ag; la loro molteplicita, e i punti py; 4, come gli zeri di g, € —ag;4; come la loro
molteplicita.

3.4. 1l complesso di de Rham. Sia M una varieta reale di dimensione n. Il fascio delle
sezioni del fibrato A" M := AP(T'M*) lo denotiamo C};”. Le sezioni globali di tale fascio le
abbiamo denotate con 2}, ovvero Qf, := C°*P(M). Siax € M. Se U & un intorno stellato
contenente x, per il Lemma di Poincaré la successione di gruppi

0— Ry (U) = C(U) S CM(U) S ... = C™(U) = 0
¢ esatta. Poiché gli intorni stellati di un punto formano un sistema fondamentale di intorni,
risulta che per ogni x la successione di gruppi

d d
0= Rye = Cify 5 Chin .= Coit =0
¢ esatta. Dunque la successione di fasci di gruppi abeliani
d d
0=Ry = Ce SO S ... 509" =0

¢ esatta. Tale successione di chiama il complesso di fasci di de Rham.

4. Morfismi di fibrati vettoriali e di fasci localmente liberi

Sia M una varieta complessa (tutte le considerazioni qui fatte valgono anche per varieta
reali, ove si sostituisca C'§7 a Oyy). Siano E, F' due fibrati vettoriali e siano £, F i fasci delle
loro sezioni olomorfe. Sia ¢ : £ — F un morfismo di fibrati vettoriali. Si definisce allora un
morfismo di fasci di Oy/-moduli ¢ : £ — F nel modo seguente: se f € E(U) allora f : U — E
¢ una sezione e o o f & una sezione di F' su U, ovvero ¢y (f) :=po f € F(U).

LEMMA 4.1. Se ¢ : E — F ¢ iniettivo, allora p : £ — F ¢ iniettivo. Se ¢ : E — F ¢
suriettivo, allora ¢ : £ — F ¢é suriettivo.

DIMOSTRAZIONE. Basta provare il corrispondente risultato per ogni x € M. Supponiamo
prima ¢ iniettivo. Dunque se ¢, : & — F, ¢ tale che ¢,(f,) = 0, allora esiste un intorno
U>suxef e &U)taleche ¢(f) = 0, ovvero, per definizione, p(f) = po f : U — F ¢
la sezione nulla. Dunque per ogni y € U si ha ¢(y)f(y) = 0, essendo ¢(y) iniettiva, si ha
f(y) = 0perogniy € U, ovvero f, = 0.

Sia ora ¢ suriettiva. Sia g, € F,. Sia U una carta trivializzante per I e F' che contiene
x. A meno di restringere U, si puo supporre che esista g € F(U) tale che g, sia il germe di
g in z. Passando a coordinate locali, si pud scrivere su U, ¢ : (y,v) — (y, A(y)v) dove v
¢ un vettore ¢ A una matrice con coefficienti olomorfi, suriettiva per ipotesi. Se in tali carte,
9(y) = (y,w(y)) € U x C*, si ha che (per il teorema della funzione implicita) I’equazione
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A(y)v = w(y) ha una soluzione olomorfa y +— v(y) in un intorno di z. Dunque esiste un
intorno V' di x e una sezione f € £(V) tale che py(f) = gy e pertanto ©,(f,) = g e P &
suriettiva. U

ESERCIZIO 4.2. Provare che, se
0—-E—-F—->G—=0
€ una successione esatta di fibrati vettoriali, allora
0=E&—=F—=-G—=0
¢ una successione esatta di fasci di O;-moduli localmente liberi.

Vediamo ora cosa accade se ¢ : £ — F & un morfismo di fasci di Oy;-moduli localmente
liberi, ovvero fasci di sezioni olomorfe dei fibrati olomorfi £ ed F’ rispettivamente. Sia M, Ii-
deale massimale in O, dato dai germi f, tali che la valutazione f,(x) = 0. Allora &,/ M,E,
¢ uno spazio vettoriale finito dimensionale su C = Oy, /M,. Se f € £(U), allora la sua
valutazione f,(z) € E,, dunque E, = &,/ M,E,. Si definisce pertanto ¢ : £ — F nel modo
seguente. Sia a € E,. Dunque esiste un intorno U di z e f € £(U) tali che a = [f,], dove [f.]
rappresenta la classe di f, in £,/ M,E,. Pertanto si definisce

4.1) p(r)a = [pa(f2)] € Fof MoaFo = Fo.

Si osservi che ¢(z) & ben definita per la Oy ,-linearita di ¢,.. Si vede facilmente che ¢ & un
morfismo di fibrati vettoriali complessi.

ESEMPIO 4.3. Se ¢ : £ — F & un morfismo di fasci di Oy;-moduli iniettivo, ¢ : £ — F
non ¢ in genere iniettivo. Sia ¢ : O¢c — Oc definito da gy (f) := zf per ogni f € Oc(U),
U C C aperto. Allora

0—>OCL>O(C

¢ iniettivo come morfismo di fasci. Il fibrato banale C x C ¢ il fibrato le cui sezioni sono O¢
(perché ¢ globalmente libero di rango 1). Il morfismo associato ¢ : C x C — C x C ¢& definito
da

o(z,v) == (z, 2v),
dunque ¢(0,v) = (0,0), ovvero ¢ non & iniettivo in z = 0. Si noti che, posto Q := O¢/zO¢ il
fascio (di O¢-moduli) quoziente, la successione di fasci
0— Oc == Oc — Q=0

¢ esatta, ma Q non ¢ localmente libero. Infatti @, = O per z # 0 e Qy = C.

PROPOSIZIONE 4.4. Sia ¢ : £ — F un morfismo iniettivo di fasci di Oy;-moduli localmente
liberi. Sia Q := F/p(E). Siax € M. Allora p(x) : E, — F, é iniettivo come morfismo di
fibrati vettoriali se e solo se Q, e un Oy ,-modulo libero.
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DIMOSTRAZIONE. Se Q, ¢ libero, allora per la Proposizione 1.5 la successione esatta di

O z-moduli
0=& = Fp— 9y —0

spezza. Per il Lemma 1.4 esiste un morfismo di O, ,-moduli h: F, — &, tale che ho 0, = id.
1l morfismo £ definisce una applicazione lineare h : F, = F, /M, F, — £,/ M E, = E, che
verifica h o p(x) = id. Da cui segue che () ¢ iniettiva.

Viceversa, se ¢ ¢ iniettiva in z, 1o & in un intorno U di . Pertanto Im(¢|;/) € un sottofibrato
di F'|y e dunque F'|y/Im(¢p|y) € un fibrato vettoriale su U il cui fascio delle sezioni ¢ Q|y, che
¢ dunque localmente libero su U e in particolare Q,. ¢ libero. U

OSSERVAZIONE 4.5. Dalla (4.1) segue subito che se ¢ : £ — F & un morfismo di fasci di
Oj-moduli liberi suriettivo, allora ¢ : £ — F' ¢ suriettivo come morfismo di fibrati vettoriali.

4.1. Spezzamento. Sia M una varieta (reale o complessa). Sia R un fascio di anelli
commutativi con unita su M. Siano F. £, G tre fasci di R-moduli su M.

DEFINIZIONE 4.6. La successione esatta corta di fasci di R-moduli
4.2) 0—F-%e256-—0
spezza se esiste un morfismo di fasci di R-moduli f : £ — F tale che f o a = idx.

Poiché il limite diretto ¢ un funtore esatto e 1’esattezza di una successione di R-moduli ¢
equivalente all’esattezza su ciascuna fibra (Proposizione 3.12), per il Lemma 1.4 si ha:

LEMMA 4.7. Sono equivalenti:

(1) La successione (4.2) spezza.
(2) Esiste un morfismo di fasci di R-moduli g : G — & tale che 5 o g = idg.
(3) Esiste un isomorfismo di fasci di R-moduli ¢ : &€ — F ® G e il seguente diagramma ¢

commutativo:
0 F—2s ¢ sg 0
idl @l idl
0 »y F —— FoG —— G 0

dove 1 : F — F @G e linclusione naturale e 7 : F &G — G ¢ la proiezione naturale.

ESERCIZIO 4.8. Se G & localmente R-libero allora la successione esatta corta (4.2) spezza
localmente, ovvero esiste un ricoprimento {U, } di M tale che la restrizione della successione
ad ogni U, spezza.

Le stesse definizioni si possono dare ovviamente nel caso di fibrati vettoriali.

COROLLARIO 4.9. Siano F, E, G dei fibrati vettoriali su M. Se
0—-F—-F—=-G—=0
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e una successione esatta corta di fibrati vettoriali allora spezza localmente, ovvero, esiste un
ricoprimento {U;} di M tale che

0— Fly, = Ely, = Gly, = 0
spezza per ogni j.

DIMOSTRAZIONE. La successione esatta corta di fibrati vettoriali determina una succes-
sione esatta corta di fasci (delle sezioni dei fibrati) di R-moduli localmente liberi (con R =
C5, On a secondo della categoria). Per I’esercizio precedente la successione di fasci spezza
localmente e dunque spezza localmente la successione di fibrati. U

ESEMPIO 4.10. In generale, anche se G ¢ R-libero la successione esatta corta (4.2) non

N9

spezza (questo ¢ conseguenza della nozione di “suriettivita” tra fasciche non implica suriettivita
a livello di sezioni globali). Infatti, si assuma che 0 — F' — E — G — 0 sia una successione
esatta corta di fibrati vettoriali olomorfi con G di rango uno, che non spezza (come vedremo
questo ¢ possibile solo nella categoria olomorfa). Tensoriziamo con G*. Allora si ottiene una
successione esatta corta 0 - F Q G* - F® G* — G ® G* — 0 in cui I'ultimo fibrato ¢
banale, ovvero globalmente O, -libero. Se tale successione spezza, tensorizzando di nuovo con
G si ottiene che anche la successione iniziale spezza, contro I’ipotesi.

5. Operazioni sui fasci

In questa sezione R ¢ un fascio di anelli commutativi con unita.

5.1. Somma diretta. Siano F, G due fasci di R-moduli su uno spazio topologico X. Al-
lora si definisce il fascio somma diretta F ®© G tramite

T(X)2U = FU) Drw) G(U).

Si verifica facilmente che F @& G € un fascio di R-moduli. Poiché il limite diretto commuta
con la somma diretta, si ha inoltre che per ogni = € X,

Pertanto, se
0=F—=G—->H—=0

¢ una successione esatta di R-moduli, allora per ogni R-modulo D la successione di R-moduli
0—>FPrD—-GPrD —->HPrD —0

¢ esatta.
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5.2. Hom. Siano F e G due fasci di R-moduli su uno spazio topologico X. Si definisce un
prefascio di R-moduli Homg (F,G) tramite

7(X) 2 U = Homp(F,G)(U) := Homg, (Flv,G|v),
con mappe di restrizione date da

Homg, (Flv,Glv) 2 {ewtwerw) = {owtwerv) € Homg, (Flv,Glv), V CU.

Si noti bene che non si puod definire un prefascio di morfismi tra due fasci F e G di R-
moduli associando ad ogni aperto U gli R(U)-morfismi da F(U) a G(U) perche non sarebbero
ben definite le mappe di restrizione.

PROPOSIZIONE 5.1. Siano F,G due R-moduli. Allora Homg(F,G) é un fascio di R-
moduli.

sia {U;} un ricoprimento aperto di U. Sia ¢ € Homg(F,G)(U) e supponiamo che ryy, (¢) =
perogni j. Sias € F(V) per qualche V' C U. Allora ¢y (s) hala proprieta che 7y vy, (v (s))
0 per ogni j. Essendo G un fascio, questo implica che ¢y (s) = 0. Per I’arbitrarieta della sezione
questo implica che ¢ = 0.

Proviamo adesso che Homg (F, G) soddisfa alla proprieta S2. Sia U € 7(X) e sia {U;} un
ricoprimento aperto di U. Sia {¢; } una famiglia tale che ; € Homg (F,G)(U;) e rv,v,nv; (¢;) =
rv,u;nu; (@i) per ogni U; N U; # (). Definiamo ¢ € Homg (F, G)(U) nel modo seguente: se V'
¢ un aperto in U e s € F(V), allora posto s; := ryyny,(s), si ha che {¢;(s;)} & una famiglia
di sezioni di G su V' N U; che coincidono nelle intersezioni V' N U; N U;. Pertanto essendo G un
fascio, si incollano ad una sezione su V' che denotiamo ¢y (s). U

DIMOSTRAZIONE. Proviamo che Homg (F, G) soddisfa alla proprieta S1. SiaU € 7(X) e

Sia x € X. Per la proprieta universale del limite diretto il morfismo

Homg, (Flu,Glu) 2 ¢ — ¢, € Homg, (Fs, Gy)

definito per U € 7,(X), determina un morfismo di R,-moduli
(HOI’HR(F, g))ft — Hom’Rz (*F:Jca gm)
Tale morfismo non ¢ in genere né iniettivo né suriettivo.
Siano F, F', F", F" dei R-moduli. Allora

(1) Homg (R, F) ~ F

(2) HOH’IR(J’—J @R ]:”, ,/r) ~ HomR(}"’, .F) @R HomR(}"”, .F),

(3) Homg (F, F &r F") ~ Homg (F, F') ®&r Homg(F,F"),

(4) Se

0—>F = F" —F"
€ una successione esatta di R-moduli, allora

0 — Homg (G, F') — Homg (G, F") — Homz (G, F")

€ una successione esatta di /R-moduli.
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(5) Se
F =-F"=F"=0
€ una successione esatta di R-moduli, allora
0— HOmR<JT"m, g) — HOII’IR(.F//, g) — ,HomR(JT_‘/? g)

¢ una successione esatta di /R-moduli.
(6) Se F &un R-modulo localmente libero allora Homp (F, -) trasforma successioni esatte
corte di R-moduli in successioni esatte corte di R-moduli.
(7) Se
0—>F -F" - F"=0

¢ una successione esatta di R-moduli e " ¢ localmente R-libero allora per ogni
‘R-modulo F la successione

0 — Homg (F,F") — Homg(F,F") — Homgp(F,F') —0
¢ esatta.

Le proprieta (4) e (5) si condensano nella frase Homy, € un funtore esatto a sinistra.

Le precedenti proprieta sono conseguenza diretta delle analoghe proprieta per moduli su
anelli e delle definizioni di fascio e la loro dimostrazione ¢ lasciata come esercizio.

A titolo di esempio vediamo come provare la suriettivita del morfismo Homg (F, F") —
Homp (F, F') nella proprieta (7). Sia U un aperto in X e sia ¢ € Homg(F, F')(U). Occorre
trovare un ricoprimento aperto {U;} di U e sezioni ¢; € Homg (F, F") tali che ¢; — ryy, ()
per ogni j. Dall’Esercizio 4.8 la successione esatta spezza localmente e dunque possiamo pren-
dere {U,} un ricoprimento aperto di U su cui la restrizione della successione esatta spezza. Su
ciascun U; ragionando come in Proposizione 1.8 si ottiene allora la sezione ¢; cercata.

5.3. Prodotto tensore. Siano F, G due fasci di R-moduli su uno spazio topologico X.
Siano r{;,, i morfismi di restrizione del fascio F e 7{,;, quelli del fascio G. Il fascio associato al
prefascio

T(X)2>2 U~ F(U) QRrRU) Gg(U),

con le mappe di restrizione r{;y, @ rf,,, si denota con F ®% G e si dice il fascio prodotto tensore.
Poiché il limite diretto di moduli commuta con il prodotto tensoriale (Proposizione 1.26) e
le fibre di un prefascio sono le stesse del fascio associato, si ha

(5.1) (F®rG), = Fi ®r, Gs,

perogniz € X.
Se F, G, H sono R-moduli, si ha

(1) ForG ~G g F,

) (FOrG)@r H~FQr (GrH),

QB) Fr(GOrH) = (FRrG)Dr (FAr H),
4) R®r F ~ F,

(5) Homp (F ®r G, H) ~ Homp (F,Homz (G, H)),
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(6) se F/ — F" — F" — 0 & una successione esatta di R-moduli, allora
F/®Rf—>f//®nf—>F///®Rf—>O

¢ esatta,
(7) se 0 = F' — F" — F" — 0 & una successione esatta di R-moduli e F & localmente
‘R-libero allora

0=->F OrF>F' @ F=>F"@rF—0

¢ esatta.

Per dimostrare le proprieta precedenti, dati i morfismi naturali, per la (5.1) occorre e basta
provare 1’esattezza sulle fibre. Ma questa segue dalle analoghe proprieta per i moduli.

ESEMPIO 5.2. Sia S una sottovarieta regolare complessa di una varieta complessa M e sia
Zs il fascio di ideali di S. Sia Og := Op/Zs. Se F & un Oyp-modulo, allora F ®p,, Os &
un Og-modulo. In particolare se F ¢ il fascio delle sezioni olomorfe di un fibrato vettoriale
olomorfo F' su M, allora F ®o,, Og ¢ il fascio delle sezioni olomorfe (su S) della restrizione
Fl|sdi FaSs.

5.4. Immagine diretta. Sia f : X — Y una funzione continua tra due spazi topologici.
Sia F un fascio su X. Allora si definisce un prefascio f.(F) su Y tramite

F(R)U) = F(f1(U)).
Si vede facilmente che f,.(F) soddisfa S1 e S2 ed & dunque un fascio, che si chiama il fascio
immagine diretta.
Se X ¢ un chiusoin Y e+t : X — Y & I'immersione naturale, allora (¢.(F)), = F, se
z € X e (1.(F)), = 0 altrimenti.
Se F & un fascio di R-moduli su X, allora f,(F) & un fascio di f,(R)-moduli su Y.

5.5. Immagine inversa. Sia f : X — Y una funzione continua tra due spazi topologici.
Sia G un fascio su Y. Si definisce un prefascio su X tramite

7(X) 3 U limG(V),

dove il limite diretto & fatto su tutti gli aperti V' tali che f(U) C V' (e questo & in modo naturale
un insieme di indici filtrante dove si ponga V' < V'se f(U) C V' C V).
Il fascio associato a tale prefascio si chiama il fascio immagine inversa e si indica con

f7HG).

ESEMPIO 5.3. Siap € X esiat : X — {p} datada¢(x) = p. Allora il fascio delle funzioni
localmente costanti Ky & dato da ¢~ *(N), dove N ¢ il “fascio” su {p} definito da N({p}) = N.

Se F & un fascio di R-moduli su Y, allora f~*(F) & un fascio di f~'(R)-moduli su X.
Se X & un sottospazio topologico di Y, e+ : X — Y ¢ la naturale immersione «(p) = p,
dato un fascio F su Y si definisce il fascio restrizione

Flx := ¢ (F).
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6. Fasci di moduli coerenti

1-fibre di Hom
2-coerenza dei tre
3-cenni su fasci analitici coerenti (teoremi A e B di Cartan)

7. Coomologia di Cech di fasci su spazi paracompatti

Sia F un fascio di gruppi abeliani (rispetto alla operazione di somma) su uno spazio topo-
logico paracompatto, di Hausdorff X e sia &/ := {U,} un ricoprimento di X localmente finito.
Si definisce

COWU, F) == [[ F(Ua),

C'UF) =[] FUayNUay),

@Q,1

U F) =[] FlUsun...NU,)

Un elemento di C?(U, F) ¢ il dato di una famiglia { fo,...o, } di sezioni di F su Uy,,N...NU,,
al variare di tutti gli indici. I CP(U,F) sono dei gruppi abeliani rispetto alla somma delle
componenti.

Si osservi che, per definizione, non si esclude che qualche indice in F(U,, N ... N U,,) sia
uguale all’altro. Per comodita di notazione, invece di denotare con ry (f) la restrizione di un
elemento f € F(U)aV C U, scriveremo semplicemente f|y .

Un elemento di C?(U, F) ¢ detto una p-cocatena di F. Si definisce un operatore di cobordo
oPHL L Cr(U, F) — CPTY(U, F) tramite

p+1

5p+1 ({fao...ap}) = {Z(—l)jfao...dj...ap+1 |Ua0ﬂ...ﬁUap+1 }a
j=0

dove abbiamo usato la notazione f|y :=ryy(f)se f € F(U)eV C U.
In particolare, se {f,} € C°(U, F), si ha

5 ({fa})ap = {fslvarvy — falvanvs}s
mentre, se { fo5} € C(U,F), si ha

52({faﬁ})aﬁ'y = {faslvanvsnu, — farlvanusnu, + fB'y|U,mU,gﬁUw}-

Si osservi che, avendo scelto di considerare anche indici uguali nella definizione delle cocatene,
risulta che se 6%({f,5}) = 0 allora f,, = 0 ('elemento identitd), fos = — fsa (OVVero fusz &
I’elemento inverso di fgq).
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LEMMA 7.1. Sia ha 5**! o §? = 0 per ogni p € N.
DIMOSTRAZIONE. E un calcolo diretto, lasciato per esercizio. O

DEFINIZIONE 7.2. Gli elementi di ker 67+ si dicono p-cocicli mentre gli elementi di Im §?
si dicono p-cobordi.

DEFINIZIONE 7.3. La coomologia del complesso coomologico {C®, §*} si denota H* (U, F)
e si chiama coomologia di C'ech di F relativa al ricoprimento U.

Si osservi che HO(U, F) = F(X), ovvero sono le sezioni globali di F su X. Infatti se
{fa} € COU,F) ese d'({fa}) = 0, significa che fu|v.nv, = fslv.nu, per ogni a,f e
pertanto, essendo F un fascio, esiste f € F(X) tale che f|y, = f,. Pertanto,

HU,F) =F(M)
HP(U, F) = Kerd?™ ! /Imo?,  p> 1.
Nel seguito, quando non sia necessario, scriveremo solo J invece di §”.
Se U" = {Uj}ger ¢ un raffinamento di U = {U, }aes, scriviamo U’ < U. Siap : I' — 1
tale che Uj C U, (). Allora & ben definito un morfismo di gruppi abeliani
phCP(U, F) — CP(U', F)
dato da
P ({ fao..cp}so.8, = {ft0).o80 vy .00y }-
Per definizione, risulta che 6 o p, = p,, 06 e dunque p,, € un morfismo di complessi coomologici
e pertanto induce un morfismo in coomologia
p: H'U,F) = H'U',F), p>0,
si puo provare che tale morfismo non dipende dalla mappa ¢ scelta.

DEFINIZIONE 7.4. La coomologia (di Cech) su X del fascio F & data dal limite diretto
rispetto al raffinamento di ricoprimenti,

HP(X,F) :=lim H*(U,F), p>0.
—

Dunque per ogni ricoprimento I/ esiste un morfismo di gruppi &, : H? (U, F) — H?(X, F).
In particolare, se 0 € HP(X, F) esiste un ricoprimento U = {U;} di X e {ga,...a, } € C*(U,F)
tale che [{ga,..a, }] € HP(U, F) viene mandato in o dal morfismo ®;,.

TEOREMA 7.5. Sia M una varieta complessa. Allora il gruppo abeliano (H'(M, O%;), )
e il gruppo abeliano di Picard di M (Pic(M), ®) sono isomorfi.

DIMOSTRAZIONE. Se o € H'(M, O3,) allora esiste un ricoprimento {U,} di M € g5 €
O3,(U, N Up) tali che o & rappresentato da {g.s} in C* (U, O};) € §({gap}) = 0. 1l fascio
di gruppi abeliani O}, ¢ fascio di gruppi rispetto alla operazione di prodotto e la condizione
6({gap}) = 0 significa che gaggs,9ya = id su U, N Uz NU, # 0, ovvero {g,s} soddisfa le
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identita di cociclo e dunque da luogo ad un fibrato lineare L*. Se {g;,5} € un altro rappresentate
di o che determina il fibrato lineare L', si puo supporre a meno di passare ad un raffinamento
comune che sia definito in C* (U, O%;). Dunque esiste f, € O}, (U,) per ogni « tale che

d({fa}) = {gaﬁ}({g;,@})_l'

Questa relazione significa

fB‘U 0. = Gap
7 UaN — T
Ja ’ 9;5

e dunque le {f,} determinano un isomorfismo di fibrati lineari tra L* e L™ per la (2.1) del
Capitolo 2.

Viceversa, se { L} & un fibrato su M, le sue funzioni di transizione determinano un elemento
o' € HY(M,O}) e, come sopra, se L' & isomorfo a L, risulta 0;' = o,'. Essendo le
funzioni di transizione di L ® L' il prodotto delle funzioni di transizione di L con quelle di L/,
la corrispondenza risulta un isomorfismo di gruppi con le rispettive operazioni. U

ATTENZIONE: Si osservi che abbiamo scelto di far corrispondere al fibrato L con funzioni di
transizione {g,s3} I’elemento o, rappresentato dagli uno-cocicli {gg,}. In altri termini, in tal
modo & come se considerassimo Pic(M) il gruppo dei fibrati lineari e (H' (M, O%;), -) il gruppo
dei fasci delle loro sezioni.

OSSERVAZIONE 7.6. Con una prova analoga alla prova del Teorema 10.1 si dimostra che
(HY(M, (C3)*),-) & isomorfo al gruppo dei fibrati vettoriali complessi con fibra di rango
complesso uno a meno di equivalenze di classe C*.

Siano F, G due fasci di gruppi abeliani su uno spazio topologico X. Sia ¢ : 7 — G un
morfismo di fasci. Siald := {U,, } un ricoprimento aperto di X . Poiché T(C}VOQOU = @y oryy per
ogni U,V € 7(X), si verifica facilmente che il morfismo ¢* : C?(U, F) — CP(U, G), definito

tramite OP({ fay..ap 1} = {000 "Vay (fag..ap)} € CP(U,G) per { fay..cr,} € CP(U, F), & tale
che

PPlo? =T o PP,
Pertanto ¢ definisce un morfismo di gruppi abeliani
eb s HY(U, F) — H* (U, G).
Inoltre, se 2’ & un raffinamento di U e p : H?(U, F) — HP(U', F) & il morfismo indotto, si
vede facilmente che ¢}, o p = p o ¢}, e dunque & determinato un morfismo di gruppi abeliani
o’ HP(X,F) — H?(X,G).
Si noti che, per costruzione:
(D) ¢ = px : F(X) = G(X),
(2) se ¢ = id allora ¢” = id per ogni p > 0,
(3) se ¢ : G — H ¢ un altro morfismo di fasci, allora 1)? o ¢ = (1) o )P per ogni p > 0.
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TEOREMA 7.7. Sia X uno spazio topologico paracompatto e di Hausdorff. Sia 0 — £ —
F — G — 0 una successione esatta di fasci di gruppi abeliani su X. Allora esiste una
successione esatta lunga di gruppi abeliani

... — H’(X,E) — HP(X,F) — H?(X,G) — H'"Y(X &) — ...

DIMOSTRAZIONE. Per la Proposizione 3.15, per ogni ricoprimento U/ di X e per ogni p €
N, la successione di gruppi abeliani

0— CP(U,E) — CPU,F) —C"(U,G)

¢ esatta. Se I’ultimo omomorfismo fosse suriettivo, utilizzando il Lemma del Serpente 5.9 del
Capitolo 3 si otterrebbe il risultato voluto. In generale perd 1’ultimo omomorfismo non € su-
riettivo. Per ovviare a questo, utilizzando la paracompattezza, si prova che dato o € H?(X, G)
esistono un ricoprimento U di X e {ga,..a,} € C*(U,G) tale che 0 = Py[{ga,..0, }] €d esiste
{fao..apt € CP(U,F) tale che fo;. a, > Gao...a, PET 0N Qp, ..., a,. Una volta che questo &
provato, ragionando come nel Lemma del Serpente 5.9 del Capitolo 3 si ottiene I’asserto.

Per ottenere il ricoprimento I e il cociclo {gqy...a, } € C?(U,G) come sopra, si parte da un
ricoprimento localmente finito U’ = {U}, }aes di X e da un cociclo {g;,, , } € CP(U’',G) che
rappresenta o. Per la paracompattezza, per ogni € X esiste un intorno aperto U, tale che
U, & contenuto in un numero finito di U),. Poiché solo un numero finito di U}, contengono z, a
patto di cambiare U, con U, N[ U! possiamo scegliere U, in modo che se = € U/ allora
U, C U,.

A meno di restringere U, possiamo anche assumere che 9&0...% \UIHU&OQ,”U&IJ abbia una pre-
immagine in F(U,) per ogni z € X ogni qual volta U, N U, N ... U, # 0 (poiché tale
condizione ¢ soddisfatta solo da un numero finito di indici).

Scegliamo una funzione ¢ : X — I tale che x € U/, per ogni x € X. Alloral{ := {U,}
¢ un raffinamento di &/'. L'immagine di {g;,, ,, }in C?(U,G) &il cociclo {gy,. , } cercato. [

a:xelUl,

OSSERVAZIONE 7.8. Con le notazioni della proposizione precedente, si osservi che se U ¢
un ricoprimento aperto di X tale che

0—CP(U,E)—CPU,F)—C"U,G)—0
¢ esatta per ogni p > 0, allora si ha una successione esatta lunga
. HY(U,E) — HP(U,F) — H?U,G) — H"™ (U, E) — ...
DEFINIZIONE 7.9. Se E ¢ un fibrato vettoriale su una varieta M si definisce per j > 0
HI(M,E) = H(M,€)

dove € indica il fascio delle sezioni di E.
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8. Il teorema di de Rham astratto
Sia F un fascio di gruppi abeliani su uno spazio topologico paracompatto e di Hausdorff X.

DEFINIZIONE 8.1. Una risoluzione di F ¢ il dato di una famiglia di fasci di gruppi abeliani
{F7},en su X per cui esistano dei morfismi di fasci p : F — F°e ? : F/ — F/T1 per ogni
7 > 0, tali che la successione

0 1
(8.1) 0> F -5 F S F 5 PP
sia esatta.

Se H*(X, F7) = 0 per ogni j > 0 e k > 1 si dice che la risoluzione (8.1) & una risoluzione
aciclica di F.

Data una risoluzione di F come in (8.1), si ha un complesso di coomologia (non esatto in
genere) dato da
0 1
(8.2) 0 F(X) 25 FOX) 25 FlUx) 25 72(X). ..

Si osservi che per la Proposizione 3.15, il morfismo px : F(X) 25 FO(X) & iniettivo e
Im px = ker ©%, ma in generale la successione (8.2) non & esatta.
Indichiamo con H*(F*) la coomologia del complesso coomologico

0 1
FOUX) =5 FUX) =5 FUX)...
Si noti che
HY(F*) = Kerpk = F(X) = H(X, F).
ESEMPIO 8.2. Il complesso di de Rham ¢ un esempio di risoluzione aciclica per il fascio
Ry (o anche C,; considerando forme a coefficienti complessi).
TEOREMA 8.3 (de Rham astratto). Sia F un fascio di gruppi abeliani su X, spazio topolo-
gico paracompatto. Sia
0 1
0> F S F S 7t 2 72
una risoluzione aciclica di F. Allora per ogni k > 0 risulta
HY(F*) ~ HF (X, F).
DIMOSTRAZIONE. II teorema vale per £ = 0 come gia visto.
Sia K := Ker(¢'), peri = 0, 1, .. .. Allora la successione corta

(8.3) 0 K-t Ly Fiml ¥ ki,

¢ esatta per ¢ > 1 (essendo 7 : =1 — F~! Pimmersione canonica).
Per definizione

Kerlgh) _ KU(Y) _ HOXK)

N = R e R
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Inoltre
Im(gpf;l) = Im(]-“’"l(X) — ICi(X)) = Im(HO(X, fi’l) — HO(X, lCi)),

da cui

e HO(X,KY)
(8.4) HP) = (o, 71) > HO(X, )

Per il Teorema 7.7 la (8.3) induce una successione esatta lunga in coomologia:
0— HX, K™ — HY X, FY) —» HO(X,K') 25 HY(X, K1) — 0,
essendo H'(X, Fi~1) = 0 poiché la risoluzione & aciclica.

Pertanto dalla (8.4) si ottiene che la mappa ~! indotta da 9 & un isomorfismo:

: H°(X,K") oo :

H'(F*) = — — —L H'(X, K.

(F*) Im(H°(X, Fi-1) — HOY(X, K%)) (%, )

Adesso per 2 < r < i si consideri la successione esatta corta

0 K 2 P S g
Questa induce una successione esatta lunga in coomologia (tenendo conto che la risoluzione ¢
aciclica)
0= H"(X,F~) = B Y(X, K+ 25 B (X,K77) — H' (X, F~") =0,
dunque ~; : H"'(X, K'="+1) — H"(X,K'~") & un isomorfismo.
Pertanto la composizione 7; := 7} 0 y!_; o ... 0} & un isomorfismo
HI(F) 2 HY(X K 2 HY(X,E2) = 25 HY(X,KO).
Ora, K° = Ker(¢") = F, da cui
vt H(F*) — H'(X, F),
¢ un isomorfismo. U

OSSERVAZIONE 8.4. Dalla dimostrazione del Teorema di de Rham astratto segue che se la
risoluzione non ¢ aciclica, esiste un morfismo ; : H'(F*) — H'(M, F) che in generale non &
perd un isomorfismo.

9. Risoluzione canonica soft, teorema di Leray e successione di Meyer-Vietoris

DEFINIZIONE 9.1. Sia X uno spazio topologico paracompatto e sia  un fascio di gruppi
abeliani su M. 1l fascio F! delle sezioni discontinue di F & definito su un aperto U C X
tramite

FOW) ={f:U—= | Fu: flx) € Fu}.

zeU

Si noti che FI° & un fascio di gruppi abeliani e che F & un sottofascio di F1.
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PROPOSIZIONE 9.2. Sia F un fascio di gruppi abeliani su uno spazio topologico paracom-
patto di Hausdorff X. Allora per ogni ricoprimento aperto localmente finito U di X e per ogni
p > 1vale

HP (U, FO = 0.
In particolare il fascio delle sezioni discontinue F!% ¢ aciclico (ovvero H7 (X, F [0]) = 0 per
ogni 7 > 0).

DIMOSTRAZIONE. Sial{ = {U,} un ricoprimento aperto localmente finito di X. Sia {7, }
una famiglia di insiemi (non aperti) tale che per ogni « si abbia T, C U, che T, N T3 = () per
a # B eche X = UT,. Sia p, : X — N la funzione caratteristica di 7.

Sia {gag...ap} € CP(U, F1) tale che 0({Yag...ap }) = 0. Possiamo estendere g,,,. ., ad una
sezione di F1°(X') ponendo Gap.ap () = 0perz & Uy, N ... N U,,. Poniamo allora

fao---ap& = Z PBYBag...cap_1 -
B

Poiche il ricoprimento ¢ localmente finito, la somma sopra ¢ finita per ogni * € X e dun-
que {fag.a,,} € CP~ (U, FI). Si verifica direttamente che d({faoap-1}) = {9ag.ap}
Vediamolo per p = 1; omettendo di scrivere le restrizioni,

O({faoHavar = far = fao = Zpﬁ(gﬁal — YBag) = Jagan Zpﬁ = Jagar»
B B

come volevasi. O

Sia Q° := FlO/ F e sia F! il fascio delle sezioni discontinue di Q°. Sia poi Q' = F1l/Q°
e sia F@ il fascio delle sezioni discontinue di Q' e cosi via. Dalle successioni esatte di fasci di
gruppi abeliani

0— F —=FOo - Q0 o,
0— Q" —»Fll 5 9t 0

0—Qrt 5Fl 5 gr 0
Si ottiene una successione esatta
9.1 0—F — FO — 7l 7B

che, per la Proposizione 9.2 ¢ una risoluzione aciclica di F (detta la risoluzione canonica soft).
Per il Teorema di de Rham astratto 8.3 si ha

9.2) HP(X,F) = HP(FI).

DEFINIZIONE 9.3. Sia X uno spazio topologico paracompatto e sia F un fascio di gruppi
abeliani su X. Siaf := {U,} un ricoprimento aperto localmente finito di X. Diciamo che U
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¢ di Leray per F (o F-aciclico) se per ogni m > 0, per tutti gli indici «, . .., a,, € per ogni
p > 1siha

H?(UyyN...NU,,,,F)=0.

Ricordiamo che, per definizione di coomologia di Cech, per ogni fascio di gruppi abeliani
G su X esiste un omomorfismo di gruppi @7, : H/(U,G) — HY(X,G).

TEOREMA 9.4 (Leray). Sia X uno spazio topologico paracompatto, sia F un fascio di
gruppi abeliani su X. Sia U un ricoprimento aperto localmente finito di X che e di Leray per
F. Allora per ogni p > 0,

. HP(U,F) — HP(X, F),
e un isomorfismo.
DIMOSTRAZIONE. Si consideri la successione esatta di fasci di gruppi abeliani
0—F—F 59",

dove F1% & il fascio delle sezioni discontinue di F.

Proviamo che U & di Leray per Q°. Infatti, restringendo la successione esatta all’aperto
V = Uy N...NU,, siottiene una nuova successione esatta di fasci di gruppi abeliani e,
passando alla successione esatta lunga in coomologia, si ha la successione esatta di gruppi
abeliani per p > 1

Prop. 9.2 Prop. 9.2

0 ar (v, 7o — HP(V, Q%) — HPY (V, F) — HPH (v, F)
dacui H?(Uy, N...NU,, ,Q°% ~ H(U,, N...NU,, ,F) = 0 per ipotesi e dunque I/ & di
Leray per Q°.
Guardiamo adesso la successione esatta lunga in coomologia al livello p = 0, poiché U/ ¢ di
Leray per F, si ha che

0,

0= FUyN...NU,, )= FUU,N...NnU,,. )= Q" Uyn...NU,,. ) —0
¢ esatta per ogni m > 0 e indici «y, . . ., a,,. Pertanto per ogni p > 0 la successione
0—CP(U,F)—C*U,F% = c*U, Q%) — 0
¢ esatta. Per I’Osservazione 7.8 si ha dunque una successione esatta lunga
(9.3) = HPULF) = B U, FOY = BP(U, Q%) — HPYY U, F) — ...
Per p = 0, come gia visto, si ha
HU,G) ~G(X) ~ HX,G),

per ogni fascio G su X, e <I>8, ¢ chiaramente un isomorfismo.
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Per p = 1, per la (9.3) e utilizzando la Proposizione 9.2, si ha il seguente diagramma
commutativo con righe esatte

HWU,FO —— H'U, Q") —— H'U,F) —— 0

9.4) <1>g{lz <1>g,lz @él

HY(X,FO) —— H'(X,Q°) —— HYX,F) —— 0

da cui segue che ®}, : H'(U, F) — H'(X, F) & un isomorfismo.

Per p > 2, ragioniamo per induzione: supponiamo che per p > 2 e per ogni fascio di gruppi
abeliani per cui U/ sia di Leray il teorema valga. Dal seguente diagramma commutativo con
righe esatte:

0 — H*U,Q°) —— HP'(U,F) —— 0
@l’;l: q»;“l
0 —— HP(X,Q°) —— HFFYX,F) —— 0
segue che @/ . AP\ (U, F) — HP*'(X, F) & un isomorfismo. O

OSSERVAZIONE 9.5. Sia X uno spazio topologico paracompatto e sia F un fascio di gruppi
abeliani su X. Per ogni ricoprimento aperto localmente finito ¢/ di X il morfismo

&, H'(U,F) — H'(X,F)

¢ iniettivo. Infatti, con le notazioni del Teorema di Leray, a partire dalla successione esatta di
complessi coomologici

0— CPU,F) — U, F% — cru, Q°)
si ottiene la successione esatta di complessi coomologici
0— CPU,F) —C*U, F) - c? U, Q% — 0,

dove CY (U, Q%) C CP(U, Q°) & il sottogruppo delle p-cocatene che sono immagini di p-cocatene
di ¢?(U, FI%). Allora, ponendo H? (U, Q°) la coomologia del complesso {C$ (U, Q°),5°}, si
ottiene una successione esatta lunga in coomologia, da cui, guardando i primi termini si ha il
diagramma commutativo con righe esatte

HW, FO —— 19U, Q%) —— H'U,F) —— 0
@%l: ng @bJ{
HO(X, FO) —— H%X, Q%) —— HY(X,F) —— 0

dove ¢ : HY(U, Q") — H(X, Q) & I'immersione naturale. Da questo segue facilmente che
®}, & iniettiva.



Filippo Bracci - Teoria dei Fibrati

152 4. FASCI E COOMOLOGIA

TEOREMA 9.6 (Meyer-Vietoris). Sia X uno spazio topologico paracompatto. Siano U,V
due aperti di X tali che X = U U V. Sia F un fascio di gruppi abeliani su X. Allora la
successione seguente e esatta:

... = HY(X,F) = H"(U,Fly) ® H*(V, Flv) = H*(U NV, Fluay) = HP(X, F) — ...

DIMOSTRAZIONE. Sia 0 — F — Fl% — FlI — _  larisoluzione canonica soft di F. Si
considerino i complessi coomologici {F!*I(X)}, {Fl/(U) @ FlI(V)}, {FI(U N V)} definiti
in precedenza. Per ogni p > 0 la successione di gruppi abeliani

0— FP(x) L FR () o FR(V) 5 FR@ N V) =0
definita tramite 67 (s) = (s|y, s|v) e nP(a,b) = a|yny — blunv € esatta. Infatti, & chiaro che 67
¢ iniettiva e che Im 7 = ker 7)? poiché F! & un fascio. La suriettivita di 7)” segue dal fatto che
ogni sezione di FIP(U N V) si estende (ponendo 0 fuori da U N V') ad una sezione di FP/(U).

Pertanto le 6°,7* determinano una successione esatta di complessi coomologici e per il

Lemma del Serpente 5.9 del Capitolo 3 e per il Teorema di de Rham astratto 8.3 si ottiene il
risultato. U

10. Applicazioni
10.1. Aciclicita dei fasci di C°*°-moduli.

TEOREMA 10.1. Sia M una varieta (reale o complessa) e sia F un fascio di C5;-moduli su
M. Allora
HP(M,F) =0, perp>Q0.

DIMOSTRAZIONE. Sia i/ = {U,} un ricoprimento localmente finito di M tale che cia-
scun U, sia relativamente compatto in M e sia {p,} una partizione dell’unita associata. Sia
{9a0...ap, } € CP(U,F) tale che 6({gag...a, ;) = 0. Estendendo pggsa...a,_, @ 0 fuori dal sup-
porto di pg in Uy, N ... Uy, _,, S1 pud pensare a pggsag...a,_, COME una sezione C'* di F su
Uaoy N ... Uq,_,. Poniamo allora

fao---oép—1 = Z PBY9Bag...ap—1-
B

Poiche il ricoprimento ¢ localmente finito, la somma sopra ¢ finita per ogni * € M e dunque
{fao..cp} € CP7HU, F). Si verifica direttamente che 6({ faq..ap 1 }) = {Gac..a, }- Vediamolo
per p = 1; omettendo di scrivere le restrizioni,

6({faoDavar = far = fao = Zpﬁ(gﬂal — YBas) = Jaoan Zloﬂ = Yapar,
B B

come volevasi. O

10.2. Coomologia del fascio localmente costante. Sia )M una varieta. Se K = Z,Q, R, C
allora H?(M,K ;) ~ HP(M,K) (dove H? (M, K) rappresenta il p-simo gruppo di coomologia
simpliciale di M). In particolare, H?(M,K,;) & un invariante topologico di M.
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10.3. Successione esponenziale. Se )M ¢ una varieta, la successione esponenziale nella
categoria C'*° da luogo ad una successione esatta lunga, di cui esaminiamo la parte:

HP(M,C5) — HP (M, (C3)*) — HPYY (M, Zyy) — HPTH (M, O59),
qui C37 ¢ il fascio delle funzioni C'*° a valori complessi. Per il Teorema 10.1, per p > 1 si ha
HP(M,C57) = 0. Dunque
HP (M, (C3)*) ~ HPY (M, Zyy) ~ HPY (M, 7).
Per p = 1 risulta allora
(10.1) HY(M,(C3)*) ~ H*(M,Z).
Poiché H' (M, (C53)*) rappresenta a meno di isomorfismi di classe C* i fibrati vettoriali con

fibra complessa e rango 1 (si veda I’Osservazione 7.6), si ha che

PROPOSIZIONE 10.2. Sia M una varieta tale che H*(M,Z) = 0 (in particolare cio é vero
se M e contrattile). Allora ogni fibrato vettoriale con fibra complessa di rango uno e banale in
modo C°.

10.4. La prima classe di Chern di un fibrato lineare. Sia M una varietd complessa.
Dalla successione esponenziale, si ha un morfismo ¢; : Pic(M) — H?*(M,R) dato dalla
composizione

c1: Pic(M) ~ HY(M,O3,) — H*(M, Zy) — H*(M,Ry) ~ H*(M,R).

DEFINIZIONE 10.3. L'immagine ¢;(L) € H?*(M,R) si dice la prima classe di Chern del
fibrato lineare L.

Si noti che, per definizione, ¢; : Pic(M) — H?*(M,R) & un omomorfismo di gruppi
abeliani, ovvero

(L L) =ci(L)+c(L).

PROPOSIZIONE 10.4. Sia M una varieta complessa e sia U = {U;} un ricoprimento di M
tale che U; N Uy, sia semplicemente connesso per ogni j, k. Sia L un fibrato lineare su M con
funzioni di transizione {g;i.}. Allora c1(L) é rappresentato da [{z;i}] € H*(U,Ryr) con

1
Zjk = %[(log gik)lv,nveno, — (10g gi0)lu,nveno, + (108 gr) o, nvnen ],

dove log indica una qualunque determinazione olomorfa del logaritmo.

DIMOSTRAZIONE. Poiché U; N U, ¢ semplicemente connesso, allora g, ammette un loga-
ritmo (e questo ¢ unico modulo 27iZ).

Per la convenzione fatta nella scelta dell’isomorfismo tra Pic(M) e H'(M, Oyy), il fibrato
L corrisponde alla classe oy, := [{g;,' }] € H'(U, O3y).
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Abbiamo ¢, (L) = 6(or), dove § : H* (U, 0%,) — H?*(U,Z) & I’operatore costruito tramite
la “caccia nel diagramma” come nel Lemma del Serpente 5.9 del Capitolo 3. Per costruzione:

{g ) €C'U,05) = 0

exp(2mi-)

CI(U,OM) > —ﬁloggjk _
0— C*(U,Zy) —  C*(U,0n) 3 {zu}
da cui segue il risultato. U

OSSERVAZIONE 10.5. Se M ¢ una varieta ¢ sempre possibile trovare un ricoprimento U/
tale che U; N U}, sia semplicemente connesso per ogni j, k.

10.5. Fibrati lineari, sezioni meromorfe e divisori di Cartier. Sia M una varieta com-
plessa. Dalla successione esatta che definisce il fascio dei divisori, si ha il morfismo

HO (M, D) -2 HY(M, 03,) =5 Pic(M),
essendo y un isomorfismo.
DEFINIZIONE 10.6. Se D € ©,,(M) & un divisore di Cartier, si definisce
O(D) := x(9(D)),
e si dice il fibrato lineare associato al divisore D.

Se D & un divisore di Cartier allora per definizione esiste un ricoprimento i = {U,} di M e
me € M, (U,) tali che m, /mg € O3, (U, NUg) per ogni U, NUgs # (0. Per la definizione di 0,
si verifica subito che 9(D) & rappresentato dalla classe { > } in H'(U, O3,), e per la definizione

di , si ottiene che O(D) ¢ il fibrato lineare su M che ha funzioni di transizione locali rispetto
al{ date da {Z—;}

ESERcCIZIO 10.7. Si verifichi che la precedente definizione coincide con la costruzione fatta
nella Sezione 8.2 del Capitolo 2 per 1 divisori di Cartier effettivi.

Si osserva inoltre che due divisori D, D’ danno luogo allo stesso fibrato lineare se e solo se
esiste una sezione f su M di 9}, tale che D — D' = (f), dove (f) indica il divisore su M
determinato da f nel morfismo H®(M, ;) — H°(M,D,,). Due divisori che danno luogo
allo stesso fibrato lineare si dicono linearmente equivalenti.

DEFINIZIONE 10.8. Sia L un fibrato lineare su una varieta complessa M e sia L il fa-
scio delle sezioni olomorfe di L. Una sezione meromorfa globale di L ¢ un elemento m &

HY(M, My ®o,, L)).

PROPOSIZIONE 10.9. Sia L un fibrato lineare su M con funzioni di transizione {gag} re-
lative ad un dato ricoprimento {U,} di M trivializzante per L. Se {m,} é una famiglia tale
che my, € My (Uy) € My = gapmg per ogni U, N Ug # O allora {m,} determina una sezione
meromorfa globale m({m,}) di L.
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Viceversa, se m ¢ una sezione meromorfa globale di L, allora esistono un ricoprimento
{U,} di M trivializzante per L e su cui L abbia funzioni di transizione {gas}, € mqo € M (Uy)
tali che my, = gapmg per ogni U, N Ugz # () e si abbia m({m,}) = m.

DIMOSTRAZIONE. Sia {U,} un ricoprimento di M trivializzante per L con funzioni di
transizione {g,s} e sia {m,} una famiglia tale che m, € MMy (U,) € mo = gasmp per ogni
U, NUg # 0. Sia L il fascio delle sezioni olomorfe di L. Per ogni « siano ¢, € L(U,) le
sezione (mai nulle) di L|y, tali che (cfr. Osservazione 2.15) e, = ggaep su U, N U # (. Per
ogni a si ha che mq ® eq € My (Us) ®o,,w.) L£(Us). Inoltre, poiché su U, N Us # 0 si ha

Ma Q q = My Q (96(166) = (gﬁama) ®eg =mgX eg,

le {m, ® e,} definiscono un elemento di (My ®p,, L)(M) = H(M, My R0,, L) che
denotiamo m({m,}).

Viceversa, se m € H(M, My Qo,, L) = (My Qo,, L)(M), per definizione esistono
un ricoprimento aperto {U,} di M e delle sezioni v, € My (Us) ®o,,w.) L(U,) tali che
Va|Uanus = Valuanu, perogni UsNUs # 0 e vg = m|y, . Sipud supporre che {U,} sia un aperto
trivializzante per L con funzioni di transizione {g,s}. Siano e, € L(U,,) le sezioni mai nulle tali
che e, = gsaes. Allora possiamo scrivere v, = m, ® e, per qualche m, € My (U, ). Poiché
€a = JBatp €My ®€a|UaﬁUﬁ =Mmg ®€,B|UaﬂUg su Ua N UB 7£ Q), risulta (ma —gagmg) Key = 0
sulU, NUg # () e pertanto m,, = Japmg. E infine chiaro dalla costruzione che m = m({ma})
perché le loro restrizioni a U, coincidono per ogni «. U

PROPOSIZIONE 10.10. Sia L un fibrato lineare su una varieta complessa M. Allora esiste
un divisore di Cartier D € © (M) tale che L = O(D) se e solo se L ammette una sezione
meromorfa globale m non identicamente nulla. Inoltre, D e effettivo se e solo se m e olomorfa.

DIMOSTRAZIONE. Posto«: H' (M, 0%,) — H'(M,9;,) il morfismo naturale, dalla suc-
cessione esatta lunga associata alla successione esatta corta che definisce il fascio dei divisori
si ha la successione esatta

HO(M, ®r) 2% Pic(M) 25 HY (M, %)),

Per I'esattezza della successione abbiamo che dato L € Pic(M), «(x (L)) = 0 se e solo se
esiste D € H°(M,D ) tale che x(9(D)) = L—e dunque, per definizione O(D) = L.

Esplicitiamo la condizione «(x ' (L)) = 0 in H'(M,9;,). Se L & determinato dai cocicli

{gap}, allora x~!(L) & determinato da [{gs.}] € H'(U, O3,) (essendo U = {U,} un ricopri-

mento di M trivializzante L). Dire che ¢([{gs.}]) = 0 € H(U,9;,) significa che esistono

me € M, (Uy,) tali che

. mg

O0{mat)as = -

Pertanto il divisore D € H°(M, D) tale che O(D) = L & definito dalle {m,,} e per la Pro-

posizione 10.9 le {m,, } determinano una sezione globale meromorfa m di L non identicamente

nulla. Si noti che m € olomorfa se e solo se D ¢ effettivo.

|UamUﬁ = 9Ba-
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Viceversa, se m € una sezione meromorfa di L, allora per la Proposizione 10.9 esistono un
ricoprimento {U, } di M trivializzante per L e su cui L abbia funzioni di transizione {g.s}, €
me € My (U,) tali che m, = gagmp per ogni U, N Uz # 0. Pertanto se D & il divisore di
Cartier definito da {m,, } risulta x(0(D)) = L, essendo 9(D) definito da { 2|1, v, }- O

OSSERVAZIONE 10.11. Con le notazioni della Proposizione 10.9, sia m = m({m,})
una sezione meromorfa globale non identicamente nulla di un fibrato lineare L. Sia ¢ € Z.
Si definisce allora una sezione meromorfa globale m®? di L®? (dove L~! = L*) tramite
m(m®?) := {m2}. 1l lettore verifichi che effettivamente tale definizione determina una sezione
meromorfa globale di L%9.

ESEMPIO 10.12. Sia Uy = {[zp : ... : 2] € CP" : z5 # 0}. Definiamo
so : Up = O(—1)
tramite ) ]
So(lzo vt zn]) i =([z0: ... Zn]’(l’z_;""’z_z))

Allora sy & una sezione olomorfa di O(—1)|y,. Si provi che s si estende ad una sezione
meromorfa m di O(—1) su CP" con poli di ordine uno sull’iperpiano H = {[zp : ... : z,] :
2o = 0}. Dunque m®~! & una sezione olomorfa di O(1) = O(—1)* e per quanto visto sopra il
divisore associato ¢ [H]. Pertanto otteniamo nuovamente che O([H|) = O(1).

EsErcizio 10.13. Sia p(zo, ..., 2,) un polinomio omogeneo di grado m > 1. Provare

che p definisce un divisore di Cartier effettivo S su CP" supportato su {p = 0}. Provare poi
che f := % ¢ una funzione meromorfa globale di CP" non identicamente nulla, ovvero un
elemento di H°(CP"™, My, ). Dedurne che m[H|—[S] = (f) in H*(CP", Dcpn ), dove abbiamo
indicato con (f) il divisore di Cartier associato ad f e con m[H] il divisore di Cartier definito
da [H] + ...+ [H], ovvero, dato da z{'. Da qui risulta che O(m) = O(m[H]) = O([S5)).

10.6. 11 complesso di de Rham.
COROLLARIO 10.14. Sia M una varieta reale. Allora per ogni i = 0,1, ... risulta
H. (M) ~ H'(M,Ry) ~ H(M,R).

DIMOSTRAZIONE. Il primo isomorfismo segue dal Teorema di de Rham astratto applicato
alla risoluzione aciclica del fascio localmente costante R, data dal complesso di de Rham. Il
secondo isomorfismo segue dalla Sezione 10.2. U

OSSERVAZIONE 10.15. Dal Corollario 10.14 segue che H(M,R,;) & un invariante topo-
logico di una varieta reale M che puo essere calcolato tramite metodi di geometria differenzia-
le. In particolare, se M & un retratto (topologico) di deformazione di N, allora H'(M,R) =
H'(N,R). Dunque, se M & contrattile, allora H*(M,Ry;) = 0 per ogni i > 1.
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10.7. 1l complesso di Dolbeault. Sia M una varieta complessa. Il fascio delle sezioni del
fibrato AP M lo denotiamo C5>"? Essendo fasci di C59-moduli, si ha H? (M, C50P9) = 0
per ogni 7 > 0 e per ogni p,q. Per il Lemma di Poincaré-Grothendieck 6.2 del Capitolo 3
abbiamo dunque una risoluzione aciclica

0= Oy — C55 = O™ — O™V — L@ — 0
del fascio O);. Dunque per il Teorema di de Rham astratto si ha
TEOREMA 10.16 (Dolbeault). Sia M una varieta complessa. Risulta per ogni j > 0
j _ i
H)(M,On) = Hy(M).

10.8. Fibrati lineari, ipersuperfici e divisori su C". Dal Lemma di Poincaré-Grothendieck
6.2 del Capitolo 3 e dal Teorema di Dolbeault 10.16 risulta

HI(C",Ocn) =0, j>1.
Dalla successione esponenziale passando alla successione esatta lunga in coomologia si ha
Pic(C") = H(C", 0%.) = H*(C",Z) = 0,

ovvero ogni fibrato lineare su C" ¢ olomorficamente triviale.

Sia D C C" un divisore di Cartier effettivo definito da un ricoprimento {U;} di C" e da
fi € Ocn(Uj). Allora esistono fj : U; N Uy — C* olomorfe tali che f;/fi = fjr su U; N Uj.
Le {f;1} determinano un fibrato lineare O(D) che & banale per quanto appena visto; ovvero
(a meno di passare ad un sottoricoprimento) esistono g; € Of.(U;) tali che g,/g; = gji su
U; N Uy. Dunque

filfe = gx/9; inU;NUy.
Ponendo f] := f;g;, risulta che il divisore D ¢ definito anche da {U}, f]} Ma f] = fk su
U; N Uy e dunque esiste f € Ocn(C") tale che f|y, = f] e dunque D ¢ definito da f su C".

In particolare se Z & una sottovarieta regolare di C" di codimensione 1, allora esiste una
funzione olomorfa f : C* — C tale che Z = {f = 0}.

In generale, dalla successione esatta corta che definisce il fascio dei divisori di Cartier O¢n
passando alla successione esatta lunga in coomologia si ha

HO(C", D) ~ HO(C", 0%, )/ HO(C™, OL,).

Ovvero, ogni divisore D su C" ¢ definito da una sezione globale di 9.

10.9. Alcuni fatti—senza dimostrazione—sulla coomologia di CP".
ey

Z p=2k0<k<m

0 altrimenti

HP(CP",7) = {
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(2)
C p=0
HP(CP", Ocpn) =
( ) (CIF’) {O p>0

(3) dalla successione esponenziale segue dunque Pic(CP™) ~ Z, I’'isomorfismo essendo
dato dalla prima classe di Chern ¢; (a valori interi).
(4) Lalgebra di coomologia H*(CP",Z) ~ Z[h]/h"*! dove h = ¢;(O(1)).

Dai fatti precedenti segue che tutti e soli i fibrati lineari (a meno di isomorfismi di fibrati
olomorfi) su CP™ sono i fibrati tautologici O (k).

Essendo O(1) = O([H]) il fibrato iperpiano, risulta che O(1) ha una sezione olomorfa
globale s (che determina I’iperpiano H). Pertanto O(k) ha una sezione olomorfa globale s®*
per ogni k > 0 e O(—k) ha una sezione meromorfa globale 1/s%* per ogni k < 0.

In particolare, ogni fibrato lineare su CP" ammette una sezione meromorfa e dunque per la
Proposizione 10.10 ¢ il fibrato associato ad un divisore. In altri termini

H(CP", Depn) — H'(CP", Ofp) = 0
€ suriettiva.

10.10. Successioni esatte e spezzamento. Sia

05 F-"5E- a0

una successione esatta corta di fibrati vettoriali, che denotiamo con &, su una varieta M. Per la
Proposizione 10.3 del Capitolo 2 ¢ determinata una successione esatta corta di fibrati vettoriali

(10.2) 0 — Hom(G, F) 2% Hom(G, E) 2% Hom(G, G) — 0

che determina una successione esatta lunga in coomologia (per i fasci delle rispettive sezioni).
In particolare si ha il morfismo

§ : H'(M,Hom(G,G)) — H*(M,Hom(G, F)).
DEFINIZIONE 10.17.
Vale allora il seguente teorema

TEOREMA 10.18 (Grothendieck). Sia M una varieta e sia € una successione esatta corta
di fibrati vettoriali su M. Allora € spezza se e solo se a(€) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo a(€) = 0. Allora per definizione §(id;) = 0. Dalla
successione esatta lunga in coomologia

H°(M,Hom(G, E)) — H°(M,Hom(G,G)) — H'(M,Hom(G, F))

risulta che esiste ¢ € H°(M,Hom(G, E)) tale che 3 o g = idg e dunque per il Lemma 4.7 la
successione € spezza.
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Viceversa, se la successione & spezza, allora esiste ¢ € H°(M, Hom(G, E)) tale che 3 o
g = idg, dunque idg appartiene all’immagine H°(M,Hom(G, E)) — H°(M,Hom(G,G)) e

Y

pertanto §(idg) = 0, ovvero a(€) = 0. O
COROLLARIO 10.19. Sia M una varieta (reale o complessa). Sia
0O—-F—->F—G—0

una successione esatta corta di fibrati vettoriali. Se H'(M,Hom(G, F')) = 0 allora la succes-
sione spezza.

COROLLARIO 10.20. Sia M una varieta e sia
0 F—-FE—G—=0

una successione di fibrati vettoriali (con fibra reale o complessa). Allora la successione spezza
in modo C*°.

DIMOSTRAZIONE. Il fascio delle sezioni C*° di Hom(G, E) ¢ un fascio di Cj-moduli,
dunque ¢ aciclico. La tesi segue allora dal corollario precedente. U
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CAPITOLO 5

Connessioni su fibrati

1. Connessioni su fibrati vettoriali

Sia E un fibrato vettoriale con fibra complessa (o reale) su una varieta (reale o complessa)
M e sia & il fascio delle sezioni C*° di E. Con il simbolo Q' (€) si denota il fascio delle uno
forme a valori in E, ovvero, per definizione, Ql(c‘,’ ) ¢ il fascio delle sezioni C'*° del fibrato
QUE) =N\ M®E.

OSSERVAZIONE 1.1. Se M & una varietd complessa € £ & un fibrato olomorfo, Q2!(€)
¢ un fascio di O);-moduli localmente libero, che puo essere considerato anche come un fa-
scio di C'§7-moduli localmente libero (con C'5; il fascio delle funzioni C*° a valori comples-
si). Nel seguito considereremo, salvo avviso contrario, solo sezioni C'*° dei fibrati con fibra
complessa, dunque solo fasci di Cf7 --moduli localmente liberi. Pertanto M indichera, salvo

avviso contrario, una varieta reale mentre 7'M, T M, ... indicano i fibrati complessi, ovvero
TM ® (M xC),T*M @ (M x C), ...

DEFINIZIONE 1.2. Una connessione V per E ¢ un morfismo C-lineare (ovvero anche un
morfismo di fasci di C,;-moduli)

V:E— QYE)
tale che per ogni aperto U C M, f € C3(U) e e € E(U) risulta
V(fe) =df ® e+ fVe.

OSSERVAZIONE 1.3. Sia V una connessione per un fibrato £. Allorase U C M ¢ un aperto
ed e € £(U), per definizione Ve € C°(U,T*M). In particolare, se v € T),M si denota

Ve := (Ve),(v).
Si puo pensare a Ve come la “derivata” di e nella direzione v in p.
Si noti che, per definizione,
Vavivw = aVy + bV, Va,be Cy(U),v,w e C(U,TM).

ESEMPIO 1.4. Sia E un fibrato vettoriale su M isomorfo al fibrato banale M x C*. Sia
{e1,...,e,} una base di E su M. Allora & ~ C%, e ogni sezione e € E(U) si pud scrivere
in modo unico come combinazione lineare e(x) = E;‘f:l s;j(z)ej(x) per z € U, essendo s :=

161
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(s1,...,8;) : U — CF una funzione C*°. Si definisce allora una connessione banale per E
rispetto alla base {ey, . .., e;} imponendo

Ve; =0, j=1,... k.
Per definizione di connessione risulta allora

Ve = V(Z sj€;j) = Z V(sjej) = stj ® e;.

Si osservi che tale connessione dipende dalla trivializzazione scelta per E.
TEOREMA 1.5. Sia E un fibrato vettoriale su M. Allora I2 ammette connessioni.

DIMOSTRAZIONE. Sia {U,} un ricoprimento localmente finito di A/ con ciascun U, rela-
tivamente compatto in M e tale che F|y, sia banale. Sia {p,} una partizione dell’unita subor-
dinata a {U, }. Per ogni « sia {ef,..., e} unabase di E|y,. Sia V* la connessione banale per
E|y, rispetto alla base {ef, ..., ef}. Si definisca

V.= Zpava.

Si verifica allora immediatamente che V € una connessione per E. U

1.1. Espressioni in basi locali. Sia V una connessione per E. Sia {U,} un ricoprimento
trivializzante per E, tali che E|y, ~ U, x CF. Sia {e%, ..., e} una base locale di E su U,.
Poniamo

(1.1) Z@a@)e

per opportune 1-forme 67 su U,.
Data s una sezione C’°° di £ suU,, sihas(z) =) af(r)ef(r), essendo le af : U, — C
funzioni C'**°, e dunque

Vs = Z Va?e?‘ = Z (daj‘ ® e? + Q?Ve?)

J

_Z daj ® e —i—Za?Qg@e
—Z daj +Zai o

ag (z)

In altri termini, se indichiamo con s*(x) = : il vettore delle componenti di s, e

ai ()
denotiamo con 6 = (6%, ) la matrice k x k con entrate le 1-forme ¢, si ha

(1.2) Vs®* = ds® 4+ 0%s™.
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DEFINIZIONE 1.6. La k x k matrice 6% si dice la matrice di 1-forme di connessione di V
rispetto alla base {e{, ... ex}.

Ricordiamo che se {g.s} sono le funzioni di transizione di F, le sezioni del fascio associato
(come basi di vettori) cambiano tramite {tg;é} (si veda I’Osservazione 2.15 del Capitolo 4).

Dunque, cambiando aperto trivializzante si ha e = ), ggflef su U, N Ug. Dalla (1.1) si ha da
un lato

k
Z@“@e 29 oY il z(z )
h=1 =1

e dall’altro

=V <Z gZieﬁ) = Z (dgﬁ ® el + g Ve’g)
h h
k k
s (dggz;®e§+ggz;zefh®ef) :2( z e,f;) ol
h 1=1

h=1

dacuisiottieneperh=1,...,k

k
Z 0ghi, = dgi + > 95,00
=1

Moltiplicando ambo i membri per gla}f@ e sommando in h, tenendo presente che > _, gZLﬁ gg; =4,
si ottiene

k
a lh  hi Ih g hj i b
Z szgaﬁgﬂa Zgaﬁdgﬁa + Z gﬁaehzgaﬁ

ih=1 h i,h=1
OoVVero

el_] Zg + Z ggaegzgocﬁ
i,h=1

e in forma matriciale

(1.3) 0% = gusdgsa + 9ap?” gpa-

OSSERVAZIONE 1.7. Se {6*} & una famiglia di k£ x k matrici di 1-forme definite su un
ricoprimento {U,} di M che trivializza E e soddisfa (1.3), allora esiste (ed & unica) una con-
nessione V per £ con 1-forme di connessioni date da 6, definita tramite la (1.1). Il lettore
verifichi per esercizio.



Filippo Bracci - Teoria dei Fibrati

164 5. CONNESSIONI SU FIBRATI

2. La (prima) classe di Atiyah

Sia E un fibrato vettoriale con fibra complessa su una varieta M. Definiamo il fascio J'&
di spazi vettoriali su C dato da

(M) 3> Uw— J'EW) :=EU) @ QYE) ).

Si verifichi che & effettivamente un fascio di gruppi abeliani. Dotiamo adesso J'£ di una struttu-
ra di fascio di C{3-moduli nel modo seguente. Sia v :=e; Bw € JIE(U) = E(U) Q(E)(V)
e feCyR(U). Sipone

fa:=fe1 & (fw+df ®eq).

Si verifica (per esercizio) che la successione corta di C'j7-moduli data da
2.1) 0 QYE) -5 J'E-5 -0

dove a(w) ;== 0@ weble; Bw) := ey, & esatta.

Poiché £ ¢ localmente libero, la successione (2.1) spezza localmente (si veda 1’Esercizio
4.8 nel Capitolo 4). Dunque esiste un ricoprimento {U,} di M tale che &|y, e Q'(E)|y, sono
liberi, ovvero

T €y, = Q(E)|v. ® Elv, = (C37)"|v. & (CF)*|u..-
Pertanto J'€ & un fascio di C§7-moduli localmente libero. 11 fibrato vettoriale ad esso associato
si denota J'F.

DEFINIZIONE 2.1. Sia F un fibrato vettoriale su M. 1l fibrato vettoriale J'E si chiama il
fibrato degli uno getti di E.

OSSERVAZIONE 2.2. Siosservi che se M ¢ una varieta complessa e £ ¢ un fibrato olomorfo,
la stessa costruzione precedente rende J'E un fibrato vettoriale olomorfo.

PROPOSIZIONE 2.3. Ogni connessione per F determina uno spezzamento della successione
esatta corta (2.1). Viceversa, ogni spezzamento della successione esatta corta (2.1) determina
una connessione per E.

DIMOSTRAZIONE. Se V & una connessione per I, si definisce j : £ — J'& tramite
jle) :==ed® Ve.
In effetti j & un C{P-morfismo, essendo per f € C32(U),e € E(U)
j(fe)=fedV(fe)= fed (df @ e+ fVe) = f(e® Ve).

Ovviamente b o j = id e dunque V determina uno spezzamento della successione (2.1).
Viceversa, se la successione (2.1) spezza, esiste un C59-morfismo j : € — J'E tale che
boj=id. Siaw: J'E — QY(F) definita sugli elementi semplici da

TePw) :=w.

Si noti che 7 ¢ C-lineare ma non C'}}-lineare.
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Si pone allora
V:i=moj.
SihaV: & — QY(E). Inoltre V & C-lineare. Infine per f € C53(U), e € E(U)

V(fe) =n(fi(e)) =n(fledw)) =n(fe® (fu+df ®e))
=fwu+df ®e= fVe+df Qe.

Dunque V ¢ una connessione per F. U

OSSERVAZIONE 2.4. La Proposizione precedente da una dimostrazione alternativa dell’e-
sistenza di connessioni per fibrati vettoriali. Infatti la successione di C'§-moduli (2.1) spezza
sempre per il Corollario 10.20 del Capitolo 4.

Se E ¢ un fibrato olomorfo sulla varieta complessa M, si pud considerare la successione
esatta corta & di O,;-moduli data dalle sezioni olomorfe dei fibrati:

(2.2) 0— On(QYE)) - Oy(J'E) -5 Oy (E) — 0.
Sia a(€) € H' (M, Oy (Hom(E, Q' (E))) la classe definita in Definizione 10.17 nel Capitolo 4.
DEFINIZIONE 2.5. La (prima) classe di Atiyah a(F) di F, ¢ data da
a(E) := a(€) € H' (M, Oy (Hom(E, Q' (E))).

ESERCIZIO 2.6. Si trovi I’espressione dell’ 1-cociclo che rappresenta a(E) nella coomolo-
gia di Clech.

DEFINIZIONE 2.7. Sia E un fibrato vettoriale olomorfo su una varieta complessa M. Una
connessione olomorfa V per E ¢ un morfismo C-lineare

V:0u(E) — On(QYE))
tale che per ogni aperto U C M, f € Oy (U) ee € Op(E)(U) risulta
V(fe) =df @ e+ fVe.

PROPOSIZIONE 2.8. Sia E un fibrato vettoriale olomorfo su una varieta complessa M.
Allora E ammette una connessione olomorfa se e solo se a(E) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Basta ragionare come in Proposizione 2.3, tenendo presente che a(E) =
0 se e solo se la successione esatta corta (2.2) spezza come successione di Oj;-moduli local-
mente liberi. Ul

Si osservi che in genere un fibrato olomorfo non ammette connessioni olomorfe (mentre
ammette sempre connessioni C'™°).
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3. Curvatura di una connessione

Sia E un fibrato vettoriale con fibra complessa su una varieta M. Sia V un connessione per
E. Sia QP(&) il fascio delle p-forme a valori in E. Ovvero Q*(€) ¢ il fascio delle sezioni del
fibrato vettoriale A" M ® E. Si pud estendere la connessione V come morfismo C-lineare

V:OP(E) — QPHLE)
tramite
Viw®e) :=dw®e+ (—1)’w A Ve,
perw € QP(U),e € EU).
OSSERVAZIONE 3.1. Sinotichesew ®e € QP(E)(U),e f € C3(U) siha
Vifwee)) =V((fw)®e) =d(fw)®e+ (—1)Pfw A Ve
=df \w®e+ fV(wRe).

DEFINIZIONE 3.2. L'operatore R := VoV : £ — Q?(&) si dice la curvaturadi V.

PROPOSIZIONE 3.3. La curvatura R é un morfismo C53-lineare, ovvero

2
R € C3(M,Hom(E, \ M ® E)) ~ C3}(M,E* @ E @ (I"M AT*M)).
DIMOSTRAZIONE. Siae € E(U)e f € CR(U). Allora
R(fe) =V (fVe+df ®e) =V(fVe)+ V(df ®e)
=df NVe+ fR(e) +d*f ®e—df ANVe = fR(e),

che prova che R ¢ un morfismo di Cfj;-moduli e dunque la tesi segue per quanto visto nella
Sezione 4 del Capitolo 4. U

3.1. Espressioni in basi locali. Studiamo I’espressione della curvatura di una connessione
in termini di una base locale (con le notazioni poc’anzi introdotte). Scriviamo

k
(3.1) R(e§) =) K ®ef,

con K% = (K};) una k x k matrice le cui entrate sono 2-forme su U,. Per definizione

k
R(eS) = Zea ©e) =) V(o5 @)
i=1

k

k
:Z(d@%@ef‘—ef‘j/\VGf‘) :Z<d9a®e —0“/\2(9[1@)61)

=1 i=1

= <d«9hj Ze Ae;';t> ® e

h=1

> |l
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dacuisiottieneperh,j=1,....k

k k
(3.2) Ky = dfy; — > 05 A0y, = dof; + > 05, A O

t=1 t=1
Definendo 0 A 6 la matrice k£ X k ottenuta facendo il prodotto esterno riga per colonna di 6
con se stessa (ovvero I’entrata di posto h, j ¢ Zle 05, N 0{?‘]-), la (3.2) si puo esprimere in forma
matriciale come

(3.3) K =d0% + 6% N 0°.
Le (3.2) e (3.3) sono dette equazioni di struttura.
OSSERVAZIONE 3.4. Si osservi che
HOY N O™) = =10 AT G°.
In particolare ne segue che la traccia della matrice 6 A 6% ¢ nulla, ovvero
(3.4) tr(0* N 6%) =0
Cambiando base locale per E, dalla (3.3) si ha

@ hj h7j hi
R(ef) =R (Z 953%) = ZgﬂiR(e’g) = Zgﬁi Z Kﬁz ® ezﬁ
h h h [
S R e =Y (ZgﬁiKl‘igZﬂ) »
I,h t hl

t

e confrontando con (3.1) si ottiene

(3.5) K=Y g Koty tj=1,..k
h,l

In termini matriciali, la (3.5) ¢ equivalente a
(3.6) K = gapK’ gga,
come si poteva desumere anche direttamente dal fatto che R & una sezione del fibrato Hom(E, E)®
A’ M.
OSSERVAZIONE 3.5. Se k£ = 1, ovvero se E ¢ un fibrato con fibra complessa di rango uno,

tenuto presente che 0%, K* sono delle forme e g,5(x) sono funzioni complesse mai nulle, le
formule precedenti diventano

d9se

3.7) 0 — 07 = 0% — dlog(gsa),
9Ba

(3.8) K® = do°,

(3.9) K® = K7,
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ovvero, { K} determina una sezione globale di \* M (ciog una 2-forma su M). Si osservi che
questo segue anche astrattamente dal fatto che Hom(E, E) = E ® E* = M x C e dunque
R e H'(M,Hom(E, E) ® \> M) = H'(M, \* M).

PROPOSIZIONE 3.6 (Identita di Ricci). Sia V una connessione per un fibrato vettoriale £
con fibra complessa di rango k su M. Sia R la sua curvatura. Siano v, w due germi di campi
di vettori su M in un intorno di p e sia s € &,. Allora

R(v,w)s = Vy(Vius) — Vi (Vs) = Vipu)s.

DIMOSTRAZIONE. Per semplicita si prova per k£ = 1 (tediosi calcoli analoghi valgono per
ogni k). Per prima cosa si verifica che se e ¢ una base locale di E/|/, allora per ogni f € C32(U)
risulta

Vo(Vufe) = Vu(Vife) = Vi fe = (Vo(Vus) = Vi(Ves) = Vipw)s) -
Dunque basta provare 1’identita di Ricci prendendo s = e. Dalla (3.8) (omettendo di scrivere
«) abbiamo

R(v,w)e = df(v,w)e.
D’altra parte
Vy(Vue) = Vy(B(w)e) = d(0(w))(v)e + 0(w) Ve = (v0(w) + 0(w)0(v))e,
e similmente
Vu(Vye) = (wh(v) + 0(v)d(w))e,
da cui
Vo(Vwe) = Viu(Vye) = Ve = (v(w) — wh(v) — 0([v, w]))e.
Pertanto I’identita di Ricci equivale a
df(v,w) = vl (w) — wh(v) — (v, w]),

ma questa formula ¢ il contenuto della Proposizione 3.2 nel Capitolo 3. U

4. Estensione di una connessione all’algebra tensoriale

In questa sezione vedremo come sia possibile estendere una (o piu) connessioni ai fibrati
vettoriali definiti dalle naturali operazioni tra fibrati vettoriali.

4.1. Somma diretta. Siano F, £’ due fibrati vettoriali su M. Sia V una connessione per
E e V' una connessione per E’. Sia F' = E' @ E’. Si definisce

V'i=VaeV.
Si verifica facilmente che V" ¢ effettivamente una connessione su F'. Si verifica poi facilmente
che, se {0} & la matrice di 1-forme di connessione di V rispetto alla base locale {ef, ..., e} } di

E e se {6} & la matrice di 1-forme di connessione di V' rispetto alla base locale {¢'{, ..., ¢/
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di £, allora la la matrice di 1-forme di connessione di V" rispetto alla base locale {ef @&
0,...,ef®0,00€T,...,00€,}di E® E' & datada

6 0
0 6 )

Dalle equazioni di struttura si ha che se K“ ¢ la matrice di curvatura di V rispetto alla base locale

{eg,...,e2} di Eese K ¢&lamatrice di curvatura di V' rispetto alla base locale {¢, ..., e}
di £, allora la matrice di curvatura di V" rispetto alla base locale {e{ @ 0,...,ef & 0,0 &
¢y,...,0d ey} di E® E ¢&datada

K* 0
4.1) ( 0 7o ) .

4.2. Prodotto tensoriale. Siano £, E’ due fibrati vettoriali su M. Sia V una connessione
per E' e V' una connessione per E’. Sia F' = F'® E’. Si definisce

V"=V ®idg +idpg @ V.

Si verifica he V' ¢ effettivamente una connessione su F'. Infatti, con ovvie notazioni,

V'iee)=V"(fe)@e =V(fe)®e + fex Ve

=df@e@e)+ f(Vere+eaVe)=df @ (exe)+ fV'(exe).

ESEMPIO 4.1. Sia E un fibrato vettoriale di rango k e sia L un fibrato di rango uno. Siano
V una connessione per E e V' una connessione per L. Fissiamo un ricoprimento {U, } di M
trivializzante per F, L. Sia {e{, ..., e{} unabase locale di £ su U, e sia {s“} una base locale di
L suU,. Siano {6*} (matrice k x k) e {¢’*} (matrice 1 x 1) le matrici di 1-forme di connessione

rispetto alle basi scelte. 1l fibrato £’ ® L ha basi locali naturali data da {e{ ® s“, ..., e ® s“}.
Rispetto a tale base le 1-forme della connessione V' =V ® 1 4+ id ® V' sono

ZGZ?@eﬁf@s = V" (ef ® s%) Zeh]®eh®s + 0% ®ef @57,
h

da cui
9//04 — 90( _'_ elaid.

Dall’equazione di struttura si ha K"* = d6"* 4 6"* A 0", e, sostituendo I’equazione precedente
si ottiene

K" = K + K"id.

4.3. Prodotto esterno. Sia E un fibrato vettoriale su M di rango k. Sia V una connessione
per E. Si definisce una connessione naturale V' per il prodotto esterno A" E (con r < k)
estendendo per linearita la seguente:

Viet Ao Ne):i=(Ver) Aea Ao e+ ... +er Ao Aee_g A (Ve,).
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Nel caso in cui » = k, e dunque /\k E = det(FE) ¢ il fibrato determinante di F, se 60 ¢ la
matrice di 1-forme della connessione V rispetto alla base locale {ef, ..., et} di £, la 1-forma

di connessione 0, di V' rispetto alla base locale e A ... Nep didet(E) e ottenuta tramite
V(SN . nel)=(VeS)NeSA .. Ned+...+el A Aed A (Ved)

k k
=D 0N NS A NS e AN A 05
j=1 j=1
=0%ef Nes N Nef+ ... Fef Ao Ner | NOper
=tr(0%)ef N... Nejy.
Da cui .
0o = tr(0%).
Se K, ¢ la matrice di curvatura di V rispetto alla base locale {ef, ..., e2} di E, la 2-forma di

curvatura K, di V' rispetto alla base locale e A ... A ey di det(F) si ottiene dalla equazione
di struttura tenendo conto della (3.4):

Ko = df, = dtr(6%) = tr(d6®)
4.2) = tr(df®) 4+ tr(0% A 0%) = tr(d6* + 6% N 6%)
= tr(K“).

4.4. Duale. Sia E un fibrato vettoriale su M e sia V una connessione per £. Definiamo
adesso una natuarle connessione per £E*.

PROPOSIZIONE 4.2. Sia E un fibrato vettoriale su M e sia V una connessione per E. Allora
esiste unica una connessione V* per E* con la proprieta che per ognie € E(U) e p € E*(U)
vale

d(p(e)) = (Vg)(e) +¢(Ve) Vop,e.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che una tale connessione esista. Sia U un aperto tale che
E|y sia banale. Sia {ej,..., e} unabase di F suU esia {¢y,..., ) la base duale di £* su

U. Abbiamo
Vej = 05®e, V=Y 0500
Dunque, per definizione Z i
=005 @ eie) = (Vi) (e) = dps(e) — ¢;(Ver)
=—p;(> ba®e) =0,

Pertanto
4.3) 0* = 4.
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Sia ora {U,} un atlante di trivializzazione per F, e per ogni « sia fissata una base locale per
E|y,. Siano {g,s} le matrici di transizione di E rispetto a {U,} e siano {#*} le matrici di
1-forme di connessione di V rispetto alle basi locali scelte.

Ricordiamo che le matrici di transizione del fibrato E* rispetto a {U,, } sono date da {* g;é}
(si veda la (4.2) del Capitolo 2). Definiamo (6*)* := —'9*. Se proviamo che le {(6*)*}
verificano la condizione di compatibilita (1.3) (con le g, sostituite dalle t g;/gl), allora esiste una
unica connessione V* che ha le {(6*)*} come matrici di 1-forme nelle basi locali di £* su U,
duali alle basi locali di E su U,. Dunque queste soddisfano la (4.3) e pertanto il teorema risulta
privato.

La verifica delle condizioni di compatibilita di {(6*)*} ¢ lasciata come esercizio (per il
calcolo si tenga conto che le {6} verificano la (1.3) e che 0 = (dgas)gsa + Jasdgsa)- O

OSSERVAZIONE 4.3. Sia E ¢ un fibrato vettoriale con connessione V. Fissiamo una base
di F su un aperto. Sia E* il fibrato duale con la connessione V*. Sia 6 la matrice di 1-forme di
connessione di V rispetto alla base fissata e sia K la matrice delle due forme di curvatura. Sia

K* la curvatura di V* nella base duale della base fissata. Tenuto conto che ‘0 A0 = —(0 A 6),
dalla (4.3) e dall’equazione di struttura K* = d6* + 0* A 0* = —d'0 —* (6 A 0), da cui
K*=-'K.

4.5. Pull-back. Sia f : N — M una funzione liscia. Sia F un fibrato vettoriale su M con
connessione V. Se {6} sono le matrici di 1-forme di connessione rispetto a qualche insieme
di basi locali per E, le { f*(6*)} verificano le equazioni di compatibilita (1.3) per il fibrato f*FE
e dunque definiscono una connessione per f*F, detta pull-back di V.

Con le operazioni ora introdotte, data una connessione V per E, questa si puo estendere in
modo naturale ad una connessione sull’algebra tensoriale di £, ovvero su tutti 1 fibrati del tipo
B @ Bt o NE@ NP M @ TM®,

Con un usuale abuso di notazione, data una connessione V per un fibrato F, indicheremo
con la stessa lettera V ogni estensione “naturale” (come definita in precedenza) di V all’algebra
tensoriale.

ESERCIZIO 4.4. Sia h una metrica Hermitiana su un fibrato vettoriale £. Una connessione
V per E si dice compatibile con la metrica h se Vh = 0 (intendendo la connessione V estesa
a I ® E* in modo naturale). Si provi che una connessione V ¢ h-compatibile se e solo se per
ognie, e € £,,v € T,M siha

v(h(e,€')) = h(Vye,€) + he, V,e').

5. Le identita di Bianchi

TEOREMA 5.1. Sia E un fibrato vettoriale su M. Sia {U,} un ricoprimento di M trivializ-
zante per E. Sia NV una connessione per E con matrici di 1-forme di connessione {0} rispetto
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ad una base {ef,...,e}} di E|y,. Sia R la curvatura di V con 2-forme di curvatura {K*}
rispetto alla stessa base. Allora

(5.1 dK® = KYANO—60"NK“,

(5.2) VR = 0.

DIMOSTRAZIONE. Dalla (3.3) si ottiene
dK® = d(d0*) + d(6“ N 6%) = dO* N 0% — 0% N\ dO”.

Sostituendo df“ = K — 0% A 6 si ottiene allora la prima identita di Bianchi.
Sia {p¢, ..., p%} labase di E*|y, dualedi{ef,...,e¢}. Essendo R una sezione globale di

/\2 M ® E ® E*, si pud scrivere

R:ZKfj@e?@@?‘.
ij

La connessione V si estende in modo naturale come spiegato in precedenza ad una connessione
su /\2 M ® E ® E*, che denotiamo sempre con la lettera V. Dobbiamo provare che, rispetto a
questa estensione naturale, VR = (. Dunque

VR =) [dK} @ el ® ¢} + (1)K AV(ef @ ¢f)]

ij
= [AK @ e @ @ + K A (Vel) @ ¢ + K A el @ (V'h)]
ij

= Z dKG; ® €] @ ¢ +Kz‘j/\2(‘9u‘®€t>®‘ﬂj + K N ®Z(—9jt®90t)
i ¢ ¢

= AR+ Y (KGN0 - KR A0 | @ e @ 8
tj L 1 i

=D |dEG =Y (KR A6 — 0 ANKR) | @€ @ ¢f =0,
tj

7

essendo dKy; — (K A 05 — 07 A Kf) = 0 per la prima identita di Bianchi. O

6. Fibrati lineari e connessioni

In questa sezione consideriamo L un fibrato con fibra complessa di rango uno su una varieta
M. Sia V una connessione per L con curvatura R. Dalle (3.8) e (3.9) risulta che la 2-forma di
curvatura { K, } & la restrizione di una due forma globale che denotiamo con K, e che dK = 0.
Dunque K rappresenta una classe che denotiamo con [V] € H2,(M) (qui si considera il gruppo
di de Rham a coefficienti complessi).
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LEMMA 6.1. Sia L un fibrato con fibra complessa di rango uno su M. Siano V,V' due
connessioni per L. Allora

V] =[V].

DIMOSTRAZIONE. Sia {U,} un ricoprimento trivializzante per L con base e, per L]y, .
Siano {6“} le 1-forme di connessione per V rispetto alla base {¢,}. Siano{6*} le 1-forme di
connessione per V' rispetto alla stessa base {e,, }. Dalla (3.7) risulta

0 — 9> = 0° — 7,

su U, N Ug. Pertanto {6, — 63} definiscono una 1-forma globale w su M. Posto K la 2-forma
data dalla curvatura di V e K’ quella data da V’, dalla (3.8) si ha

K- K = dw,
dunque [V] = [V’] come volevasi. O

DEFINIZIONE 6.2. Sia L un fibrato con fibra complessa di rango uno su M. Sia V una
connessione per L. Mediante I’isomorfismo tra H25(M) e H?(M, C) la classe [V] definisce un

elemento di H?(M, C) che non dipende da V e che si indica con [L] € H*(M,C).
TEOREMA 6.3. Sia L un fibrato con fibra complessa di rango uno su M. Allora

o
o

c1(L) [L].

in H*(M, C).

DIMOSTRAZIONE. Per dimostrare 1’enunciato dobbiamo scrivere esplicitamente 1’isomor-
fismo del teorema di de Rham astratto v, : H2z(M) — H?(M,C) nel caso della risoluzione
aciclica di C data dal complesso di de Rham:

d d
0— Cy — Cite = Chie = ... > Cpt — 0.

Da questo si ottengono le successioni esatte corte

6.1) 0= Cy — Ciie 5 K =0
(6.2) 0—K! — Ot 5 K2 =0

essendo K! = Ker(Cjy¢ LN Crz) e K? = Ker(Cype KN Chre). Dalla dimostrazione del
Teorema di de Rham astratto (Teorema 8.3 nel Capitolo 4) si ha che v, := 'y§ o 7%. Ora

N H°(M, K?)
~Im(HO(M, Cype) — HO(M,K2))

¢ definito dall’operatore di cobordo 0; della successione esatta lunga in coomologia associata
alla (6.2).

Vi Hap(M) —HY(M, K"
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Calcoliamo dunque 0, ([L]). Sia V una connessione per L. Sial{ := {U, } un ricoprimento
trivializzante per L tale che U, N Uy sia semplicemente connesso per ogni «, ( e sia {e, } una
base di L|y, . Siano {#*} le 1-forme di connessione per V relative alla base {e, } e siano { K{*}
le 2-forme di curvatura. La classe [V] & definita dalla 2-forma K tale che K|y, = K®. Dunque
{K*“} & lo zero cociclo che rappresenta [V] nella coomologia di Cech H°(2/, K?). Ricordiamo
che K* = d#* per la (3.8). L’operatore di cobordo 9, : H(U,K?) — H'(U,K") & dunque
definito tramite il Lemma del Serpente da

COU, Cd) > {67} 4 (K.} eCU,K2) =0

|

0— CHU,KY) —— CHU, Cype) 3 {(0° = 0%)|y.rw, }

C‘lqgﬁﬂaa = leg(g,Ba) per la (3'7)a € gﬁa — gt;ﬁl, I’isulta

(6.3) 1 ([V]) = [{dlog(gas)}] € H' (M, K").

Inoltre, v : H'(M,K') — H?*(M, C) & un isomorfismo dato dall’operatore di cobordo 05
relativo alla successione esatta lunga in coomologia associata alla successione esatta corta (6.1).
Nuovamente, dal Lemma del Serpente abbiamo

CH (U, C55c) 2 {log(gas)} —— {dlog(gas)} € CHU,K") — 0

l

0—C*(U,Cp) —— 02(1/{701?40@) > {2ap+}

dove

da cui, essendo (0% — 07|y, v, =

Zapy = 10@;(9[37)|UamUﬁmU7 - 1082(!Jow)|UmUBmUV + log(ga6)|UaﬁUgﬁU7'
Pertanto

(L] = %2([V]) = {zap,}] € H*U,Cus).
Dalla Proposizione 10.4 del Capitolo 4 segue dunque che
7 .
a(L) = 5—n(lV]) € H*U, Cuy),

da cui la tesi. O

7. Teoria di Chern-Weil

7.1. Polinomi Invarianti. Indichiamo con Mat(k, C) lo spazio delle matrici k£ x k con
entrate complesse.

DEFINIZIONE 7.1. Un funzione P : Mat(k, C) — C tale che sia polinomiale nelle entrate
delle matrici si dice un polinomio invariante se

P(C™'AC) = P(A)
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per ogni matrice A € Mat(k, C) e ogni matrice G € GL(k, C). Lo spazio dei polinomi invarianti
si indica con Jnv(k).

ESEMPIO 7.2. Se A & una matrice k X k si pub definire
det(I +tA) Z g;(A

Le 0; : Mat(k, C) — C sono polinomi invarianti, in particolare essi sono le funzioni simmetri-
che elementari degli autovalori di A. Infatti, se .J & la forma di Jordan di A, allora J = CAC™!
per qualche matrice invertibile C'. E se Ao, ..., A\x sono gli autovalori di A (e di J) si ha

det(] + tA) = det(C™' (I +tJ)C) = det(I + tJ) = [ (1 + t;)
=1t )+ N+ (e ).
i<k
da cui si vede che, indicando con M (j) I’insieme dei minori principali j x j di A,
oi(A) = > Z det M,
1<l <...<l;<k MeM(j
in particolare
oo(A) =1, o1(A)=trd, ..., ox(A) =det A.
7.1.1. Formula di polarizzazione. Una applicazione m-lineare simmetrica P : Mat(k, C) x
. X Mat(k, C) — C si dice invariante se per ogni C' € GL(k,C) si ha
P(C7'A\C,...,C7'A,,C) = P(Ay,..., Ap)

perogni A;,..., A, € Mat(k,C). )
Ad ogni applicazione m-lineare simmetrica invariante P : Mat(k, C) x...xMat(k,C) — C

& associato un unico polinomio invariante omogeneo di grado m dato da P(A) := P(A, ..., A).
Viceversa, sia P : Mat(k,C) — C un polinomio omogeneo invariante di grado m. Al-
lora esiste una unica applicazione m-lineare simmetrica invariante P : Mat(k,C) x ... X

Mat(k, C) — C tale che P(A) = P(A, ..., A) per ogni A € Mat(k, C). Tale P & definita dalla
formula di polarizzazione nel modo seguente. Per A;, ..., A, € Mat(k,C)siaT(Ay,..., An)
il coefficiente di t; - - - t,,, nell’espansione del polinomio P(t1A; + ...+ t,,A,,). Allora

~ 1
P(A,. A) = —T(Ar. o Ay).

7.2. L’omomorfismo di Weil. In questa sezione supponiamo M sia una varieta (reale o
complessa) e E un fibrato con fibra complessa di rango k£ munito di una connessione V. Fis-
siamo un ricoprimento {U, } di M trivializzante per E e su ciascun aperto scegliamo una base
{ef,..., e} disezioni di F|y,. In tali basi siano {0, } le matrici di 1-forme di connessione di
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V e { K} le matrici di 2-forme di curvatura di V. Siano infine {g.s} le funzioni di transizione
di E. Abbiamo visto dalla (3.6) che K@ = g,5K”gs,.

Notiamo che se w,w’ sono 2-forme, il prodotto wedge ¢ commutativo, ovvero w A w' =
w’ A w. Pertanto, se P : Mat(k,C) — C & una funzione polinomiale nelle entrate, si pud ben
definire P(O) per ogni matrice k& x k di 2-forme ©.

ESEMPIO 7.3. Sia P(A) = aj1a12a13, dove abbiamo posto A = (a;;) € Mat(k,C). Se
© = (w;;j) ¢ una k x k matrice di 2-forme, risulta P(0) = wyy A wi2 A wys.

Dato P € Jnwv(k) risulta pertanto P(K*) = P(KP?) per ogni o, 3. Pertanto per ogni
P e Jnu(k) le {P(K“)} definiscono una forma globale su M, denotata P(V), il cui grado
dipende dal grado del polinomio. In particolare se P ¢ un polinomio invariante omogeneo di
grado m, allora P(V) & una forma di grado 2m.

PROPOSIZIONE 7.4. Sia E un fibrato vettoriale con fibra complessa di rango k su M. Sia
P € Jnv(k). Allora

(1) per ogni connessione NV per E vale dP(V) = 0.
(2) Se V, V' sono due connessioni per E, esiste una forma differenziale P(NV,V') su M
tale che P(V) — P(V') = dP(V, V).

Per dimostrare la Proposizione ci occorrono due lemmi:

LEMMA 7.5. Sia E un fibrato vettoriale con fibra complessa di rango k su M. Sia V una

connessione per E. Fissato x € M esiste un intorno U di x e una base {e, ..., e} di E|y tale
che la matrice di uno-forme di connessione 0 di V rispetto a {ey, . .., ey} ha la proprieta che
O(x) =0.
DIMOSTRAZIONE. Fissiamo un intorno U, di z tale che E|y, sia banale e sia {ef, ..., e{}
una base di £ su U. Sia 6, la matrice di uno-forme per V rispetto alla base {e, ..., e} }.
Se {e1,...,e,} ¢ un’altra base di £ in un intorno U C U, di x e 6 ¢ la matrice di uno-

forme rispetto a tale base, per la (1.3) si ha = g~'dg + g~*0%g dove g : U — GL(k,C)
¢ una funzione C* che rappresenta il cambiamento di base. Pertanto, #(z) = 0 equivale a
g (z)dg, + g7 (2)6%(x)g(z) = 0, ovvero
dg. + 0% (x)g(z) = 0.
Questa equazione ha chiaramente soluzione definita su un intorno U di x tale che g sia una
matrice k£ X k invertibile con entrate C'*™° su U. Ad esempio, possiamo prendere ¢ la soluzione
al problema di Cauchy
{dgq = _ea(q)

g(z) =id
Per costruzione, se {ei, ..., ex} € la base ottenuta cambiando base tramite g da {ef, ..., ef},
la matrice di uno-forme di connessione in tale base ¢ § = g 'dg + g '6%g, e in z risulta

6(z) = 0. O
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LEMMA 7.6. Sia P una forma m-lineare simmetrica invariante. Siano n, 0 delle uno-forme
su un aperto U e sia K una due forma su U. Allora

(7.1) PAO+0AnK,. ..., K)=(m—-1Pn0NK—-KAb0,K,... K).

DIMOSTRAZIONE. Per prima cosa, fissate Ay, ..., A,, € Mat(k, C) si consideri la funzio-
ne f : GL(k,C) — C definita da

flg) = P(gAig™", ..., gAng ).

Per I'invarianza, f(g) = f(id). Scriviamo g = id — H per qualche H € Mat(k,C). Allora
espandendo nelle variabili H si ottiene g~! = (id — H)™! = id + H + O(2). Da questo segue

f(g) = P((id — HYAy(id — H)™,..., (id — H)A,,(id — H)™)
P((id — H)A (id + H), ..., (id — H)A,(id + H)) + O(2)
P(Ay+ A\H — HA,, ... Ay + AnH — HA,,) 4+ O(2)

P(Ay,..., Ay +ZPA1,... Aj_,AjH — HAj, Ajiy, ... Ay) + O(2).
Da qui segue che

(7.2) P(A\H — HAy Ay, ... A 213 (Ay, .., Aj 1, AjH — HA; Aj, . A,

Ora, per dimostrare la (7.1), per la m-linearita di ]5, basta provare
15(77/\t9+t9A17,K2,...,Km)

7.3 UL
( ) = E Pn7K2,... j— 1,9/\K K /\(9 Kj+17""Km)
Jj=2

pern = YA, 0 = wHe K; = kjA;, j = 2,...,mcon A;, H € Mat(k,C), Y,w €
C®(M; \N' M) er; € C°(M; \* M). Tenendo conto che r; Aw = wAk; e h Aw = —w A1),
si osservi che

QAKj—Kj/\QZW/\KJ]‘HAj—l{j/\WAjH:—I{j/\W(AjH—HAj>, j:2,,m
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Dunque

P(?]/\0+9A77,K2,...,Km):p(@b/\W(AlH—HAl),K,QAQ,...,KJmAm)
:ﬁ(AlH—HAl,AQ,...,Am)¢AWAR2.../\Km

(7:3)_2?(14177A]—17AJH_HAJ’AJ+1’7Am)1/}/\W/\H;2/\Iim
7j=2

p(wAl, KQAQ, ceey /{j—lAj—la —hRj A (,U(AjH - HAj), /{j+1Aj+1, ceey /{mAm)

NE

2

J

]5(777[(2,...,Kj_1,9/\Kj—Kj/\Q,KjH,...,Km),

M

[|
N

j
ovvero vale la (7.3) e dunque il risultato € provato. U

Possiamo adesso dimostrare la Proposizione 7.4:

DIMOSTRAZIONE PROPOSIZIONE 7.4. (1) Per linearita dell’ operatore d, possiamo suppor-
re P omogeneo di grado m. Siax € M. Proveremo che (dP(V))(z) = 0. Siano {6} le matrici
di uno-forme di connessione per £ rispetto a qualche base e { K*} le matrici di curvatura ri-
spetto alle stesse basi locali. Sia « Iindice tale che © € U,. Poiché P(K®) & invariante per
cambiamenti di base locale di E, per il Lemma 7.5, si puo supporre che §%(z) = 0.

Sia P 1a forma m-lineare simmetrica invariante ottenuta polarizzando P. Allora per linearita

dP(K*) = dP(K®,...,K*) =Y P(K*,. .. dK" .. K").

Dalla prima identita di Bianchi (5.1) si ottiene

P(K®, ... dK*, ... K% = P(K®, ..., 0° NK*— K*A0*,... K*).

Dunque
P(K*(x),...,0%x) N K%z) — K%(z) N0%(x),..., K%(x)) =0,
che prova I’enunciato.
(2) Siano V, V'’ due connessioni per £. Poniamo ¥ := V' — V. Dalla definizione di

connessione, per ogni f € C(U) ee € E(U), risulta
U(fe) =V'(fe) = V(fe)=df @ e+ fV'e—df @ e— fVe = f¥(e),
ovvero ¥ & una sezione globale di T*M ® EF* @ E = QY(F) ® E*.
Per ¢ € [0, 1] si definisce una connessione V* per E nel modo seguente:
Vi=(1-t)V+itV' =V + 0.

Fissiamo un aperto U sul quale F sia triviale e una base di £. Siano 6, ¢, 6" le matrici di
uno-forme di connessione di V, V', V' rispetto alla base fissata. E similmente denotiamo con
K, K', K! le matrici di due forme di curvatura rispetto a tale base. Sinoti che § = 6°, 0’ = 0l e
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K = K° K' = K'. Inoltre, denotiamo con 7 la k x k matrice di uno-forme di ¥ relativa alla
base di F fissata. Si noti che cambiando base per una matrice invertibile g, la matrice associata
a W e gng~!, essendo una sezione di 7*M ® E* ® E. Per costruzione si ha

0" =0 + tn.

Dalla formula di struttura (3.3) si ha K = df' + 6 A 6. Le matrici di uno-forme 6 dipendono
in modo C'*° da t e dunque possono essere derivate rispetto a t. Si osservi che %(et A =

86—9; NGO+ 0 N 68—9:. Inoltre, la derivazione rispetto a ¢t commuta con 1’operatore d, e dunque
oK' 0 00t 00' 06"

Y oant ¢ ty 9% v t t O
8t_8t(d0+0/\9) d8t+8t/\0+0/\8t

=dn+nA0 +6" An.

Sia ora P un polinomio omogeneo invariante di grado m e sia P la forma simmetrica m-lineare
data dalla formula di polarizzazione. Dunque

P(K') - P(K) = P(K') — P(K") = /1 ap(Kt)dt

Y
polarizzazione /1 8]5(Kt, c. 7Kt)
B 0 ot

1 t
inearita ~ aK
lincarit } :/ P(Kt,...,ﬁ,...,Kt)dt
0

1 t
simmetria ~ aK
= m/ P( Kt ... KYdt
0

dt

ot ’
1 1
:m/ P(dn,Kt,...,Kt)dt+m/ PN+ 0" A, K, ... K")dt
0 0
1

@ o f)(dn,Kt,...,Kt)dt
0

1
+m(m—1)/ P, 0t NK' — K' NG, ... KYdt
0
1

. . 1 ~ s
Bm“C_‘“(S-”m/ P(dn, Kt,...,Kt)dter(m—l)/ P(n,dK*,... K')dt
0 0

o 1 1
fin-tgimm. m/ d(P(n,K',... . K"))dt =d (m/ P(n, K, ..., Kt)dt) .
0 0
Si noti che cambiando base di £ per una matrice invertibile g risulta

P(gng ', gK'g7", ..., gK'¢") = P(n,K",..., K")
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e dunque P (n, K*, ..., K') non dipende dalla base di F scelta e definisce una 2m — 1 forma su
M. Ponendo

1
POV, ::m/ Py K, K"t
0
si ha la tesi. O

DEFINIZIONE 7.7. Sia E un fibrato vettoriale con fibra complessa di rango k£ su M. Sia
P € Jnv(k). Allora si definisce

P(E) :=[P(V)] € Hgp(M)
dove V ¢ una qualsiasi connessione per E.

Si osservi che per la Proposizione 7.4 la classe P(FE) ¢ ben definita e non dipende dalla
connessione scelta per definirla.

Se dotiamo Jnuv(k) della naturale struttura di algebra ottenuta moltiplicando i polinomi
invarianti e @j Hp(M) della struttura di algebra data nella Osservazione 5.11 del Capitolo 3,
il morfismo

Wy : Inv(k) — Hin(M)
definito da Q0 (P) := [P(E)] & un morfismo di algebre e si chiama I’omomorfismo di Weil.

7.3. Classi di Chern. Si consideri il polinomio invariante ¢ € Jnv(k) definito da
i
A) =det(l + —A).
(A) = det(I + - A)
DEFINIZIONE 7.8. Sia E un fibrato con fibra complessa di rango &k su M. La classe ¢(E) si
dice la classe di Chern totale del fibrato E.

Se o sono le funzioni simmetriche elementari degli autovalori di una £ x & matrice definite
nell’Esempio 7.2, poniamo

(E) = o)1) = (g) 73(B).

Si noti che
c(BE)=14c(F)+...+c(E).

DEFINIZIONE 7.9. La classe ¢;(E) € Ho%(M) si dice la j-sima classe di Chern di E.

ESEMPIO 7.10. Sia E il fibrato banale di rango k su M, E ~ M x C*. Sia {ey,..., e}
una base di £/ su M. Sia V la connessione banale su £, ovvero Ve; = Operj = 1,...,k. Si
noti che, rispetto alla base scelta, la matrice di uno-forme di connessione ¢ identicamente zero,
e cosi dunque la matrice di due-forme di curvatura. In particolare ¢(£) = 1, ovvero ¢;(E) = 0
per ogni j > 0.

Vediamo come si comportano le classi di Chern rispetto alle operazioni tra fibrati.
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PROPOSIZIONE 7.11. Sia M una varieta.

(1) Se L ¢ un fibrato vettoriale di rango uno su M, allora c¢,(L) coincide con al classe di
Chern definita tramite la coomologia di Cech.

(2) (Formula di Whitney) Se E, F sono due fibrati vettoriali su M allora ¢(E ® F) =
c(E) - c(F).

(3) Se f: N — M é liscia e E ¢é un fibrato vettoriale di rango k su M si ha f*(c;(E)) =
c;(f*E) per ogni j.

(4) Se E e un fibrato vettoriale complesso di rango k su M e L é un fibrato di rango uno
su M, risulta c;(E @ L) = ¢1(E) + ke (L).

(5) Se E e un fibrato vettoriale di rango k su M, risulta c;(E*) = (=1)/¢;(E) per j =
0,...,k.

(6) Per ogni fibrato vettoriale E risulta c;(E) = ¢;(det(E)).

DIMOSTRAZIONE. (1) Segue subito dal Teorema 6.3.

(2) Se V ¢ una connessione per F e V' ¢ una connessione per F, poniamo su F & F
la naturale connessione V @& V’. Se { K*} sono le 2-forme di curvatura di V rispetto ad un
insieme di basi locali {e{, ..., e{} per E'e { K'*} sono le 2-forme di curvatura di V' rispetto ad
un insieme di basi locali {e}“, ..., e;"} per F, allora nelle basi locali {e;* ®0,...,e,*®0,0®
e, ...,0@ e} di E @ F la matrice delle 2-forme di curvatura ¢ data dalla (4.1). Pertanto
det(I + K!) = det(I + K,) A det( + K/)), da cui segue subito 1’enunciato.

(3) Se V & una connessione per F, dotiamo f* della connessione pull-back f*(V). Poiché
se { K“} sono le matrici di 2-forme di curvatura di V rispetto a qualche base locale di F, per
definizione la connessione pull-back ha matrici di 2-forme di curvatura { f*(K“)}, la tesi segue
subito.

(4) Sia V una connessione per F e sia V' una connessione per L. Dotiamo E ® L della
connessione naturale V®1+id®V’. Allora, dall’Esempio 4.1, la matrice di 2-forme di curvatura
rispetto alla base naturale ¢ K + K'*id (essendo K* la matrice di 2-forme di curvatura di V e
K’ 1a 2-forma di curvatura di V' rispetto a qualche base). Pertanto ¢;(F ® L) & determinato
dalla classe della 2-forma definita su ciascun U, da

; .
2m
da cui segue la formula.

(5) Sia V una connessione per E e dotiamo E£* della connessione duale V*. Allora I’enun-
ciato segue subito dalla Osservazione 4.3.

(6) Data una connessione V per F, dotando det(FE) della connessione naturale, il risultato
segue subito dalla (3.4). O

OSSERVAZIONE 7.12. Dalla Formula di Whitney segue che se £ ¢ un fibrato vettoriale di
rango k e F' ¢ un fibrato vettoriale di rango r allora

C(EBF)=14+ca(E)+...+xl) - A+a(F)+...+c(F))
=1+ (a(E) + a1r(F)) + (cr(E) - c1r(F) + c2(E) + eo(F)) + ... .,

[tr(K* + K'*id)] = 5 [tr(K*) + kK",

]
™
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da cui, in particolare, ¢1(E & F) = ¢, (E) + c1(F).
ESERCIZIO 7.13. Sia E un fibrato vettoriale di rango & su M. Si provi che ¢, (End(E, E)) =
c(E® E*) =0.
DEFINIZIONE 7.14. Sia M una varieta. Poniamo
¢;(M) = ¢;(TM) € Hyp(M).
La classe ¢;(M) si dice la j-sima classe di Chern di M.

ESEMPIO 7.15. Dalla successione esatta di Eulero (Teorema 12.7 del Capitolo 2), tenso-
riazzando per O(1) si ottiene la successione esatta di fibrati

0— CP" x C — (CP" x C""") ® O(1) — TCP" — 0.

Poiché (CP" x C"*1) @ O(1) = O(1)®(*+Y (come si pud verificare facilmente guardando le
funzioni di transizione) e la successione spezza in modo C'* per il Corollario 10.20 del Capitolo
4, s1 ha
TCP" @ (CP" x C) = O(1)®(+D),
Dunque ¢(TCP" & (CP" x C)) = ¢(O(1)®™*+1), Per la Proposizione 7.11.(2), risulta
(01" Y) = c(0(1)" Y = (1 + e (O(1))) "V,
E similmente
c¢(TCP" & (CP" x C)) = ¢(TCP")c((CP" x C)) = ¢(TCP™).
Pertanto

co(TCP") = (1+¢(0(1)) ™.

Dalla formula binomiale si ricava poi ¢(TCP") = 3" < n; L ) ¢1(O(1))™ e confrontando

1 gradi delle forme

(7.4) Cm(CP") := ¢, (TCP") := ( ntl m=0,...,n.
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CAPITOLO 6

Teoremi di annullamento di classi caratteristiche

1. Classi di Chern come ostruzione all’esistenza di sezioni globali

In questa sezione si prova che le classi di Chern sono “ostruzioni al primo ordine” all’esi-
stenza di sezioni globali linearmente indipendenti di un fibrato vettoriale. Vale infatti

TEOREMA 1.1. Sia F un fibrato vettoriale con fibra complessa di rango k su una varieta M.
Se E ammette m < k sezioni globali linearmente indipendenti in ogni punto, allora c¢;(E) = 0
perj=k—m+1,... k.

DIMOSTRAZIONE. Siano ey, ...,e,, le sezioni globali di £ linearmente indipendenti in
ogni punto e sia £ il sottofibrato di £ generato da esse, ovvero E, ¢ lo spazio vettoriale generato
da {ei(x),...,en(x)}. La successione esatta corta

0—-FE —-FE—E/E —0.

spezza in modo C'*°, dunque F = E’ @ E/E’ (isomorfismo di fibrati vettoriali C'*°). Poiché £’
¢ globalmente banale, ¢(E’) = 1. Dalla formula di Whitney, Proposizione 7.11 del Capitolo 5 ,
risulta allora

¢(E)=c(E") - c«(EJE")=c(E/E)=1+c(E/E")+ ...+ ck_m(E/E"),
dunque ¢;(E) =0perj >k —m. O

ESEMPIO 1.2. Non esistono campi di vettori C* mai nulli su CP". Infatti, un tale vet-
tore sarebbe una sezione C'*° di 7CP" mai nulla. Per il Teorema 1.1 cio implicherebbe che
¢ (TCP™) = 0, contraddicendo la (7.4) del Capitolo 5.

2. Connessioni Parziali

Sia F un fibrato con fibra complessa di rango % su una varieta M di dimensione n. Sia
@Q C TM un sottofibrato di rango m. Indichiamo con Qg (€) il fascio delle sezioni C™ del
fibrato Q* ® F.
Osserviamo che esiste un naturale morfismo di fibrati vettoriale suriettivo
7o IT"M — Q"
ottenuto dualizzando il morfismo di immersione () < T'M.

183
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DEFINIZIONE 2.1. Una connessione parziale V per E' lungo () ¢ un morfismo C-lineare
V:E€— Qé(é‘)
tale che per ogni aperto U C M, f € C3(U) ee € E(U) risulta
V(fe) =mo(df) @ e+ fVe.

Con ovvi cambiamenti, tutta la teoria svolta per le connessioni vale per le connessioni par-
ziali. In particolare ricalcando quanto fatto nella sezione 2 del Capitolo 5, si puo definire JéE,
il fibrato degli uno getti di E' lungo (). Questo & ottenuto, come fascio di gruppi abeliani tramite
J5(E) = € D QH(E) e come fascio di CRp-moduli tramite

fleow) = fe® (mo(df) ® e+ fw),
essendo e € E(U), w € Q5(E)(U), f € C32(U). Si ha la successione esatta

2.1) 0— QH(E) = JH(E) = € =0,

da cui risulta che Jclz(é' ) & localmente libero e il fibrato vettoriale associato & JéE. Analoga-
mente a quanto fatto nella Proposizione 2.3 del Capitolo 5 si prova che ogni spezzamento della
successione esatta corta (2.1) determina una connessione parziale per ' lungo () e viceversa.
In particolare, poiché le successione di C'57-moduli localmente liberi spezzano, si ha

PROPOSIZIONE 2.2. Sia E un fibrato su M e sia () C T'M un sottofibrato. Allora esistono
connessioni parziali per E lungo Q.

La Proposizione 2.2 si puo anche dimostrare direttamente utilizzando le partizioni dell’u-
nita.
DEFINIZIONE 2.3. Sia F un fibrato vettoriale su M. Sia () C T'M un sottofibrato. Sia V

una connessione parziale per F lungo () e sia V' una connessione per E. Si dice che V' estende
V se per ogni v € Q, e per ogni p € M, risulta V; = V,,.

PROPOSIZIONE 2.4. Sia FE un fibrato vettoriale con fibra complessa su M. Siano Q, Q)" C
T'M due sottofibrati tali che Q, N Q). = {0} per ogni x € M. Sia V una connessione parziale
per E lungo Q) e sia V' una connessione parziale per E lungo Q). Allora esiste una unica
connessione parziale V" per E lungo Q ® Q' che estende NV, V', ovvero tale che V"v = V,
perogniv € Q. eNV" =Y' perogniv € Q', perogni x € M.

DIMOSTRAZIONE. Si ha la successione esatta corta
0=-Q—>TM —TM/Q — 0.

Questa spezza in modo C'*° e dunque possiamo scrivere 7'M = () & H. Similmente, poiché
Q. N Q. = {0} per ogni x € M, risulta essere esatta la successione

0—-Q —H—H/Q —0.
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Dunque, in modo C*° abbiamo TM = @ & Q' & H' per un certo sottofibrato H. Siano pg :
TM — Qepg : TM — ' le naturali proiezioni definite dalla TM = Q & Q' & H'. Allora
si definisce

VZ = VpQ(v) ) V;b(v) v E Q ©® Q/.

Poiché Tgaq = T @ T : T*M — Q* @© Q™, si verifica immediatamente che V” ¢ la
connessione voluta. O

Notiamo infine che ogni connessione parziale si puo estendere ad una connessione:

PROPOSIZIONE 2.5. Sia E un fibrato vettoriale su M. Sia Q) C T M un sottofibrato e sia V
una connessione parziale per E lungo (). Allora esiste una connessione V' per E che estende
V, ovvero tale che V') = ¥V, per ogni v € Q,.

DIMOSTRAZIONE. Si ha la successione esatta corta
0—-Q—>TM—-TM/Q — 0.

Questa spezza in modo C'*™° e dunque possiamo scrivere 7'M = () & H. Per la Proposizione
2.2 esiste una connessione parziale V per F lungo H. Per la Proposizione 2.4 esiste una unica
connessione parziale per £ lungo () & H = T'M che estende V, V, ciog una connessione per
E che estende V, come volevasi. O

Se V & una connessione parziale per F lungo () C T'M, si puo estendere la connessione V
come

VQh(E) = Q5H(E)
tramite
Vw®e):=mg(dw) ® e + (—1)’w A Ve,
perw € Q5 (U), e € E(U), dove qua ¢, denota la proiezione mg : A" M — A" Q"
Si puo allora definire la curvatura R := V oV : £ — Q(£). Si verifica come in

Proposizione 3.3 che R & C*°-lineare, ovvero & una sezione del fibrato £* @ F ® (Q* A Q).
Nel caso di sottofibrati involutivi vale la formula di Ricci:

PROPOSIZIONE 2.6 (Identita di Ricci per connessioni parziali). Sia () C T'M un sottofibra-
to involutivo, ovvero [Q), Q] C Q. Sia V una connessione parziale per il fibrato vettoriale E
lungo Q). Sia R la sua curvatura. Allora per ogni v, w € @), e s € &, risulta

R(v,w)s = V,(Vys) = Vi (Vys) = Vigu)s.

DIMOSTRAZIONE. Per la Proposizione 2.5 si puo estendere V ad una connessione V' per

E. L’identita di Ricci (Proposizione 3.6) vale per V'. Ma, se v, w € @, poich¢ () ¢ involutivo,

allora [v,w] € Q. Essendo V! = V,, VI = V,, V| = Vi per v,w € @, si ha
v w [v,w] [v,w]

I’enunciato. U
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3. Connessioni su fibrati olomorfi e teorema di annullamento di Bott

In questa sezione supponiamo che M sia una varieta complessa di dimensione complessa n
ed E sia un fibrato olomorfo di rango & su M.

Utilizzando le notazioni complesse, 7'M ~ T°M indica il fibrato olomorfo (cioe le deri-
vazioni di germi di funzioni olomorfe) mentre per come definito in precedenza Q'(€) ¢ il fascio
delle sezioni C*° del fibrato (\' M* @ C) ® E.

PROPOSIZIONE 3.1. Sia M una varieta complessa di dimensione complessa n ed E sia un
fibrato olomorfo di rango k su M. Allora esiste una naturale connessione parziale per E lungo
T%' M, che denotiamo con O, tale che per ogni s € Oy (U; E) risulta Ops = 0.

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo definire Jg : £ — QLy.,,(€). Sia {U,} unricoprimento che
trivializza F, e siano {ef, ..., e} delle basi locali olomorfe di E|y,, ovvero e : U, — Ey,
¢ olomorfa per ogni j, . Sinoti che e = >, gg;ef su U, N Ug con g, € OM(Ua N Up).
Definiamo _ _

Op(fef) = 0f ®¢f
perogni o, je f € C7(U,). Proviamo che 0 & ben deﬁnito

Siae € 5(5](1 N Us). Allorae = >, afef Z] ; j, con a],a] U, NUsz — C funzioni
C*. Essendo 8ggfl = 0 per ogni 7, h, si ha

5;36225@?@6 Z@a ®Zgﬁaeh—2829%? ®eh—28ah®eh,
J

che prova che O & ben definito. Le proprieta di Oz seguono allora immediatamente dalla sua
definizione. U

DEFINIZIONE 3.2. Sia E un fibrato olomorfo su una varieta complessa M. Una connessione

V per E si dice una connessione di tipo (1,0) se V estende la connessione parziale Oz per E
lungo T%1 M.

PROPOSIZIONE 3.3. Sia E un fibrato olomorfo su una varieta complessa M. Allora esisto-
no connessioni di tipo (1,0) per E.

DIMOSTRAZIONE. Segue immediatamente dalla Proposizione 3.1 e dalla Proposizione 2.5
del Capitolo 5. U

PROPOSIZIONE 3.4. Sia E un fibrato olomorfo su una varieta complessa M. Una connes-
sione V per E é di tipo (1,0) se e solo se per ogni sezione olomorfa s € Oy (E)(U) e per ogni
v e C°(U, TOYM) risulta V,s = 0.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che V sia di tipo (1,0). Se s = > aje; per {e1,... e}
una base olomorfa locale di F, e a; funzioni olomorfe, per definizione

Vs = (Ops)v = Z@E aje;)(v) = Z(@aj)(v) ®e; = 0.

J
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Viceversa, se V,s = 0 per ogni sezione olomorfa s e vettore v di tipo (0,1), data f & una
funzione C*° e {ey, ..., ex} una base olomorfa locale di F, risulta per v vettore di tipo (0, 1)

Vo(fe;) = df (v) @ e + [Vye; = Of (v)e; + D f (v)e; = Of (v)e;,

essendo V,e; = 0 per ipotesi e df(v) = 0 per costruzione. Dunque V,, = (Jz), per ogni
v € TOY M, e pertanto V & una connessione di tipo (1,0). O

Il nome connessione di tipo (1, 0) & giustificato dalla seguente proposizione:

PROPOSIZIONE 3.5. Sia E un fibrato olomorfo su una varieta complessa M. Sia {U,} un
ricoprimento di M e sia {e, ..., e} una base locale di sezioni olomorfe di E|y,,. Sia V una
connessione per E con uno-forme di connessione {0} rispetto alle basi {e{, ... ey}, Allora
V & una connessione di tipo (1,0) se e solo se 055 € C*(U,; /\(1’0) M) per ogni « e per ogni
iji=1,... k

DIMOSTRAZIONE. Se V & una connessione di tipo (1,0) poiché Vyef = 0 perogniv €
T,SO’l)M, p € U, per I'Osservazione 3.4, risulta che 07, € C*°(U,; /\(1’0) M). Viceversa, se le
uno-forme di connessione soddisfano la condizione, siav € TOVM e s = 3 aje; sezione
olomorfa di £ (dunque af funzioni olomorfe). Abbiamo ¢;(v) = 0 essendo ¢ forme di tipo

(1,0) e v vettore di tipo (0, 1). Inoltre da$ = da§+0a§ = daf e pertanto da§(v) = daf(v) = 0.

Dunque
Vos =Y VeaSed =Y daf(v)es + Y 05;(v)es =0,
J J jh

che, per la Proposizione 3.4, prova che V ¢ di tipo (1, 0). O

OSSERVAZIONE 3.6. Sia EF un fibrato olomorfo su una varieta complessa M. Sia V una
connessione di tipo (1,0) per £. Sia K la matrice di due forme di curvatura rispetto ad una
base olomorfa di £ su un aperto U. Allora K non ha entrate con componenti di tipo (0, 2).
Infatti dalla Proposizione 3.5 la matrice di uno forme di connessione 6 ha entrate di tipo (1, 0).
Dall’equazione di struttura K = df + 6 A 0 e dunque, df = (0 + )6 & di tipo (1,1) e (2,0)
mentre 6§ A 6 & di tipo (2,0).

Se il fibrato £ ¢ olomorfo, ha senso parlare di connessioni parziali olomorfe per F, la de-
finizione formale ¢ la seguente. Ricordiamo che se M & una varieta complessa e 7'M indica
il fibrato tangente olomorfo (ovvero le derivazioni di germi di funzioni olomorfe), T'M ¢ iso-
morfo (come fibrato C*°) in modo naturale a 7% M/ (si veda il Lemma 13.4 del Capitolo 2).
Denotiamo con ¢ : TM — T19 M tale isomorfismo.

DEFINIZIONE 3.7. Sia E un fibrato vettoriale olomorfo su una varieta complessa M. Sia
F C TM un sottofibrato. Una connessione parziale per E lungo «(F) C TMOM si dice
olomortfa se per ogni sezione olomorfa s € O(E)(U) su un aperto U si ha che Vs & una sezione
olomorfa del fibrato /™* @ E su U.
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Nel seguito, ometteremo sempre di indicare I’isomorfismo ¢ se non indispensabile e quindi
denoteremo con F sia il sottofibrato di 7'M sia la sua immagine in 700 M,
Per enunciare il teorema di annullamento di Bott ci occorre un’altra definizione:

DEFINIZIONE 3.8. Sia F un fibrato vettoriale con fibra complessa su una varieta complessa
M di dimensione complessa n. Sia F' C TM® @ C un sottofibrato complesso involutivo. Una
connessione parziale V per E lungo F' si dice piatta se K (v, w) = 0 per ogni v,w € F, per
ogni p € M (dove K indica la curvatura della connessione parziale V).

TEOREMA 3.9 (Bott). Sia E un fibrato vettoriale olomorfo di rango complesso k su una
varieta complessa M di dimensione n. Sia F' C T'M un sottofibrato di rango (complesso) (.
Sia V una connessione parziale per I lungo F'. Allora

(1) ch(E) =0perognih >n—{+ 5]+ 1.
(2) Se inoltre F' ¢ involutivo e la connessione NV ¢é piatta, allora c;,(E) = 0 per ogni
h>n—0+1.

DIMOSTRAZIONE. Per la Proposizione 2.4 e la Proposizione 2.5, esiste una connessione
V' di tipo (1,0) per E che estende V. Fissiamo un aperto di U su cui £ e T'M sono banali
e sia {&,...,&} una base di F su U. Siano v1,...,v, sezioni di TOOMN su U tali che
{&1, - & 0041, -0} @ unabase di THOM su U. Sia {72, ..., 32} una base di TV M
suU. Sia {&],....&,v)q,...,v,} labase di THOM* su U duale di {&1, ..., &, Ve, Un )
Dunque &(&r) = &, Ei(vn) = 0, vj(&n) = 0 e vj(vp) = &7. Sia infine {dz,, ..., dz,} la base
canonica di 7OV M,

Sia {ey, ..., ex} una base olomorfa di £ su U. Sia K’ = (Kj,) la matrice di curvatura di
V' rispetto a tale base. Allora

ih ih
;h = Z Agltgétll A 522 + Z Bgﬂfggh /\ Utg + Z t1t2vt1 /\ Utg

t1,t2=1,...0 t1=1,....0ta=0+1,....n t1,te=~,...n
+ Z t1t2£t1 A dZt? Z Htltzvtl A dZtQ
t1,=1,....40t2=1,...n t1=0+1,...,n,t2=1,...n
§ jh = —
+ Gt1t2d2t1 A dZt2,
t1,to=1,....n

jh jh
Dtm, H.

jh
per certe funzioni Atlt2 Btm, cih I

Dalla Osservazione 3.6 si ha

Gm2 di classe C* su U.

1t2?

thtg 0

per ogni h, j, 11, to. Per costruzione poi, se R’ ¢ la curvatura di V', si ha

(ftl,a_ Z hgtl,a_ ) :ZDglthej’ t1:1,...,€,t2:1,...,n.

J
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Per la formula di Ricci
0
R/(&l, ?)eh = Vétl (V’ E) €h) — V/ ) ( étleh) — V/ 9 }eh.

to =4y CEPS €1 e

Ora, essendo V' una connessione di tipo (1, 0) risulta V' ,
=ty

e V ¢ una connessione parziale olomorfa, si che V¢, e, € una sezione olomorfa di £ su U e
dunque

en, = 0. Inoltre, poiche V’&l = Vg,

CEP Zty

V' (Vi en) =V o (Vg en) =0.

Infine, poiche [T M, TODM] = 0,risulta V/, , . = 0. Daqui segue che R'(&,, 52— )ej, =
t2

[gtl ) 0§t2 ]
0 e dunque
jho
Dt1t2 p— 0
perty=1,....0to=1,...,nej,h=1,... k.
Dunque le entrate di K’ sono due forme date da combinazioni lineari a coefficienti C*° di

(3.1) &, N 522, &, N 142, vy, A v;2, vy, A dZ,.

Dunque prendendo prodotti wedge di pia di n — ¢ + [%] di questi elementi si ottiene zero.
Pertanto, per definizione di ¢, (E) si ottiene la (1).

Per dimostrare la (2), si osserva che se F' ¢ involutivo e la connessione parziale V ¢ piatta,
dalla lista (3.1) si tolgono le due forme di tipo & A &, (essendo K (&;,,&,) = O per ogni
t1,to =1,..., (. Pertanto i prodotti wedge di pid di n — ¢ di tali elementi ¢ zero, e dunque vale
la (2).

O
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