Teoria elementare dei numeri. 2. Radici primitive; algoritmo Pollard p. Roma, 16 ottobre 2005.

1.

10.

Sia p un numero primo. Una radice primitiva modulo p & un numero g € Z tale che la classe g
modulo p ha ordine p — 1. Calcolare tutte le radice primitive in Z3;. Stessa domanda per Z3;.

. Sia n un numero naturale e sia x € Z con mcd(xz,n) = 1. Sia a = ord,(x) e sia k € Z.

Dimostrare che ord, (z*) = a/mcd(a, k).

Sia n = 10001.

(a) Fattorizzare p(n).

(b) Esibire, se esiste, un = € Z; di ordine 17.
(c) Esibire, se esiste, un z € Z;, di ordine 8.

. Siano n = 56492375429317645 e m = 986764526573.

(a) Far vedere che med(n,m) =1,
(b) Calcolare A,y € Z tali che An + pm = 1.
(c) Calcolare A, € Z tali che An + um = 2.

(Numeri di Fermat) Per ogni numero naturale n, si definisce ’ennesimo numero di Fermat
come F, = 22" 4+ 1. Sia p un divisore primo di F),;

(a) Dimostrare che la classe 2 € Z* ha ordine 2"t

(b) Dimostrare che p =1 (mod 2"1).

(si veda http://mathworld.wolfram.com/FermatNumber.html)

Si p un numero primo dispari.

(a) Dimostrare che per ogni Z € Z; la classe zP=1/2 & yguale a +1.
(b) Far vedere che 7 € Zj ¢ un quadrato se e solo se zP~1/2 =1,
(c) Quanti quadrati ci sono in Z;?

Si p un numero primo e sia d un divisore di p — 1.
(a) Sia W ={z € Z3:7" =1}. Quanti clementi ci sono in W?
(b) Dimostrare che per ogni T € Z la classe z(P=D/d & un elemento di W.

(c) Far vedere che T € Z; ¢ una d-esima potenza se e solo se gp—1/d =T,
(d) Quante d-esime potenze ci sono in Z;?

(Pollard p) Sia p un numero primo e f : Z, — Z, la funzione data da T — x2 4 1. Scegliere
p fra 30 e 60 e disegnare il seguente grafo diretto: i vertici sono le classi * € Z,,. Esiste una
freccia da T verso 7 se e soltanto se f(T) =7.

(Logaritmo discreto) Sia p un numero primo.
(a) Sia p = 41. Determinare una radice primitiva g in Zj.

) Ogni classe T di Z,, ¢ potenza di g. Per p = 41, determinare ¢ € Z tale che 2=7"
(c) Stesse domande per p = 1009. '

) Pera e Z,,, Vesponente j tale che @ =g’ in Z7, si dice il logaritmo discreto di a (mod 41)
rispetto alla radice primitiva g. Far vedere che il logaritmo discreto € ben definito mod-
ulo p — 1 e che il logaritmo di un prodotto & uguale alla somma dei logaritmi dei fattori
(mod p —1).

Siano dati i seguenti due numeri n e m.
n = 11743051216543142614706488222441321,
m = 11743051216543142664175994962795097.

(a) Far vedere che non sono numeri primi.
(b) Fattorizzare n e m. (Uno di n, m ¢ abbastaza facilmente fattorizzabile con il metodo p di
Pollard, ma non con il metodo p — 1. Per I'altro numero vale il viceversa.)



