Algebra Lineare per Ingegneria Medica Roma, primavera 2004

1. Sistemi lineari.

Definizione. Un sistema lineare di m equazioni in n incognite ¢ un sistema di equazioni
della forma

a11r1  +taere ... H+apr, =b
a21T1 +ao9x2 + ... +aon, Ty = b2
A1l +am2T2  +... FamnTn = by,
dove gli a;; sono numeri assegnati detti coefficienti, i b; sono numeri assegnati detti termini
noti e le incognite x4, ..., x, appaiono al primo grado.
Notazioni:
Matrice dei coefficienti:
ail a2 e A1n
a921 a2 e a9,
Am 1 Am2 coo Amn
Vettore dei termini noti:
b1
b2
b
Matrice completa:
ail a12 e QA1n bl
a1 a92 e (057 b2
aAm1 Qam2 ceo Amn bm
Un sistema omogeneo € un sistema i cui termini noti sono nulli: by = ... =1b,, =0.

Definizione. Una soluzione del sistema

ai11x1  “+aiere +... +ai,r, =0b1
a1  +agsxre +... Haspx, =by
Am1T1  +m2T2  + ... FQpnTn = by,
e un’ ennupla
03]
Q2
679



che soddisfa tutte le equazioni del sistema. La soluzione generale del sistema € 'insieme
di tutte le soluzioni del sistema.

Esempio. Le triple

1 3 1 5
o), (1], [-1], [2
0 0 0 0

sono soluzioni del sistema di due equazioni in tre incognite

{1’1—23324—1‘3:1
2$1—4I2:2.

e Un sistema che ammette soluzioni si dice compatibile. Vedremo in seguito che un sistema
compatibile ammette un’unica soluzione oppure ammette infinite soluzioni. Un sistema
che non ammette soluzioni si dice incompatibile.

e Un sistema lineare omogeneo

a11r1  +aipxr2 +... Fapr, =0
a21X1 +ao9x92 —+... +a9n Ty =0
Am1T1 +amaTs +... +amnTn =0

e sempre compatibile: infatti ammette almeno la soluzione nulla
0

0
0
e Un sistema lineare non omogeneo puo essere incompatibile, come ad esempio:

{$1+2$2+9€3—£B4=1
IE1+2$2+$3—IE4:2.

Definizione. Due sistemi lineari si dicono equivalenti se hanno esattamente le stesse
soluzioni.

Un sistema lineare si dice a scala se la matrice dei coefficienti ¢ della forma

O --- 0 a1k, * * * * *

0 -0 2k, * *
0 0 0 0 0 Gop. o
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 O 0 0



dove i coefficienti ajx,, j =1,...,7r sono diversi da zero, ed i coefficienti * sono arbitrari.

e Un sistema a scala gode delle seguenti proprieta:

- tutte le sue equazioni sono indipendenti (un sistema, ottenuto da un sistema a scala
togliendo un’equazione, non ¢ mai equivalente al sistema di partenza);

- & incompatibile se e solo se contiene almeno un’equazione del tipo 0 = b, con b # 0.

- le soluzioni di un sistema lineare a scala compatibile si ottengono per sostituzione da
sotto in su.

Operazioni elementari sulle equazioni di un sistema:s:
- scambiare tra loro due equazioni,
- moltiplicare un’equazione per uno scalare non nullo,
- sostituire un’equazione con quella ottenuta sommando ad essa un multiplo di un’altra
equazione.

Proposizione. Effettuando una qualsiasi operazione elementare sulle equazioni di un sis-
tema lineare dato si ottiene un sistema ad esso equivalente.

e Dato un sistema lineare, ¢ possibile ottenere un sistema a scala ad esso equivalente, me-
diante una successione di operazioni elementari. Questo procedimento si chiama “metodo
di eliminazione di Gauss”. (“elimina” le equazioni superflue) (Apostol, sezione 4.18).

Lemma. Sia

a1 +ai1222 —+ ... —|—a1nxn =0
a21x1  +agery +... “+agpr, =0
Am1T1 +amors +... Famprn, =0

un sistema lineare omogeneo di m equazioni in n incognite. Se n > m, allora ammette
soluzioni non nulle.

Dimostrazione. Per il metodo di eliminazione di Gauss, il sistema e equivalente a un
sistema omogeneo a scala con matrice dei coefficienti uguale a

O --- 0 a1k, * * * * *
0 -0 2k, * *

0 *

0 0 0 0 0 Gn, - ¥
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 O 0 0



dove ajr; #0, j=1,...,r mentre gli elementi * sono arbitrari. Ci sono r equazioni non
nulle, per un certo r < m, e se n > m, alloran—7r >n—m > 0. Si esprimono le incognite
Thy> Thys - - - » Tk, , corrispondenti agli elementi ajx, # 0, in funzione delle rimanenti n — r.
Le soluzioni del sistema dipendono costdan—r parametri liberi. In particolare, esistono
soluzioni non banali. Questo completa la dimostrazione.

e Dato un sistema lineare di n equazioni in n incognite a scala e compatibile, esso ammette
un’unica soluzione se e solo se la matrice dei coefficienti ha tutti gli elementi sulla diagonale
principale diversi da zero.

e Le soluzioni di un sistema lineare a scala compatibile dipendono da un numero di
parametri liberi uguale al numero delle incognite meno il numero delle equazioni non
banali del sistema.

2. Spazi vettoriali e sottospazi.

Indichiamo con R"™ l'insieme delle ennuple reali

X1
T2
R"=<¢{X = ) T1,...,Tn €ER

Ln

A volte identifichiamo R™ con i vettori uscenti dall’origine, ossia i segmenti orientati aventi

0 1
T2

il primo estremo nell’origine O = | . [e il secondo nel punto X =
0 Tn

e In R" si possono definire la somma fra vettori ed il prodotto di un vettore per un numero
reale nel modo seguente:

Ty Y1
. Z2 Y2
dati X = ., Y=1". eR", MeR,
Ln Yn
si definiscono
1+ ATy
T2 + Yo ATo
X+Y:= . AX = , : (1)
Ty + Yn ATy,

In R?, il vettore X + Y coincide con il vettore ottenuto sommando X e Y con la regola
del parallelogramma. Questa interpretazione geometrica in realta vale in generale. Dati
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due vettori X, Y € R", esiste infatti un piano 7 passante per X, Y e per l'origine O, e il
vettore X + Y coincide col vettore ottenuto applicando la regola del parallelogramma ad
X e Y nel piano 7.

Si verifica facilmente che le operazioni di somma e prodotto per uno scalare su R™
hanno una serie di proprieta, che derivano essenzialmente dalle analoghe proprieta della
somma e del prodotto fra numeri reali:

1. (commutativita della somma) VX, Y e R* X +Y =Y + X;
2. (associativita della somma) VX, Y, Z e R" (X+Y)+Z2=X+ (Y + 2);
3. (elemento neutro per la somma) 30 € R": O+ X =X+0 =X, VX € R",

precisamente
0
O=1:];
0
4. (opposto per la somma) VX € R", 3(—X): X+ (-X)=(-X)+X = O,
precisamente
2y
-X)=1 |

(associativita del prodotto) VA, € R, VX € R" (Au)X = A(pX);
(distributivita del prodotto) VA, u € R, VX € R" (A4 p)X = AX + pX;
(distributivita del prodotto) VA € R, VX, Y e R* AMX +Y)=AX +)\Y;
(elemento neutro per il prodotto) 1X = X, VX € R”

X No o

Esercizio. Far vedere che vale il principio dell’annullamento

A X=0 = AX=0 oppure X =0.

Le proprieta 1 — 8 sono esattamente gli assiomi che definiscono uno spazio vettoriale reale.

Definizione. Uno spazio vettoriale reale V' e un insieme su cui sono definite un’operazione
di somma
VxV—V, (vw)—v+w

e di moltiplicazione per uno scalare reale
RxV —V, (A\v)— v

che soddisfano le proprieta

1. (commutativita della somma) Yu,v € V. u+v =v + w;

2. (associativita della somma) Yu,v,w € V. (u+v) +w =u+ (v + w);

3. (elemento neutro per la somma) 30 € V: O+v=v+0=v, YveV,
4. (opposto per la somma) Vv € V, 3(—v): (—v)+v=v+ (—v) = 0;
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. (associativita del prodotto) VA, u € R, Yo € V. (Au)v = A(pw);

. (distributivita del prodotto) VA,u € R, Yo € V' (A + p)v = v + pw;
. (distributivita del prodotto) VA € R, Yo € V' A(v + w) = Av + Aw;

. (elemento neutro per il prodotto) lv =v, Yo eV

0 3 O Ot

Dunque R", con la somma fra vettori e il prodotto di un vettore per uno scalare definiti
in (1), & un esempio di spazio vettoriale reale.

EsempioUn esempio analogo ¢ dato dalle matrici m x n a coefficienti reali

a1 a9 A1n

a1 a9 aon, ) .
M(m,n,R) ={M = : : : lai; €R, i=1,....m, j=1,...,n},

Aml1 Am2 ... Omn

dove la somma fra matrici e il prodotto di una matrice per uno scalare sono definiti nel
modo seguente

aii + b1 a2 +bi2 ... ai,+biy

ag1 +ba1 aga+ b ... ag, + b,
M+ N = . . .

am1 + bml am?2 + bm2 cee Amn + bmn

dove M ={a;;}, N ={b;;} € M(m,n,R), e

)\all )\&12 Ce )\aln

)\&21 )\agg e )\agn
/\M = . . 3

)\am]_ )\amz Ce Aamn

dove M = {b;;} € M(m,n,R), A € R.

Molti esempi di spazi vettoriali vengono dall’analisi e sono dati da spazi di funzioni.

Esempio. La famiglia delle funzioni di una variabile reale a valori reali
F(R,R) = {f:R — R},
con la somma e il prodotto per uno scalare reale definiti da
(f+9)@) = f(z) +9() (@) :=Af(x),  fge FR.R), \eR,

€ uno spazio vettoriale reale.

e Gli spazi vettoriali si presentano per lo pit come sottospazi di spazi vettoriali dati, ossia
come sottoinsiemi non vuoti S C V di uno spazio vettoriale, chiusi rispetto alla somma e
al prodotto per uno scalare:



(i) s+te s, Vs,t e S
(i) As € S, VAeR, VseS.

Osservazione.

(i) Sia V uno spazio vettoriale. L’elemento neutro per la somma {O} é un sottospazio
vettoriale di V' (detto sottospazio banale): infatti, O + O = O, e per ogni A € R si ha
A0 = 0.

(ii) Ogni sottospazio vettoriale S C V' contiene ’elemento neutro O (per (ii), con A = 0).

Esempio. Le seguenti famiglie di funzioni sono tutti sottospazi vettoriali di F'(R,R).
C°(R,R) = {f:R — R, continue}.

Infatti, se f, g sono funzioni continue, f + g € una funzione continua e per ogni A € R, A\f
e una funzione continua. Analogamente,

CYR,R) = {f:R — R, con derivata continua}

CT(R,R) = {f:R — R, crescenti}
Rlz] = {p(z) = ap + a1z + ... + a,z™, n >0}, polinomi
Riz)m = {p(x) =ao+ a1z + ... +apx™, m >0}, polinomi di grado < m

Inoltre, valgono le seguenti inclusioni fra sottospazi

R[z],, € R[z] c C*(R,R) Cc C°(R,R) C F(R,R)
Definizione. Siano vq,...,v; elementi in uno spazio vettoriale V. L’insieme delle combi-
nazioni lineari di vy, ..., v (indicato span{wv,...,v;}) € per definizione

span{vy, ..., v}t = {\v1 + ...+ Aok | A1, A\ € R}

Proposizione. L’insieme delle combinazioni lineari di un insieme di elementi vy, ..., v
in uno spazio vettoriale V é un sottospazio vettoriale di V.

Dimostrazione. Siano X = \vi+...+ A vk, Y = p1v1+. ..+ prpvr elementi arbitrari di

span{vy, ..., v }. Facciamo vedere che X +Y € span{vy,...,vx}. Inoltre, per ogni a € R,
anche aX € span{vy,...,v;}. Infatti

X+Y =M +... 4+ ok) + (pav1 + -+ -+ pgor),
= (A1 +p1)vr + ..o+ Ak + pr)vk € span{vy, ..., vk}

aX = a(AMvy + ...+ Agvg) = aAvr + ..+ v € span{vy, ..., vk}
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Esercizio.
(i) In R2, determinare e disegnare

(ot (3 (2 (2 () (1) (3
(i) Determinare se (;’) 68pan{(8),<;> y.

(4)-(2)
(4)-()

o

(iii) Determinare se € span{

NN DN

}.
€ span{ }.

)
o s (3 s (1) (2))

(vi) Far vedere che un arbitrario vettore in X € R? appartiene a span{ ( _11) , (1 > 1.

)
)

(iv) Determinare se (
3

2
Esercizio.
0 2
(i) In R3, determinare i sottospazi  span{| 0 |}, span{| 2 |},
0 0
0 2 2 1 2
span{| O | , | 2 |}, span{ 2|} span{| -1 |, 2|}
0 1 2 0 0
3 2
(ii) Determinare se | 2 | € span{ 0 2]}
1 1 0
3 1 2 0
(iii) Determinare se | 2 | €span{| —1 |,{ 2|, 0 |}
1 0 0 1
0 1 2
(iv) Determinare se [ O | €span{| —1 |, | 2 | }.
0 0 2
3 1 2 0
(v) Far vedere che | 2 | €span{| 1 |, 2],[0 |}
1 1 1 1
1 1 3
(vi) Far vedere che un arbitrario vettore in R® appartiene a span{| —1 |, [ 2 |,[ 0 |}
1 1 1



Proposizione. Le soluzioni di un sistema lineare omogeneo di m equazioni in n incognite
sono un sottospazio vettoriale di R™.

81 t1
Dimostrazione. Siano S = : eT = : due soluzioni di un sistema lineare
S’I’L tn

omogeneo di m equazioni in n incognite. Facciamo vedere che

s1+ 11 ASs1
S+ T = ; e A=| : ], VAeR,
Sp +tn Asp,

sono ancora soluzioni del sistema. Sia

aj1T1 + ... + ajpx, =0, je{l,...,m},
una equazione qualunque del sistema. Per ipotesi,

;151 + ...+ ajnsSy, = a1t + ...+ ajnt, = 0.
Sostituendo S + T nell’equazione, troviamo
aji(s1+t1)+...+ajn(sn+tn) = (aj151+...+ajnsn) + (a1t1 +... +ajnt,) =04+0=0.
Similmente, sostituendo nell’equazione AS troviamo

ajiAS1 + ...+ ajpASy = ANaj151 + ...+ ajnsy) = A0 =0,

come richiesto.

Osservazione. Osserviamo che le soluzioni di un sistema lineare di m equazioni in n
incognite formano un sottospazio vettoriale di R™ se e solo se il sistema ¢ omogeneo:
0

infatti O = | * | non & mai soluzione di un sistema non omogeneo, mentre un sottospazio

0
vettoriale deve sempre contenere 1’elemento O.



3. Dipendenza e indipendenza lineare.

Consideriamo il sottospazio delle combinazioni lineari di un insieme di elementi {v1, ..., v}
in uno spazio vettoriale V'

span{vy, ..., vk} = {\v1 + ...+ A\gvg | A € R}

Osserviamo subito che:

(1) Span{vlv s 7/Uk} = Spa’n{vlv <o Uk, O}a
(ii) Se l’elemento vy € combinazione lineare degli elementi vy, ..., v5_1, allora

span{vy,...,vx} = span{vy,...,v_1}.

e Quali condizioni devono soddisfare gli elementi {vy,...,vi} di V, affinché il sottospazio
span{vy, ..., vk} risulti espresso nel modo piu “efficiente” possibile?

e Qual ¢ il numero minimo di elementi necessario a generare un dato sottospazio ?

Definizione. Dati vy, ..., v; in uno spazio vettoriale V| si dicono linearmente indipendenti
se

AMUL4 ..+ =0 S A =...= X =0.
In altre parole, nessuna combinazione lineare di vy, ..., v, a coefficienti non tutti nulli,

puo dare il vettore O € V.

Esempio.
(i) Un elemento {v1} € linearmente indipendente se e solo se ¢ diverso dal vettore nullo O.
Infatti Av; = O implica A = 0 se e solo se v; # O.

(ii) Se vy, ..., v sono linearmente indipendenti, allora sono tutti non nulli. Altrimenti, se
fosse ad esempio v = O,

Ovy + ...+ 001+ Mg =01 4+ ... + vy + MO =0, A\ #0,

sarebbe una combinazione lineare di vy, ..., vk, a coefficienti non tutti nulli, con risultato
il vettore nullo.

(iii) Due elementi (non nulli) {v1,v2} sono linearmente indipendenti se e solo se non sono
uno multiplo dell’altro, ossia non esiste A # 0 tale che v; = Avy. Geometricamente, se e
solo se {v1,v2} non stanno sulla stessa retta.

(iii) Tre elementi (non nulli) {v1, va, v3} sono linearmente indipendenti se e solo se nessuno
di essi ¢ come combinazione lineare dei due rimanenti, ossia non esistono A, y (non entrambi
nulli) tali che vs = Av; + pwe. Geometricamente, se e solo se {v1,v2,v3} non stanno sullo
stesso piano.
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Esempio.

(i) 1 vettore 8) € R? non ¢ linearmente indipendente.
0 1
(ii) I vettori | O 0 3 non sono linearmente indipendenti.
0 2
2 1
(iii) T vettori | O 0 | € R? non sono linearmente indipendenti, mentre i vettori
4 2
2
01, 3 lo sono.
4
2 1
(iv) I vettori | O 3 € R? non sono linearmente indipendenti, mentre i vet-
4 2
2 1 0
tori [ O], 3], 0| losono.
4 2 1

In generale, si ha che:

Proposizione. Gli elementi (non nulli) vy, ...,v; € V sono linearmente indipendenti se e
solo nessuno di essi puo essere espresso come combinazione lineare dei rimanenti. Equivale
a dire che gli elementi (non nulli) vy,...,vx € V sono linearmente dipendenti se e solo
almeno uno di essi puo essere espresso come combinazione lineare dei rimanenti.

Dimostrazione. Supponiamo che vy = a1v1 + ... + ap_1v;—1, con a; € R. Allora

a1+ ..ot U1 — v =0

¢ una combinazione lineare di vq,...,vg, a coefficienti non tutti nulli, che da il vettore
O € V. Di conseguenza v, ..., v, non sono linearmente indipendenti.
Viceversa supponiamo che vq, ..., v; siano linearmente dipendenti e sia

a1v + .o Up—1 + v = O

una combinazione lineare di vy, . . ., vk, a coefficienti non tutti nulli, che da il vettore O € V.
Supponiamo per esempio che o # 0. Allora v puo essere espresso come combinazione
lineare dei rimanenti vettori

1
V = ——(041"01 + ...+ ak—lvk—l)-
Qg
e [l sottospazio spanf{vy,...,v} C V & espresso nel modo pit “efficiente” possibile se e
solo se gli elementi vy,...,vx sono linearmente indipendenti. In questo caso, e solo in

11



questo caso, il sottospazio generato da un qualunque sottoinsieme proprio di {vy, ..., vk}
& un sottospazio proprio di span{vy,...,v;}.

Esercizio. Se vq,...,v; sono linearmente indipendenti, allora ogni loro sottoinsieme &
formato da elementi linearmente indipendenti.

Esercizio. Le righe non nulle di una matrice S di ordine m X n a scala sono vettori
linearmente indipendenti in R™.

Osservazione. Ricordiamo il metodo di eliminazione di Gauss sulle righe R;, j =1,...,m
di una matrice S di ordine m x n. Esso consiste in una successione di operazioni elementari
quali

- scambiare tra loro due righe,

- moltiplicare una riga per uno scalare non nullo,

- sostituire una riga con quella ottenuta sommando ad essa un multiplo di un’altra riga.

Ad ogni passo, il sottospazio
span{R1,...,R,} CR"

generato dalle righe della matrice rimane inalterato. Di conseguenza, le righe non nulle
della matrice a scala S ottenuta da M mediante I’eliminazione di Gauss (per righe) costi-
tuiscono un insieme di generatori linearmente indipendenti di span{Rs,..., R, } in R".

Possiamo usare l'osservazione precedente per risolvere il seguente problema:

Dati vettori Xi,...,X; in R™, determinare vettori Yi,...,Y},, con h < k, linearmente
indipendents tali che

span{ Xy, ..., Xi} =span{Yy,..., Y, }.

Un modo per farlo ¢ questo:

— Considerare la matrice M, di ordine k x n che ha per righe i vettori {X1,..., Xz};
— fare I’eliminazione di Gauss per righe su M;
— Le righe non nulle Y7,... Y} della matrice a scala cosi’ ottenuta sono linearmente in-

dipendenti e
span{ Xy, ..., Xi} = span{Yy,..., Y, }.
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4. Basi, dimensione e coordinate.

Definizione. Uno spazio vettoriale V' si dice finitamente generato se esistono un numero
finito di elementi vq,...,vr € V (generatori) , tali che

V = span{vy,...,vx}.

Esempio.
(i) Per ogni n, lo spazio R™ & finitamente generato:

1 0 0

0 1 0
R"=span{| . |, | - |,--»| - |}

0 0 1

(ii) Lo spazio vettoriale R[x],, dei polinomi di grado < m & finitamente generato:
Rl[z],, = span{l,z, 22, ..., 2™}

(iii) Lo spazio di tutti i polinomi R[x] non & finitamente generato:

R[z] = span{l,z,2%,... 2", ...},

e tanto meno lo sono gli spazi R[z] € C*(R,R) € C°(R,R) C F(R,R).
Consideriamo da ora in poi spazi vettoriali V # O.

Definizione. Una base di uno spazio vettoriale € un insieme ordinato di generatori lin-
earmente indipendenti.

Osservazione. Pur contenendo gli stessi elementi, due basi By = {X;, X2, X35} € By =
{X5, X1, X3} di R? sono da considerarsi distinte, in quanto 1’ordine degli elementi non &
lo stesso.

Proposizione. Ogni spazio vettoriale V finitamente generato ammette una base.

Dimostrazione. Sia {v1,...,v;} un insieme di generatori di V. Se sono linearmente
indipendenti, sono una base di V' e la proposizione ¢ dimostrata. Se non lo sono, almeno
uno di essi € combinazione lineare dei rimanenti. Lo eliminiamo. Gli elementi che restano
generano ancora V. Se sono linearmente indipendenti, sono una base di V' e la proposizione
¢ dimostrata. Se non lo sono, ne possiamo eliminare un altro e i rimanenti generano ancora
V. Dopo un numero finito di passi otteniamo una base di V.

Osservazione. Ogni spazio vettoriale V', finitamente generato o no, ammette una base.
Nel caso di uno spazio vettoriale non finitamente generato, la dimostrazione non e ele-
mentare.
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Proposizione. Tutte le basi di uno spazio vettoriale V finitamente generato hanno la
stessa cardinalita.

Dimostrazione. Siano By = {v1,...,v,} e By = {wy,...,w,,} due basi di V e supponi-
amo per assurdo che n > m. Scriviamo gli elementi di B; come combinazioni degli elementi
di 821

V1 =A11W1 + ... Q1 Wy,

V2 =A21W1 + ... G2mWm,

Up =0p1W1 + ... GpmWm

Poiché vq,...,v, sono linearmente indipendenti,

o1vy + ...+ apv, =0 (2)
se e solo se a3 = ... = oy, = 0. D’altra parte, sostituendo le relazioni (1) nell’equazione
(2) e raccogliendo i coefficienti di wq, ..., wy,, si ha la (2) vale se e solo se

ajloq + ... an1op = 0
1201 + ... Ap2Qy = 0

(3)

A1mQ1 + ... Gpmay, =0

Questo e assurdo, perche il sistema (3) & un sistema lineare omogeneo di m equazioni in
n incognite, con n > m (piu’ incognite che equazioni). Tale sistema ammette soluzioni
(a1,...,0) # (0,...,0) (vedi appunti 1), e questo contraddice la lineare indipendenza di

{v1,..., 00}

Definizione. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato. La dimensione di V' e per
definizione la cardinalita di una sua qualunque base.

Esempio. La dimensione di R" ¢ uguale a n. Un qualunque insieme di n vettori linear-
mente indipendenti in uno spazio vettoriale di dimensione n € una base di V.

Osservazione. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n. Con lo stesso ragionamento
usato nella proposizione precedente si dimostra che k elementi di V, con k& > n, sono
necessariamente linearmente dipendenti.

Proposizione. (completamento di una base). Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione
n, sia U C V un sottospazio e sia {u1,...,ux} una base di U. Allora esistono vi41,...,v,
elementi di V' tali che {uy,...,ug,Vg+1,...,0,} sia una base di V.

Dimostrazione. Se U = V, non c’e¢ piu niente da dimostrare. Sia allora U # V. In
questo caso, esiste vpy1 € V' \ span{uy,...,ur}. Poiché i vettori {uq,...,ug,vxr1} sono

14



linearmente indipendenti, se span{uy, ..., ug, vk11} = V, formano una base di V' e abbiamo
finito. Altrimenti possiamo trovare vgyo € V\span{uy, ..., ux, Vg1 } € considerare i vettori
linearmente indipendenti {uy, ..., Uk, Vgt1,Vkr2}. Se span{uy, ..., ug, Vgp+1,Vpr2} = V,
abbiamo finito. Altrimenti, ripetendo lo stesso ragionamento, dopo numero finito di passi
avremo trovato una base di V, i cui primi k elementi sono la base data di U.

Osservazione. Gli elementi vgy1, ..., v, possono essere scelti in infiniti modi.

Proposizione. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n e sia By = {vi,...,v,} una
sua base. Allora ogni elemento v € V' si scrive in modo unico come

v=x1V1 + ...+ TV, x; €R.

Dimostrazione. Che si possa scrivere v = x1v1 +. ..+ x,v,, per oppurtuni x; € R, segue
dal fatto che {v1,...,v,} sono generatori di V. La loro lineare indipendenza garantisce
I'unicita degli scalari x;: supponiamo infatti che si possa scrivere

V=101 + ...+ TpUn = Y101 + ...+ YnVn, X,y €R.

Questo equivale a (1 — y1)v1 + ... + (T — yn)vn, = O, che a sua volta implica x; =
Yly ooy T = Y-

Conseguenza. Per la proposizione precedente, fissare una base B = {vy,...,v,} in uno
spazio vettoriale V' di dimensione n induce una identificazione di V' con R™ mediante

x1
V=x101+...+xTpV,

Tn

Questa identificazione rispetta la operazioni su V', nel senso che alla somma v + w degli
elementi v = x1v1+...+2,v, € W = Y101 +. ..+ Y,v, corrisponde la somma delle rispettive

r1+ Y
ennuple : . Analogamente al prodotto di Av di uno scalare A per un elemento
Tn + Yn
1 AT 1
v = x1v1 + ...+ TV, corrisponde il prodotto A : =
T AL,
X1
Definizione. I numeri : sono per definizione le coordinate dell’elemento v = x1v, +
xn

...+ x,v, nella base B = {vy,...,v,} di V.
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5. Somma e intersezione di sottospazi, formule di Grassmann.

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita n e siano U e W sottospazi di V. A partire
da essi costruiamo dei nuovi sottospazi di V.

Definizione. Il sottospazio intersezione di U e W
UNW={veV]jveUeveW}
e formato dagli elementi di V' che appartengono sia a U che a W.

E immediato verificare che U N W & effettivamente un sottospazio vettoriale di V.

Se V= R" e i sottospazi U, W sono dati rispettivamente dalle soluzioni di un sistema
lineare omogeneo di m equazioni in n incognite e dalle soluzioni di un sistema lineare
omogeneo di p equazioni in n incognite

ai1x1+...+aipx, =0 biiz1+ ... +b1px, =0
U: cee W . ,
am1m1+...+amnxn20 bpl.’L‘l—f—...—f—banCn:O
allora il sottospazio U N W e dato dalle soluzioni del sistema lineare omogeneo di m + p

equazioni
(a1121 + ...+ aipnTy =0

1Tl + ...+ @pny =0

vnw: b11$1+...+b1n$n20

\ bplxl ++bpnxn = 0

Definizione. Il sottospazio somma di U e W
U+W={veV]|jv=u+w, uel weW}

¢ formato dagli elementi di V' che si possono scrivere come somma di un elemento di U e
di un elemento di W. Se vale U N W = {0}, allora si dice che U + W & somma diretta di
U e W esiindica con U & W.

Segue immediatamente dalla definizione che U + W ¢ effettivamente un sottospazio vetto-

riale di V.

Osserviamo che se U = span{uy,...,ux} e W = span{wy, ..., wy}, allora
U+ W =span{uy,...,ug, wi,..., W}

In altre parole, se {uq,...,ur} sono un insieme di generatori di U e {ws,...,wp} sono
un insieme di generatori di W, allora I'unione {uy,...,ux} U{ws,...,wy} costituisce un
insieme di generatori di U + W.
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e Valgono le seguenti inclusioni fra sottospazi
UnwcUc(U+W)cCV, UnwWcWcU+W)cCV,
e le seguenti disuguaglianze fra le rispettive dimensioni

dimUNW <dimU < dim(U4+W) <dimV, dimUNW <dimW < dim(U4+W) < dim V.

Esercizio. Chi sono i sottospazi U+ W e UNW quando W C U?

Proposizione. (formule di Grassmann). Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita.
Siano U, W sottospazi di V. Allora vale la seguente relazione fra le dimensioni di U, V,
U+v,Unv

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).

Dimostrazione. Siano dim(UNW) = ¢, dimU =t e dimW = s. Sia {z1,...,2,} una
base di U NW (se ¢ = 0, allora {z1,...,2,} = 0) . Per il principio del completamento
di una base, esistono ¢t — ¢q elementi {ug41,...,u:} di U tali che {z1,...,2¢,uq41,...,us}
formano una base di U. Allo stesso modo, esistono s — ¢ elementi {wg1,...,ws} di W tali
che {z1,...,2¢, Wg+1,...,ws} formano una base di W. Dalla definizione di U + W segue
che

U+ W =span{z1,..., 2, Ugt1,- -, Ut, Wgt1,---,Ws},

ossia che {z1,...,2¢, Ugt1, .-, Ut, Wgt1,--.,Ws} generano U+ W. Se dimostriamo che sono
anche linearmente indipendenti (cioé formano una base di U4+W), otteniamo dim(U+W) =
t + s — q e la proposizione ¢ dimostrata. Sia dunque

121 + .. Qg + gpitgrr + -+ + BgriWggr + -+ Bsws = O, (*)

una loro combinazione lineare che da il vettore nullo, con ay,..., 04, B¢+1...8s € R . La
relazione (*) & quivalente a

Bgr1Wgt1 + ...+ Bsws = —(an21 + ... + ag2g + Qgr1Ugr1 + - .. + ).

Osserviamo che il vettore X = B, 1wq+1 + ...+ Bsws ¢ un elemento di W N U, in quanto
puo essere espresso sia come combinazione lineare di elementi di W che come combinazione
lineare di elementi di U. Poiché {z1, ..., z,} sono una base di UNW, esistono y1,...,7, € R
tali che

X = Bor1wgs1+. . +Psws = —(a121+. . A ogzqtagritgr1+. . . Fogur) = Y121+ .. +7g2
(%)
Poiché {z1,..., 24, Uq41,-..,us} sono una base di U, accoppiando gli ultimi due termini
della (**), si ricava
Qg41 ::Oét:()
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Similmente, poiché {z1, ..., 2z, Wg+t1, ..., ws} sono una base di W, accoppiando i primi due
termini della (**), si ricava che anche i rimanenti o e §; devono essere nulli. Dunque i
vettori {z1,...,2¢, Ug41, .-, Ut, Wgt1,-..,Ws} sono una base di U + W e dim(U + W) =
t+s—qg=dimU +dimW —dimU N W come richiesto.

Definizione. Si definisce complemento di U in V e si indica con U¢ un qualunque sot-
tospazio di V tale che

V=UaU".
Sia {uq,...,ur} una base di U e sia {vgy1,...,0,} un suo qualunque completamento ad
una base di V. Allora il sottospazio span{vgy1,...,v,} € un complemento di U in V. Per

costruzione valgono infatti le relazioni
V=U+4+U° e UnNU°={0}.

In altre parole, i complementi di U in V' sono in corrispondenza 1 — 1 con i completamenti
di una base di U ad una base di V.

e Per ogni complemento di U in V si ha
dimV =dimU + dim U*.

Esempio. Sia V = R? e sia U = span{v}, con v = (v1> + (8) Per ogni w = <w1> +

(%] (0)

0
di U in R2.
Geometricamente: fissata una retta per l'origine in R?, una qualunque altra retta per
I'origine, distinta da essa, costituisce un suo complemento.

(O) , che non sia multiplo di v, il sottospazio W = span{w} costituisce un complemento

Esempio. Qual ¢ la generalizzazione di questi fatti in R3?

Sia V = R3 e sia U = span{u,v}, con u, v linearmente indipendenti. Per ogni vettore
non nullo w, linearmente indipendente da u,v, ossia w ¢ span{u, v}, il sottospazio W =
span{w} costituisce un complemento di U in R3.

Geometricamente: fissato un piano per l'origine in R?, una qualunque retta per l’origine
non contenuta nel piano, costituisce un suo complemento; fissata una retta per 1’origine in
R?2, un qualunque piano per ’origine, che non la contiene, costituisce un suo complemento.

Esempio. Siano dati i sottospazi

1 1 1 0 0
1 -1 1 0 0

U = span{ NE 0 } e W= Span{ 0 ) 1 ) 1 }
0 0 0 1 -1
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in R*. In questo caso ¢ evidente che

1
dmU =2 dimW =3 U+W=R* dimUNW =1 UNW = span{ (1) }
0
Osserviamo che i vettori
1 1 1 0 0
(o) (o) (8] 0 )
0 0 0 1 -1

sono generatori di U + W = R*, ma non sono una base di R* (anche se i primi due sono
una base di U e gli ultimi tre sono una base di W).

6. Prodotto fra matrici.

Abbiamo visto in precedenza che matrici dello stesso ordine possono essere sommate tra
loro e moltiplicate per uno scalare. In altre parole, le matrici m x n a coefficienti reali

ail ai2 A1n

a1 a9 a9n ) )
M(m,n,R) ={A = : : . : lai; €R, i=1,...,m, j=1,...,n}

Aml1 aAm2 ... Omn

formano uno spazio vettoriale, quando la somma fra matrici e il prodotto di una matrice
)
per uno scalare sono definiti nel modo seguente

a1 +bi1  ap+bia ... ap+0biy

a1 + bay aga +bag ... ag, + bay
A+ B := . . .

am1 + bml am?2 + bm2 o Amn + bmn

dove A ={a;;}, B={b;i;} € M(m,n,R) e

>\a11 )\alz RN )\aln
)\agl )\CLQQ e )\agn

)\A = . . )
/\Clml )\amz ce )\amn

dove A ={a;;} € M(m,n,R), A € R.

Siano date adesso due matrici

al1 a12 Cee A1n b11 b12 ce blk

a1 a929 Ce Ao, b21 b22 ce ka
A= , B = ,

am1 Am2 Cee Amn bnl bng ce bnk
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rispettivamente di ordine m xn ed n x k.

Definizionell prodotto righe per colonne di A e B e la matrice m X k cosi definita

Ri-Ci R1-Cy ... Ri-Cy
Ry-C;i Ry-Cy ... Ry -Cy
R, -Ci R,-Cy ... R, -Cp
blj
bgj
dove R; = (ai1 a2 ... aiy) indica la i-sima riga di 4, C; = . indica la j-sima
bn;

colonna di B e
R; - Cj = ainbyj + aizboj + ... + ainbp;.

E chiaro dalla definizione che il prodotto fra matrici & un’applicazione
M(m,n,R) x M(n,k,R) — M(m,k,R), (A,B)— A-B,

ossia il prodotto A- B ¢ definito solo se la lunghezza delle righe di A ¢ uguale alla lunghezza
delle colonne di B.

Indichiamo con I,, la matrice identita di ordine n

10 ... 0
o1 ... 0
0 0 ... 1

Proposizione. Sia A una matrice m x n e siano B, C' matrici di dimensioni tali che le
somme e i prodotti elencati siano ben definiti. Allora valgono le seguenti identita:
(i) A-(B-C)=(A-B)-C Associativita del prodotto
(ii)) A-(B+C) = (A-B)+ A-C Distributivita a destra
(iii) (A+ B)-C = A-C+ B - C Distributivita a sinistra
(iv) (MA)-B=A-(AB) =XA-B)
(v) I,-A=A-1I, = A Elemento identita per il prodotto

Indichiamo con O,, , la matrice identicamente nulla di ordine m x n

0O 0 ... 0
0O 0 ... 0
Omn=1|. . .
0 0 ... 0
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Si verifica facilmente che per ogni matrice A di ordine m x n

Oh,m A= Oh,n» A On,k = Om,k-

Osservazione. Per il prodotto fra matrici non valgono invece la proprieta commutativa e
il principio dell’annullamento. Anche quando entrambi i prodotti A-B e B-A sono

definiti, generalmente
A-B#B-A.

Inoltre, esistono matrici non nulle A e B il cui prodotto e la matrice nulla:

A-B=0 # A=0 oppure B=0.

Esempio.

(i) Siano A = (? i) e B = (é g) E facile verificare che le matrici A e B non

commutano. Infatti
17 9 2 3
A'B_(zl 12)3&3"4_(13 27)‘

(ii) Le matrici A = (8 ?)) e B= (8 _01) sono matrici non nulle, il cui prodotto ¢ la

0 0
wno (20,

Le operazioni di somma e prodotto fra matrici hanno un significato preciso che illustri-
amo brevemente. Sia A una matrice m X n. Ad essa ¢ corrisponde in modo naturale
I'applicazione che ad un vettore X € R™ (visto come una matrice n x 1) associa il vettore
di R™ dato dal prodotto A - X

matrice nulla:

LAZ R" — R™
1 ain a2z ... Qi x1 a1171 + ... + a1pTy
. a a eeoa . .
X — : — AX — 21 22 2n : — :
T mi  Ama -+ Qmn T Am1T1 + -+ GmnTn

Dalla Proposizione segue che 1’applicazione L 4 gode delle seguenti proprieta

La(X+Y)=La(X)+La(Y), La(AX)=ALa(X), VX, Y € R" VA €R.

Se B e un’altra matrice m x n, le applicazioni L:R" — R™ ed Lp:R" — R™ si
possono sommare fra loro e moltiplicare per uno scalare (come si fa per le funzioni a valori
reali)

(La+Lp)(X):=La(X)+ Lp(X), (ALa)(X) = ALa(X).
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L’applicazione Lpy s associata alla somma delle matrici A + B coincide con la somma
delle applicazioni Lo + Lp; applicazione Lyy associata al prodotto NA coincide con
Uapplicazione AL 4:

(La+Lp)(X)=Lasp(X), (ALa)(X)=Lya(X), VXeR"

Se B € una matrice k X m, e
Lg:R™ —RF, X—B-X
e l'applicazione corrispondente, possiamo considerare la composizione delle applicazioni
LgoLs:R" — R™ —RF, LgoLs(X):=Lg(Ls(X))=B-(A-X)).
Il significato del prodotto righe per colonne fra matrici e il seguente:
Papplicazione Lp. 4 associata al prodotto righe per colonne B-A coincide con l’applicazione

composta Lgo L:
LB O LA = LB.A,

ail a12 ce A1n
. as1 a29 c. a9n .
Sia A = ) ) . ) una matrice m X n.
aml1 aGm2 ... Amn

Definizione. La trasposta di A ¢ la matrice n x n, indicata con A, che ha per colonne le
righe di A

ail ao1 ce Am 1
a e

g 12 G22 aAm?2
A1n Ao, ce Amn,

e [’operazione di trasposizione gode delle seguenti proprieta
(i) 1(t4) = A.
(ii) “(A-B) =B -tA.

1 1

. . (1 3 1 4 el |3 2
Esempio. SlaA—(l 9 0 0>.Allora A= 10
4 0

Esempio. Se A ¢ una matrice quadrata n X n, la sua trasposta € ancora una matrice
quadrata n x n.

Definizione. Una matrice A quadrata n x n si dice simmetrica se coincide con la sua

trasposta
A="A
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7. Applicazioni lineari.
Generalita. Siano V e W spazi vettoriali.

Definizione. Una applicazione L: V — W e un’applicazione lineare se

L(u+v) = L(u) + L(v), L(Av) = AL(v), Yu,v €V, VA € R.

Esempio. Siano V =R" e W = R™ e sia A = {a,;} una matrice m x n. L’applicazione
Ls: R — R™ data dalla moltiplicazione matrice-vettore

all A1n T X1
LaX)=A-X=| t - ] x=

Al - Qmn T T

e un’applicazione lineare. Questo segue dalle proprieta del prodotto fra matrici:

A(X+Y)=A-X+AY, A-OX)=XMA-X), VX, YeR" VAeR.

Esempio. Siano V =W = C*(R,R), dove C*°(R,R) indica lo spazio vettoriale delle
funzioni reali derivabili infinite volte. L’applicazione

D:C*(R,R) — C=(R,R), f—f,

che associa ad una funzione f la sua derivata, € un’applicazione lineare. Questo segue dal
fatto che

(f+9) =f+d, O =X, Vf,geC?R,R), VAeR.

Esempio. Siano V =W = C*(R,R). L’applicazione
I.C*(R,R) — C*(R,R), fr—>/f,

che associa ad una funzione f il suo integrale indefinito, ¢ un’applicazione lineare. Questo
segue dal fatto che

/(f+g)=/f+/g, /(Af):A/f, ¥f.g € C¥(R,R), Y\ € R.

Osservazione. Sia L:V — W un’applicazione lineare. I seguenti fatti seguono diretta-
mente dalla definizione:

(i) L(Oy) = Ow, dove Oy e Ow indicano rispettivamente lo zero in V' e lo zero in W.
Infatti, per ogni v € V, si ha L(Oy) = L(v —v) = L(v) — L(v) = Ow.
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(ii) Se dimV = n < oo, allora L ¢ completamente determinata dai valori assunti sugli
elementi di una qualunque base di V.

Infatti, se B = {v1,...,v,} € una base di V, ogni v € V si scrive in modo unico come
come v = TV = ...+ T,Up, per oppurtuni z1,...,x, € R. Per la linearita di L, si
ha

L(v) =x1L(v1) + ...+ zpnL(vy),

ossia I'immagine di v tramite L dipende solo dai valori assegnati agli elementi della
base L(v1),...,L(v,) e dalle coordinate di v.

(iii) L manda sottospazi di V in sottospazi di W:
U =spanf{uy,...,up} CV = L(U) =span{L(u1),..., L(ug)}.

Se u = Auy + ...+ MNux € U = span{uq,...,ur}, dalla linearita di L segue che
L(u) = M L(uy)+...+ e L(ug), ossia L(u) € span{L(uy), ..., L(ug)}. In altre parole,
se {uq,...,u} sono generatori del sottospazio U C V, le immagini {L(uy),..., L(ux)}
sono generatori dell'immagine L(U) in W.

Esempio. Se V=R" W =R™e

1 aii 0 Q1in
0 a21 0 a2n
L( ) = Yo 7L( ) = )
0 am1 1 Amn
si ha che
T ai A1n ai1xy + ...+ aipty
L(| ¢ |)=m + ...+ x, = :
Ty, am1 Umn Am1T1 + ... + GmnTn
T1
In particolare, le componenti di L (cioe le coordinate di L(| : |)) sono polinomi omogenei
Tn
di primo grado in x1,...,%,.

Ad una applicazione lineare L: V' — W sono associati due sottospazi notevoli:
il nucleo ker L={veV | L{w)=0w} CV;
I’immagine ImL=LIV)={weW |w=L(v), ve V} CW.

e ker L ¢ un sottospazio vettoriale di V.

Dimostrazione. Siano u, v € ker L e o, 3 € R. Poiché L ¢ lineare,
L(au + pv) = aL(u) + BL(v) = aOw + BOw = O .
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In altre parole, au + v € ker L e ker L e un sottospazio vettoriale di V.

e L(V) ¢ un sottospazio vettoriale di W.

Dimostrazione. L’osservazione (iii) applicata a V' dimostra che L(V') & un sottospazio
vettoriale di W.

e [’applicazione L ¢ iniettiva se e solo se ker L = {Oy }.

Dimostrazione. Se L ¢ iniettiva, per definizione ker L = {Oy}. Viceversa, supponiamo
che sia ker L = {Oy } e facciamo vedere che L ¢ necessariamente iniettiva. Infatti

L(u)=L(v) < L(u) — L(v) = Llu—v) =0w ©u—veker L ={0Oy} < u=n.

e [’applicazione L & suriettiva se e solo se dim L(V) = dim W.

Dimostrazione. Poiché L(V') & un sottospazio vettoriale di W, si ha che L(V) = W se e
solo se dim L(V') = dim W.

Esempio. Se Ly: R" — R™, La(X)= AX é l'applicazione data dalla moltiplicazione
matrice-vettore, il nucleo ker L 4 € dato dalle soluzioni del sistema lineare omogeneo AX =
O, con matrice dei coefficienti A.

Esercizio 1. Un’applicazione lineare L: V' — W manda insiemi di elementi linearmente
dipendenti in V' in insiemi di elementi linearmente dipendenti in W.

Sol. Siano {vy, ..., v} un insieme di elementi linearmente dipendenti in V. Per definizione,
esistono g, ..., a; reali, non tutti nulli, tali che

a1v1 + ...+ apvr = Oy
Per la linearita di L, segue che
arL(vy) + ...+ apL(vg) = L(Oy) = Ow.
In altre parole, L(vy),. .., L(vg) sono linearmente dipendenti.

Esercizio 2. Un’applicazione lineare L:V — W iniettiva manda insiemi di elementi
linearmente indipendenti in V' in insiemi di elementi linearmente indipendenti in W'.

Sol. Siano {vy,...,v;} elementi linearmente indipendenti in V' e siano L(v1),..., L(vg) le
loro immagini tramite L. Supponiamo per assurdo che L(v1), ..., L(vg) siano linearmente
dipendenti. Per definizione, esistono a1, ..., ay reali, non tutti nulli, tali che

a1 L(v1) + ...+ arL(vg) = Ow.
Per la linearita e l'iniettivita di L cio equivale a
L(ajvr + ...+ agvr) = Ow & aqv; + ...+ agug € ker L = {Oy }.
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Poiché {vy,...,v;} sono linearmente indipendenti in V', tutti gli o; devono essere nulli e
questo implica anche la lineare indipendenza degli elementi L(vy),..., L(vg) in W.

Esercizio 3. Siano V, W spazi vettoriali di dimensione finita. Se L:V — W e
un’applicazione lineare iniettiva,

dimV =dim L(V) < dim W.

Sol. Sia {v1,...,v,} una base di V. Poiché L & iniettiva, gli elementi L(vy),...,L(vy,)
sono linearmente indipendenti in W, da cui la tesi (in uno spazio vettoriale di dimensione
n, ci sono al pitt n elementi linearmente indipendenti).

Esercizio 4. Siano V, W spazi vettoriali di dimensione finita. Se L:V — W &
un’applicazione lineare suriettiva,

dimV > dim L(V) = dim W.

Sol. Se dimW = m e Papplicazione L & suriettiva, 'immagine L(V') ha dimensione m.
Poiché L manda insiemi di elementi linearmente dipendenti in insiemi di elementi linear-
mente dipendenti, dim V' > dim L(V') = dim W.

Proposizione. Sia L:V — W é un’applicazione lineare. Sia dimV = n. Allora vale

dim V' = dimker L + dim L(V).

Dimostrazione. Se ker L = {Oy }, 'applicazione L ¢ iniettiva e dim L(V') = dim V/, come
richiesto (vedi Esercizio 2).

Supponiamo adesso ker L # {Oy}. Sia {vi,...,vx} una base del sottospazio ker L C V
e siano vg41,...,v, elementi di V' tali che {v1,..., vk, v41,...,v,} sia una base di V.
Osserviamo innanzitutto che

L(V) =span{L(v1),...,L(vg), L(vkt1), ..., L(vy)} = span{L(vg4+1), ..., L(vy)}.

Dunque, i vettori L(vk41), . .., L(v,) sono generatori di L(V'). Facciamo vedere che i vettori
L(vg41), ..., L(vy,) sono linearmente indipendenti in W: infatti

a1 L(vgy1) + ...+ apL(vy) = Ow & L(Qgr1Vk+1 + - - - + @pv,) = Ow

& Ap1Vk+1 + - - - + apv, € ker LN span{vgi1,...,0,}. (%)

Per costruzione,
ker L Nspan{vgy1,...,v,} = Oy
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e, poiché gli elementi {vgy1, ..., v,} sono linearmente indipendenti, 'equazione (*) & equiv-
alente a agy1 = ... = a, = 0. Dunque {L(vg41),-..,L(v,)} sono una base di L(V).
Contando le dimensioni, troviamo

dim V' = dimker L + dim L(V).

Corollario. Sia L:V — W un’applicazione lineare fra spazi vettoriali di dimensione
finita:

e Se L ¢ iniettiva e suriettiva (cioe biiettiva) allora necessariamente dim V' = dim W.

e Se dimV = dim W, allora L ¢ iniettiva se e solo se é suriettiva se e solo se e biiettiva.
In particolare, un’applicazione lineare L: V' — V di uno spazio vettoriale in se ¢ iniettiva
se e solo se e suriettiva se e solo se e biiettiva

Se L ¢ un’aplicazione biiettiva, esiste la sua inversa

Ltw—vV,
cio¢ l'applicazione che a w € W associa I'unico elemento v € V tale che L(v) = w.
L’applicazione inversa soddisfa le relazioni
L t'oL=1Idy, LoL'=Idy; (%)

inoltre, se L ¢ lineare anche L~! ¢ lineare. In questo caso si dice anche che L:V — W &
un isomorfismo.

Esempio. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n e sia B = {vy,...,v,} una base di
V. L’applicazione che a ogni elemento v € V associa le coordinate di v in B

T
V=X1V1 + ...+ Tpvyp —
Tn

¢ un isomorfismo di V con R"™.

Matrici rappresentative di un’applicazione lineare.

Sia L:V — W un’applicazione lineare fra spazi vettoriali di dimensione finita:
dimV = n, dim W = m.

Ricordiamo che fissate una base B = {v1,...,v,} in V e una base B’ = {wy,...,w,} in
W si ottengono un’identificazione di V con R" e un’identificazione di W con R™, date
rispettivamente da:

T Y1
V=201 + ...+ 20, — X = , W=y w1+ ...+ YWy, < Y =
T, Ym

Il fatto importante e che L, vista come applicazione lineare fra R™ ed R, coincide con la
moltiplicazione per una opportuna matrice: X — MX.
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Proposizione. Esiste una matrice M = {a;;}; ; reale m x n che moltiplicata per il vet-
tore delle coordinate di v = > wx;v; nella base B restituisce il vettore delle coordinate
dell’immagine L(v) = ) yjw; nella base B’

a1z ... Qin Ty Y1

Am1 e Amn In Yn

La matrice M dipende dalla scelta delle basi B e B’ e si chiama la matrice rappresentativa
di L rispetto a B e B'.

Dimostrazione. Siano infatti
ail Q1n
L(vy) = ooy L(vy) =

am1 Amn

i vettori delle coordinate di L(vy),. .., L(v,) nella base B’ di W. Siav = x1v1+...+z,v, €
V. Poiché L(v) = x1L(v1) +...2,L(vy,) (per la linearita di L), le coordinate di L(v) in B’
sono date da

ail a1n 1121 + ...+ a1pTn aiy ... Qip 1

am1 Gmn Am1T1 + ... + QmnTn Am1 ... Gmn Tn
La matrice rappresentativa di L in B e B’ ¢ dunque la matrice
a1 <. A1n
M =

aAm1 -+ Qmn

Osserviamo che M che ha nelle sue colonne le coordinate dei trasformati degli elementi
della base B

{L(v1),...,L(vy)},

nella base B'.

r+y
Esempio. Sia L: R? — R? l'applicazione lineare data da L((x)) = Y
4 T+ 2y

e La matrice rappresentativa di L nelle basi canoniche C di R? e C di R? ¢ data da

M = Mcc =

—_ O =
DO = =
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Le colonne di M¢ ¢ contengono le coordinate dei vettori

u(up=(o)- (- (2

nella base canonica di R3.

e La matrice rappresentativa di L nelle basi canoniche C di R? e B’ di R? ¢ data da

1/2 1 1 1 1
Meg =|1/3 2/3 |, B={[-1],{2].]-1]}
1/6 —2/3 2 0 0

Le colonne di M¢ g contengono le coordinate dei vettori L(((l))) e L((?)) nella base
B'.

e La matrice rappresentativa di L nelle basi canoniche B di R? e C di R? ¢ data da

e (4 3). s (80

Le colonne di Mp ¢ contengono le coordinate dei vettori

nella base canonica di R3.

e La matrice rappresentativa di L nelle basi canoniche B di R? e B’ di R? ¢ data da

-3 -3 1 9 0 1 1
MB,B’: —1 -1 N B:{(l),<1>}, B/:{ -1 N 2 y 0 };
3 4 0 0 1

Le colonne di Mp 5 contengono le coordinate dei vettori

u(ip=(z)- G-

nella base B’ di R3.
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Esercizio. Per la stessa applicazione lineare L, calcolare

0 1 2
Mec p, B={l01],[2],-1]|}
-1 0 1
o\ /3 0 3 2
MB,B’; B:{<1>7( 1 )}7 B/:{ -1 ) 2 ’ -1 };
1 0 0

Mg, B:{(i)),(_o?))};

Esempio. Sia L = Idy:V — V D'applicazione identita

Idy(v) =v, YveV.
Siano B e B’ due basi di V. La matrice rappresentativa dell’applicazione identita rispetto a
B e B’ si chiama la matrice del cambiamento di base da B a B'. Questa matrice moltiplicata
per il vettore delle coordinate di un elemento v in B restituisce le coordinate dello stesso

vettore in B'.

Esercizio. Calcolare le matrici dei seguenti cambiamenti di base:

V=R% B=C B':{(i’) , (—03>};

V =R2, B:{G’) , (_03)}, B =

0 1 2
V=R3} B=¢C, B={[o],l2],[-1]}
~1 0 1
0 1 2
V=R3 B={|lo0|,|l2]|.|-1]|} B =c
—1 0 1
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Applicazioni lineari e matrici.

Siano V', W spazi vettoriali di dimensione finita e sia L: V' — W un’applicazione lineare.
Siano B = {vy,...,v,} una base di V e B’ = {wy,...,w,,} una base di W e sia M
la matrice rappresentativa di L rispetto a B e B’. Adesso vediamo come ottenere le
informagzioni rilevanti sull’applicazione L dalla matrice M.

Definizione. Sia M una matrice m x n. Il rango per colonne di M é il massimo numero
di colonne linearmente indipendenti di M. Il rango per righe di M e il massimo numero
di righe linearmente indipendenti di M.

Osservazione. Ricordiamo che il rango per colonne della matrice M e uguale alla di-
mensione dell’immagine dell’applicazione lineare associata Lj;: R" — R™, X — MX.
In particolare, (per definizione di matrice rappresentativa) coincide con la dimensione
dell'immagine dim L(V).

Osservazione. Il rango per righe di M e uguale al rango per righe di una qualunque
matrice a scala S, ottenuta da M mediante il metodo di eliminazione di Gauss per righe.

Teorema. Sia M una matrice m X n. Allora il rango per righe di M ¢ uguale al rango
per colonne di M.

Dimostrazione. Sia L;;: R" — R™, X +— M X D’applicazione lineare associata ad M.

Vale la relazione
dim R"™ = dimker(Lys) + dim L, (R"),

dove dim Ly (R™) = rango,,;(M). Dunque
dimker(Lys) = n — rango,; (M).

D’altra parte, poiché dim ker(L,s) € uguale alla dimensione dello spazio delle soluzioni del
sistema lineare omogeneo M X = O, si ha anche che

dimker(Las) < n — rango,.; p. (M).

Infatti, risolvendo per sostituzione un sistema lineare omogeneo a scala, di r equazioni
(non banali) in n incognite, le soluzioni dipendono al pit da n — r parametri liberi. In
conclusione

rango

(M) <rango,,(M).

righe col

Ripetendo gli stessi ragionamenti per la matrice trasposta ‘M (la matrice trasposta ‘M &
per definizione la matrice n x m che ha come colonne le righe di M), troviamo la disug-
uaglianza opposta

‘M) <rango.,("M) & rango,gn.(M) > rango., (M),

rango

righe( m’ghe(

da cui segue il teorema.
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e Il rango per righe, che ¢ uguale al rango per colonne di M, si chiama semplicemente il
rango di M e si indica con r(M). E chiaro che (M) < min{m,n}.

e In conclusione, sia L:V — W un’applicazione lineare e sia M una sua qualunque
matrice rappresentativa. Allora

dimImZL = r(M), dimker L = dim V' — r(M).

Applicazioni lineari e sistemi lineari.

Citiamo alcune conseguenze del teorema precedente nella teoria dei sistemi lineari.

Proposizione. Sia M X = O un sistema lineare omogeneo di m equazioni in n incognite.
Allora il sottospazio delle soluzioni Sol(MX = O) ha dimensione uguale a n — r(M),
dove r(M) é il rango di M. In particolare, lo spazio delle soluzioni di un sistema lineare
omogeneo a scala, di  equazioni (non banali) in n incognite ha dimensione n — r.

Dimostrazione. Sia Lj;: R" — R™ X +— M X l'applicazione lineare associata ad M.
Abbiamo che Sol(MX = O) = ker(Ls). Inoltre vale la relazione

dim R" = dimker(Lys) 4+ dim L (R™).
Cio equivale a dire che

dim Sol(M X = O) = n — rango,,; (M) = n — rango M)=n—r(M).

righe(

Esempio. Lo spazio delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo a scala, di 2 equazioni
(non banali) in 6 incognite ha dimensione 4. Lo spazio delle soluzioni di un sistema lineare
omogeneo a scala, di 3 equazioni (non banali) in 5 incognite ha dimensione 2.

Corollario. Per esprimere un sottospazio vettoriale di dimensione k& in R"™, ci vogliono
precisamente n — k equazioni indipendenti.

Esempio. Per esprimere un sottospazio vettoriale di dimensione 1 in R™ (una retta per
lorigine) ci vogliono precisamente n — 1 equazioni indipendenti: una retta per l'origine in
R?3 ¢ data da un sistema di due equazioni omogenee indipendenti in tre variabili.

Per esprimere un sottospazio vettoriale di dimensione 2 in R™ (un piano per l'origine) ci
vogliono precisamente n — 2 equazioni indipendenti: un piano per l'origine in R* & dato
da un sistema di due equazioni omogenee indipendenti in quattro variabili.
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Teorema. (Rouché-Capelli). Sia M X = b un sistema lineare di m equazioni in n incog-
nite. Il sistema é compatibile se e solo se

r(M) = r(M|b).

Dimostrazione. Sia L;;:R" — R", X — MX l'applicazione lineare associata alla
matrice M. E chiaro che il sistema e compatibile se e solo se il vettore dei termini noti b
appartiene all'immagine di Lj;(R™) C R™. Se chiamiamo C4,...,C), le colonne di M e

riscriviamo
X1

MX:fElCl"_-u"’_xnCn:b’ X = ’

Tn

¢ evidente che il sistema M X = b & compatibile se e solo se

b € span{Cy,...,C,} << rango(M) = rango(M|b). (%)

Concludiamo con una osservazione sulla struttura delle soluzioni di un sistema lineare non
omogeneo compatibile:

Sia & una soluzione del sistema M X =b. Allora & ¢ della forma
€&+ Sol(MX =0),

ove &y € una soluzione fissata del sistema, i.e. M&y = b.

In altre parole, se &1, & sono soluzioni del sistema M X = b, allora la loro differenza & — &
e soluzione del sistema lineare omogeneo associato M X = O.

Esempio. Le soluzioni del sistema lineare non omogeneo in tre incognite

r+2y—z=1
y+z=-1

sono date dall’insieme

3+ 3z 3 3
{({-1-z]=(-1]+2z|-1], zeR}
z 0 1
3
e sono costituite dai punti di una retta parallela alla retta per l'origine span{ | —1 |}.
1
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Applicazioni lineari invertibili.

Sia L: V — W un’isomorfismo fra spazi vettoriali di dimensione finita: dimV = dim W =
n. Fissate una base B di V e una base B’ di W, sia M la corrispondente matrice rappre-
sentativa di L: M & una matrice quadrata n x n. Dalle relazioni (*), si ha che M -1, la
matrice rappresentativa di L ! rispetto alle stesse basi B’ e B, deve soddisfare le condizioni

M- M =My M= Id,.

Esercizio. Perché?

Calcolo dell’inversa di una matrice con ’eliminazione di Gauss.

Sia M una matrice quadrata n x n a coefficienti reali o complessi:

ai; G2 ... Qin

a1 a9 e a2n
M =

an1 Gp2 ... 0nn

La matrice M si dice invertibile se esiste una matrice X quadrata n x n che soddisfa
M-X=X-M=1,, (1)

dove I,, ¢ la matrice identita di ordina n. In tal caso la matrice X si dice 'inversa di M e
viene indicata con M !,
Osserviamo che se X esiste, allora ¢ unica: infatti se X e Y soddifano la (1), vale

X=X-I,=X-(M-Y)=(X-M)-Y=1I,-Y=Y.

Si puo anche dimostrare che se una matrice X soddisfa M - X = I,, allora soddisfa
necessariamente anche X - M = [,,, cioe € proprio l'inversa cercata.

Se M ¢ invertibile, come determinare l'inversa di M ?

Siano X1, Xs,..., X, le n colonne della matrice X e siano F; Fs ... E, le n colonne della
matrice I,,, date rispettivamente dai vettori

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Allora ’equazione matriciale M - X = I, si puo riscrivere come

| | | I |
MX, MX, ... MX, |=|E E ... E,
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Quando esiste, 'inversa di M e la matrice le cui colonne X7, Xo, ..., X,, soddisfano rispet-
tivamente le equazioni

(a11Ti1 + ...+ apTi; = 0
M- -X,=FE; < ai1ri1 + ... +  aippxin, = 1 (2)
\ Ap1T31 + .. T+ AupTin = 0
Al variare di ¢ = 1,...,n, si hanno n sistem lineari di n equazioni le cui n incognite sono

gli elementi della i-sima colonna della matrice inversa X

Lin

Poiché questi sistemi hanno in comune la matrice dei coefficienti M e differiscono solo
per i termini noti, possiamo applicare ’eliminazione di Gauss a tutti simultaneamente.
Completando la matrice M con le varie colonne dei termini noti, otteniamo

aii a2 e Q1p ‘ 1 0 ... 0

ao1 a92 .o Qop ‘ 0 1 0
M|I, = |

Apl Qp2  -er Gpn | 0 0 ... 1

Procedendo nell’eliminazione di Gauss dall’alto in basso come al solito, ad un certo punto
avremo ridotto M a scala, cioe avremo davanti una matrice della forma

S11 S12 ... Sin | ok % ... %
0 Soo ... Sap | x x ... %

| (3)
0 0 v Spn | ox ok .. %

Affinché M sia invertibile, gli n sistemi (2) devono avere soluzione unica: questo avviene
se e solo se gli elementi

S11, S22,.-+, Snn 750, 1= 1,...,n.
Le soluzioni degli n sistemi formano le colonne della matrice inversa.
Osservazione. la matrice M ¢ invertibile se e solo se ogni sua ridotta a scala ha tutt:
gli elementi sulla diagonale principale diversi da zero se e solo se ha rango massimo

rango(M) =n .
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Osserviamo che un sistema lineare quadrato non omogeneo compatibile, con soluzione
unica, ridotto a scala, puo essere risolto procedendo direttamente per sostituzione, oppure
proseguendo con ’eliminazione di Gauss “dal basso in alto” fino ad ottenere una matrice
del tipo

1 0 ... 0 ’ a1
0 1 0 | oo
00 ... 1 | a
Il sistema di equazioni corrispondente € x1 = a1, T2 = ag,..., T, = ,. In altre parole,

se la matrice dei coefficienti ¢ stata ridotta all’identita mediante operazioni ammissibili
sulle righe, la colonna dei termini noti contiene le soluzioni del sistema.

Applicando 'eliminazione di Gauss “da sotto in su” alla famiglia di sistemi (3), ar-
riveremo ad una matrice della forma (1,,|X) ove X € esattamente 'inversa cercata.

Esempio 1. Sia M = (; Z) Vediamo se innanzitutto se ¢ una matrice invertibile.
e e . . , . . 1 2 | 10

Procedendo con I’eliminazione di Gauss dall’alto in basso sulla matrice 2 4 | 0 1)

troviam 2] 1.0 Dun M non e invertibil

oviamo (o g 2 1) unque on ¢ inve e.

Esempio 2. Sia M = _11 %) Procedendo con l’eliminazione di Gauss dall’alto in
. 2 | 10 . 1 2 | 10 R

basso sulla matrice (_1 1] 01 troviamo 03 | 1 1). Questa volta M e

invertibile e possiamo quindi procedere al calcolo dell’inversa. Sostituendo la prima riga
. 1 0 | 1/3 —-2/3
_ 2
Ry con Ry — £ Ry troviamo <O 3 | | 1

1 0 | 1/3 —2/3
(0 1| 1/3 1/3)'

) e finalmente, dividento la seconda

riga per 3, otteniamo

1/3 —2/3

La matrice Xg = (1/3 1/3

) e I'inversa di M. Prova: Xo- M = I5.
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8. Determinanti (cenni).

Sia M una matrice quadrata n x n e sia Ly;: R® — R"™, X +— M X D’applicazione lineare
associata. L’applicazione L), € iniettiva se e solo e suriettiva. Condizione necessaria e
sufficiente affinché cio avvenga ¢ che la matrice M abbia rango massimo r(M) = n. In
questo caso, Ly; ammettte inversa (Ly;)~! = Ly;—1. La funzione determinante permette
di caratterizzare le matrici invertibili e di scrivere I'inversa di una matrice direttamente in
termini dei coefficienti.

Sia M (n,R) lo spazio delle matrici quadrate n x n a coefficienti reali (la stessa teoria vale
per le matrici a coefficienti complessi). Il determinante € la funzione det: M (n,R) — R

ai; a2 ... Qin
a1 a2 e Qop
M = . . . . = det M = E 6(0’)&10(1) -+ - Ano(n)s
. . . . o
n1 Gn2 ... 0nn

ossia il polinomio omogeneo di grado n nei coefficienti della matrice dato dalla somma di
tutti i possibili i prodotti di coefficienti che stanno su righe e su colonne distinte (sono
n! termini) con un segno + o — davanti che dipende dalla posizione dei coefficienti
A15(1)s - - - > Ono(n) Nella matrice (e(o) = £1 ¢ il segno della permutazione o di {1,...,n}).
Ad esempio,

n=1, det(a1)=ai1;

aix ai2
n=2, det( ) = a11G22 — A12021;
Q21 Qa22

ailx a2 a3
n = 3, det( a21 Q22 423 ) =
a3; asz ass

1122033 + A21a32013 + Q12023031 — Q13022031 — A12021033 — A23032011 -

e E chiaro dalla definizione che in generale il determinante ¢ una funzione molto complicata
da calcolare, a meno che non si tratti di matrici speciali: ad esempio, il determinante di una
matrice triangolare superiore, di una matrice triangolare inferiore o di una matrice diago-
nale ¢ dato dal prodotto degli elementi sulla diagonale principale. Inoltre, il determinante
di una matrice con una riga o una colonna nulla ¢ uguale a 0.

e A partire dalla definizione, si puo dimostrare che il determinante gode delle seguenti
proprieta:

(1) I determinante della matrice identita e uguale a 1: det([,) = 1;

(2) Scambiando fra loro due righe (o due colonne) il determinante cambia di segno (in
particolare, una matrice con due righe o due colonne uguali ha determinante uguale a 0);
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(3) Se la i-sima riga (o la i-sima colonna) di una matrice ¢ data dalla combinazione lineare
di due vettori aR; + (5;, allora il determinante si spezza nel modo seguente:

det( aRi—.l—ﬁSZ- ) = adet( RZ ) + B det( SZ ).

e Conseguenze di (1)(2)(3):
(i) sia S una matrice a scala ottenuta da M mediante I’eliminazione di Gauss per righe,
limitata a scambio di righe e sostituzione di una riga R; con R; + aR;, per o € R e

1 # j. Allora

det(M) = det(S) S ottenuta con un numero pari di scambi di righe
| —det(S) S ottenuta con un numero dispari di scambi di righe.

Questo fatto offre un metodo effettivo per calcolare il determinante di una matrice M
di ordine arbitrario.

(ii) Se una riga (o una colonna) di M & combinazione lineare delle rimanenti, allora
det(M) = 0.
(ili) Una matrice M di ordine n ¢ invertibile se e solo se
r(M)=n < det(M) #0.

Tramite il determinante si ottiene dunque una una condizione necessaria e sufficiente
all’invertibilita di M, direttamente in termini dei suoi coefficienti.

e Sia M = {a;;};; una matrice n xn. Fissato a;;, il suo complemento algebrico (o cofattore)
A;; & per definizione il prodotto di (—1)"*7 per il determinante della matrice ottenuta da
M eliminando la i-sima riga e la j-sima colonna.

Teorema di Laplace. Valgono le seguenti identita:
per ognii € {1,...,n}

det(M) = ajnAin + aipAio + ... + ainAin = a1; A1 + a2iAgi + . .. + ani Ani;
perognii#je{l,...,n}
a1 Aj1 +aipAjo + ..o+ ainAjp = a1 Ay + agiAgj + .. 4 ani Ay = 0.

Il Teorema di Laplace riduce il calcolo di un determinante di ordine n al calcolo di un
certo numero di determinanti di ordine n — 1. In questo modo, applicando ripetutamente
il teorema di Laplace, si ottiene un altro metodo effettivo per calcolare il determinante
di una matrice. Questo metodo risulta particolarmente conveniente quando la matrice ha
molti coefficiento uguali a 0.
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e [dentita del determinante.

det(MN) = det(M) det(N);
det(M?) = det(M);
det(M~1) = W (se M & invertibile)

e Un’altra applicazione delle identita del teorema di Laplace e la formula dell’inversa di
una matrice M, direttamente in termini dei suoi coeflicienti:

L A‘ll 5 A}n t
~ det(M)

nl .- Ann

e [dentita dell’inversa.

(MN)™' = N"'M~Y
(M)~ = (M)
(M~1)=! = M.

e Formule di Kramer. Sia M X = b un sistema di n equazioni in n incognite. Se M ha
rango massimo, ossia se M e invertibile, allora il sistema € compatibile ed ha soluzione
unica data da

X =M.
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9. Numeri complessi.

I numeri complessi C sono l'insieme delle combinazioni formali z = x + 1y, dove x,y
sono numeri reali e i = v/—1 & l'unitd immaginaria che soddisfa > = —1. I numeri z e
y sono detti rispettivamente la parte reale e la parte immaginaria di z = x + iy e sono
indicati con

x = Rz, y = Sz.

Vale 'inclusione R C C, identificando i numeri reali R con i numeri complessi di parte
immaginaria nulla. T numeri complessi si posono sommare e moltiplicare fra loro, mediante

(a+1ib) + (c+id) = (a+¢) +i(b+d), (a +1b)(c + id) = (ac — bd) + i(ad + bc).

Si verifica facilmente somma e prodotto cosi definiti hanno le seguenti proprieta:
sl) Vz1,290 € C 21 + 29 = 29 + 21 (proprieta commutativa della somma)
) Vz1,22,23 € C 214 (22+23) = (21 +22) + 23 (proprieta associativa della somma)
s3) 30=04i0€C: 24+0=0+2=2 Vze C ( elemento neutro per la somma)
)

Ve=ao+iyeC z+4(—2)=(—2)+2=0,o0ve —z = —x — iy ( opposto per la
somma)

) Vz1,20 € C 2129 = 2921 (proprieta commutativa del prodotto)
) Vz1,22,23 € C z1(2223) = (2122)23 (proprieta associativa del prodotto)

p3) 31=1+i0€C: 21 =1z=2 Vz e C ( elemento neutro per il prodotto)
)
)

Ve=xz+iy#0 3271 = ;321?2 : 271z =2271 =1 (inverso per il prodotto)

Vz1,29,23 € C z1(22 + 23) = 2122 + 2123 (proprieta distributiva di somma e
prodotto)

Costruiamo esplicitamente l'inverso di un numero complesso z = x + iy # 0: sara un
numero complesso w = a + b tale che

) ) —yb=1
zw = (zxa — yb) +i(xb+ ya) = 1 o, equivalentemente { iZ%— yya 0" (%)
Si verifica facilmente che il sistema lineare (x), nelle incognite a = Rw e b = Sw, ammette
soluzione se e solo se z e y non sono entrambi nulli, quando cioe z # 0. In tal caso la
i . ) g - Ty

soluzione € anche unica ed ¢ data da a = %ﬂz eb= T

Si dice coniugato di z = x + 1y il numero complesso z = x — 1y.
L’operazione di coniugio ha le seguenti proprieta:
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Z=x22+y*>0

L’insieme C si pud rappresentare nel piano cartesiano R?, facendo corrispondere a z =
x + iy il punto di coordinate (x,y) = (Rz, Jz). In questa rappresentazione, il coniugato zZ
e il simmetrico di z rispetto all’asse z e il modulo di z, dato da |z| = V2Z, ¢ la distanza di
z dall’origine.

Per il modulo di un numero complesso valgono le seguenti proprieta:
Rz < |z, Sz < |7
2| = [Z]
|2122] = |21]]22]
|21 + 22| < |21] 4 |22] (disuguaglianza triangolare).

Se si indica con 6 l'angolo tra 'asse x e il segmento congiungente z con l'origine, si ha
x = |z|cosf ey =|z|sinf. Siottiene cosi la forma trigonometrica del numero complesso z

z = |z|(cos @ + isin6).

L’angolo € si chiama I’argomento di z e si indica con § = arg(z). Se z # 0 esso & determinato
solo a meno di multipli interi di 27 (per convenzione si puo scegliere 6 € [0, 27(), mentre
se z = 0 I'argomento € completamente indeterminato.

La forma trigonometrica ¢ particolarmente conveniente per esprimere prodotti di numeri
complessi. Se z1 = |z1|(cos By +isinb) e zo = |z2|(cos by + isin ), allora

2120 = |z122|(cos(6r + 02) + isin(f; + 02)).

In particolare,
2" = |z|"(cos(nh) + isin(nb)).

Una ragione per introdurre i numeri complessi € che sono un campo algebricamente chiuso:
tutte le radici di un qualunque polinomio a coefficienti complessi appartengono a C.

Teorema Fondamentale dell’Algebra. Un’equazione polinomiale di grado n a coeffi-
cienti complessi

ap+a1z+...+apz" =0, a; € C, i=1,...n,

ha esattamente n radici complesse.

Esempio. Le radici n-sime di un numero complesso.
Per il Teorema Fondamentale dell’Algebra, per ogni ag € C non nullo, ’equazione

Z" = ag (k)
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ha esattamente n radici in C. Se scriviamo z = |z|(cos@ + isinf) e ag = |aog|(cos ¢p +
isin ¢p), 'equazione (**) diventa

|| (cosnf + isinnb) = |ag|(cos ¢p + i sin ¢p)
da cui si ricava |z| = {/|ag| ed nf = ¢g + 27k, per k € Z. Al variare di k € Z ci sono in
realta solo n angoli che danno luogo a numeri complessi distinti. Essi sono 0; = % + %,

per k=0,1,...,n — 1. Le n radici dell’equazione (**) sono dunque
27k 27k
e = Vaol(cos( + 2 fisin(@ + 2y, k=01, n—1.
n n n n

FEsempio. Le radici dell’equazione z* = 4 sono:

21 =V2, zo= \/§(cos 5 +ising) = V2,

23 = \/§(cos7r +isinm) = —V2, 24 = \/§(cos 37” + 7sin 37”) = —i\/2.
Esempio. Le radici dell’equazione 22 + 3iz +4 = 0 sono (usando la formula risolutiva delle
equazioni di secondo grado)

_ —3i++/25  —3i£5i

21,2 5 B = —4i, 1.
Esempio. Le radici dell’equazione 22 + 2z + i = 0 sono (usando la formula risolutiva delle
equazioni di secondo grado) z; = —1 4+ w; e 29 = —1 + wo, dove
— — 7 7
wy = @(cos%+isin%), wo = %(cos% —H’sing)

sono le due radici dell’equazione w? =1 — 1.

Dal Teorema Fondamentale dell’Algebra segue che un polinomio a coefficienti complessi ¢
completamente riducibile su C:

Corollario 1. Un polinomio di grado n a coefficienti complessi p(z) = 2™ + a,_12""* +
...+ a1z + ag si decompone in modo unico (a meno dell’ordine dei fattori) nel prodotto di
n polinomi di grado 1 a coefficienti complessi

p(z)=(z—a)(z—a2)...(z — an),
dove a, ..., a, sono le radici di p.

Consideriamo adesso un polinomio di grado n a coefficienti reali
p(z) = 2" +ap_ 12" P+ ...+ arz + ag, a; € R.
In questo caso particolare, vale il seguente fatto:
e Se « € una radice di p, allora anche @ lo é.
Infatti, se a” + an_1a™ ' 4+ ...+ aja + ag = 0, coniugando si trova
v+ a, 1 a" 4. +aat+a=a"+a, 1@ ... +a@+ag=0.
Dunque anche @ e radice di p.

Da questo fatto segue per esempio che un polinomio a coefficienti reali di grado dispari ha
almeno una radice reale.
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Corollario 2. Un polinomio a coefficienti reali di grado n si decompone in modo unico (a
meno dell’ordine dei fattori) nel prodotto di polinomi di grado 1 e di grado 2 a coefficienti
reali.

Dimostrazione. Per il teorema fondamentale dell’algebra, p ha n radici in C: un certo
numero di esse saranno a due a due complesse coniugate (1, 3, ... 0k, 8}, €, altre saranno
possibilmente reali A1,...,Ay. A partire dalla decomposizione del polinomio su C, trovi-
amo

(2= Bu)(z = By) - (2= B)(z = Br)(z = A1) o (2 — Mn) =
= (22 = 2RBrz + |G} ... (22 = 2RBrz + |BrlP)(z — M) ... (2 — M),

che e proprio la decomposizione cercata.

10. Autovalori e autospazi.

Sia V' uno spazio vettoriale reale di dimensione n e sia
LV —V

un’applicazione lineare. Sia B = {v1,...,v,} una base fissata in V', la stessa in dominio
e codominio. Lo spazio V risulta identificato a R™ dall’applicazione che associa ad ogni
vettore le sue coordinate in B

T
v=x1V1 + ... FTpv, — X = : ;

Tn

inoltre, letta in termini di queste coordinate, I’applicazione L e data dalla moltiplicazione
per una matrice M = {a;;} reale n x n

X—M-X.
T
In altre parole, se X = .| sono le coordinate di v in B, le coordinate in B dell'immagine
Ty
L(v) sono date da
a1 ... Qip T1 n
an1 ... Apn In Yn

Per definizione, M ¢ la matrice rappresentativa di L in B (qui si & scelta la stessa base in
dominio e codominio).
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Date due basi By e B2 di V, la relazione fra le rispettive matrici corrispondenti e illustrata
dal seguente diagramma commutativo:

V.Bi VB

—1
TCBQ,& ch%Bl

V,B, 5 VB,

(moltiplicando le coordinate di v in By per la matrice rappresentativa My si ottengono
le coordinate di L(v) in By. Possiamo arrivare allo stesso risultato anche “passando da
sopra”: moltiplicando le coordinate di v in By per la matrice del cambiamento di base
Cg, B, otteniamo le coordinate di v in B;; moltiplicando le coordinate di v in By per la
matrice rappresentativa M; otteniamo le coordinate di L(v) in B;; infine, moltiplicando
le coordinate di L(v) in By per la matrice del cambiamento di base Cp, g, = Cg;Bl,
otteniamo come prima le coordinate di L(v) in Bs.)

Di conseguenza M; ed M, stanno nella seguente relazione:
M, = 521,5’1 M, - 032,31= (1)
dove Cp, B, € la matrice del cambiamento di base dalla base By alla base B;.

Definizione. Due matrici My, M si dicono coniugate se esiste un matrice invertibile C
tale che My = C~' M, C.

Esempio. Le matrici in (1) sono coniugate.

Tutte le matrici rappresentative di una data applicazione lineare L:V — V contengono
le stesse informazioni sull’applicazione: ad esempio hanno lo stesso rango, che determina
la dimensione dell’immagine e quella del nucleo di L. Ha senso chiedersi rispetto a quale
base di V' la matrice rappresentativa di L e piu semplice possibile.

Esiste una base B di V' rispetto alla quale la matrice rappresentativa di L ¢ diagonale?
In tal caso si dice che ’applicazione ¢ diagonalizzabile. Una caratterizzazione delle appli-
cazioni lineari diagonalizzabili ¢ data dalla seguente proposizione:

Proposizione. Sia L:V — V un’applicazione lineare di uno spazio vettoriale reale V di

dimensione n in sé. La matrice rappresentativa di L rispetto ad una base B = {v1,...,v,}
di V e diagonale se e solo se esistono numeri reali \1,...,\, tali che
L(Ul) = )\11)1,...,L(Un) = )\nvn. (2)

Definizione. Si dice che A ¢ un autovalore (reale) di L se esiste v € V, v # 0 tale
che L(v) = Av. In questo caso v ¢ per definizione un autovettore di L di autovalore .
L’autospazio di L di autovalore A e per definizione

Vi={v eV | L) = \v}.
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Esercizio. V) ¢ un sottospazio vettoriale di V.

Esempio. Sia L4:R? — R? I'applicazione data da X — A- X, con A = (2 3 > Si

ha che N, 2y . o
aio )= (6) =2 (o)

) e autovettore di L4, di autovalore A = 2

()en

Poiché V5 e un sottospazio vettoriale di V', tutti i vettori della forma tX = < O) , teR

Dunque il vettore X = ((1)

sono autovettori di L4, di autovalore A = 2.

Esempio. Sia L:V — V D’applicazione identita
L(v) = v, Yv e V.

L’applicazione ha come unico autovalore A = 1 e l'autospazio V; coincide con I’intero spazio
V.

Esempio. Sia L:V — V D’applicazione identicamente nulla
L(v) =0, YveV.

L’applicazione ha come unico autovalore A = 0 e I’autospazio V; coincide con I’intero spazio
V.

Esempio. Sia L:V — V un’applicazione lineare. L’autospazio Vj dell’autovalore A = 0
¢ esattamente il nucleo di L

Vo={veV | Llw)=0=0-v}=kerL.
Quindi L e invertibile se e solo se non ha A = 0 come autovalore.

La proposizione precedente dice che L e diagonalizzabile se e solo se esiste una base di V'
formata da autovettori di L, relativi ad autovalori reali. La base di V rispetto alla quale la
matrice rappresentativa di L ¢ diagonale € una qualunque base B formata da autovettori
di L. Rispetto a tale base, la matrice rappresentativa di L € una matrice diagonale reale,
con gli autovalori sulla diagonale principale

Ao 0
0 ... A\
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Osservazione. Non tutte le applicazioni lineari di uno spazio vettoriale reale in se sono
diagonalizzabili:
(a) Sia Rp:R? — R?2, (a:) — (cgs@ —smH) (x) Si puo verificare facilmente
Y sinf  cosf Y
che Ry ¢ la rotazione di un angolo @ attorno all’origine (basta controllare U'effetto di

Ry sui vettori della base canonica (é) , (0

1 ) ). Per 6 # 0, 7, nessuna retta del piano

e mandata in se stessa: in particolare non esistono A € R e (ayc) # <8> € R? tali
che Ry (;) = A (;) e 'applicazione Ry non e diagonalizzabile.
x cos —sinf 0 x
(b) Sia Rg:R3?> — R3, y | — | sinf cosf O y |. Questa volta Ry ¢ la
z 0 0 1 z
rotazione di un angolo 6 attorno all’asse z. Tutti i vettori del piano z = 0 vengono
0
ruotati di un angolo . Tutti i vettori della forma v = | 0 | vengono lasciati fissi
z
Ry(v) = v,

ossia sono autovettori di Ry di autovalore A = 1. Per 6 # 0,7, l'asse z & 'unica
retta dello spazio mandata in se stessa. Ne segue che non esiste una base di R3
formata da autovettori di Ry (non ¢’¢ un numero sufficiente di autovettori linearmente
indipendenti) e I’applicazione non & diagonalizzabile.

Proposizione. Siano vy, ...,v; autovettori relativi ad autovalori distinti
vy € Vay, ..., v, € Vi,
con Ay, ..., \r € R autovalori distinti di L. Alloravy, ..., v, sono linearmente indipendenti.

Corollario. Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione n. Sia L : V — V
un’applicazione lineare con n autovalori reali e distinti. Allora L ¢ diagonalizzabile.

Osservazione. La condizione del corollario precedente e sufficiente, ma non necessaria
alla diagonalizzabilita. Consideriamo per esempio 1’ applicazione identita: ogni base di V'
e una base formata da autovettori dell’unico autovalore \ = 1.

Volendo determinare esplicitamente autovalori e autovettori di una applicazione lineare
L:V — V, procediamo come segue:

Sia B una base fissata di V, e sia M la corrispondente matrice rappresentativa di L.
Cerchiamo le soluzioni A € R e X € R", X # 0, dell’equazione vettoriale

MX = )\X.
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Riscriviamola come
MX-)AX=0 < (M-X,X=0.

Condizione necessaria e sufficiente affinché la matrice (M — AI,,) mandi in O un vettore
X # O é che sia non invertibile, ossia che

det(M — A,) = 0. (3)

Gli autovalori (reali) di L sono i numeri (reali) A che annullano il determinante (3).

Per ogni autovalore A € R, che rende singolare la matrice (M — AI,,), 'autospazio cor-
rispondente ¢ dato da
W={XeR"|(M-\,)X =0},

ossia dalle soluzioni del sistema lineare omogeneo

(M — \,,)X = O.

Osserviamo che

e Sia M = {a;;} una matrice n x n. Il polinomio caratteristico di M & per definizione
Py(M) =det(M — M\,) = (=1)" X" £ (@11 + ... + app) N + ... 4 det(M).

Il polinomio caratteristico ¢ un polinomio a coefficienti reali di grado n in .

e Gli autovalori di L sono radici del polinomio caratteristico Py(M). Per il teorema
fondamentale dell’algebra Py(M) ha esattamente n radici in C. Poiché i coefficienti di
Py (M) sono reali, le radici non reali sono sempre in numero pari, perché vengono a coppie
o, Q.

e Nel nostro caso, trattandosi di un’applicazione lineare di uno spazio vettoriale reale in
se, siamo interessati autovalori reali di L. Per ogni radice reale del polinomio caratteristico
Py (M), l'autospazio corrispondente V) & dato dalle soluzioni del sistema lineare omogeneo
con matrice dei coefficienti (M — AI,). Per costruzione, questa matrice ha rango minore
di n e il sistema corrispondente ammette soluzioni non nulle. Precisamente,

1 <dim(Vy) =n—r(M — A,,) <m(A),

dove m(A) indica la molteplicita algebrica di A, come radice del polinomio caratteristico
P\(M).

e Se M, M, sono matrici coniugate, allora hanno lo stesso polinomio caratteristico:
My, =C7*M,C, C invertibile = P\(Ms) = Py(M).

In particolare Py(Mas) e P\(M;) hanno gli stessi coefficienti e le stesse radici. Di con-
seguenza, il polinomio caratteristico (cosi come i suoi coefficienti e le sue radici) sono
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effettivamente associati all’applicazione L, e non dipendono dalla matrice rappresentativa
scelta per calcolarli.
Se A1,..., A, sono le n radici del polinomio caratteristico (reali o complesse), si ha che

det(M) =Xy -...- Ay traccia(M) = (a11 + ...+ apn) = A1+ ... + Ay,

Esercizio. Sia Sp:R? — R2, U)o (O 20 sin20 ). si puo verificare
Y sin20 — cos 26 Y

facilmente che Sy e la riflessione rispetto ad una retta inclinata di un angolo 6 rispetto
all’asse delle x positive (basta controllare l'effetto di Sy sui vettori della base canonica

1 0 . - . .
( ) , ( )) Calcolare autovalori e autospazi di Sy e darne un’interpretazione geomet-

0 1
rica.
T 1 0 0 T
Esercizio. Sia Ls:R?> — R3, y|l — [0 1 0 y |. Determinare 3 basi
z 0 0 2 z
distinte di R3, formate da autovettori di L 4.
x x
Esercizio. Sia L: R? — RS3, y | — —1 A | y | (dove A il prodotto vettoriale).
z z

Calcolare autovalori e autospazi di Sy e darne un’interpretazione geometrica.

e Una matrice simmetrica reale ¢ sempre diagonalizzabile.

Teorema. Sia M una matrice reale simmetrica n X n.
(i) Tutte le radici del polinomio caratteristico Pyx(M) sono reali.
(ii) Siano A1,..., \rx € R autovalori distinti di M, e siano vi,...,v; autovettori, con
v; € Vi\,. Allora vy, ...,v; sono a due a due ortogonali.
(iii) Esiste una base ortonormale di R"™, fatta di autovettori di M.
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