
Algebra 3 2. Domini di Dedekind. Roma, 29 ottobre 2021.

1. (a) Dimostrare che 25 = 52 e 25 = (1 + 2
√

6)(1− 2
√

6) sono due fattorizzazioni di 25
come prodotti di elementi irridicubili di Z[

√
−6].

(b) Dimostrare che le due fattorizzazioni sono distintie nel senso che i fattori ir-
riducibili non sono uguali, neanche a meno di moltiplicazione per un’unità in A∗.

(c) Scrivere gli ideali (5), (1 + 2
√

6) e (1 − 2
√

6) come prodotti di ideali primi del
dominio di Dedekind Z[

√
−6].

2. L’anello Z[ 1+
√
−23
2 ] è l’anello degli interi del campo di numeri Q(

√
−23). Sia I l’ideale

(2, 1+
√
−23
2 ). Dimostrare che I e I2 non sono principali, ma I3 lo è.

3. Dimostrare che l’anello delle funzioni continue [0, 1] −→ R non è Noetheriano.

4. Sia R l’anello Z[2i] = Z[X]/(X2 + 4).
(a) Dimostrare che R non è integralmente chiuso.
(b) Sia I l’ideale generato da (2, 2i) ⊂ R. Dimostrare che per nessun x ∈ I esiste un

ideale J ⊂ R tale che IJ = (x).

5. Sia φ la funzione di Euler. Si ha che φ(n) = #Z∗n. Abbiamo le formule classiche:
(a) φ(n) = n

∏
p(1− 1

p ) (qua p varia fra i divisori primi di n);

(b)
∑

d|n φ(d) = n (qua d varia fra i divisori positivi di n).

6. (Funzione φ di Euler per campi di numeri) Sia F un campo di numeri. Per un ideale
I ⊂ OF non nullo, definiamo Φ(I) = #(OF /I)∗.
(a) Dimostrare che Φ(I) = N(I)

∏
p(1−N(p)−1). (qua p varia fra gli ideali primi p

di OF che dividono I, cioè per cui I ⊂ p ⊂ OF .)
(b) Dimostrare che

∑
J Φ(J) = N(I). (qua J varia fra gli ideali per cui I ⊂ J ⊂ R).

7. Sia A un dominio di Dedekind.
(a) Sia p un ideale primo non nullo di A e sia e ∈ Z≥0. Dimostrare che esiste x ∈ A

con ordp(x) = e. (Sugg: scegliere x ∈ pe − pe+1.)
(b) Siano p1, . . . , pt ideali primi non nulli di A e siano e1, . . . , et ∈ Z≥0. Dimostrare

che esiste x ∈ A con ordpi
(x) = ei per ogni i = 1, . . . , t. (Sugg: Teorema cinese

del resto)
(c) Sia I ⊂ A un ideale. Dimostrare che I può essere generato da due elementi di A.

(Sugg: si ha che I =
∏

peii . Applicare la parte (b). Siano y ∈ I e z ∈ I−1(x) con
y + z = 1. Allora I = (x, y).)


