Algebra 3 1. Discriminanti, norme, traccie. Roma, 22 ottobre 2021.

1. Sia F = Q(v/2,V/—6).

(a) Calcolare il grado di F su Q.
) Determinare una base di F' come Q-spazio vettoriale.
) Determinare un elemento « € F' tale che F' = Q(«).
)
)

Dimostrare che \/—3 € F.
(e) Determinare il discriminante A(1,/2,v/—3,v/—6).
(f) Determinare il discriminante A(1,v/2,v/=3,v2 + v/—=3).

2. Sia F' un campo di numeri e sia ¢ : F' — C un’omomorfismo di campi. Dimostrare
che ¢(q) = q per ogni q € Q.

3. Sia F un campo di numeri di grado n.
(a) Sia z € F. Dimostrare che per ogni ¢ € Q si ha che

Tr(qx) = qTr(x), Tr(q) = ng, N(q) =q".

(b) Dimostrare che 'omomorfismo Tr : F — Q & suriettiva. Dimostrare che, in
generale, la norma N : F* — Q™ non ¢ suriettiva.

4. Sia F il campo di numeri Q(v/5). Quanti omomorfismi F — R ci sono? Quanti
omomorfismi F' — C? Quanti ci sono a meno di coniugio?

5. Sia F' un campo di numeri di grado n, sia a € F e sia f € Q[X] il polinomio carat-
teristico di a. Dimostrare che per ogni ¢ € Q, la norma di ¢ — a & uguale a f(q).
Dimostrare che per ogni ¢, € Q*, la norma di ¢ — ra ¢ data da " f = (q/r).

6. Sia F' un campo di numeri.
(a) Dimostrare che il campo delle frazioni dell’anello degli interi Op € uguale a F'.
(b) Dimostrare che OpQ = {zq: z € O e q € Q}.
(b) Sia F' C K un’estensione di campi di grado finito. Dimostare che Ox N F = Op.

7. (VanderMonde) Sia R un anello commutativo con 1 e siano as,as,...,a, € R. Di-
mostrare 'uguaglianza
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8. Sia f(X)=X*—-X —1.
(a) Dimostrare che f & irriducibile in Q[X].
Sia F' = Q[X]/(f(X)). Scriviamo F' = Q(«) dove « ¢ uno zero di f.
(b) Calcolare il discriminante A(1, o, a2, a®).
(c) Dimostrare che 'anello degli interi di F' & Z[a].



