Algebra 2 5. Anelli, UFD. Roma, 29 ottobre 2020

1.

7.

Sia C'(R) I'anello delle funzioni continue R — R. Chi & ’elemento 1 di quest’anello?
Una funzione f € C(R) si dice a supporto compatto se esiste M > 0 tale che f(z) =0
per ogni x € R che soddisfa |x| > M. Dimostrare che le funzioni a supporto compatto
formano un ideale di C(R).

Decidere se il polinomio X° + X3 + 1 & irriducibile o meno negli anelli Zs[X], Z3[X],
Z[X], Q[X] e R[X].

Il polinomio reciproco di f = Z?:o a; X7 € Q[X] (con ag,a, diversi da 0) & il poli-
nomio fY = Z;‘L:o an—; X7 € Q[X]. Dimostare che f ¢ irriducibile se e solo se f¥ &
irriducibile.

Fattorizzare i seguenti elementi dell’anello R in fattori irriducibili di R.
(a) X2 —=Y?%con R=Q[X,Y];

(b) X3 +4X?+9X +6 con R= Q[X];

(¢) ¥X?—91 con R = Q[X];

(d) 247 con R = Z.

Sia R il sottoanello {a + by/—6 : a,b € Z} di C.

(a) Esibire un isomorfismo dall’anello Z[X]/(X? + 6) a R.

(b) Dimostrare che I'ideale (2,1/—6) di R non & principale.

(c) Dimostrare che ’elemento 2 di R ¢ irriducibile, ma non & primo. (Sugg. la norma
N : R — Z data da N(x) = 2T & moltiplicativa).

(Elementi irriducibili di Z[])

(a) Dimostrare che Z[i]* = {1, +i}.

(b) Dimostrare che i + 1 & un elemento irriducibile di Z[i].

(¢) Siap =3 (mod 4) un numero primo. Dimostrare che p & un elemento irriducibile
di Z[3].

(d) Si sa che per ogni primo p = 1 (mod 4) esistono a,b € Z tali che p = a? + b
Dimostrare che m = a + bi e T = a — bi sono elementi irriducibili di Z[3].

(e) Dimostrare che un elemento irriducibile di Z[i] necessariamente divide qualche nu-
mero primo. Dedurne che, a meno di elementi invertibili, gli elementi irriducibili
di Z[i] sono quelli che appaiono nelle parti (b), (c) e (d).

Sia Z[i] anello degli interi di Gauss.

(a) Fattorizzare gli elementi 5 + i e 239 4+ ¢ come prodotto di elementi irriducibili
di Z[i]. (Sugg. prima fattorizzare le norme).

(b) Dedurre la formula classica che John Machin ha usato nel 1706 per calcolare a
mano i primi 100 decimali di 7:

1 1 0 p2k+1
T =16 arctang - 4arctan%, con arctanzr = kZ:O(_l)ka -

m = 3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944592307816406
286208998628034825342117068 . . .



