Algebra I. 5. Permutazioni, sottogruppi, ordine. Roma, 22 ottobre 2014.

1. Determinare quali sottoinsiemi sono sottogruppi:

(a) Q=0 C QF, (d) {z€Z} :x=1 (mod d)} C Z per d un divisore di n,
(b) {reR:x>1} C R*, (e) Dy C D, per d un divisore di n € Z+y,
(c) {£1,+i} C C*, (f) {x € Q* : esistono a,b € Q tali che z = a® + b*} C Q*.

2. Dimostrare che un sottogruppo di un gruppo abeliano ¢ abeliano. Dare un esempio
di un gruppo non abeliano con sottogruppo abeliano non banale.

3. (a) Sia G un gruppo e sia {H, : @ € A} una famiglia di sottogruppi di G. Dimostrare
che NwHy = {h:h € H, perogniac A} ¢ un sottogruppo di G.
(b) Sia G un gruppo e siano H C G e H' C G due sottogruppi. Dimostrare: se
G = HU H' allora G = H oppure G = H'.
(c) Provare che il gruppo G = Zj, ha tre sottogruppi Hi, Hy e Hs diversi da G ma
con H1UH2UH3 =G.

4. Esprimere le seguenti permutazioni in Sy come prodotti di cicli disgiunti. Calcolare
gli inversi.

1—=9, 4—=1, 72 1—8, 4—=6, 7—09,
(a) o:{2r—>7, 5—3, 8—=5, (b) T:{2>—>2, 55, 81,
3—8, 64, 99— 6. 3—3, 6—4, 9—T.
5. Scrivere la permutazione (1964387)(1374862)(271) come prodotto di cicli dis-
giunti.

6. Sia m un intero positivo e sia p un numero primo. Provare: se o € S,, ha ordine p,
allora ¢ ¢ un prodotto di un certo numero di p-cicli disgiunti.

7. Sian € Zs;.
(a) Per n = 2,3,4,5 fattorizzare n* + 1 in fattori primi.
(b) Sia m = n* + 1. Dimostrare che i € Z*, ha ordine 8.
(c) Dimostrare che ogni divisore primo ¢ > 2 di n* + 1 soddisfa ¢ = 1 (mod 8).

8. Sia p un numero primo e sia M, = 2P — 1 il p-esimo numero di Mersenne. Sia ¢ un
divisore primo di M,,.
(a) Dimostrare che 2 € Z} ha ordine p.
(b) Dimostrare che ¢ =1 (mod p).
(c) Dimostrare che M, ¢ primo per ogni primo p < 11, ma che M;; = 2047 non ¢
primo.

9. Sia k € Z> e sia Fj, = 922" 41 il k-esimo numero di Fermat. Sia q un divisore primo
di Fj.
(a) Dimostrare che 2 € Z} ha ordine 2~1.
(b) Dimostrare che ¢ = 1 (mod 2**1).



