Algebra 2. 2. Azioni di gruppi Roma, 6 ottobre 2011

1. Sia G un gruppo, sia ¢ € G e sia H C G un sottogruppo. Dimostrare che anche
gHg ' = {ghg™' : h € H} & un sottogruppo di G.

2. Sia X un insieme con un’azione del gruppo G. Sia o € G, sia ¢ € X e sia G, lo
stabilizzatore di x. Dimostrare che lo stabilizzatore di o(z) & uguale a oG, 1.

3. (a) Sia G un gruppo. Dimostrare che due elementi coniugati di G hanno lo stesso
ordine. Vale anche il viceversa?
(b) Determinare le classi di coniugio del gruppo simmetrico Ss.
(c) Stessa domanda per il gruppo diedrale Dy.
(d) Dimostrare che se due matrici A, B € GLy(R) sono coniugate, allora hanno lo
stesso polinomio caratteristico. Vale anche il viceversa?

4. Sian € Z>;. La moltiplicazione per la matrice

o0 --- 01
0O 0 --- 10
o1 --- 00
10 -~ 00

permuta i vettori della base canonica di R". Determinare il segno di questa permu-
tazione.

5. Sia H= {z € C:Imz > 0}. Definiamo

o(z) = ez +b per o = (ch Z) € SLa(R).

cz+d’
(a) Dimostrare che si tratta di un’azione di SLo(R) su H.
(b) Dimostrare che 1’azione & transitiva (¢’€ una sola orbita).
(¢) Determinare lo stabilizzatore di i € H.

6. Sia G un gruppo di ordine n. Sia S(G) il gruppo delle permutazioni di G.
(a) Dimostrare che S(G) = S,.
(b) Dimostrare che la traslazione t, per g, data da t,(z) = gr per z € G € una
permutazione di G e che la mappa g — t, definisce un’azione di G su se stesso.
(c) (Cayley) Dimostrare che G & isomorfo ad un sottogruppo di S,. (Sugg. usare
l’azione della parte (b))

7. Sia G un gruppo finito di ordine 2n con n dispari. In questo esercizio dimostriamo
che G ammette un sottogruppo di indice 2.
(a) Dimostrare che G ha un elemento z di ordine 2.
(b) Sia g — t, 'applicazione dell’esercizio 6. Calcolare il segno della permutazione .
(c) Dimostrare che H = {g € G : il segno di t, ¢ pari} ¢ un sottogruppo di indice 2.



