Algebra I. 5. Sottogruppi, omomorfismi. Roma, 10 novembre 2010.
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Determinare quali sottoinsiemi sono sottogruppi:

(a) Q=0 C QF, (d) {T€Z:2=1 (mod d)} C Z% per d un divisore di n € Z~o,
(b) {xeR:z>1} CR*, (e) Dy C D, per d un divisore di n € Z~,
(c) {£1,+i} C C*, (f) {z € Q*: esistono a,b € Q tali che z = a® + b*} C Q*.

Dimostrare che un sottogruppo di un gruppo abeliano ¢ abeliano. Dare un esempio di un gruppo non
abeliano con sottogruppo abeliano non banale.

Siano G, G’ gruppi e sia f : G — G’ un omomorfismo. Dimostrare

(a) Se H & un sottogruppo di G allora f(H) = {f(h): h € H} & un sottogruppo di G’.

(b) Se H & un sottogruppo di G’ allora f~(H) = {h € G : f(h) € H} & un sottogruppo di G.

Sia G un gruppo finito e sia H C G. Provare: se H # () e se ab € H per ogni a,b € H, allora H ¢ un
sottogruppo di G.

Sia G un gruppo e sia g € G.
(a) Dimostrare che I'applicazione data da x — gzg~
(b) Sia H C G un sottogruppo. Dimostrare che gHg~

L& un endomorfismo di G.

L= {gxg=!:x € H} & un sottogruppo di G.

(a) Sia G un gruppo e sia {H, : @ € A} una famiglia di sottogruppi di G. Dimostrare che N, H, =
{h:h € H, perogniac A} & un sottogruppo di G.

(b) Sia G un gruppo e siano H C G e H' C G due sottogruppi. Dimostrare: se G = H U H' allora
G = H oppure G = H'.

(¢) Provare che il gruppo G = Z7, ha tre sottogruppi Hy, Hy e H3 diversi da G ma con HiUHsUH3 = G.

Dimostrare che le seguenti applicazioni sono omomorfismi:
(a) R* — R* x|z,

(b) Z/10Z — Z/5Z x (mod 10) — z (mod 5),
(c) (Z/10Z)* — (Z/5Z)*  z (mod 10) — x (mod 5),
(d) R — C* x +— cos(z) + sen(x)i,

(e) Z/4Z — (Z/5Z)* x 2%

(f) ¢c* — R* a+ bi — a® + b2,

Quali sono iniettive e quali suriettive? Determinare i nuclei e le immagini.

Sia G un gruppo. Dimostrare che 'applicazione F : G — G data da F(z) = 22 & un omomorfismo se

e soltanto se G & abeliano. Dimostrare che I’applicazione z — 2~! & un’omomorfismo se e soltanto se G
¢ abeliano.

(a) Siano G e Gy due gruppi con un solo elemento. Dimostrare che G; e G sono isomorfi.
(b) Come (a), ma G7 e G hanno due elementi.
(c¢) E anche vero quando G e G2 hanno tre elementi? quattro elementi?

Provare che
(Z12)" =2 Dy = P(X)

dove P(X) & linsieme delle parti di X = {0,1} con composizione la differenza simmetrica.

Sia G un gruppo e siano H e¢ H' due sottogruppi con le seguenti proprieta:
— hh/ =h'h per ogni h € H, h' € H',
-~ HNH' ={e},
— Per ogni g € G cisono h € H e h € H' tali che g = hh'.
Dimostrare che ’applicazione
f:HxH —G
data da f(h,h’) = hh’ & un isomorfismo.

Utilizzare I’Esercizio 11 e dimostrare che

R* = R>0 X {:l:l}



