Algebra I. 15. Quaternioni, anelli Euclidei. Roma, 22 gennaio 2011.

1. Sia H il corpo dei quaternioni. Siano z,y € Hdatidaz=1+i4+j—key=-2—j+k.
Calcolare = + y, 2y, 1/z e 7.

2. Un quaterniono “puro” e un quaternione della forma bi + ¢j + dk con b, c,d € R.
(a) Dimostrare che per un quaternione puro z si ha che 7 = —x.
(b) Dimostrare che ogni quaternione puro x di norma z¥ = 1 soddisfa 2% = —1.
(c) Dimostrare che gli zeri del polinomio X2 + 1 in H formano una 2-sfera. In particolare,
sono infiniti.

3. Scrivere ogni n = 20,21, ..., 30 come somma di quattro quadrati di numeri interi. Se possibile
scrivere n come somma di tre quadrati. Se possibile scrivere n come somma di due quadrati.

4. Nell’anello degli interi di Gauss Z[i], determinare il resto della divisione di 5 + 144 per 3 + 5i.
(Sarebbe meglio dire: “un” resto ...). Determinare med(5 + 144, 3 + 5i).

5. Sia R il sottoanello di C dato da R = Z[v/-2] = {a + by/—-2 : a,b € Z}. Sia N : K — Q
I'applicazione N : (R — {0}) — Z>; data da N(z) = 27.
(a) Dimostrare che per ogni z € C esiste y € R tale che [N(z —y)| < 3.
(b) Dimostrare che R = Z[/—2] & un dominio Euclideo.

6. Dimostrare che il sottoanello di C dato da R = Z[\/—5] = {a + bv/—5 : a,b € Z} non & un
dominio Euclideo.

7. L’anello di Hurwitz H,, ¢ il sottoanello di H dato da H,, = Z[3, j, k, ngﬁk]
(a) Verificare che Z[i, j, k, W] ¢ un sottoanello di H.
(b) Dimostrare che per ogni 2 € H,, sia © + T che 2T appartengono a Z.
(c) Dimostrare che per ogni z € H esiste « € H,, tale che la norma di z — « & minore di 1.

8. Siano R e K i sottoanelli del campo R. dei numeri reali, dati rispettivamente da R = Z[v/2] =
{a+b/2:a,bcZ}e K={a+b/2:a,bc Q}. Sia N: K — Q 'applicazione data da
N(a+bv2) = |(a+bv2)(a — bV2)| = |a® — 2b?|.

(a) Dimostrare che K ¢ isomorfo al campo quoziente di R.

(b) Dimostrare che N(zy) = N(x)N(y) per ogni z,y € K.

(c) Dimostrare che per ogni z € K esiste y € R tale che N(z —y) <
(d) Dimostrare che R = Z[v/2] & un dominio Euclideo.

N[

9. Sia ¢ = _1%\/?3 € C. Allora (? + ¢ +1 = 0. Sia R 'anello dato da Z[¢] = {a +b( : a,b € Z}.
(a) Dimostrare che R ¢ un anello Euclideo rispetto alla funzione N : (R — {0}) — Z>; data
da N(z) = 2Z.
(b) Sia p un numero primo diverso da 3. Dimostrare che p = % + zy + y? per certi z,y € Z
se e solo se p =1 (mod 3).

10. Sia Hj il gruppo moltiplicativo dei quaternioni di norma 1. Sia S l'insieme dei quaternioni

puri di norma 1.

(a) Dimostare che H; ¢ una 3-sfera, mentre S ¢ una 2-sfera in H.

(b) Dimostrare che se x € Hy e s € S, allora zsT € S.

(c¢) Sia h: Hy — S la mappa data da © — ziz. Dimostrare che h & ben definita e che per
ogni s € S la fibra di h, ossia 'insieme {z € H; : h(z) = s}, ¢ una circonferenza.

(d)*Dimostrare che la mappa h € suriettiva. (Si tratta della fibrazione di Hopf. Si veda
http://it.wikipedia.org/wiki/Fibrazione_di_Hopf).



