Algebra I. 11. Gruppo simmetrico, alternante. Roma, 18 dicembre 2010.
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Sia o il ciclo (aj as ... ay). Dimostrare che 0=! = (ay, ... as ay).

Esprimere le seguenti permutazioni in Sg come prodotti di cicli disgiunti. Calcolare gli inversi.

27, 53, 85, 22, 55 81,

1—9, 4—1, 7+ 2 1—8, 46, 7—09,
(a) 0’:{ (b) T:{
3—8, 6+—4, 9~—6. 3—3, 6—4, 9—T.

Scrivere il seguente prodotto di permutazioni come prodotto di cicli disgiunti:

(1964387)(1374862)(271).

. Calcolare il segno (o) per ogni o € S3.

Siano o, 7 € S, due cicli disgiunti. Dimostrare che o e 7 commutano, cioe o7 = 70.

. Siano 0,7 € S,.

(a) Sia a € {1,2,...,n} e sia b = 7(a). Far vedere che la permutazione oc7o~! manda o(a)
in o(b).

(b) Se 7= (ayay ... ai) & un k-ciclo, allora oro~! ¢ il ciclo (o(ay) o(az2) ... o(ag)).

(c) Dimostrare che se 7 & un prodotto di ¢ cicli disgiunti di lunghezze ki, ko, ..., k:, allora

questo ¢ vero anche per oTo L.

Siano o,7 € 5,. Dimostrare che se la permutazione o7 € un prodotto di ¢ cicli disgiunti di
lunghezze ki, ko, ..., k;, allora questo € vero anche per 7o.

Sia m un intero positivo e sia p un numero primo. Provare: se o € S,, ha ordine p, allora o ¢
un prodotto di p-cicli disgiunti.

. Sia n > 2. Dimostrare che .S,, contiene un sottogruppo isomorfo a D,,.

10.

(a) Trovare il pitt piccolo intero n tale che .S,, contiene un elemento di ordine 6.
(b) Esibire un intero n > 1 tale che S, contiene un elemento di ordine maggiore di n?.

Sia n > 3. Dimostrare che il centro di \S,, € banale.
Dimostrare che per nessun n > 3 i gruppi 5,, e A, X Zs sono isomorfi.

Siano k,n € Z, con 0 < k < n. Definiamo
H={oc€S,:1<0(i)<k perogniie{l,2,...,k}}.

(a) Dimostrare che H ¢ un sottogruppo di S, isomorfo a Sy X Sy,_.
(b) Dedurre della parte (a) che kl(n — k)! divide n!

Sia G il gruppo delle trasformazioni isometriche (cio¢ rotazioni e riflessioni in R?) che trasfor-

mano un tetraedo regolare ABCD in se stesso.

(a) Dimostrare che G ha 24 elementi.

(b) Ogni g € G permuta i vertici A, B, C' e D. Dimostrare che la mappa G — S4 che manda
g € G nella permutazione indotta, € un isomorfismo di gruppi.

(c) Sia dy, dy e ds i tre segmenti che uniscono i punti medi dei lati AB, BC e AC con
quelli dei lati opposti CD, AD e BD rispettivamente. Ogni g € G permuta dy, do e ds3.
Dimostrare che la mappa che manda g € G in questa permutazione € un omomorfismo
suriettivo G — S3. Determinarne il nucleo.



