Algebra I  Esercizi 1. Induzione, insiemi, funzioni. Roma, 14 ottobre 2010.
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Dimostrare per induzione che n® — n & multiplo di 3, per ogni n € N.

(a) Dimostrare per induzione che 3™ < n! per ognin > 7.
(b) Trovare ng € N tale che 4™ < ny!. Dimostrare per induzione che 4" < n! per ogni n > ny.

per ogni intero n > 1.

Dimostrare per induzione che 12 +22 4+ ... +n? = w

Dimostrare per induzione che la somma dei cubi dei primi n numeri pari ¢ uguale a 2n?(n + 1)2.

Dimostrare per induzione che, per ogni n € N, risulta >°"" ((4i +1) = (2n+1)(n + 1).

Siano Fy =0, Fy =1, ed F, = Fy_o + Fr_1, per kK € N, k> 2, i numeri di Fibonacci.

(a) Dimostrare che F2 + ...+ F2? = F,F,, 1 per ogni n > 1.

(b) Dimostrare per induzione che, per ogni n > 1, risulta che mcd(F,, F,41) = 1.

(¢) Dimostrare che Fy + F3 + -+ + Fy,_1 = Fy, per ogni n > 1.

Per n > 0 siano G,, i numeri definiti da Gy =1, G,, = G,,_1 + 2, per n > 1. Calcolare Gy, G2, G3, G4.

Chi sono i numeri G,,7

Per n > 1 siano H,, i numeri definiti da da H, = 1, H, = n+ H,_1, per n > 1. Calcolare H,, Hs,

Hs, Hy. Dimostrare per induzione che H,, = n(n + 1)/2 per ogni n > 1.

Siano A = {0,2,4,6,8,10}, B={0,1,2,3,4,5,6} e C = {4,5,6,7,8,9,10}. Determinare:

(a) AnBNC; (¢c) Au(BNCQC); (e) A—(B-0C);

(b) (AUB)NC; (d) (A—B)-C; (f) An(B-20C).

(a) Per ogni n € N sia A, = {m € N : m < n}. Determinare A4 N A5 N Ag N A7 e determinare
Ag U A5 U Ag U Ar.

(b) Per ogni n € N sia B,, = {m € Z : esiste un k € Z tale che m = kn}. Determinare B4 N Bs N Bg.

Costruire tre insiemi A, B, C per cui AN(BUC) # (ANB)UC.

Siano A, B sottoinsiemi di un insieme X e siano A¢ e B€ i complementari in X di A e B rispettivamente.

E vero che A°U B¢ = (AU B)¢? Dimostrarlo, o determinare insiemi A, B, X per cui non vale.

Siano A, B e C tre sottoinsiemi di X. Dimostrare

(a) AUBC AUBUC; (c) (A-C)n(C - B)=0;

(b) (A-B)-CC A-C; (d) (B—A)U(C—-A) = (BUC)—A.

Sia P(A) l'insieme delle parti dell’insieme A.

(a) Determinare P(0), P(P(0)). (b) Determinare P({0}) e P(P({0})).

Determinare le seguenti intersezioni infinite () [-2,1], N (=oo,n], ) [n,o0).
neN neN neN
Determinare le seguenti unioni infinite |J (—+,1), U (—oo,n], U [n,0).
neN neN neN

Siano A = {0,2,4,6,8,10} e B = {0,1,2,3,4,5,6}. e C = {4,5,6,7,8,9, 10}.

(a) Determinare due funzioni iniettive distinte f,g: A — B. Quante ce ne sono in tutto?

(b) Determinare due funzioni suriettive distinte f, g: B — A. Ne esistono di iniettive?

(c¢) Determinare due funzioni biiettive distinte f,g: B — C. Quante ce ne sono in tutto?

Sia f : N — N, definita da f(n) = 3n?. Determinare se f & iniettiva, suriettiva, biiettiva.

Sia f : Z — N, definita da f(n) = 3n? + 4. Determinare se f ¢ iniettiva, suriettiva, biiettiva.
Costruire una funzione f : N — Z tale che

(a) f & una iniezione ma non una suriezione. (b) f & una suriezione ma non una iniezione.
Se esiste, costruire una biiezione fra i seguenti insiemi.

(a) A={1,2,3} e B={7,8,10}; (¢) Ze{reZ:xe dispari};

(b) A={0,1} e B ={1}; (d) ReR—{0};

Costruire due insiemi finiti A, B C Z per cui #(A U B) # #A 4+ #B e due insiemi finiti C, D C Z per
cui #(C U D) = #C + #D.



