Teoria elementare dei numeri. 2. Calcolo modulo n; gruppi abeliani Roma, 13 ottobre 2007.

1.

(a) Per ogni T € Z7, calcolare l'ordine di T nel gruppo moltiplicativo Zj.
(b) Per ogni T € Z;3 calcolare l'ordine di T nel gruppo additivo Zj3.

(a) Supponiamo che n € Z~; ha la proprieta che med(n,10) = 1. Determinare la lunghezza
del periodo dell’espansione decimale di %

(b) Determinare i numeri naturali n € Z~; con med(n,10) = 1 che hanno la proprieta che il
periodo dell’espansione decimale di % ha lunghezza < 6.

Sia n un numero naturale e sia x € Z con mecd(z,n) = 1. Sia a l'ordine di x € Z} e sia k € Z.
Dimostrare che ordine di z* € Z* & uguale a a/mcd(a, k).

Sia n un numero naturale dispari.

(a) Dimostrare che H = {Z € Z% : *> = 1} & un sottogruppo di Z.
(b) Dimostrare che #H = 2% dove d ¢ il numero di divisori primi di n.
(c) Determinare H per n = 91.

Un numero naturale n € Z-; si dice numero di Carmichael se non € primo, ma soddisfa

2" 1 =1 (mod n) per ogni € Z con med(z,n) = 1.

(a) Dimostrare che 1105 e 1729 sono numeri di Carmichael.

(b) Supponiamo che n € Z~; abbia la proprieta che per ogni divisore primo p di n si ha che
p? non divide n, ma p — 1 divide n — 1. Far vedere che n ¢ primo oppure n ¢ un numero
di Carmichael.

Dimostrare che non esiste nessun n € Z~ tale che Z; = Zy X Zgy X Zy X Zs.

(a) Dimostrare che Zg, = Zy X Zy X Zs.
(b) Esibire elementi z1,x9,x3 € Z¥, di ordine 4, 2, 2 rispettivamente, con la proprieta che
ogni elemento di Zg, e prodotto di potenze di z1, z2, x3.

) Trovare le soluzioni in Z7 dell’equazione 2% = 2.

) Trovare le soluzioni in Zq7 dell’equazione z? = 2.
(c) Trovare le soluzioni in Z19 dell’equazione z? = 2.
)

)

)

Trovare le soluzioni in Z49 dell’equazione 22 = 2.
Trovare le soluzioni in Zszs3 dell’equazione z2 = 2.
Trovare le soluzioni in Zs; dell’equazione 22 = 2.

PER I SEGUENTI ESERCIZI E UTILE UN COMPUTER.

10. Siano n = 56492375429317645 e m = 986764526573.
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(a) Far vedere che med(n,m) = 1;
(b) Calcolare A, u € Z tali che An + pm = 1.
(c) Calcolare A, p € Z tali che An + pm = 2.

. Sian =10001 = 73 - 137.

(a) Fattorizzare p(n).
(b) Esibire, se esiste, un = € Z;, di ordine 17.
(c) Esibire, se esiste, un = € Z? di ordine 8.

Trovare le soluzioni dell’equazione 2% + 2 — 2 = 0 in Zs, Zy4, Zs, ... € in Zig24.
Calcolare una radice quadrata di —7 € Zjj9,. (Sugg. Usare la parte (a)).
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