Geometria 9. Matrici, nucleo, immagine. Roma, 1 novembre 2014.
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1. Sia g : R° — R~ l'applicazione data da g yi = (—21’ oyt Qz)' Calcolare

una base per ker(g) e una base per im(g).

2. Sia A la matrice n X n data da

01 0 0 0
0 01 0 0
0O 0 0 1 0
A=1. . . :
o 000 --- 1
0O 000 --- 0
(a) Sia f : R® — R data dalla moltiplicazione per A. Sia ej,eq,..., e, la base

canonica di R"™. Far vedere che f(e;) =0 e che
f(e;) =e;_q; peri=2,3,...,n.
(b) Per m > 0, sia f™ lapplicazione fo fo---ofesia A = A-A---A. Per ogni

m volte m volte

m > 0, calcolare la matrice A™ e determinare il nucleo e 'immagine di f™.

3. Sianon,m >1e

ail . an1 b1 ail Ce an1 bl
A= = o, b= e A=
AQ1m --- QAupm bm A1m -+ Qpm bm

(a) Dimostrare che il sistema di equazioni lineari

a1y + ... + apnixn, = b

aimT1 + ... + GpmTn = bm

ammette una soluzione se e solo se b & contenuto nello span delle colonne di A.
(b) (Rouché-Capelli) Dimostrare che il sistema di equazioni ammette una soluzione
se e solo se il rango di A’ € uguale al rango di A.
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4. Sia V ={ iQ eERY:z1+2y—23=0}esiaW={ 22 eV :ixg=ux4}.
3 3
X4 T4

(a) Osservare che W C V (!) e determinare la dimensione di W.
(b) Esibire un complemento W’ di W in R*.
(c) Dimostrare che per ogni complemento W’ si ha che dim(V nW') = 1.



