
Algebra 7. Successioni esatte, gruppi abeliani. Roma, 29 ottobre 2009
1. Sia A un gruppo abeliano finito.

(a) Dimostrare che A è ciclico se e solo se per ogni primo p il sottogruppo A[p] =
{a ∈ A : pa = 0} è ciclico.

(b) Dimostrare che A è ciclico se e solo se per ogni primo p il gruppo quoziente A/pA
è ciclico.

2. Siano A e B due gruppi commutativi finiti con la proprietà che

#{a ∈ A : ord(a) = k} = #{b ∈ B : ord(b) = k}, per ogni k ≥ 1.

Dimostrare che A ∼= B.

3. Per gli anelli finiti R = Z91, Z100, Z[i]/(9 − 2i) e Z3[X]/(X4 − 1), scrivere il gruppo
moltiplicativo R∗ come prodotto di gruppi ciclici.

4. Sia k un campo e sia

0 −→ V1 −→ V2 −→ · · · −→ Vn −→ 0

una successione esatta di spazi vettoriali su k. Supponiamo che dimkVi < ∞ per
ogni i. Dimostrare che

∑n
i=1(−1)idimkVi = 0.

5. Sia
0 −→ A1 −→ A2 −→ · · · −→ An −→ 0

una successione esatta di gruppi abeliani finiti. Dimostrare che
∏n

i=1 #A
(−1)i

i = 1.

6. Nel seguente diagramma commutativo le due righe sono esatte

0 −→ A −→ B −→ C −→ 0yf

yg

yh

0 −→ A′ −→ B′ −→ C ′ −→ 0.

(a) Dimostrare che se f è suriettiva e g è iniettiva, allora h è iniettiva.
(b) Dimostrare che se g è suriettiva e h è iniettiva, allora f è suriettiva.

7. Esibire, se esistono, omomorfismi f e g tali che la successione data sia esatta

(a) 0 −→ Z2
f−→ Z2 × Z8

g−→ Z8 −→ 0.

(b) 0 −→ Z4
f−→ Z2 × Z8

g−→ Z2 × Z2 −→ 0

(c) 0 −→ Z2 × Z2
f−→ Z2 × Z8

g−→ Z2 × Z2 −→ 0.

(d) 0 −→ Z4
f−→ Z2 × Z8

g−→ Z4 −→ 0.


