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1 Introduzione

2 Algebre di matrici

Un insieme £ C C™*" ¢ un’algebra di matrici se £ ¢ un sottospazio vettoriale di C™*™ («, 5 € C,
A,B € L = aA+ (B € L) e il prodotto di matrici di £ ¢ ancora una matrice di £ (A,B € L =
AB € L). Vediamo degli esempi di algebre di matrici.

Esempio 1: Algebre di gruppo, matrici circolanti
Sia G = {1,2,...,n} un gruppo con elemento identico 1. Si puo far corrispondere a G l'insieme
di matrici

L={AeC"": a;j=aij, i j, k € G}.

Una prima cosa da osservare ¢ che £ ammette la seguente altra rappresentazione
L= {A c (Can : aiJ = al,i71j7 Z,] S g},

dalla quale si deduce che una matrice in £ € in particolare univocamente definita dalla sua prima
riga, che puo essere arbitraria. E evidente che £ & un sottospazio vettoriale di C™"*™ di dimensione
n. Verifichiamo che & chiuso rispetto alla moltiplicazione di matrici. Siano A,B € L e i,j,k € G.
Allora

[ABlij = [AlisBlsj = > _[AlkiksBliski = Y _[Alkir[Blrkj = [ABlri k),

seg s€G reg

il che da’ la tesi.
Esercizio. L’insieme £ ¢ chiuso per inversione ? Cioe, A € £ non singolare implica A~' € £ ?

Vediamo un esempio di algebra di gruppo. Sia G il gruppo ciclico di ordine n, cioe G =
{1,2,...,n} con i « ¢g'~! i € G, dove g & un elemento generatore di G (si noti che g" = 1).
Studiamo la struttura dell’algebra di gruppo L corrispondente. Per definizione, per ’elemento

generico di A € L si deve avere

A1 gi—i = A1 j—i+1 j 2 /)
. — J— . . J— . J— ;9 »J
ah - al"fl' - aL i—1\=1(gqi—1) — aL n+l—igj—1 — . .

J i1y (g1~ 1) g g g gnti—i = Qppjoiv1 J <1i
E evidente che se j — i & costante allora rimane invariato I'elemento (i,j) di A; in altre parole A
deve essere una matrice di Toeplitz. Piu precisamente, dalle uguaglianze ottenute segue che A &
una matrice di Toeplitz definita univocamente dalla sua prima riga ed ha la seguente struttura:

a1k

a
A 1.k
at.k

a1k



cio¢ ha, per ogni k, nelle posizioni (1, %), (2,k+1),..., (n+1—k,n), (n+2—k,1), ... ,(n,k—1)
sempre lo stesso elemento aj ;. Una tale matrice A ¢ detta circolante [1]. Ad esempio, nel caso
n =4:
aiy a2 a3 a4
A— | M4 11 012 a13
a3 ai4 a1 a2
a2 a1z a4 a1l

Dunque, ’algebra di gruppo L corrispondente al gruppo ciclico di ordine n coincide con l'insieme
delle matrici circolanti n x n. Tale £ viene chiamata C.

FEsercizio. Dimostrare che 1’algebra di gruppo corrispondente al gruppo ciclico & commutativa,
ovvero che due generiche matrici circolanti dello stesso ordine commutano tra loro.

Esercizio [2]. Scrivere la matrice generica dell’algebra di gruppo £ corrispondente al gruppo
diedrale G di ordine 6: G = {1,2,3,4,5,6} = {e,r, 72, f, fr, fr?} dove r, f sono tali che 73 = f2 = e,
rfrf = e. Osservare che £ non ¢ commutativa.

Esempio 2: Il commutatore di una matrice
Sia X una matrice n X n a elementi in C. Sia

L={AeCT™": AX = XA}.

E semplice mostrare che £ & un’algebra di matrici chiusa per inversione. In generale le matrici di £
non commutano tra loro (si prenda X = I).

Esercizio [3]. Siano x e J le seguenti matrici n x n

01 1
10 1 .1
X = 10 - ,J = (1)
1
1 10

(gli elementi non scritti si intendono zeri). Sia C + JC l'insieme {A+ JB: A,B € C"*"NC}.
i) Osservare che {4 € C"*" : AJ = JA} coincide con I'insieme delle matrici centrosimmetriche.
ii) Dimostrare che C+JC = {4 € C"*" : Ax = xA} ed osservare che C+ JC non ¢ commutativo.

Esempio 3: Lo spazio dei polinomi in una matrice
Sia X una matrice n x n a elementi in C. Dato un polinomio p(t) = ag + ait + ...+ axt*, con il
simbolo p(X) intendiamo la matrice agl +a; X + ...+ arX*. Sia

L={p(X)} ={p(X) : p=polinomi di grado k, k € N}.

E semplice mostrare che £ ¢ un’algebra di matrici commutativa la cui dimensione & data dal grado
del polinomio minimo di X ed ¢ quindi minore o uguale ad n. Si dimostra inoltre che £ & chiusa
per inversione, cio¢ se A € £ & non singolare, allora A~! € £ (suggerimento: utilizzare il teorema
di Cailey-Hamilton applicato ad A).



Un’algebra di questo tipo € 'algebra di gruppo C delle matrici circolanti. Dimostriamolo. Sia
IT la matrice circolante n x n la cui prima riga ¢ il vettore [010 --- 0]. E semplice osservare che la
matrice Y p_; axII¥ 71 & circolante per ogni scelta degli ay ({p(II)} C C), e che la generica matrice
circolante, quella la cui prima riga ¢ il generico vettore [a11 aj2 -« aiy], si puo scrivere nella forma
Sy a1 IIF1 (C € {p(I)}). In altre parole, vale 'uguaglianza C = {p(II)}.

Esercizio. Scrivere la generica matrice degli spazi dei polinomi nelle matrici J e x in (1).

FEsercizio. Studiare 'insieme C_q dei polinomi nella matrice II_; ottenuta modificando il valore
dell’elemento (n,1) di Il da 1 a —1. C_; & noto come lo spazio delle matrici (—1)-circolanti [1].

C’¢ una relazione tra il commutatore di X e lo spazio dei polinomi in X, studiata nei dettagli
ad esempio in [4]. In particolare vale il seguente

Teorema 2.1 Sia X una matrice n X n a elementi in C. Allora {p(X)} C {A: AX = XA} e
dim{p(X)} <n < dim{A: AX = XA}. Inoltre, gli spazi {p(X)} e {A: AX = XA} coincidono
se e solo se dim{p(X)} = n se e solo se dim{A : AX = XA} = n, e in tal caso X si dice non
derogatoria.

Ci sono diverse condizioni equivalenti per la non derogatorieta di una matrice X. Ad esempio,
una matrice € non derogatoria se e solo se ad ogni suo autovalore corrisponde un solo blocco di
Jordan (ovvero, i polinomi minimo e caratteristico di X coincidono) [4], oppure se e solo se {p(X)}
ha la struttura di uno spazio di classe V [5]. Piu semplicemente, ogni qual volta si ha

p polinomio, p(X)=0 = degp>n,

la matrice X & non derogatoria. Ad esempio, la matrice J in (1) soddisfa I'identita J? — I = O,
quindi & derogatoria (Vn > 2).

Esempio 4: Le matrici triangolari di Toeplitz
Sia Z la seguente matrice lower-shift n X n

0
1
Z = 1 . (2)
10
Si noti che la moltiplicazione di Z per un vettore v = [vguvy --- vn_l]T € C"™ sposta in giu le sue
componenti, Zv = [0vg vy --- vn_2]’. Sia L lo spazio delle matrici che commutano con Z. Studiamo

nei dettagli tale spazio, che ovviamente ¢ anche un’algebra. Sia A € C"*™ generica. Allora

a2 - aip O 0 - 0

a“TLQ . ann 0 anfll o aniln
Imponendo 'uguaglianza di AZ con ZA si ottengono le condizioni a19 = a13 = ... = a1p = Q2p =
coo=ap_1p=0ea;jr1=0a;-15,1=2,...,n,7=1,...,n—1, dalle quali si deduce la struttura di

4



A € L: A deve essere una matrice triangolare inferiore di Toeplitz del tipo

ail
a1 011
A= | a3 a2 an
Gn1 : as;y a1 ail

Ne segue in particolare che dim{A : AZ = ZA} = n e, quindi, per il Teorema 2.1, si ha anche
lidentita {A: AZ = ZA} = {p(Z)}. Effettivamente, se si esaminano le potenze di Z ci si accorge
che la matrice triangolare di Toeplitz A di cui sopra coincide con il polinomio Y ;_; a1 Z k=1

Osserviamo che l'inversa di una matrice triangolare inferiore di Toeplitz ¢ ancora triangolare
inferiore di Toeplitz (per quanto detto negli Esempi 2 e 3), ed & quindi anch’essa definita dalla sua
prima colonna.

Esempio 5: Algebre di matrici simultaneamente diagonalizzabili
Sia M € C™*™ una matrice non singolare. Sia £ lo spazio delle matrici simultaneamente diago-
nalizzate da M, cioe

L=sdM:={MDM™': D = matrici diagonali , Dy € C, Vi}.

E evidente che £ & una algebra di matrici commutativa. Questo risultato segue anche dall’osservazione
che £ puo essere rappresentata come l'insieme dei polinomi in una matrice X; e sufficiente scegliere

X = MDM™! con D matrice diagonale con elementi diagonali distinti. Non & vero il contrario,

cio¢ non & vero in generale che uno spazio del tipo {p(X)} sia esprimibile nella forma {M DM ~1}

per qualche matrice M non singolare. Ad esempio, non puo essere vero per {p(Z)}, l'insieme delle

matrici triangolari inferiori di Toeplitz, perché la matrice Z in (2) non ¢ diagonalizzabile.

Esercizio [5], [7]. Sia v € C" tale che (MTv); # 0, Vi. Dimostrare che A € £ & univocamente de-
terminata dal vettore v! A, ovvero provare che A € L se esolose A = Md(M™TATv)d(MTv)"*M~1,
essendo d(z) la matrice diagonale con elementi diagonali le componenti del vettore z. In particolare,
se v = ey, allora ogni matrice di £ ¢ univocamente determinata dalla sua h-esima riga. Formulare
analoghe affermazioni nel caso (M ~!v); # 0, Vi (in tal caso A & univocamente determinata dal
vettore Av).

Nel seguito descriveremo nei dettagli alcuni esempi di algebre {M DM '} di matrici simultane-
amente diagonalizzate da una matrice M. In tali esempi la matrice M & unitaria, M7 = M~ e
definisce una trasformata discreta veloce, cioé ogni prodotto matrice-vettore Mz, Mz, z € C",
¢ calcolabile effettuando non piu di O(nlogn) operazioni aritmetiche. Inoltre mostreremo che
per A in tali algebre oppure per A triangolare di Toeplitz le operazioni prodotto matrice-vettore
Af e risoluzione sistema lineare Ax = f possono essere eseguite al basso costo computazionale di
O(nlogn) operazioni aritmetiche, utilizzando procedure alternative a quelle standard. Questa carat-
teristica puo essere utilizzata per rendere piu efficiente la risoluzione numerica di diversi problemi
matematici, anche non di algebra lineare. Vedremo gia in questo capitolo una prima interessante
applicazione delle algebre di bassa complessita computazionale, nel calcolo dei numeri di Bernoulli
[8].



2.1 Algebre di matrici simultaneamente diagonalizzate da trasformate discrete
veloci unitarie

Ad ogni matrice unitaria M corrisponde I'algebra di matrici £ = {M DM ~!}, chiusa per inversione
e per trasposizione coniugata. Se M é reale, le matrici di £ sono simmetriche ed esiste una base per
L costituita da matrici reali. Vedremo presto che quest’ultima affermazione puo essere vera anche
se M non é reale. Le algebre descritte nel seguito sono quelle corrispondenti a trasformate unitarie
non reali di tipo Fourier, e reali di tipo Hartley e trigonometriche. Altre algebre, corrispondenti ad
altre trasformate unitarie, sono di interesse. Menzioniamo in particolare quelle corrispondenti alle
trasformazioni di Householder, che tra 1’altro sono di complessita computazionale minima O(n), di
cui una applicazione in ottimizzazione numerica ¢ descritta in [9].

Le algebre C, C_1, C4, e la trasformata discreta di Fourier (DFT)
Sia II la matrice n x n circolante con prima riga [0 1 0 --- 0]. Sia e ¢ il vettore di C" le cui
componenti sono tutte uguali a 1. Allora Ile = e = le. Inoltre, per w € C si ha

1 w 1
w w2 w
1I w? = =w ,
. wn—l w -2
wnfl 1 wnfl

dove l'ultima uguaglianza vale se w™ = 1. Piu in generale, se w™ = 1, valgono le seguenti identita
vettoriali '
1 wJ 1
w’ . , Wi _
1I . = w(n_l)j =w’ . ,j=0,1,...,n—1,
wmn=1i 1 (=1

che, messe insieme, diventano l'identita matriciale IIW = W D »-1 coinvolgente le matrici Dy n-1
e W definite qui di seguito:

1 T 1T -1 1
1 J n—1
Dynos = w | W= w w w |
w1 1 w1 . w(n—l)j . w(n—l)(n—l)

Scegliendo w anche tale che w’ # 1, 0 < j < n, la matrice diagonale D; -1 viene ad avere sulla diag-

onale tutti gli autovalori di II, che risultano dunque distinti, e le colonne della matrice W vengono ad

essere corrispondenti autovettori, unitariamente ortogonali (IT ¢ una matrice normale e autovettori

corrispondenti ad autovalori distinti di una matrice normale sono unitariamente ortogonali [4]).
Un risultato pitt completo € riportato nella seguente

Proposizione 2.2 Sia w € C tale che w” =1, w/ # 1 per 0 < j < n, e W € C™ " la matrice
W = (w=DU=n._ . Allora WHW = nl.



Dimostrazione. Poiché |w| =1, w = w™!, si ha

WHWij = (WW]gj = 3 W[ Wl = 3 @ EDGED0T = 5 7 (0070 = 3 J(wr =)t
k=1 k=1 k=1 k=1

Quindi [WHW];; =nsei=j, e [WHW],; = @ " 0 sed # j (si noti che lipotesi w’ # 1 per

1-wi—?

0 < j < n & essenziale per rendere 1 —w’/~* # 0 se j #14). O

Da ora in poi si suppone w tale che w™ = 1, w/ # 1 per 0 < j < n. Per il risultato della
Proposizione, possiamo dunque dire che la seguente matrice (simmetrica) di Fourier

1 ) . )
F = %W’ W= (0=ye or =10 #£1,0<j <n, (3)
¢ unitaria, i.e. FEF =1,
Esercizio. Provare che F? = JII (J & la matrice di permutazione Jey = e, 1_x, k= 1,...,n,

gia considerata in (1)). Ne segue che F'! si ottiene da F' permutando le sue colonne (righe), infatti
FH = JIIF = FJI. Dimostrare che se \ ¢ autovalore di F allora \ € {1,—1,1, —i}, essendo i
I'unita immaginaria.

L’identita matriciale soddisfatta da II e da W puo essere ovviamente riscritta in termini di F,
cio¢ si ha che IIF' = FD{ »-1. Quindi otteniamo 1'uguaglianza

II=FDyn1F1

da cui segue che la matrice di Fourier diagonalizza la matrice II (F7IIF & diagonale), o, pili precisa-
mente, che le colonne della matrice di Fourier formano un sistema di n autovettori unitariamente
ortonormali per la matrice I1 con corrispondenti autovalori 1,w, ... ,w™ t, essendo w una radice
n-esima principale dell’unita. Ma se F' diagonalizza II, allora diagonalizza tutti i polinomi in II,
ovvero tutte le matrici circolanti n x n. Piu precisamente, chiamata C(a) la matrice circolante con

prima riga al, C(a) = > 7_; axII¥ 71, si ha che

n
Zak FDqn- W FH Zalefwnl 1 :Fdiag(Zakw(jfl)(kfl),jzl,...,n)FH.
k=1 k=1

Quindi, C(a) = Fd(Wa)F! = \/nFd(Fa)F" = Fd(FTa)d(FTe;)"'F!, dove a = C(a)’e;.

Esercizio. Sia II_; la matrice n x n (—1)-circolante con prima riga [010 --- 0]. Procedendo
analogamente al caso circolante cercare una matrice M unitaria tale che C_; = {MDM~!: D =
diagonali}. (Nota: M si ottiene da F' moltiplicando le sue righe, dalla prima alla n-esima, rispetti-
vamente per 1, p, ..., p"~ !, dove p & una radice principale n-esima di —1). Piu in generale, posto
Iy = ZT + ¢enel, ¢ € C, e considerato 'insieme Cy dei polinomi in IIy, dimostrare che Cy =
{MDM™': D = diagonali} con M = D,F per una opportuna matrice diagonale Dy, e che M &
unitaria se |¢| = 1. Osservare quindi che Cy(a) = >_)_, akﬂljfl, la matrice ¢-circolante la cui prima

riga ¢ al, ammette la seguente rappresentazione: Cy(a) = DyFd(FDya)d(FDge;)  (DgF)~*

FEsercizio. Sia T una matrice di Toeplitz n x n, i.e. T = (ti_j)ffj:l, per certi t, € C. Mostrare
che T'= A+ B dove A & una matrice circolante e B ¢ una matrice (—1)-circolante.



Proposizione 2.3 Dato z € C", la complessita del prodotto matrice-vettore Fz & al pitt O(nlogn).
Tale operazione ¢ chiamata trasformata discreta di Fourier (DFT) di z. Come conseguenza, sia il
vettore prodotto matrice-vettore C(a)z che la soluzione del sistema lineare C(a)x = f, f € C”, sono
calcolabili effettuando due DFT (dopo il pre-calcolo della DFT Fa), e, quindi, con al pitt O(nlogn)
operazioni aritmetiche. Analoghe affermazioni valgono piu in generale per Cy4(a).

Osservazione. Come conseguenza della Proposizione 2.3 e dell’ultimo esercizio, si puo dire che
anche il prodotto matrice di Toeplitz n x n per vettore ¢ calcolabile con al pitt O(nlogn) operazioni
aritmetiche. Questo risultato ci permettera di introdurre un metodo di costo O(n logn) per il calcolo
della prima colonna dell’inversa di una generica matrice triangolare inferiore di Toeplitz, ovvero per
la risoluzione dei sistemi triangolari di Toeplitz. Non € invece noto un algoritmo che risolve sistemi
di Toeplitz generici Tx = f con al pit O(nlogn) operazioni aritmetiche, a meno che nel conto delle
operazioni si omettano quelle fatte su T e non su f, e questo € vero anche se si suppone T' simmetrica
(si vedano gli argomenti precondizionamento di matrici di Toeplitz e formule di dislocamento per
linversa di matrici di Toeplitz, entrambi trattati pitt avanti). Piu precisamente, il problema sta
nel fatto che il calcolo del vettore (o dei vettori) che definiscono I'inversa di 7" richiede in generale
pitt di O(nlogn) operazioni aritmetiche, se T' non ¢ triangolare. Si veda ad esempio il caso, pur
favorevole, in cui 7' ¢ definita positiva, trattato in [10], in cui un solo vettore (la prima colonna di
T~!, come nel caso triangolare!) definisce 7.

Dimostrazione. Sia n divisibile per 2. Poiché 'elemento (i, k) di W & w~D*=1) ¢ Pelemento k di
z € C" e z, si ha

(Wz); = S0 wlDE-1, = 2:?/2 WE=D@2) 5 14_23"/2LU@41)@j44)sz
_ En/2( )z (G- 1),22 1+Z”/2 (-1)(20G— 1)+1)22J
S O I e S

Si noti che w ¢ di fatto una funzione di n, cioé la giusta notazione per w dovrebbe essere w,,. Allora

w? = w? ¢ tale che (W2)™? =1 e (W2)' #1, 0 < i < n/2; in altre parole w? = Wy /o (OVvero wi &

radice n/2-esima principale di 1). Quindi, abbiamo le identita

n/2 ‘ ‘ ‘ n/2 ‘ ‘
(Whz); = ng/gl)(rl)z%_l + Wil Zws/glm_l)zgj, 1=1,2,...,n. (4)
j=1 j=1
Ne segue che, peri=1,..., 3,
z1 29
z i— z.
(Whnz)i = (W s S+ W i Wae | 7 D
Zn—1 Zn



Inoltre, ponendo i = § +k, k=1,..., %, in (4), otteniamo

2 Z(G-1) (k—1)(j—-1 oo 9 ZG-1) (h—1)(j—1
Waz)ge = Sl w0 Ve twdel S wry w0 ey
2 (k—=1)(j—-1 _ 2 (k=1)(j—-1
— Z?ilwi/Q ) )ZQJ,_1 . 12?41%(1/2 ) )ZQj
21 29
z _ z
= Wy )k —wk YW/ e k=1,
Zn—1 Zn
uindi, si ha 1l seguente risultato
Quindi, si ha il seg sul
1
I _D n_1q W O w
— lw,? n/2 L n
an [ I -D n_q |: 0] Wn/2 :| ana D1w2_1 , (5)
lw,? n_y
Wn,

dove @, ¢ la matrice di permutazione Q,z = [21 23 - 2n_1 22 24 - 25)’. Per la formula (5), che
rappresenta W, in termini di due matrici W, 9, se ¢, denota la complessita del prodotto matrice-
vettore F,z, F),, = ﬁWn, allora

¢n < 2¢,/9 + 10, 1 costante,

e questo implica ¢, = O(nlogyn), se n & una potenza di 2. Nel caso n sia divisibile non per 2 ma
per b > 2, con un procedimento simile a quello visto sopra si ottiene una rappresentazione di W,
in termini di b matrici W, s, (trovarlal). Se n & una potenza di b da tale rappresentazione si deduce
un algoritmo per il calcolo di W,z di costo O(nlog,n). O

Le algebre di tipo Hartley e le corrispondenti trasformate discrete
Ovviamente, ogni volta che una matrice n x n M, unitaria non singolare, definita per tutti gli
n, soddisfa una identita del tipo

Mn/b
M,, = | sparse matrix : [ permutation matrix |, (6)
Mn/b

per ogni b divisore di n, si puo dire che i prodotti matrice-vettore M,z e M, 'z possono essere
calcolati con al piu O(nlogn) operazioni aritmetiche, e, di conseguenza, ’algebra corrispondente ad
M, L ={MDM™ '}, acquista interesse. Come abbiamo gia visto, l'identita di cui sopra & verificata
per M =trasformata di Fourier F, e, quindi, pili in generale, per M = DyF'. Ma essa ¢ verificata
anche per altre matrici M ed, in particolare, se M ¢ una qualsiasi delle otto trasformate discrete
unitarie reali di tipo Hartley (vedi [11]).

Sia cas ¢ = cos ¢ + sin¢. Poniamo
H, = L(caus 22%)"*1 KI'= —(cas

\/ﬁ 4,7=0"

(20 +1)(2) + ) -l

Gn = o i,j=0"

(cas

1
NG



Le matrici H,, K, G, sono matrici unitarie reali. Si noti che G,, & anche persimmetrica. Proce-
dendo in maniera analoga al caso della matrice di Fourier, si puo dimostrare che le matrici Vs, =
vV2nHop,, 2nK2Tn, V2nGap, V2nKs, possono tutte essere espresse in termini di due matrici V,
tramite la seguente identita

Vo O

VQ”:S[ o V

] Qon, S sparsa.

3

E sufficiente infatti porre

g I X o X =Rk se V,=+nH,
7 x| VX =R, se V,=mKIl "~

X Y X=R{,)Y=R_, N=J se V,, =vnG,
S = , con ~ ~
-YN XN X=R,, Y=R_, N=Jl; se V,=nk,

dove Ri = d(c) + d(s)JII, ¢;, = cos h—rzr, sp = sin h—rf, R, = d(c) +d(s)J, ¢, = cos (Qh;:)ﬂ, Sp =
sin W, Ry = d(c) £d(s)J, ¢, = cos W, sp = sin W, Ry = d(c) £d(s)JII_y, cp
%, sp = sin %, e h ogni volta varia tra 0 e n — 1.

Si noti che, piu in generale, ¢ possibile esprimere V,,,, in termini di m matrici V;, [11].

Da queste considerazioni segue che le algebre £ = sd ﬁVn sono costituite da matrici di bassa
complessita, ovvero, se A € L e z € C" allora i vettori Az, z € C", e x tale che Ax = f, f € C",
sono calcolabili con al pitt O(nlogn) operazioni aritmetiche. Ha per questo interesse studiare la
struttura delle matrici di tali algebre. Per farlo si possono utilizzare convenientemente gli spazi
Ciy={AcCy: A=AT}y e CK ={A € Cyy: A= —AT} [11], e cosi si ottengono le prime

quattro algebre di tipo Hartley:

COS

sd H, =C5 + JIC® | sdKI' =c%+Jc%K, sdG, =% +JCK, sdK, =C% + JI_,C5K.

Le rimanenti quattro algebre Hartley-type sono associate a trasformate parenti stretti di quelle gia
considerate [11]:

sd Ho Il = C5+JMCS, sdKIT,=C%+JC%, sdG,l, =C5 +JC%, sdK,IF =C5% +JI_,C%,

V2 I —J

1 I J 1
I, = — R 2
"= V2 AR
_J 7 J I

Studiamo l’algebra v := sd G, un po’ meglio. Possiamo innanzitutto osservare che per n = 2 + 4s
ciascuna riga di G, ha almeno un elemento nullo, mentre per tutti gli altri valori di n si ha che
[Glir # 0, VEk. Cio ¢ come dire che le matrici di 7 sono — come accade per le ¢-circolanti —
univocamente determinate da una loro riga (e in particolare dalla loro prima riga), ovvero vale la
rappresentazione v = {Gd(GTz)d(GTe;) 'G~!: z € C"} se e solo se n # 2 + 4s. Per n = 2 + 4s,
invece, una combinazione di piu righe di A € + & necessaria per definire univocamente A. Ad
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esempio si osserva che la somma delle righe prima e ultima di A €  definiscono A per ogni n, cioe,
Vn, vale la rappresentazione

v ={Gd(GTz)d(GT (e; +e,)) 'G7!: zc C"}.

La struttura delle matrici di + ¢ rivelata pitl chiaramente dall’identita v = C* 1+ JCff , dimostrata
n [11]. Con C%; si intende 'algebra delle matrici (—1)-circolanti simmetriche n x n, e con C si
intende lo spazio delle matrici (—1)-circolanti antisimmetriche nxn (una matrice A ¢ antisimmetrica

se AT = —A).
FEsercizio. Dimostrare le uguaglianze K, = RxH, e G, = RWKHT .

Esercizio. Si provi che lo spazio C° 1+ JCf{( e una algebra di matrici commutativa. Si provi
I'uguaglianza v = C%, + JCK.

Esercizio. Sia C° Dalgebra delle matrici n x n circolanti simmetriche. Si provi che lo spazio
n = C% 4 JC¥ ammette la rappresentazione n = {A: Ax = YA, AJ = JA}. L’algebra di matrici
commutativa 7 ¢ un altro esempio di algebra di Hartley [11]. Le matrici di 7 sono univocamente
definite dalla loro prima riga, cio¢ esiste M unitaria reale tale che n(a) = Md(MTa)d(MTe;)" M1,
dove n(a) € n e efn(a) =a’ (M = K!I,).

Esercizio. E possibile scrivere una matrice di Toeplitz simmetrica come somma di due matrici
Hartley-type? E una matrice triangolare di Toeplitz?

L’algebra delle matrici 7 e la trasformata discreta seno (DST)

L’algebra di matrici 7, studiata nei dettagli in questa sezione, ¢ solo una delle 16 note algebre
trigonometriche o di Jacobi [12], [35], [37]. Allo stesso modo, la trasformata seno, che diagonalizza
T, € solo una delle 16 note trasformate discrete trigonometriche, di tipo seno e di tipo coseno. Tutte
tali 16 trasformate hanno complessita O(nlogyn) (anche se, in genere, non soddisfano esattamente
una uguaglianza del tipo (6)).

Definiamo ’algebra 7 introducendo una sua base. Si consideri la seguente matrice tridiagonale
nxmn
01
1 01
Z+ 7" = 10 - . (7)
o1

10
Posto J; =1 e Jo = Z + ZT, si nota che el J; = el el J, = el. Inoltre, poiché

1 1 0 1
0 1 0 1
2 1

—
—_ o = O

(Z+2") = +1,

— o N O

1 1
.20 .10
101 100

abbiamo e] (Z + Z1)2 —1)=[0010--- 0] = el. Siponga allora J3 = (Z + Z1)2 — I = Jo(Z +
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ZT) — Jy; si ha el J3 = el. Pitiin generale, si ponga J;41 = J;(Z +2Z7) — J;1,i=2,3,...,n— 1.
La matrice J;;1 ¢ un polinomio in Z + Z7 di grado i con la proprieta e J; ;1 = e;fFH.

Per dimostrare tale proprieta delle Ji, supponiamo di sapere che elTJj = ejT, j=1,...,i (ed
effettivamente lo sappiamo per i = 1,2); allora da cio segue subito che

el Jisi=el (Li(Z+Z")—Jim)=(e](Z+Z")—el | =(e] | + e;ﬂl) —el | = e;ﬂr

Poiché le matrici Jy,Jo,...,J, sono linearmente indipendenti, possiamo dire che esse generano
I'insieme {p(Z + Z T)} di tutti i polinomi nella matrice Z + Z7. Tale insieme ¢ 1’algebra 7.

Inoltre, poiché el J;, = ek, ogni matrice di 7 ¢ univocamente definita dalla sua prima riga, e
dati aj, € C la matrice di 7 la cui prima riga ¢ a’ = [a; --- a,] & 7(a) = S opq ak .

Troviamo una rappresentazione della matrice 7(a) in termini dei suoi autovalori e autovettori.
Innanzitutto si osserva che valgono le seguenti uguaglianze vettoriali:

01
Lo 1 sin %Jrﬂl . sm%t}
sin an B g sin nil .
1 . ' = 2cos ) . , i =1...,n.
0 1 . )
s njmw s onjw
10 S5 ST

Tali n uguaglianze possono essere riscritte come una unica uguaglianza matriciale (Z + Z7)S = SD
dove S e la matrice
2 . yT
sin ,
n+1 n+1

SZ]: l)]:177n7 (8)

e D ¢ la matrice diagonale con elementi diagonali distinti D;; = 2 cos -2~ +1’ j=1,...,n. Sinoti che
la matrice S, chiamata matrice seno, € reale, simmetrica e unitaria (provare a dimostrarlo!).

Esercizio. Sia Fy,41) la matrice di Fourier di ordine 2(n + 1). Dimostrare che Fy;,41) e la
matrice seno S n x n verificano la seguente identita:

o o o of
. 0 S 0 -SJ
I(I - F22(n+1))F2(n+1) 1o of o oF

0o -JS 0 JSJ

(si noti che F 2(n+1) ¢ una matrice di permutazione). Come conseguenza, una trasformata seno

puo essere calcolata effettuando una trasformata discreta di Fourier, ovvero con al pitt O(nlogn)
operazioni aritmetiche.

Quindi, le colonne della matrice seno S formano un sistema di autovettori unitariamente ortonor-
mali per la matrice Z+Z7T. In altre parole, la matrice unitaria S diagonalizza Z+Z7 e, ovviamente,
diagonalizza ogni polinomio in Z 4+ Z7, i.e. ogni matrice di 7. Riassumendo, si ha che

Z+ZT:SDS’ Jk:pkfl(z—i-z s T—{S Zakpk 1 S akEC}—SdS
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ed ¢ evidente che la matrice di 7 con prima riga a’ ammette la seguente rappresentazione
n
7(a) =Y apdi = Sd(STa)d(STe;) 1S
k=1

Da questa formula per 7(a) segue che prodotti matrice-vettore coinvolgenti matrici 7 e la risoluzione
di sistemi lineari con matrici dei coefficienti in 7 hanno complessita al pit O(nlogn).

Concludiamo con una osservazione utile per capire rapidamente la struttura delle matrici di 7.
Per il Teorema 2.1 ogni matrice A dello spazio 7 deve commutare con la matrice Z + Z7, o, pitl
precisamente,

r={AeC™": A(Z+27)=(Z+27)A}.

Ma cio & equivalente a richiedere che gli elementi di A soddisfano le seguenti n? condizioni di somma
i croce

Gij—1+ Gij41 = Gi-1j + aiyrg, 5,7 =1,...,n,
dove si suppone ag j = ant1,; = a0 = Aint1 =0, 4,5 = 1,...,n. Possiamo usare tali condizioni e il
fatto che le matrici di 7 sono sia simmetriche che persimmetriche per scrivere 7(a), per un generico
vettore a = [aj az --- a,]’. Per esempio, per n =4 ed n = 5,
- al as as ayq as
aq a9 as aq
a9 CL1+CL3 CL2+(Z4 (13+(15 a4
as ay1+as as+ayg as
T(a) = , (@)= | a3 ax+ay ar+az+as ax+ay az |,
az az+a4 ay+ag ap
ay as-—+as as + ay a1 +as as
a4 as a2 ay
- as a4 as az ai
01 0 0] 0010 00 01
1010 01 01 0010
= I = = =
=1, 0 010 1|75 1010/ 0100/’
0 01 0] 01 00 10 00

e cosl via.

Esercizio. Provare che per n pari la matrice Jo = Z + ZT & invertibile, e calcolare I'inversa.

Risoluzione. Sappiamo che se Jy & invertibile, allora J, Ler (dal fatto che J, commuta con
Z + Z7 segue che anche J; ! commuta con Z + Z7). Quindi J; ' = 7(z) per qualche z € C", e
la tesi equivale a far vedere che esiste z per cui 7(z)Jo = I. Ma l'identita matriciale 7(z)Js = I ¢
equivalente all'identitd vettoriale z7Jo = e Cosi, per esempio, per n = 4 abbiamo la condizione

01 00
101 0
[21 22 23 24] 010117 [1000],

0 01O

che implica 21 =0, 29 =1, 23 =0, z4 = —1, e, quindi,
0 1 0 -1

-1 1 00 0 o
B =1 0 00 1 | TR

-1 01 O
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Studiando i casi n = 6,8, ... si deduce la formula generale per J, ! (trovarlal).

Esercizio. Sia T una matrice di Toeplitz simmetrica n xn, i.e. T = (t\i—j\)ffj:p per certi t;, € C.
Mostrare che T'= A + B dove A & una matrice 7 di ordine n e

0 0 O
B=|0 R 0|, RernCin2x(n=2),
0 0 0
FEsercizio. Mostrare che la matrice ee’ = (1)%:1 non appartiene a 7. Trovare una algebra

n-dimensionale del tipo {p(X)}, X = Z + ZT + cerel + penel, per cui ee € {p(X)}.
FEsercizio. Scrivere I'inversa della matrice di 7 la cui prima rigae [4100--- 0].

Classi di algebre di matrici: algebre di Hessenberg e di tipo Toeplitz pitt Hankel

Data X n x n di Hessenberg inferiore si consideri 1'algebra Hx = {p(X)} dei polinomi in X. Si
puo facilmente dimostrare che se X; ;11 # 0 Vi, allora Hx ha dimensione n (X & non derogatoria),
¢ generata da matrici Ji tali che elTJk = ef, k=1,...,n, e, quindi, per ogni a € C" & ben definita
Hx(a), la matrice di Hx la cui prima riga ¢ a’. Le algebre Hx sono chiamate di Hessenberg in
[13], [14] ed ivi utilizzate per unificare diversi risultati particolari su formule di dislocamento per
la rappresentazione efficiente di matrici Toeplitz plus Hankel-like (ottenuti negli anni 70-90) e per
ottenerne di nuovi. E evidente che le algebre trigonometriche, come 7, e le algebre ¢-circolanti,
come C, C_q, Cp, sono particolari algebre di Hessenberg.

Anche le otto algebre di tipo Hartley non sono altro che esempi particolari di una classe di
algebre significative, studiata in [15]. Lo studio in [15] nasce dall’osservazione che ogni algebra
contenente la matrice X = Ilg + Hg + cejel + penel avrebbe potuto essere coinvolta in una
rappresentazione efficiente dell’inversa di una matrice Toeplitz piu Hankel T'+ H e questo perché il
rango di (T + H)™'X — X (T + H)~! (il rango di dislocamento di (T + H)~!, rispetto all’operatore
commutatore in questo caso) ¢ indipendente da n. Quindi, in [15] si ottengono esplicitamente,
al variare di f3,¢, ¢, tutte le algebre £ contenenti X (con base Jj tale che er{Jk = e%), e le si
utilizzano in una formula di dislocamento generale e in formule pitl particolari, molto efficienti nella
rapresentazione di matrici centrosimmetriche di tipo Toeplitz pit Hankel.

... Vedi ... 77,

2.2 Complessita dei calcoli con le matrici triangolari di Toeplitz

Moltiplicare una matrice n x n triangolare inferiore di Toeplitz per un vettore non richiede piu di
O(nlogn) operazioni aritmetiche. La stessa affermazione vale per la risoluzione di un sistema lineare
di n equazioni la cui matrice dei coefficienti e triangolare inferiore di Toeplitz, e questo perché tale
operazione puo essere ricondotta al calcolo di O(logn) prodotti matrice-vettore dove la matrice &
triangolare di Toeplitz e di dimensione ogni volta la meta. Tutto cio sara provato in questa sezione.

Moltiplicare una matrice triangolare inferiore di Toeplitz (t.i.T.) per un vettore

Ci sono almeno due modi per calcolare il prodotto di una matrice di Toeplitz nxn T = (t;—;)7;_;
per un vettore in al pitt O(n log n) operazioni aritmetiche, ed entrambi prevedono I'uso dell’algoritmo
FFT illustrato nella Proposizione 2.3. Uno consiste nell’utilizzare la rappresentazione di T come
somma di una matrice circolante e una matrice (—1)-circolante, vista in un esercizio. L’altro,
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descritto nei dettagli qui di seguito, si basa sull’osservazione che ogni matrice di Toeplitz puo essere
immersa in una matrice circolante.

Si consideri una generica matrice di Toeplitz T 4 x 4 ed un vettore v 4 x 1. Allora T puo essere
vista come la sottomatrice in alto a sinistra di una matrice circolante C' 8 x 8, e per il vettore Tv
vale la seguente rappresentazione:

t() t,1 t,Q t,3 0 t3 tQ tl Vo
tl to t_l t_g t_g 0 t3 t2 V1
to t_l t_g t_g Vo tQ tl to t_l t_g t_g 0 t3 V2
tl to t_l t_g U1 t3 tQ tl t() t_l t_g t_g 0 V3 A%
V=0t ottt || _{ 0 t5 to ti to t_ top t_g 0 }4_{0[ 0]}4
t3 tg tl t() V3 t,3 0 t3 tQ tl to t,1 t,Q 0
t_o t_g3 O t3 to t1 to t-1 0
|t to ts 0 t3 to ot to || O]

dove col simbolo {z}, si intende il vettore 4 x 1 le cui componenti sono le prime quattro componenti
del vettore z.
SeT enxneven x 1, allora I'osservazione vale ancora e puo essere generalizzata:

_ t ;
(]
A% t_
Tv = {C , C =C(a) = VbnFy,d(Fya)F, a= nrl 9
v { |: O(b—l)n :| }n (a) nry ( b a) bny & 0(b—2)n+1 ( )
tn—1
L t1 i

Se n & una potenza di b (b =2,3,...), da questa formula si deduce immediatamente una procedura
di costo O(nlog, n) per il calcolo del prodotto di una matrice di Toeplitz n x n per un vettore. Tale
procedura ha come sotto-procedura ’algoritmo FFT considerato nella Proposizione 2.3.

Nella prossima sezione vedremo che la risoluzione di un sistema lineare triangolare inferiore di
Toeplitz di n equazioni puo ricondursi al calcolo di O(log n) prodotti matrice-vettore dove la matrice
& sempre triangolare inferiore di Toeplitz ed e di dimensione variabile, che si dimezza ogni volta. Ne
segue che e opportuno avere a disposizione un metodo che effettui tali prodotti il piu efficientemente
possibile. Un metodo abbastanza efficiente si ottiene ponendo ¢, = 0, ¢ = 1,...,n — 1, nella
procedura sopra illustrata. Sarebbero benvenuti metodi che sfruttino meglio la triangolarita delle
nostre matrici di Toeplitz.

Un algoritmo per la risoluzione di sistemi triangolari di Toeplitz
In questa sezione si illustrera un algoritmo di costo O(n logy n) per il calcolo di x tale che Ax = f,
essendo A una matrice triangolare inferiore di Toeplitz n x n con n potenza di 2 e [A]11 = 1.

Lemmi preliminari
Dato un vettore v = [vg v1 v ---]7, v; € C (in breve v € CY), sia L(v) la matrice semi-infinita
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triangolare inferiore di Toeplitz con prima colonna v, i.e.
0
10
1

+0o0
Lv)=> wZt, Z= 0
k=0

Lemma 2.4 (Lemma 1) Siano a, b, ¢ vettori di CN. Allora L(a)L(b) = L(c) se e soltanto se
L(a)b =c.

Dimostrazione. Se L(a)L(b) = L(c), allora la prima colonna della matrice L(a)L(b) deve essere
uguale alla prima colonna della matrice L(c), e queste sono rispettivamente i vettori L(a)b e c.
Viceversa, supponiamo che L(a)b = c. Consideriamo la matrice L(a)L(b). Questa, in quanto
prodotto di matrici triangolari inferiori di Toeplitz, &€ una matrice triangolare inferiore di Toeplitz,
e, per ipotesi, la sua prima colonna, L(a)b, coincide con il vettore ¢, che ¢ la prima colonna della
matrice triangolare inferiore di Toeplitz L(c). La tesi segue dal fatto che le matrici triangolari
inferiori di Toeplitz sono univocamente definite dalla loro prima colonna. []

Dato un vettore v = [vg vy vg ]T € CN, sia E la matrice semi-infinita di 0 e 1 che manda v

nel vettore Ev = [vg0v; 0vp 0 ---]7:

SO O O
S O =

In altre parole, 'azione di E su v ha l'effetto di inserire uno zero tra due successive componenti di
v. Si osserva facilmente che

; 0=102s_1,

el e Bian B e B
oS o =

=N eleoNalBoeoNoNoRel S

[=lelelall

cioe 'azione di E® su v ha l'effetto di inserire 2% — 1 zeri tra due successive componenti di v.

Lemma 2.5 (Lemma 2) Siano u, v vettori di CN con ug = vg = 1. Allora L(Fu)Ev = EL(u)v,
e, piu in generale, per ogni s € N si ha L(E*u)E*v = E*L(u)v.
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Dimostrazione. Scrivendo i vettori L(Eu)Ev e EL(u)v si osserva che sono uguali. Moltiplicando
a sinistra per E lidentitda L(Eu)Ev = EL(u)v ed utilizzando tale stessa identita con i vettori Fu
ed Ev al posto, rispettivamente, di u e v, si osserva che vale anche 'uguaglianza L(E?u)E?*v =
E’L(u)v. ... O

L’algoritmo
Sia A una matrice t.i.T. n x n con [A];; = 1. Si vuole risolvere il sistema Ax = f. L’algoritmo
seguente sfrutta 'osservazione che A~! & ancora una matrice t.i.T. n x n.

1 Si calcola la prima colonna della matrire t.i.T. A~!, ovvero si risolve il sistema lineare parti-
colare Ax = e utilizzando 'algoritmo di costo O(nlogyn) illustrato nella sezione seguente,
basato sulla ripetuta applicazione dei Lemmi 1 e 2.

2 Si calcola il prodotto matrice-vettore A~'f, ad esempio tramite la formula (9), effettuando
non piu di O(nlogyn) operazioni aritmetiche.

Prima di procedere & importante osservare che e possibile definire una procedura piu generale
ma di costo O(nlog, n), conveniente quando n, 'ordine della matrice t.i.T., ¢ uguale a una potenza
di b, riformulando il Lemma 2 di cui sopra nel caso in cui E ¢ definita come la matrice di 0 e 1 la
cui azione su v ha leffetto di inserire b — 1 zeri tra due componenti successive di v. Alla base di tale
procedura c’e I'algoritmo FFT di costo O(nlog, n) per il calcolo veloce della DET di un vettore di
dimensione n potenza di b. Si veda [8].

Il calcolo della prima colonna dell’inversa di una matrice t.i.T.

Per semplicita illustriamo ’algoritmo per il calcolo di x tale che Ax = e; nel caso n = 8.
Indicheremo, a volte, cos’e che cambia nel caso generale n = 2% s € N; comunque tale caso e
facilmente deducibile da quello considerato. L’algoritmo si divide in due parti. Nella prima parte si
introducono e si calcolano matrici triangolari inferiori di Toeplitz che moltiplicate, una dopo ’altra,
a sinistra per la matrice A, hanno l'effetto di trasformarla nella matrice identica. Nella seconda
parte si moltiplicano tali matrici, di nuovo una dopo l’altra, per il vettore e;. Come si vedra, non
si fa altro che applicare una specie di eliminazione di Gauss, ma, invece di annullare colonne, si
annullano diagonali. I costo finale O(n log, n) dell’algoritmo deriva dal fatto che ad ogni passo della
prima parte si annullano meta delle diagonali rimaste non nulle, e dal fatto che la seconda parte &
semplificabile sfruttando il fatto che il vettore e; ha solo una componente non nulla.

Per prima cosa osserviamo che la matrice A 8 x 8 puo essere vista come la sottomatrice in
alto a sinistra di una matrice L(a) semi-infinita triangolare inferiore di Toeplitz con prima colonna

[laias - arag-]7T.
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Passo 1. Trovare a tale che

(1)

per certi a;

[ 1
ai
a2
as
ez
as
ag
ar

ai
az
as
a4
as
a6

a
a2
az
a4
as

€ C e calcolare tali a

(

)

ai
az
as
aq

ay
az
as

ai
az

ay

U 11 caleolo degli a

1

(1)

)

~—

S

Q

~—

o
XN DEF D D

= Ea

richiede, una volta noto a, il prodotto di

una matrice t.i.T. 8 x 8 (2° x 2%) per un vettore — o, piu precisamente, due prodotti t.i.T. 4 x 4
(2571 x 2571) per vettore (perché?). Vedremo che a & disponibile a costo zero.

Notiamo che allora, per il Lemma 1, si ha L(a)L(a) = L(Fa)), cio¢ la matrice t.i.T. L(a) &
trasformata in una matrice t.i.T. che alterna ciascuna diagonale non nulla con una nulla.

Passo 2. Trovare a!) tale che

1

—_

1
1
—_
1
1
1

0 1 !

0 0

a0 1 &V 0

0o oY 0 1 0 0

L(EaMpEa® = | o) 0 o) 0 1 aV | = | o | = E?a®

0 a” 0 oY o0 1 0 0

agl) 0 g) 0 §1) 0 1 dgl) g
0 a” 0 oY o0 &Y 01 0

per certi al(-Q) € C e calcolare tali a?). 11 calcolo degli a§2) richiede, una volta noto 4V, il prodotto

di una matrice t.i.T. 4 x 4 (257! x 2571) per un vettore — o, pit precisamente, due prodotti t.i.T.
2 x 2 (2572 x 2572) per vettore.

Notiamo che allora, per il Lemma 1, si ha L(Fa())L(Ea®) = L(E?a®), cioe la matrice t.i.T.
L(a) ¢ trasformata in una matrice t.i.T. che alterna ciascuna diagonale non nulla con tre nulle.

Si noti anche che, per il Lemma 2, se L(a®)a® = EFa® allora L(Fa)Ea) = E2a®,
Vedremo che a(!) tale che L(a®)a)) = Fa® & disponibile a costo zero.
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Passo 3. Trovare a tale che

1 1 (1
0 1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0
L(E2a@)E2a@ — | o 0 0 0 1 i | = | 0| =Ea®
0o «¥ 0 o0 01 0 0
o 0 «¥” 0 001 0 0
0o 0 0 & 0001 0 0
per certi al(-?’) € C e calcolare tali ag?’). Il calcolo degli agg) richiede, una volta noto 4, il prodotto

di una matrice t.i.T. 2 x 2 (2572 x 2°72) per un vettore — o, pill precisamente, due prodotti t.i.T.
(3)

1x1 (28*3 X 28*3) per vettore. Cioe, nessuna operazione nel nostro caso n = 8, in cui nessun a;"’,
i > 1, é richiesto.
Notiamo che allora per il Lemma 1 si ha L(E?a®))L(E?a®) = L(E3a®), cio¢ la matrice t.i.T.
L(a) ¢ trasformata in una matrice t.i.T. che alterna ciascuna diagonale non nulla con sette nulle.
Si noti anche che per il Lemma 2, se L(a®)a® = Ea® allora L(E?a®)E?2a® = E3a®).

Vedremo che a® tale che L(a®®)a® = Ea® & disponibile a costo zero.

Se n = 2% > 8, allora si continua. Altrimenti & completata la prima parte dell’algoritmo.
Riassumendo, abbiamo provato che

L(E?a)L(BaM)L(a)L(a) = L(E3a®) (10)

dove, osserviamo, le sottomatrici 8 x 8 in alto a sinistra di L(a) e L(E%a®)) sono, rispettivamente,
la matrice triangolare inferiore di Toeplitz data inizialmente A e la matrice identica I,

— 1 - r 1 7
al 1 0 1
N . . . 3 (3) i . . .
L(a) = ar - a1 , L(E"a™) = 0o - 0 1
ag a7 - a1 1 ag?’) 0o - 01

Le operazioni che abbiamo dovuto fare finora sono state: 8 x 8 t.i.T. - vettore + 4 x 4 t.i.T. - vettore
(se Aenxnconn=2°leoperazioni da farsi sarebbero state: 2° x 2° t.i.T. - vettore +...+ 4 x4
t.1.T. - vettore).

Veniamo ora al nostro scopo, calcolare la prima colonna di A~!, e illustriamo quindi la seconda
parte dell’algoritmo. Consideriamo il seguente sistema lineare semi-infinito:

L(a)z = E*v (11)
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dove v & un generico vettore semi-infinito di CN (se A & n x n con n = 2%, allora la matrice E in
(11) va elevata a s — 1 e non a 2). Tale sistema puo essere riscritto come segue

Vo
0
0
0
A O {z}s w
. . z8 - 0
0
0
2

cioe evidenziando la parte superiore del sistema, di sole 8 equazioni.

Prima di procedere, si noti che {z}g ¢ tale che A{z}s = [vg 000 v; 00 0]7, vg,v; € C. Quindi
la scelta vg = 1 e v; = 0, renderebbe {z}g uguale al vettore da noi cercato, A~ le;.

Usando I'uguaglianza (10) si dimostra immediatamente che il sistema L(a)z = E?v & equivalente
al seguente sistema:

[ -[8 O {Z}g

] = L(E*a®)z = L(a)L(EaW)L(E?a®)E?v.

Per il Lemma 2 il secondo membro di quest’ultima uguaglianza puo essere riscritto pit convenien-
temente:

L) L(EaML(E?a®)E?v = L(a)L(EaM)E2L(a®)v = L(a)EL(EW)EL(AP)v.
Quindi, vale la seguente identita:

[ Ig O {Z}g

] = L(a)ELEW)EL(ED)v.

Le matrici coinvolte nella rappresentazione a secondo membro sono triangolari inferiori e le sot-
tomatrici quadrate di F in alto a sinistra, 8 x 8, 4 x 4, hanno le colonne sul lato destro nulle,

10 0 0/0 0 0 07

000O0[0O0O0O

1 0/0 0 01 00[0000

0 0[0 0 000O0[0O0O0O
Eha= g 1o ol ¥s=10 01 0l0o00 o0
0 0[0 0 000O0[0O0O0O
0001(0000

000 O0[0O0O0 O
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Queste due osservazioni ci permettono di ottenere una efficiente rappresentazione di {z}s:

{z}s = {L(@)}s{ B} {L@Y) s {EYs {L(aP)}s{v}s = {L(8)}s{ E}salLEW) Ja{ E a2 {L(@P) 2 {v]e.

Usando tale formula, quando vy = 1, v; = 0, il vettore {z}g puo essere calcolato effettuando 4 x 4
ti.T. - vettore + 8 x 8 t.i.T. - vettore (se A ¢ n X n con n = 2° le operazioni da farsi sarebbero
state: 4 x 4 t.1.T. - vettore +...+ 2% x 2% t.i.T.- vettore), ovvero allo stesso costo dell’eliminazione
Gausstana, la prima parte dell’algoritmo.

In conclusione, se ¢j27 & un limite superiore per il costo dell’operazione 27 x 27 t.i.T.
allora il costo dell’algoritmo illustrato, nel caso di A n X n con n = 2°, & 625:2 j =
O(nlogyn).

Ci resta da provare che, effettivamente, si ha a tale che L(a)a
e sufficiente osservare con un calcolo diretto che

- vettore,
0(s2%) =

= Fa® a costo zero. A tal fine

! ] 1 1
a1 1 —aq 0
as ap 1 as 2a9 — a%
a3 az ap 1 —as 0
ag az as a3 1 ay 2a4 — 207103 + a%
as a4 a3 as ap 1 —as 0 ,
ag as a4 az as a; 1 ag 2a6 — 2a1as5 + 2asa4 — a§
ar ag as a4 az as a; 1 —ar 0
ag a7y ag as a4 a3 as ai 1 as 2ag — 2a1a7 4+ 2asa¢ — 2a3a5 + ai
ag ag ay ag a5 a4 a3 az ap —ag9 0

i—1

aleHl _e1+zdz omoda( 2al+z

=1 j=1

e1+z

a]az ])ez+1

Osservazioni finali

Dato il vettore a il problema del calcolo di un vettore a tale che L(a)a = Ea® | per qualche alV,
& in realtd un problema di aritmetica polinomiale. Infatti, per il Lemma 1, 'identita L(a)a = Ea()
& equivalente all'uguaglianza L(a)L(a) = L(Fa()), i.e

+o00 +o00 +o00
Qo az) (Y az") =3 a2,
k=0 k=0 k=0

Quindi il problema di aritmetica polinomiale in questione ¢ il seguente:

+o0o

420 arz®, trovare un polinomio a(z) = 3720 a

dato il polinomio a(z) = o ar2" tale che

a(z)a(z) = al +alV2? + il A+ a<1>(z)

()

per certi a,

Tale problema ¢ un caso particolare di un problema pilu generale: trasformare un polinomio pieno

a(z) in un polinomio sparso aM (z) = ZJroo a/,€ J ok B possibile scrivere esplicitamente un polinomio
a(z) che realizza questa trasformazione, infatti vale il seguente teorema.
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Teorema 2.6 [16]. Dato a(z) = Y./ apz”, posto a(z) = a(zt)a(zt?)---a(t""') dove t & una
radice r-esima principale dell'unita (t € C, t" =1, t' # 1 per 0 < i < r), si ha che

a(z)a(z) = a((]l) + ag )+ ag )2 = aM(z)
1)

per certi a, ’. Inoltre, se i coefficienti di a sono reali allora anche i coefficienti di @ sono reali.

Il risultato (12) si ottiene immediatamente dal Teorema 2.6, ponendo 7 = 2: a(z) = a(—z). E
evidente che a(—z)a(z) = a((]l) + agl)ZQ + agl)z4 + ... [17], e che in tal caso i coefficienti di @ sono
disponibili a costo zero, occorre calcolare solo gli al(l)

Esercizio. Scrivere una formula per a tale che L(a)a = Ea), dove F ¢ la matrice di 0 e 1 la
cui azione su v € CN ha Deffetto di inserire due zeri tra due componenti successive di v, e valutare
il costo del calcolo di a.

2.3 Una applicazione: il calcolo dei numeri di Bernoulli

Il j-esimo numero di Bernoulli, B;(0), ¢ un numero razionale definito per ogni j € N, positivo
se j e dispari e negativo se j e pari, il cui denominatore ¢ noto, nel senso che ¢ il prodotto di
tutti i numeri primi p tali che p — 1 divide 25 [18], e, invece, si hanno solo informazioni parziali sul
numeratore [19], [20], [21]. In breve, Bg;(0), j > 1, potrebbe essere definito in termini della funzione

Zeta-Riemann, attraverso la ben nota formula di Eulero Bg;(0) = (—1)7*! (22(?2)]' SRS 5 (22, [23].
Quest’ultima formula da sola forse ¢ sufficiente per giustificare I'interesse passato e presente nello
studio dei numeri di Bernoulli. Si noti che come immediata conseguenza della formula di Eulero si
ha che i numeri di Bernoulli By;(0) vanno a infinito per j — +oo.

In questa sezione si osserva che i numeri di Bernoulli, a meno di fattori noti x; € R, risolvono
un sistema triangolare inferiore di Toeplitz. Ne segue che il calcolo dei loro numeratori puo essere
effettuato (1) utilizzando l'algoritmo descritto nella sezione precedente, per ottenere buone approssi-
mazioni z; dei numeri reali z; = xj_1B3;_2(0), j = 1,...,2% e (2) estraendoli dalle approssimazioni

*

Zj.

I polinomi e numeri di Bernoulli
Le condizioni

1
B(z+1) — B(z) = na" !, / B(z)dx =0, B(x) polinomio
0

definiscono univocamente la funzione B(z). Essa ¢ un particolare polinomio monico di grado n
chiamato n-esimo polinomio di Bernoulli e indicato con il simbolo B, (x). E semplice calcolare i
primi polinomi di Bernoulli:

, Bg(x)::EQ—x—i—l, Bg(x)::n(x—%)(:v—l), e

Per convenzione By(x) = 1.
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Si dimostra che i polinomi di Bernoulli definiscono i coefficienti dello sviluppo in serie di potenze
di diverse funzioni; ad esempio, per cio che segue, € opportuno ricordare che vale il seguente sviluppo:

te®t _ § Bn(l')tn (13)

t _ |
e 1 n!
n=0

Inoltre, i polinomi di Bernoulli soddisfano diverse identita. Due delle piu importanti sono quelle
concernenti il valore della loro derivata e le loro proprieta di simmetria/antisimmetria rispetto
1

all’asse z = 3

Bl (z) =nB,_1(x), Bp(1—x)=(=1)"By,(z).
In particolare, come conseguenza di quest’ultima identita e della loro definizione, si vede facilmente
che tutti i polinomi di Bernoulli di grado dispari eccetto il primo si annullano in zero. Al contrario,
il valore in zero dei polinomi di Bernoulli di grado pari e, oltre che diverso da zero, particolarmente
significativo. In particolare, vale la seguente formula di Eulero

| Ba;(0)|(2m)% =1
i) = Py 0= g

[y

che mette in stretta relazione i valori B2;(0) con i valori della funzione Zeta di Riemann ¢ nei numeri
interi positivi pari 2j. Ad esempio, da questa relazione e dal fatto che ((2j) — 1 se j — o0, si
deduce che | By;(0)| ha lo stesso andamento di 2(2;)!/(27)% per grandi valori di j. Un’altra formula
importante coinvolgente i valori B;(0) ¢ quella di Eulero-Maclaurin, utile per il calcolo di somme:
se f ¢ una funzione sufficientemente regolare in [m,n|, m,n € Z, allora

ﬁifv%=gﬂ /‘f dx+§:B% FED(n) — AV ()] £ upry,  (14)
dove
el = 2k+ 1 v/m FED (@) Bag (w) da
[ 9 (@) Ba(o) da
2k (2k +2)! /m D (@) [Bok42(0) = Bayya()] de

e B, ¢ lestensione periodica su R di Bn\[m)- Ricordiamo che la formula di Eulero-Maclaurin
conduce anche a una rappresentazione importante dell’errore commesso dalla formula dei trapezi
Iy = h[3g(a) + X0, Lgla + rh) + $g(b)], h = =2, nell’approssimazione dell'integrale definito
I = fa g(x)dx. Tale rappresentazione, valida per g sufficientemente regolare in [a,b], si ottiene
ponendo m =0 e f(t) = g(a + th) in (14):

g2 (Oh*2(b — a) Byyy2(0)
2k 1 2)!

JB .
Iy = I-i-z s 2J (9@ (1) —gF D (@) +rpg1, Ther = . (15)
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¢ € (a,b). Tale rappresentazione dell’errore, in termini di potenze pari di h, giustifica l'efficienza del
metodo di estrapolazione di Romberg per la stima di integrali, quando tale metodo ¢ applicato in
combinazione con la formula dei trapezi. E evidente infatti da (15) che Z;, o= (22Ty )0 —1p) /(2> —1)
approssima Z con un errore dell’ordine di O(h*) mentre I'errore di Zj, e Z;, /2, nell’approssimazione
di Z, & dell’ordine di O(h?).

Esercizio. Mostrare che la conoscenza di una formula esplicita per la somma » ', 27 equivale
alla conoscenza di Bjii(n + 1) e del numero di Bernoulli B;1(0).

Per questi e tanti altri motivi (si veda ad esempio [25]) i valori Bg;(0) sono ben noti in letteratura,
col nome di numeri di Bernoulls.

I numeri di Bernoulli risolvono sistemi triangolari di Toeplitz
Dall’identita (13) della precedente sezione segue che i numeri di Bernoulli soddisfano la seguente

uguaglianza:
“+o00o
t ]. ng(O) 2k
= 2k,
g1 32 +kzo (2k)!

Moltiplicando quest’ultima per ef — 1, sviluppando e! in potenze di ¢, ed imponendo che i coefficienti
dit*, 1 =2,3,4,..., del secondo membro siano uguali a zero, si ottengono le equazioni:

[55]

1. j .
iy <2ﬂk>3%(0):0, j=2.34,... . (16)
k=0

Ora, scegliendo j pari o j dispari, si ottengono due sistemi lineari triangolari inferiori che definiscono
univocamente i numeri di Bernoulli. Esaminiamo qui nei dettagli solo la scelta j pari. La scelta j
dispari, comunque, porta ad analoghi risultati e osservazioni (si veda [8]).

Dunque, mettendo insieme le equazioni (16) per j pari, si ottiene il seguente sistema lineare
triangolare inferiore:

SO W OO Ok OWN
D0 N N
N S N
DWW
A~
[a)
S N N N
Il
IS GURN NI

Da questo possiamo ricavare i primi numeri di Bernoulli:

1 1 1 1 5 691 7 3617

L% 7300 120 7300 66" 2730° 6° 510 (17)

Vogliamo dare una forma analitica alla matrice dei coefficienti W di tale sistema lineare. Per farlo
¢ sufficiente osservare che tale matrice ¢ una particolare sottomatrice della matrice di Tartaglia, che
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puo essere rappresentata come una serie di potenze. Piu precisamente, poniamo

0
0
Lo i 102 0
Y = 2 0 = , 2=1%x2,12=3%4, 30=5%6, ...,
3 30 0
56 0
e notiamo che dall’'uguaglianza
- /o -
0
1 1
0 1
2 2 2 [1
0 1 2 1 1
3 3 3 3 1 2 1 ey
_ _ k
x=| \o 1 2 3 =113 3 1 > Y
4 4 4 4 4 1 4 6 4 k=0
0 1 2 3 4 1 5 10 10
5 5 5 5 5 5 IR
0 1 2 3 4 5
6 6 6 6 6 6 6
0 1 2 3 4 5 6
p i . . . i — 1 . .
che vale perché [X];; = ﬁ[l” Nij = (i}j)!] e (i—-2)(i—-1) = <;_ 1), 1 <j <1i < n,segue che
+oo 1
w=2z" ———¢".
°2 it
k=0
Possiamo dunque riscrivere il sistema lineare risolto dai numeri di Bernoulli come segue:
By (0) 1
+00 9 By (0) 1/3
Y ———¢b=q, b=| Bi0) |, q=| 1/5 (18)
|
— (2k +2)! Bs(0)

1)7

Ora mostriamo che tale sistema € equivalente a un sistema lineare triangolare inferiore di Toeplitz.
Il nostro scopo ¢ sostituire ¢, una matrice sulla cui sottodiagonale ci sono elementi tutti diversi tra
loro, con una matrice sulla cui sottodiagonale ci sono elementi tutti uguali tra loro.

Sia D = diag (dy, do, ds3, ...), d; # 0. Se si scrive la matrice DD ™! ci si accorge che si puo
imporre che essa sia uguale a una matrice del tipo #Z, ¢ infatti sufficiente porre dj, = 2%~ 1d; /(2k —
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), k=1,2,3,.... Sia dunque

N8

8
[N}

-
I

xnfl
(2n—2)!

(si & scelto dy = 1). Allora (18) & equivalente ai seguenti sistemi lineari 30 (2k+2 D¢*D1Db =

Dd, 1.5 mrgan (DD~ Db = Dq, 37,5 (Qi‘fﬂ) Z*¥Db = Dq.

Riassumendo, sia z il vettore Db. Allora il vettore {b}, (ovvero, il vettore con i primi n numeri
di Bernoulli) puo essere ottenuto:

1 calcolando le prime n componenti della soluzione del seguente sistema lineare triangolare

inferiore di Toeplitz:
+oo

xk
(;ﬁZk)Z:Dq (19)

(ovvero, {z}, tale che {37 2k+2 ZF Y Az}, = {Daln);

2 risolvendo il sistema lineare {D},{b},, = {z}, nel campo razionale.

Osserviamo che il calcolo in 1 puo essere effettuato con 1’algoritmo descritto nella sezione precedente
ad un costo O(nlog, n) e che tale algoritmo puo essere reso stabile numericamente mediante una
scelta opportuna del parametro x. Ad esempio, osservando che la scelta x = (27)2 renderebbe la
successione z, = (275:—:21)!B2n_2(0), n € N, limitata; infatti in tal caso |z,| — 2 se n — 400, per la
formula di Eulero. Effettuato il calcolo in 1 si ottengono n numeri macchina che costituiscono una
ottima approssimazione in R delle quantita x°Bys(0)/(2s)!, s =0,1,...,n — 1. Poi, nella fase 2, da
questi numeri macchina occorre ricavare i numeri razionali di Bernoulli Bos(0), s =0,1,...,n — 1.

Concludiamo osservando che i numeri di Bernoulli, di nuovo a meno di fattori noti, risolvono
un sistema triangolare inferiore di Toeplitz dove 2/3 delle diagonali della matrice dei coefficienti
sono nulle [24], [8]. Questo ovviamente comporta una ulteriore riduzione del costo computazionale,
soprattutto se si definisce un algoritmo ad hoc per tali sistemi sparsi di Toeplitz. Per maggiori
dettagli si veda [8].

2.4 Algebre di bassa complessita computazionale

Finora abbiamo studiato pitt o meno approfonditamente, le algebre di matrici triangolari di Toeplitz,
le circolanti e ¢-circolanti, le algebre di tipo Hartley e ’algebra 7, come esempio delle algebre
trigonometriche (o di tipo Jacobi). In particolare si ¢ visto che, per ognuna di queste algebre
L, se A & una generica matrice di £ ed f ¢ un generico vettore di C™, allora valgono le seguenti
affermazioni:

1 lo spettro di A ¢ calcolabile dagli elementi di A con al pit O(nlogn) operazioni aritmetiche
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2 il prodotto matrice-vettore Af & calcolabile con al pitt O(nlogn) operazioni aritmetiche

3 se det A # 0, il vettore x tale che Ax = f ¢ calcolabile con al pit O(nlogn) operazioni
aritmetiche

In altre parole, i principali problemi dell’algebra lineare numerica associati ad una matrice n x n A,
ovvero la risoluzione di un sistema lineare con A come matrice dei coefficienti, il prodotto di A per
un vettore, e il calcolo degli autovalori di A, sono facilmente risolvibili quando A € una matrice di
una delle algebre £ sopra elencate. Per questo si puo dire che tali algebre sono di bassa complessita
computazionale.

DEFINIZIONE 2.7 Un sottoinsieme L di matrici di C"*"™, ben definito per ogni n (per infiniti valori
din), si dice di bassa complessita computazionale se per le matrici di L valgono le proprieta 1, 2 e
8 di cui sopra.

Ovviamente, oltre le algebre di Jacobi, Hartley e ¢-circolanti, ci sono molti altri esempi di algebre
L di bassa complessita computazionale, in particolare ci sono algebre significative di complessita
minima, O(n), ad esempio quelle di Householder e di Haar (ma Haar non ¢ O(nlogn)!?).

Esercizio. Siau € C", u#0,e M =1 — ﬁuuH. La matrice M, nota come matrice di
Householder, ¢ unitaria ed hermitiana, e i suoi autovalori sono noti esplicitamente (calcolarli!).
Sia £ = sd M. Valutare il costo dei tre problemi basilari di algebra lineare numerica associati
ad A € L. Trovare delle condizioni su u che rendano l'algebra sd M rappresentabile nella forma
sdM = {Md(M7z)d(MTe;)"'M~! : z € C"}. Trovare delle condizioni su u per cui la matrice

eel = (1)?0-:1 appartiene a sd M. 8E possibile scrivere in forma esplicita gli autovalori di A € sd M?
Esercizio. Poniamo
Ql =1, D, = ]-a
T
_|eer Qn S [ DS 0
Q?m— |: Qm _ee? :| ) Sm = dlag(\/ﬁ71a~“vl)a Dom = |: 0 DS, |
eel Q. DS —\/;Tnee{ UnSm,
Uam = QamDom = = ,m=1,2,4,...,2°"%
Qm —eef Dy S UnSm ——\/%eef
Per esempio
11 >
U2:Q2D2:[1 _1}[\@ L]7
V2
- L -
1 1 117 v'
1 1 1 -1 V2 1
1 11 -1 Vi
1 1 -1 -1 75
Us =QsDs = R
1 1 1] -1 7a
1 1 —-1]-1 1
11 -1 ~1 V2o
1 -1 -1 ~1 Vi
L 1 vl
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Per costruzione le matrici U := U,, n = 2°, e UT sono reali unitarie e definiscono trasformate
discrete veloci, note come trasformate di Haar [26]. E vero che ogni matrice dell’algebra £ = sdU
¢ univocamente determinata dalla sua prima riga? E per £’ = sdU”T? Trovare matrici Jy, k =

1,...,n,icui elementi siano —1, 0, oppure 1 per cui £ = Span{Ji} e (Jx, Ji)r = 0 se k # i, essendo
(X,Y)F il prodotto scalare » 7' | Tjjy;; in C™*™.

A questo punto ci si puo chiedere: come utilizzare la bassa complessita computazionale di certe
algebre di matrici L7 Come vedremo meglio in seguito, ci sono due modi per farlo.

Il primo nasce dall’osservazione, maturata attraverso diversi risultati ottenuti in letteratura, che
i problemi di algebra lineare numerica basilari su menzionati spesso possono essere risolti efficien-
temente anche quando la matrice A € C™*" & solo vicina strutturalmente ad un’algebra di bassa
complessita computazionale. Ad esempio, si & visto questo nella teoria delle formule di dislocamento
per la rappresentazione di matrici e nel precondizionamento di sistemi lineari. Se infatti si sapesse
che per una matrice A n x n, definita per ogni n, vale una uguaglianza del tipo

(67
A=Y MN;, M;eL, N;eL
=1

con L ed L' entrambe algebre di bassa complessita computazionale, e « indipendente da n, allora si
avrebbe immediatamente un algoritmo di costo O(nlogn) per il calcolo di Af. Vedi .... Oppure, se
per una matrice A n x n definita positiva, definita per ogni n, si potesse trovare un’algebra di bassa
complessita computazionale £ ed una matrice P € £ definita positiva tali che gli autovalori di P~'A
si raggruppano su 1 quando n — 400, allora il metodo del Gradiente Coniugato applicato al sistema
(E'AE~H)(Efx) = E~'b, EE! = P, fornirebbe in pochi passi una buona approssimazione di
x = A7, Vf € C", e l'operazione in piit per passo, data dalla risoluzione di un sistema del
tipo Pz = hy, non rallenterebbe il metodo perché sarebbe di costo al piut O(nlogn), e quindi in
generale inferiore o al piu uguale al costo del prodotto matrice-vettore Aug. Vedi .... Inoltre,
sono in corso studi sulla possibilita di ottenere informazioni sullo spettro di matrici non negative
A utilizzando lo spettro, facilmente calcolabile, di matrici di algebre £ vicine ad A [28], [29]. Si
pensi in particolare a una matrice A tipo quella di Google, il cui autovettore dominante ha come
componenti le importanze delle pagine del web [27]. Google calcola tale autovettore utilizzando
il metodo delle potenze. Ora, se fosse disponibile a poco costo una stima del secondo autovalore
della matrice A, prima di “partire” con il metodo delle potenze, si potrebbe pensare di apportare
opportune modifiche ad A, che rendano la convergenza del metodo piu rapida senza distorcere
troppo dalla realta il (grafo) modello del web. Vedi .. ..

Per quanto riguarda il secondo modo di utilizzo delle algebre di matrici di bassa complessita L,
osserviamo che esse, grazie alle loro proprieta 1,2,3, possono risultare estremamente utili nell’ideare
algoritmi efficienti per la risoluzione di problemi non lineari di grandi dimensioni, come il calcolo
del minimo delle funzioni errore associate a) a reti neurali per 'apprendimento [30], [31], [32], [9]
oppure b) alla ricostruzione di immagini affette da rumore [33]. Per maggiori dettagli si rimanda a

2.5 Algebre ben condizionate spettralmente

Matrici con autovalori ottimamente condizionati
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Sia A € C™. Un numero complesso A si dice autovalore di A se esiste v € C™ non nullo tale che
Av = Av, ovvero se det(A] — A) = 0. Un tale vettore v ¢ detto autovettore di A corrispondente
all’autovalore .

L’insieme degli autovalori di A, o(A), ¢ quindi dato dall’insieme delle radici dell’equazione
algebrica pa(t) = det(tl — A) = 0. Essendo p4 un polinomio monico di grado esattamente n a
coefficienti in C, I'equazione, p4(t) = 0 ha in C esattamente n radici. In altre parole, gli autovalori
di una matrice A nxn sono gli n zeri del polinomio caratteristico p 4 di A. Dall’identita pg-1 49 = pa,
vera V S invertibile, segue che gli autovalori di A sono uguali agli autovalori di ogni matrice simile
ad A, ovvero del tipo S~'AS con S generica non singolare. Se A ha elementi reali, allora p4 ha
coefficienti reali e, quindi, p4(\) = 0 implica p4()\) = 0; cioe o(A) & chiuso rispetto alla trasposizione
coniugata.

Dato A un autovalore di A, l'insieme degli autovettori di A corrispondenti a A forma un sot-
tospazio di C" di dimensione my(A) := n — rank(Al — A). Se vi, ..., Vi, (1) ¢ una base per tale
sottospazio e V' & una matrice di C™"*" invertibile tale che Ve; = v;, j =1,...,mg4()), allora

A
Vl V= mg ()
4 _|: Og B:|

Ne segue che A € zero di pa con molteplicita algebrica, m,()), maggiore o uguale di mg4(A). Inoltre,
se A & un autovalore di A diverso da A, ogni autovettore di A corrispondente a A ¢ linearmente
indipendente da ogni autovettore di A corrispondente a A. Queste osservazioni ci permettono di
concludere che A ¢ simile a una matrice diagonale, ovvero ¢ diagonalizzabile, se e solo se mq(\) =
mg(A) per ogni autovalore A di A; in questo caso, le colonne della matrice V' che diagonalizza A
sono autovettori di A linearmente indipendenti.

Tra le matrici A diagonalizzabili, quelle i cui autovalori sono meno sensibili a variazioni dei loro
elementi sono del tipo A = Udiag (2,1 = 1,...,n)U", z; € C, U unitaria, ovvero sono le matrici
diagonalizzabili da trasformazioni per similitudine unitarie. Questo risultato segue dal Teorema di
Bauer-Fike.

Teorema 2.8 Sia A € C"*" diagonalizzabile, e sia V tale che V1AV = diag(\;, i = 1,...,n).
Sia A un autovalore di B € C™*" che non sia autovalore di A. Allora

min A = Xi| < p(V)[|B = All, w(V)=|VIV =1,

dove ||| € una norma matriciale compatibile con una norma vettoriale, cioe¢ [|[Mv| < [[M||||v| VM €
C"*" e Vv e C", e tale che |[M|| = p(M) se M ¢ diagonale. Ad esempio || = |-z, | - |1, || - [|oo-

Il Teorema ci dice in particolare che per ogni autovalore X di una perturbazione A+8A di A esiste
un autovalore A di A che dista da A non piu di u(V)||0A|, dove V' ¢ una matrice che diagonalizza
A:

Aea(A+64) = Treco(A)| A=A < inf  p(V)||5A]. (20)
v:v-1av=diag

Quindi, il problema degli autovalori di una matrice A diagonalizzabile & ben condizionato se tra le

matrici V' che diagonalizzano A ve n’¢ una per cui x(V) non & troppo maggiore di 1; se poi, tra
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queste, ve n’¢ una tale che u(V) = 1 per qualche norma, allora il problema si dice ottimamente
condizionato.

Notiamo, prima di proseguire, che se A non e diagonalizzabile, allora il problema degli autovalori
di A non si potra mai definire ottimamente condizionato perché A ha almeno un autovalore A con
molteplicita algebrica maggiore della geometrica e la misura della variazione dA che subisce tale
autovalore quando si perturba A di una quantita § A puo assumere anche valori uguali a o maggiori
di /||0A| (tali A si dicono per questo motivo patologici). Ad esempio, se si perturba di € un
elemento di una matrice triangolare superiore A n x n, se I’elemento ha posto (i, 7) con i < j allora
¢ ovvio che gli autovalori di A non possono subire variazioni superiori a |e|. Ma se l’elemento ha
posto (n, 1), allora gli autovalori possono variare di molto, anche di |¢] 1/n come accade se si sceglie
A= 77 dove Z & la matrice lower-shift in (2).

E un semplice esercizio dimostrare che, se M € C™", allora pug(M) = ||M|2||M |z = 1 se
e solo se M = aU, a € C a # 0, U unitaria. Ne segue che inf, \ _, 4,,_ diag u(V) in (20) e
uguale a 1 per || - || = || - ||2 se e solo se tra le matrici V' che diagonalizzano A ve n’¢ almeno una
unitaria. Diamo una caratterizzazione delle matrici A diagonalizzabili con una trasformazione per
similitudine unitaria, ovvero delle matrici A per cui il problema degli autovalori di A & ottimamente
condizionato.

Teorema 2.9 Esiste una matrice unitaria U tale che U AU = D con D diagonale se e solo se A
& normale, ovvero AAT = AH A.

Dimostrazione. Si usa il Teorema di Schur, che per ogni A € C™*" stabilisce 1’esistenza di una
matrice unitaria U tale che U7'AU = T con T triangolare superiore [4], insieme all’osservazione
che matrici contemporaneamente triangolari e normali devono essere necessariamente diagonali. [

Esercizio. Dimostrare che le seguenti matrici sono rispettivamente non diagonalizzabile, diago-
nalizzabile ma non con trasformazioni unitarie, diagonalizzabile con trasformazione unitaria:

0 1 0 1 0 1
Risoluzione. Nel primo caso my4(0) = 1 < m,(0) = 2. Nel secondo, la matrice ha due autovalori
distinti, quindi due autovettori linearmente indipendenti. Nel terzo caso la matrice ¢ normale.

Osserviamo che se una matrice A ¢ diagonalizzabile da una matrice V, cioe V1AV = diag
(come avviene nel secondo e terzo esempio dell’esercizio), allora la stessa matrice V' diagonalizza
lalgebra £ = {p(A)} dei polinomi in A, e si dice che le matrici di £ sono simultaneamente diag-
onalizzate da V. Nel caso in cui V si puo scegliere unitaria V' = U, cioé quando A & normale, le
matrici di £ sono tutte normali, perche sono tutte diagonalizzate da U (ad es. A =y, £ = C*,
vedi Capitolo 2). Se poi A, oltre ad essere normale, ¢ anche non derogatoria, allora A ha auto-
valori distinti, e I'algebra £ ha dimensione n ed ammette le tre seguenti diverse rappresentazioni:
L = {p(A) : ppolinomi} = {Ud(z)U" : z € C"} ={M € C: MA = AM}, dove con d(z) inten-
diamo la matrice diagonale con elementi diagonali le componenti z; del vettore z (ad es. A = 1II,
L =Coppure A= 7+ Z", L =1, vedi Capitolo 2).

E evidente che per ogni matrice M che sia un polinomio in A normale non derogatoria, il
problema degli autovalori di M & ottimamente condizionato. Ma e vero anche il contrario: se il
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problema degli autovalori di M € C™*™ ¢ ottimamente condizionato, allora per il Teorema 2.9 M
deve essere uguale a UDU! per qualche U unitaria e D diagonale, e quindi M = p(A) per qualche
A normale non derogatoria e p polinomio (A = UDU¥ con Dy distinti e p tale che p(D) = D).
Dunque si ha la seguente

Proposizione 2.10 Il problema degli autovalori di una matrice M € C™*" & ottimamente con-
dizionato se e solo se M € L, dove £ = {Ud(z)U" : z € C"}, U unitaria. Ovviamente, anche il
problema degli autovalori di una matrice M € C™*™ triangolare superiore (inferiore) & ottimamente
condizionato, a condizione che la perturbazione 6 M di M interessi solo la parte superiore (inferiore)
di M.

Esercizio [9]. Sia £ = sdU = {Ud(z)U" : z € C"}, U unitaria. Dimostrare che se s ed y
sono due vettori di R™ tali che s”y > 0, allora esiste ed ¢ unica A € sd U definita positiva tale che
As=y

Abbiamo in pratica dimostrato che le algebre ottimali dal punto di vista del condizionamento
degli autovalori delle matrici che le compongono, sono le algebre sd U con U unitaria. Ne segue che
ogni algebra sdU & un sottospazio di C™*" indicato dove andare a scegliere, quando opportuno,
“sostituti semplici” delle matrici A piu generali che capitano nelle applicazioni; infatti tali sostituti
saranno per lo meno ottimamente condizionati spettralmente. Nella prossima sezione, data una
matrice A generica, studieremo un suo possibile sostituto, la migliore approssimazione di A in
L C C™™ in norma di Frobenius, che ¢ univocamente determinata se £ & un sottospazio di C™*".

2.6 Migliore approssimazione in algebre di matrici generiche

Migliore approssimazione di A in sottospazi £ di C"*"

Sia £ un sottospazio di C™*™ di dimensione m e siano Ji, k = 1,...,m, m matrici di £ lin-
earmente indipendenti. Poiché C™*™ ¢ uno spazio di Hilbert rispetto al prodotto scalare (X,Y) =
i j=1 Tij¥ij e lanorma indotta da tale prodotto scalare ¢ la norma di Frobenius [| X || r = (327" ;_; |71, |2)1/2,
per il Teorema della proiezione di Hilbert, comunque presa A € C"*™ esiste ed € unica la sua migliore
approssimazione in £ in norma di Frobenius, ovvero esiste ed ¢ unica una matrice £ 4 tale che

—Allp=min || X — A
La€l, |La—Alr=mnin]| |F
e la matrice £, e anche caratterizzata dalla condizione
LaeLl, (X,A—L4) =0, XeL (21)

Sostituendo in (21) X con Js e L4 con Y ;- oy Ji, si ottiene la seguente utile rappresentazione di
A:
m
EA = Zaka, . — [Bilc]k, Bqu = (JS, Jk), Cs = (JS,A), S,k = 1, ey (22)
k=1
Notiamo che B, la matrice dei coefficienti del sistema lineare che occorre risolvere per ottenere

gli ay in (22), ¢ definita positiva. E interessante osservare che per una ampia classe di spazi £
n-dimensionali, la matrice B risulta un elemeto di £ [5].
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FEsercizio. Sia L un sottospazio di C"*™ di dimensione n tale che I € £ e £ = Span {.J; } dove le
Ji, soddisfano le identita JZ-HJJ- =311 (Jr)ijJk, 1 <14,5 < n(sinotiche tali ipotesi sono soddisfatte
in particolare dalle algebre sd U e dalle algebre di gruppo). Dimostrare che B € £. Osservare inoltre
che tale spazio £ deve essere necessariamente un’algebra chiusa per trasposizione coniugata e che
i vy, definiti dall’identita I = Y"}_, vgJy verificano le uguaglianze [vy -+ v,]Jy = e, k=1,...,n,
(cioe L & uno spazio di classe V [5]), quindi ogni matrice A di £ ¢ univocamente determinata dal
vettore [vg - -+ vy,)A.

Nel caso particolare in cui £ = sdU = {Ud(z)U : z € C"} (L = po), U unitaria, per £, si
puo ottenere la seguente altra rappresentazione:

L4 = Udiag (UTAU);)UH. (23)

Questa si ottiene osservando che la norma di Frobenius ¢ invariante per trasformazioni unitarie,
quindi

min || A-Ud(z)U" ||} = win [|U7 AU —d(2) |} = |U" AU - diag (U AU):i) [T = Y _|(U" AUy,
i ’ i#j

Un modo per aumentare Uefficienza di algoritmi nella risoluzione di certi problemi applicativi ove
siano coinvolte matrici generiche A, consiste nell’'usare, in tali algoritmi, in modo opportuno, matrici
di £ che approssimino in qualche senso A. Ad esempio usarle per valutare lo spettro di A, per
precondizionare oppure rappresentare A, o, perfino, al posto di A. Ma per poter fare questo, le
matrici di £ prese in considerazione devono sia conservare le proprieta di A importanti in tali
problemi, che avere bassa complessita computazionale.

Quindi, se in particolare si vuole usare L 4, allora sara opportuno studiare quando (per quali
L) la matrice £4 mantiene certe proprieta di A. Ad esempio, ¢ facile dimostrare che se lo spazio
L ammette una base reale, allora la proiezione £ 4 di una matrice A reale & ancora reale. Se L &
chiuso per trasposizione coniugata (M € £ = M ¢ ), allora la proiezione £4 di una matrice A
hermitiana e ancora hermitiana. Un problema di ricerca interessante, affrontato preliminarmente
in [5], [6], & caratterizzare gli spazi £ C C™*™ per cui la proiezione £, di una matrice A definita
positiva e ancora definita positiva. Infatti, ogni qual volta £ 4 & definita positiva, la si potrebbe
usare come precondizionatore di A, se si deve risolvere un sistema Ax = b, (vedi ...), oppure al
posto di A, se A rappresenta ’approssimazione dell’Hessiano definita nel generico passo del metodo
di minimizzazione BFGS (vedi ...). Per altre applicazioni puo invece essere utile studiare spazi £
per cui la proiezione £4 di una matrice A non negativa e/o wstocastica per colonne ¢ ancora non
negativa e/o wstocastica per colonne [28] (vedi ...).

Come abbiamo gia detto, le matrici dello spazio £ che vogliamo utilizzare, dovrebbero avere
anche bassa complessitd computazionale. Un sottospazio £ di C™*" si dice di bassa complessita
se, comunque presa M € L, il calcolo degli autovalori di M, il prodotto di M per un vettore, e la
risoluzione di un sistema lineare con M come matrice dei coefficienti, sono tutte operazioni eseguibili
effettuando non piu di O(nlogn) operazioni aritmetiche. Ad esempio, se U ¢ una matrice unitaria
n x n per cui le trasformate Uz e Uz sono calcolabili con al pitt O(nlogn) operazioni aritmetiche,
allora l'algebra £ = {Ud(z)U : z € C"} & un sottospazio di C™ " di bassa complessita. Un
altro esempio di sottospazio di C™*™ di bassa complessita ¢ 'algebra £ delle matrici triangolari
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di Toeplitz (studiata approfonditamente nel Capitolo 2). Notiamo che per entrambi gli esempi, il
problema degli autovalori di M € £ & ottimamente condizionato.

Un esempio: la migliore approssimazione di A € C"*" nell’algebra C, delle matrici
¢-circolanti
Sia Il la seguente matrice n x n

0 1
- 01
H¢: L. ,gf)E(C.
0O - - 01
6 0 - - 0

Si osserva che il polinomio minimo di Il coincide con il polinomio caratteristico di Iy, pr ¢()\) =
A" — ¢. Quindi l'algebra {p(Ily)} = {3°7_; ajﬂé)_l : a; € C} ha dimensine n e coincide con
l'insieme {A : AIl, = II;A}. Chiamiamo Cy4 tale algebra, o algebra delle matrici ¢-circolanti.
Notiamo che, comunque dati a; € C, ¢ sempre ben definita la matrice ¢-circolante la cui prima riga

eal =lajas - an):

a a2z az - an
n . dan a1 az : an—1
Co(a) == Zajﬂéfl = .
=1 gaz - - - ay
paz ¢az - Pap ai

Osserviamo che Cy ¢ lo spazio delle matrici triangolari superiori di Toeplitz. Le matrici di Cq
ovviamente non sono in generale diagonalizzabili (vedi ad esempio Cp(e2)).

Se invece ¢ # 0, allora la matrice Il ha n autovalori distinti ed ¢, quindi, diagonalizzabile,
ciot esiste U invertibile tale che U 'II,U ¢ diagonale. Poiché la stessa U diagonalizza anche ogni
polinomio in II,, I'algebra Cy, se ¢ # 0, ammette 'ulteriore rappresentazione Cy = {Ud(z)U ™! : z €
C"}. In particolare, si ha lidentita Cg4(a) = Ud(UTa)d(UTe;)"*U~L. Si osserva inoltre che, per il
Teorema 2.9, la matrice U puo essere scelta unitaria se e soltanto se II4 ¢ normale (H¢HH = Hg I1,4)
ovvero se e solo se ¢ ha modulo uguale a 1.

Notiamo che, per ¢ # 0, la matrice U tale che U *1H¢U = diag e nota esplicitamente. Infatti,
U = DF dove F ¢ la matrice di Fourier (vedi (3)) e D ¢ una opportuna matrice diagonale, che &
unitaria se e solo se |¢| = 1. Ricordando le proprieta di F' (vedi Proposizione 2.3), si puo quindi
dire immediatamente che, per ¢ # 0, il calcolo degli autovalori di Cy(a), il prodotto di C4(a) per un
vettore, e la risoluzione di un sistema lineare con matrice dei coefficienti Cy(a), sono tutte operazioni
di complessita non maggiore di O(nlogn). Di fatto, le stesse affermazioni si dimostrano, per altre
vie, anche nel caso ¢ = 0 (basta “trasporre” i risultati della Sezione 2.2). Quindi C4 € per ogni
valore di ¢ uno spazio di bassa complessita.

Calcoliamo la migliore approssimazione di A € C™*" in Cy, cioe la matrice (Cy)a € Cy tale che

4= (€o)alle = pin |4~ Xllr, (X, A~ (Cola) =0, VX €Cy

33



Usiamo a tal fine quest’ultima condizione e il fatto che le matrici 117!, j = 1,..., n, costituiscono
una base per Cy4. Per semplicita si usa il simbolo II anziché II,. Si ha:

n
(It A - Zajl_[jfl) =0,s=1,...,n,
j=1

(11571, A) Zaj LI = o (LI ) =as(n—s+ 1+ ¢ (s — 1)), s=1,...,n.

Caso ¢ = 0:
i 1 . .
Cola=)» ———I A
(Co)a ; S 1 )
Caso ¢ # 0:
aq
n ' 1 '
Co)a=Y oIt =udWT | *? )dUTe))'U, a;= 1 A).
(ol ;% | JAe) % T OPG - 1) )
(079
Caso |¢p| = 1:
. (1,4)
1 . 1
(Cp)a = - Z(Hﬂ*l,A)Hﬂ ! Ud(UTn (H"A) Yd(UTe))1U = U diag (UM AU ) ) UH.
= (11, 4)

Quali proprieta di A sono ereditate da (Cy)4? Ad esempio, A hermitiana implica (C4) 4 hermitiana?
A definita positiva implica (C4)4 definita positiva? Dall’ultima formula per (C4)a ¢ evidente che
la risposta a queste due domande ¢ si, a patto che |¢| = 1. Un’altra domanda puo essere: A reale
implica (Cy) 4 reale? Risposta: si, se Cy4 ¢ generata da matrici reali, ovvero se ¢ € R. Altre domande
possono essere: eventuali proprieta di nonnegativita, irriducibilita, o contemporanea nonnegativita
e irriducibilita di A quando (per quali valori di ¢) sono ereditate (C4)a? quando A wstocastica
implica (Cy)a wstocastica? lo spettro di (Cy)a € in qualche relazione con lo spettro di A?

E chiaro che ha interesse il seguente problema piu generale: per quali spazi £ le proprieta di cui
sopra sono ereditate da £47?

Esempio. Scriviamo (C1)a = Ca, la matrice circolante che meglio approssima A, per al-
cune scelte di A, e confrontiamo lo spettro di C4 con quello di A. Col simbolo (M), o(M) =
{M(M),..., (M)}, intendiamo il piu piccolo insieme convesso in C contenente lo spettro o(M)
di M.

A:[O 1}, cAz[g% 362], o(A) = [-V2,v/2] C 9(Ca) = [-3/2,3/2),

A:[ 0 1], CA:[_;)/Q _%/2}, o(A) = {ib: —2<b< 2}, 7(Ca) = [~3/2,3/2],
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[0 1 B 0 T(1+1i)
=i o] el )
1

o(Ca) = {bel™* % <b< 7} Co(A) = {be!™*: —1<b< 1}

Osserviamo che nel terzo caso si ha o(C4) C o(A). Come & provato poco pill avanti & vera la
seguente affermazione piu generale: se A ¢ una matrice normale e |¢| = 1, allora o((Cg)a) C o(A).

Esempio. Sia A nxn non negativa ed £ un sottospazio di C™*" generico con base {Jj } ortogonale
a elementi non negativi. Allora anche £ 4 ¢ ovviamente non negativa (si usi la rappresentazione (22)
di £4). In [52] & dimostrato il viceversa, cio¢ condizione necessaria affinché la proiezione di A in un
sottospazio L sia non negativa per ogni A non negativa e che £ ammetta una base ortogonale non
negativa. Quindi, ad esempio si puo dire che tra tutte le algebre Cy4 le uniche che conservano una
eventuale non negativita di A sono C;y (circolanti) e Cy (triangolari di Toeplitz).

Lo studio su Cg e (Cy)a svolto in questa sezione puo essere facilmente ripetuto per altri spazi
L = {Ud(z)U" : z € C"} di bassa complessita, come le algebre di tipo Jacobi e di tipo Hartley.
Cerchiamo ad esempio 'espressione esplicita di 74 essendo 7 1’algebra di bassa complessita descritta
nella Sezione 2.1. Siano J; le matrici di 7 con prima riga e{, kE =1,...,n. Per (22) si ha che
T4 = p (B c)pJk, con By s = (Ji, Js), cx = (Jg, A). Scriviamo B! esplicitamente. Si ha

4 0 2 0
10 6 0 2 B _ In n dispari
B=, 06 0 , B=nJi+(n 2)J3+...+{2Jn1 n pari
0 2 0 4

Poiché l'inversa di B deve essere un elemento di 7 (perché 7 appartiene alla classe delle *algebre,
vedi [6], [5]), per conoscerla ¢ sufficiente conoscere la sua prima riga, cioe il vettore z tale che
z'B = elT Calcolando z per i primi valori di n si intuisce I’espressione esplicita di B~! per n
generico: B! = (3J1 — J3). Quindi
TA = Qn:— 5 ((301 —c3)J1 4+ (2c2 —¢q)Jo + (—c1 + 2¢3 —¢5)J3+ ...
+(—Cph—2 +2¢c; — Cpy2)Jk + ... (—Cn—a + 2¢cn—2 — Cp) Jn—2

+(—cpn-3 + 2¢p—1)Jpn—1 + (—Cp—2 + BCn)Jn), ek = (Jg, A).

2n+2

Usando questa rappresentazione di 74 si dimostra in particolare che 74 in generale non eredita
da A una sua eventuale non negativita. Ad esempio, essendo [T4]11 = 2n+2 (3c1 — c3)[ 1)1 =
2n ) (3¢1 — ¢3), si puo prendere una A non negativa per cui 3¢y — ¢3 sia minore di zero; per n = 3
una tale A e la seguente

10
A= 01 s 301—03:3(J1,A)—(J3,A):3*3—11:—2.
5 0

= O Ot

Esercizio. Sia L 1'algebra di Haar considerata nella Sezione 2.4. Si dia una rappresentazione di
L 4 utilizzando la base di £ costituita da matrici i cui elementi sono —1, 0, oppure 1.
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Localizzazione e confronto degli spettri di A ed L4 dove £ = {Ud(z)U"}, L=...7

Riportiamo alcuni risultati sulla localizzazione degli autovalori di A e della sua migliore ap-
prossimazione in uno spazio £ di matrici simultaneamente diagonalizzate da U unitaria (ad esempio
L =1,C4, |¢p| =1, L =Hartley-type). Per M € C™*", con il simbolo ¢ (M) intendiamo il pit1 piccolo
insieme convesso in C contenente gli autovalori di M, e con il simbolo F(M) intendiamo il campo
dei valori di M, cioe I'insieme

H
x" Mx
F(M) = { DX € (C"}.
(M) Tx
Se A ¢ un autovalore di M allora esso ammette la seguente rappresentazione
\ = xH Mx
- xHx

dove x ¢ un qualsiasi autovettore di M corrispondente a A. Da questa osservazione e da altri
argomenti, seguono i risultati elencati qui di seguito, sugli spettri di A € C™*" e di £4. Lasciamo
al lettore la dimostrazione non difficile di tali risultati.

1 SeA=A"[A=—-A" (A= (A")~1)] e A & un qualsiasi autovalore di A, allora A € R [i\ € R
(1Al =1)]

2 F(A) contiene tutti gli autovalori di A. F(A) € un sottoinsieme convesso di C [34], quindi

o(A) C F(A). Se A ha elementi reali, allora F(A), come o(A), ¢ simmetrico rispetto all’asse
reale.

3 Sia £ = {Ud(z)U! : z € C"}, dove U & una matrice unitaria (ad esempio £ = C, con
|| = 1). Sia L4 = Udiag (U7 AU);;)UH la migliore approssimazione di A € C™*" in L.
Allora o(L4) C F(A)

4 Se A ¢ normale, allora F(A) ¢ il piu sottoinsieme convesso di C contenente gli autovalori di A,
cioe F(A) = o(A) e, per il punto precedente, o(L4) C o(A). Inoltre, per ogni x € C" x # 0,
xH Ax Ax(13 xH Ax 2)1/2

nel cerchio chiuso in C di centro Z7* e raggio il numero non negativo ( PR
2

deve esserci almeno un autovalore di A (vedi Teorema 3.2).

5 Se A ¢ hermitiana, F(A) = o(A) ¢ il piu piccolo intervallo della retta reale contenente gli
autovalori di A, £4 & hermitiana e o(L4) C o(A). Se A & definita positiva, allora £4 &
definita positiva e o(L4) C o(A)

6 Sia A € C"™". Ad A possiamo associare le seguenti due matrici normali A, = $(A + Af) e
Ay = %(A — A, tali che A = Aj, + Agp, che chiamiamo rispettivamente parte hermitiana e
parte anti hermitiana di A. Allora

o(A) C F(A) C F(Ay) x F(Aan) = (A7) x o (Aar).

F(La) =0(La) CF(La,)XF(La,,) =0(La,)xo(La,,) CF(An)xXF(Aan) = c(Ap)x0(Aan)-

In particolare, se A ha parte hermitiana definita positiva (negativa), allora gli autovalori di A
hanno parte reale positiva (negativa).
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Le prime inclusioni del punto 6 seguono dall’osservazione che per ogni z € C"

H A b H A H A
2 g b=a+tis, a= MR, p= 2T R
i 7zl 7zl 7

7zl 7

Domanda: anche per £ = po si puo’ stabilire qualcosa ?
(Cs)a (L4, L =) come precondizionatore di A Toeplitz
(Cy)a (L4, L =) al posto di A approssimazione dell’Hessiano
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3 Preliminari, Teoria di Perron-Frobenius, Page-Rank

Introduciamo innanzitutto il concetto di irriducibilita di una matrice e stabiliamo due risultati in-
teressanti sulle matrici irriducibili. Uno riguarda la localizzazione degli autovalori di una matrice
irriducibile; & una sorta di teorema di Gershgorin rafforzato, in genere ignorato nella letteratura
di carattere didattico. Nel secondo si suppone la matrice anche non negativa e si stabilisce che
le potenze di questa, perturbata di I, diventano a un certo punto positive. Il secondo risultato &
alla base della tecnica di dimostrazione stile Gantmacher-Varga della teoria di Perron-Frobenius,
che seguiremo anche in questo testo. Poi, vi saranno tre sezioni. Nella prima, nella risoluzione del
problema calcolo dell’autovettore dominante di una matrice non negativa wstocastica per colonne, si
illustrano le principali affermazioni della teoria di Perron-Frobenius (PF), ricordando e utilizzando
risultati e metodi classici sull’analisi numerica degli autovalori. Nella seconda si enunciano e di-
mostrano i risultati della teoria di PF. Nella terza si considera ’applicazione della teoria sviluppata
nella formulazione e risoluzione del problema pagerank (vertexrank) del web (di un grafo).

Irriducibilita e normalita in teoremi per la localizzazione degli autovalori. Ir-
riducibilita nel Lemma alla base della teoria di Perron-Frobenius

Sia A € C"*". Se esiste Z C {1,...,n} tale che 0 < |Z| <nea;; =0 perognii €, k¢Z,
allora A si dice riducibile. Cio equivale a dire che esistono matrici di permutazione P e () tali che

T | MW T [ M O
PAP—|:O N:|7QAQ_|:W/ N/?

con M, M’ ed N, N’ matrici quadrate entrambe almeno 1 x 1. Un esempio:

00 0 0] 1 0000
1 0000
1 0000
A= 00 0 0],Q= 1 . QTAQ =
1
00 0 0 1
L . L 1_ L .

(gli elementi non specificati in A possono essere numeri arbitrari, qualcuno puo essere anche zero).

Ricordiamo il ben noto risultato che caratterizza le matrici A irriducibili come quelle associate
a grafi fortemente connessi. Data A € C"*" il grafo orientato G associato ad A ha come nodi
1,2,...,n e G contiene 'arco che unisce il nodo i al nodo j se e solo se a;; # 0. Tale G si dice
fortemente connesso se comunque presi due nodi 4, j in G esiste un cammino in G che li unisce.

Ad ogni matrice A € C™*"™ si possono associare i seguenti n sottoinsiemi di C, detti cerchi di
Gershgorin:

Ki={z€C:|z—ay| < layl}, i=1,...,n.
JiJ#e

Notiamo che i cerchi K; sono chiusi, quindi indichiamo con K; = K;\(0K;) la loro parte interna.

Teorema 3.1 (Gershgorin) Sia A € C"*" e X un generico autovalore di A. Sia x un autovettore
di A corrispondente all’autovalore A\, e Z C {1,2,...,n} I'insieme degli indici ¢ per cui |z;| = ||x||c0-
Allora valgono le seguenti affermazioni:
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1. A€ K; perogni¢ €Z.
2. Se A & irriducibile e Z # {1,2,...,n}, allora 37 € T tale che A € K,.

3. Se A ¢ irriducibile e Z = {1,2,...,n}, allora A € K; per ogni i, quindi puo accadere che
A € OK; per ogni i ( ma non e’ che accade sempre 7 ... ) o che A & interno ad uno dei cerchi.

Quindi, si ha sempre che A € U; K;, e, nel caso particolare in cui A ¢ irriducibile, si ha piu precisa-
mente che A € (U; K;)) U (M;0K;).

Dimostrazione. Dall’identita Ax = Ax segue che Zj ajjT; = A, Zj:#i aijr; = (A — ai;)x;,

A= agllzi] < D lagllzgl, i=1,2,...,n. (24)
jij#i
Per dimostrare il punto 1 basta osservare che scegliendo i € Z in (24) si ottengono le disuguaglianze
A —aii| < 32, 2 lai], @ € Z. Per 2, si nota che, poiché A ¢ irriducibile, deve necessariamente
esistere almeno una coppia di indici r € Z e k € {1,...,n}\Z per cui a,; # 0, quindi (24) con i =r
implica

A= arpllze] < 3050 5 ansllzs] = 20 5eq oy lanjllag| + 30 7. ok lans o] + lark |2k
< Yjerjur lansll@e ] + X er jun larjllae| + lavkllze| = |20 325,54 lars]

dove la diseguaglianza stretta segue dal fatto che |zy| < |z,| e a,r # 0. Infine, il punto 3 segue dal
punto 1 (non serve nemmeno l'ipotesi A irriducibile). O

E ben noto che A € C & autovalore di A se e solo se & autovalore di A7. Quindi, oltre i cerchi
K; = K;(A) ¢ utile considerare i cerchi K;(AT) = {2z € C: |z —ay| < dojgilagills i =1,..n,
e, ogni volta che K;(AT) # K;(A) per almeno qualche 4, applicare il risultato di Gershgorin, oltre
che ad A, anche ad AT (tenendo presente che il vettore x in tal caso sarebbe un vettore tale che
ATx = X\x). In questo modo si ottengono pitl informazioni sulla localizzazione degli autovalori di A
in C. Ad esempio, si conclude subito che

X autovalore di A = e (U; K;(4)) N (U, Ki(AT)),

X autovalore di A irriducibile = \ € ((UiKi(A))U(miaKi(A))) N ((UiKi(AT))U(miaKi(AT))).
FEsercizio. ...

Una matrice A € C™*" si dice normale se AA” = AH A, ovvero se e solo se A & diagonalizzabile
da una matrice unitaria (Teorema 2.9). Ad ogni matrice A € C™*™ normale si possono associare i
seguenti sottoinsiemi di C, detti cerchi di Weinstein:

H 2 H
weC' — Kw(A)Z{ZGC: |Z_W AW‘<(||AWH _‘W AW|2)1/2}'

whw [|w|? whw

In particolare, possiamo associare ad A gli n cerchi:

Ke,(A) = {ze C: |z—au| < ( Z \aji|2>1/2}, i=1,...,n,

Jij#i
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centrati anch’essi negli elementi diagonali di A, come i cerchi di Gershgorin. Osserviamo che
Ke,(A) C K;(AT) e K¢, (AT) C K;(A).

Teorema 3.2 (Weinstein) Sia A € C"*" normale. Allora

i) per ogni w € C", sia il cerchio Ky (A) che il cerchio Ky (AT) contengono almeno un autovalore
di A

ii)Vie {1,...,n}, siail cerchio K, (A) che il cerchio Ko, (AT) contengono almeno un autovalore
di A

iii) Si ha l'identita Ky (A) = wlAW g e solo se w & un autovettore di A. In tal caso, Kw(A) e

wHw
lautovalore di A con autovettore w.

wi Aw
wHw

[[(A—pL)wll5

si ha la
Iwli3

Dimostrazione. Per ogni w € C" si ha min; [\; — u|? < . Scegliendo p =

tesi. ... Aggiungere detagli ...

FEsempio. Sia A la seguente matrice 3 X 3:

21
A=11 2 1
1 1 2

I cerchi di Weinstein Ko, (A7) = K¢, (A) = {z € C : |z — 2| < v/2} contengono effettivamente
almeno un autovalore di A, 1. Osserviamo anche che ¢’¢ un autovalore di A, 4, che non & contenuto
in nessuno di tali cerchi. L’autovalore 4 ¢ invece un punto dell’insieme N;0K;. Sia A la matrice

0 1
A= % 1)
_i 1

Uno dei cerchi di Gershgorin di A (o di AT) non contiene nessun autovalore di A. Ne segue, in
particolare, che A non puo essere normale.

Cambiamo argomento, considerando un altro risultato ove l'ipotesi di irriducibilita di A inter-
viene pesantemente. Tale risultato, che presuppone A anche non negativa (A > O), ¢ alla base
delle tecniche di dimostrazione (prese essenzialmente dal Varga [39]) che useremo per introdurre piu

avanti la teoria di Perron-Frobenius per matrici non negative irriducibili.

Teorema 3.3 Sia A € R™ ™ non negativa e irriducibile. Allora (I + A)"~! > O, cio¢ gli elementi
della matrice (I + A)"~! devono necessariamente essere tutti positivi.

Dimostrazione. Si ha che (I + A)"~! > O se e solo se le componenti del vettore (I + A)"~!x sono
tutte positive per ogni vettore x € R™ non negativo non nullo (provare tale affermazione!). Quindi
¢ sufficiente mostrare che (I + A)”*lx >0Vx>0x=#0. Sax >0, x#0. Siaxg=xe
Xpp1 = (I + A)xp, = X + Axg, k= 0,1,2,.... Osserviamo che x; = (I + A)¥x. Si vuole dimostrare
che x,,_1 > 0. Come prima cosa notiamo che gli x; sono tutti vettori non negativi (per induzione
su k). Come seconda cosa, meno immediata, notiamo che xj11 deve avere meno zeri di x;. Infatti,
di pit1 non ne puo avere perché xj 1 si ottiene da x; aggiungendo un vettore non negativo. Inoltre,
se Xp41 € X avessero lo stesso numero di zeri, questi dovrebbero occupare le stesse posizioni (se
(xk+1)i = 0, la componente ¢ di x; non puo essere positiva perché (Axy); > 0!), quindi esisterebbe
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a

0 } , Px;. = [ 3 } , con a e b positivi e della stessa

P matrice di permutazione tale che Pxy11 = [

dimensione m, 1 < m < n — 1. Ne segue che

Pxj,.1 = Px;, + PAx;, = Px;, + PAPT Pxy,

a b M11 M12 b
= M X
o] =Le )L e [a ] e
da cui l'identita Ms1b = 0, che, essendo Ms; > O e b > 0, implicherebbe My, = O. In altre
parole, supporre che Xx11 e X; abbiano lo stesso numero di zeri ci farebbe concludere che A ¢
riducibile, ma A non lo ¢! Dunque xj4; deve avere meno zeri di xj; e, di conseguenza, x,_; deve

essere necessariamente un vettore positivo. Si noti che non & escluso che x;, ((I + A)¥) sia positivo
(positiva) gia per k <n — 1. O

FEsercizio. Si puo dire qualcosa sulla struttura delle matrici normali riducibili (irriducibili)?

3.1 Calcolo dell’autovalore dominante di una matrice A e di un suo corrispon-
dente autovettore: studio del caso RT wstocastica per colonne non negativa
usando la teoria di Perron-Frobenius e risultati/metodi basilari dell’analisi
numerica degli autovalori di una matrice

Un noto risultato di Perron e Frobenius (vedi la Sezione 3.2) afferma che se A € C™*™ ¢ non negativa
irriducibile, allora p(A) ¢ autovalore positivo semplice di A e a p(A) corrisponde un autovettore con
componenti tutte positive. Prima di enunciare in maniera pit completa e dimostrare la teoria di
Perron-Frobenius, cominciamo a illustrarla ed usarla, studiando nei dettagli il seguente problema:
determinare un vettore p # 0 con elementi non negativi tale che R”p = p essendo R una matrice
wstocastica per righe non negativa. Studiando questo problema particolare avremo bisogno di
enunciare e dimostrare risultati importanti riguardanti 1’analisi numerica degli autovalori di una
matrice generica: i metodi delle potenze e delle potenze inverse, e le tecniche di deflazione.

Sia R una matrice n x n non negativa wstocastica per righe. Allora Re =e, e =[111 --- 1]T,
quindi 1 ¢ autovalore di R e un corrispondente autovettore & e. Poiché per ogni A autovalore di R
esiste almeno un i per cui [A| = |A —ri; + 1| <N =il + | < D0 il + vl = 25 il =

> ;Tij = 1, possiamo anche dire che R non puo avere autovalori di modulo maggiore di 1. La stessa
affermazione segue anche dall’osservazione che i cerchi di Gershgorin di una matrice non negativa
wstocastica per righe sono tutti centrati in punti dell’intervallo [0, 1] C C, passano tutti per il punto
di C 1 e, quindi, sono tutti contenuti nel cerchio {z: |z| < 1} C C.

In generale 1, come autovalore di R, puo avere molteplicita algebrica e geometrica maggiore di
1 (si prenda ad esempio R = I). Pero, non puo mai verificarsi che m4(1) > mgy(1).

Proposizione 3.4 Se R € C™*™ ¢ non negativa wstocastica per righe, allora 1 = p(R) & autovalore
di R con molteplicita algebrica e geometrica coincidenti, e il vettore e € un autovettore di R relativo
all’autovalore 1.

Dimostrazione. Occorre solo dimostrare che m4(1) = mg4(1). Se R ¢ irriducibile, si ha che mq(1) =
mg(1) =1 per il teorema di Perron-Frobenius. Sia allora R riducibile. Possiamo supporre R gia in
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forma ridotta (perché?), cioe

Ry
R= R_21 R?Q ' ,k>2, (25)
Ripi Ria - Rk
dove Ry e irriducibile e il generico blocco diagonale R;;, i = 2,...,k, & irriducibile oppure nullo.

Sia Z il sottoinsieme di {1,...,k}, Z = {1} U{i: R;; = O,j =1,...,i—1}. Sinotichei € T
implica R;; irriducibile wstocastica per righe, e i ¢ Z implica p(R;;) < 1.

Se i € Z, allora per il Teorema di Perron-Frobenius, 1 ¢ autovalore semplice di R;; (infatti, R;;
¢ non negativa, wstocastica per righe, irriducibile). Se i ¢ 7 ed R;; ¢ irriducibile, allora 1 non ¢
autovalore di R;; e p(R;;) < 1. Infatti, R;; ¢ non negativa irriducibile, i cerchi di Gershgorin di R;;
sono tutti centrati in [0, 1] e contenuti nellinsieme {z : |z| < 1} C C, e almeno uno di tali cerchi
¢ contenuto in {z : |z| < 1}. Quindi, un numero complesso p di modulo 1 sta fuori da almeno
uno di tali cerchi, e se sta in uno degli altri cerchi necessariamente deve stare sulla sua frontiera.
In altre parole g non puo essere interno a nessun cerchio e, nello stesso tempo, non puo essere
nell’intersezione delle frontiere di tutti i cerchi. Ne segue che, per il Teorema 3.1,  non puo essere
autovalore di R;;. Sei ¢ 7 ed R;; = O, allora ovviamente 1 non ¢ autovalore di R;;. Da queste tre
osservazioni segue che mg(1) = |Z|.

Valutiamo ora mg(1). Sempre per il Teorema di Perron-Frobenius, se i € 7, allora dim{x :
Rix =x} =1le{x: Ryx = x} = {e' : a; € C} ove € ¢ il vettore di uni e con dimensione
uguale a quella di R;;. Studiamo la dimensione dello spazio degli autovettori x = [x] x3 --- x1]7
di R relativi all’autovalore 1. L’uguaglianza Rx = x ¢ verificata se e solo se

Rix; =x;, 1 €T, (I — R”)Xl =Ryx1+...+ Rm;lxi,l, 7 ¢ 7 & R;; irriducibile,
x;=Ruxi+ ...+ Rij1xi—1, i ¢ LT & Ry = O,

seesolosex; = ae’, peri € Z,x; = (I—Ry) H(Rix1+. ..+ Ry _1X;_1), peri ¢ T & Ry; irriducibile,
ex;=Rax1+...+ Ri;—1xi—1, per i ¢ T & R;; = O. Ne segue facilmente che mg4(1) = |Z|.
Quindi my(1) = |Z] = my(1). O

Esercizio. Osservare che per la seguente matrice

146 —b

M:[ b 1-b

} , beR,
si ha 2 = mg(1) > my(1) =1, se b # 0. Ma, quando b # 0, M, pur essendo wstocastica per righe,
non € non negativa.

Puo accadere che 1 = p(R) domini gli altri autovalori, cioé |A| < 1 per ogni A autovalore di R,
A # 1 (si prenda ad esempio R = ee? ), come puo accadere che 1 non sia l'unico numero di modulo
1 autovalore di R. Ad esempio, la matrice

01
R=|b 0 1-b|,be(01),
01



ha —1 come autovalore. Un altro esempio ¢ fornito dalla matrice di permutazione II che genera
I’algebra delle matrici circolanti, infatti gli autovalori di II sono distinti e hanno tutti modulo 1.

Se consideriamo ora la matrice trasposta di R, RT, possiamo dire che essa ha gli stessi autovalori
A di R, con le stesse molteplicita algebriche e geometriche, ma gli autovettori di R” relativi a tali \,
pur generando sempre uno spazio di dimensione mgy(A), non hanno in generale nulla a che fare con
gli autovettori di R. In altre parole, la conoscenza degli autovettori di R non implica in generale la
conoscenza degli autovettori di R”.

Proposizione 3.5 Se R ¢ non negativa wstocastica per righe, allora 1 = p(R) ¢ autovalore di
R™ con molteplicita algebrica e geometrica coincidenti ed esiste p non negativo non nullo tale che
RTp = p. In generale per 'autovettore p non ¢ nota una formula esplicita.

(3 un metodo diretto per il calcolo di p, ovvero per il calcolo di soluzioni del sistema (I —R7)x = 07)

Dimostrazione. E sufficiente dimostrate che 'uguaglianza R”x = x & verificata da un vettore x non

negativo non nullo quando R & la matrice in (25). Sia x = [x x4 --- x!]7. Allora RTx = x, con
x # 0, x > 0, se e solo se Z?:iRJTin =x;,1=1,2,...,k, con x; > 0, Vi, e x; # 0 per almeno un
1. Sia
XA
x={ 0 1%
pj JE1

dove p; ¢ il vettore positivo tale che p; = RJ-ijj, ben definito quando j € 7 per il Teorema di Perron-

Frobenius (perché per j € Z la matrice R;‘»Fj ¢ non negativa irriducibile wstocastica per colonne).
Per tale scelta degli x; si ha

k
0 i¢T
T _ T . — .
Salx= S me={ Gy o7 =%
Jj=t 1<j<k,j€T

(infatti, per j € 7 si ha RJ-TZ- = O Vi < j). Dunque il vettore x = [x{ xI --- x]|7 & ben definito,
non negativo, non nullo e tale che R”x = x. Si osservi che x non & noto esplicitamente, perché non
sono noti esplicitamente i vettori p; = Rgpi, 1e€Z. U

A meno che non siamo nel caso banale in cui R e anche wstocastica per colonne, non € in
generale semplice avere una formula esplicita per il vettore p definito nella Proposizione 3.5. Una
approssimazione buona quanto si vuole del vettore p si puo calcolare con il metodo delle potenze
nell’ipotesi in cui 1 domini gli altri autovalori di R. Prima di proseguire il nostro discorso su R
ricordiamo dunque due argomenti classici sugli autovalori: il metodo delle potenze e le tecniche di
deflazione.

Per una matrice generica A, sotto opportune ipotesi, il metodo delle potenze genera due succes-
sioni, una di scalari e una di vettori, convergenti rispettivamente a A tale che |\| = p(A) e ad un
autovettore x di A relativo a A. L’ipotesi cruciale per la convergenza & che per ogni u autovalore
di A diverso da A si abbia |u| < |\| = p(A), cioe che A sia autovalore di A dominante (allora, anche
ogni suo autovettore verra detto dominante). Un’altra ipotesi importante ¢ che A abbia molteplicita
algebrica e geometrica coincidenti. Senza quest’ultima ipotesi il limite della successione di vettori,
pur esistendo, sarebbe in generale una combinazione lineare dei vettori principali di A relativi a A
e, quindi, potrebbe non essere autovettore.
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Teorema 3.6 Sia A € C"*" e )\j, j = 1,...,n, i suoi autovalori. Supponiamo che \; = ... = X,
t > 1, sia tale che mg(A1) = mg(A1) e [Ai| > |Nj], j=t+1,...,n Sia X =[x --- x,] € C""
invertibile tale che X 'AX = J essendo J la forma canonica di Jordan di A e supponiamo che
la sottomatrice ¢ x t in alto a sinistra di J sia A\1I. Sia v € C" generico tale che nell’espressione
V=0 i X+ a5x; il vettore x = 3., aijx; sia non nullo. Sinoti che x ¢ un autovettore
di A relativo a A\1. Posto vy = v, si considerino le seguenti successioni, di vettori e scalari:

H 1

U Ak  ay, k=1,2,3,... ,

= A _ = — =

dove si suppone u scelto in modo che uf’x # 0 e gli scalari u”v;_; siano (almeno definitivamente)
diversi da zero. Allora si ha

1 i 1 uf AFy \
Vi — Vv — —X e — — .
T AR X[ FT wlaAR Ty !
La velocita di convergenza é:
maxmax O((ps, (6] 22]"), (26)
FiAFEM S i A

dove per ogni A; # A1, il numero s, indica la dimensione del generico blocco di Jordan associato a
Aj, e pskj_l(k) ¢ un polinomio di grado sy; —1, i cui coeflicienti dipendono da )\i;, r=1,...,s\—1
e dai coefficientti o, j > t, di v rispetto ai vettori colonna di X (vettori principali) corrispondenti
al blocco di Jordan in considerazione. Se A e diagonalizzabile, allora la velocita di convergenza e
maxj;y, 23, O(|32)F).

Dimostrazione (caso A diagonalizzabile). Si ha Ax; = \jx;, i = 1,...,n, e v = ngtajxj +
dojst X =X+ 3 i, ayx;. Quindi,

/\_]fA V:x—l—Zaj()\—i) X;,

>t

)\—]fu Av =u x—i—;aj()\—i) u’x;

Ne segue che, se x # 0 e uffx # 0, allora la sucessione (1/A¥)A*v converge a x, autovettore di A
relativo al’autovalore A1, e la successione (u” A¥v)/(uf A¥=1v) converge a A;.
Dimostrazione del caso A non diagonalizzabile: ... [

Per i nostri propositi e utile ricordare anche il seguente risultato classico sulla deflazione di
matrici, una tecnica per introdurre una matrice i cui autovalori sono tutti uguali agli autovalori
di A eccetto uno, che, invece, ¢ zero. Ad esempio, tale metodo puo essere utile per “eliminare”
I’autovalore dominante di una matrice, dopo averlo calcolato, insieme ad un suo autovettore, con il
metodo delle potenze.
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Teorema 3.7 Sia A € C™*™. Sia y un autovalore non nullo di A e x un corrispondente autovettore,

ie. Ax = px. Siano pa, 43, ..., ity 1 rimanenti autovalori di A. Allora per ogni vettore w tale che
wllx #£ 0, la matrice W = A — ﬁwa ha autovalori 0, o, 113, . . . , fin-
Dimostrazione. Si introduce la matrice S = [x X2 - x,, | con x; scelti in modo che det S # 0, e si

osserva che pa(A) = ps-145(A) = (A — )q(A), pw(A) = ps-1ws(A) = Ag(A). O

Esercizio. Le seguenti due matrici

a b l1—a—-5> —-12 4 0
A= 1—-a-0 a b ,a,beC, A=| —-10 =5 5 |,
b l—a—0> a -12 0 -6
hanno rispettivamente autovalori 1 e —12 = —3(n+1). Per ognuna, calcolare gli altri due autovalori

utilizzando il teorema di deflazione.

Proseguiamo ora il nostro discorso su R?. 1l fatto che R” sia una matrice wstocastica per
colonne ci permette di concludere che per ogni vettore v € C” vale la seguente identita: e’ RTv =
S (RTv); =3, v; = eT'v. Questa semplice osservazione ha tre importanti conseguenze:

1 Se v € C" ¢ tale che v; > 0, Vi, e |[v]1 = elv =Y ,v; = 1 (v =wdistribuzione discreta di
probabilitd = wddp), allora anche R”v & una wddp.

2 L’identitdh RTv = Av, v € C", implica e’v = > ;i =0se XA # 1 (la somma degli elementi
degli autovettori di R” relativi agli autovalori diversi da 1 deve essere nulla).

3 Sia X = [x1 -+ x,] € C™™" invertibile tale che X "'RTX = J essendo J la forma canonica
di Jordan di RT, e supponiamo che la sottomatrice ¢ x t in alto a sinistra di J sia I, dove ¢
¢ la molteplicita di 1 come autovalore di R (vedi la Proposizione 3.4). Allora eij = 0 per
ogni j > t. Di conseguenza, per ogni wddp v, il vettore x nella rappresentazione v =x +y,
x € Span{x;: j <t},y € Span{x;: j > t}, & tale che elx = 1 e quindi & non nullo. Si noti
che, per la Proposizione 3.5, nello spazio Span {x; : j <t} (degli autovettori di R relativi
all’autovalore 1) c¢’¢ almeno un vettore a componenti non negative.

Dimostrazione. Occorre provare solo una parte del punto 3). Sia A un autovalore di RT diverso da
1. Se x;, i > t, ¢ tale che RTx; = A\x; allora, per il punto 2), deve essere e’x; = 0. Se invece &

tale che RTx; = Ax; + x;_1, allora e’x; = e RTx; = \eTx; + eTx; 1, cioe e’ x;(1 — \) = eTx;_1,

ed esiste k > 1 per cui e’x;_;11(1 —\) = elx;_j, 7 = 1,...,k, e el'x;_1(1 — \) = 0. Dunque

eTxZ-,j =0,j=k,...,1,0. In altre parole, si hanno le identitd e”x; = 0, per ogni i > t. Infine,
T

dalla rappresentazione v = x +y di cui all’enunciato, segue che 1 = e’v=e’x+ely =e’x. O

Dai risultati appena osservati segue che, nell’applicare il metodo delle potenze alla matrice R”,
con lo scopo di calcolare un autovettore p non negativo di R” corrispondente all’autovalore 1,
conviene scegliere, nel Teorema 3.6, vy uguale a una wdistribuzione discreta di probabilita, || - ||
uguale alla norma 1, e u = e. Otteniamo cosi il seguente corollario del Teorema 3.6:

Proposizione 3.8 Sia R n X n non negativa wstocastica per righe. Si consideri la successione di
vettori
vo=wddp, vpy=RIvi_1, k=1,2,.... (27)
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I vettori vy sono tutti wddp, quindi ¢y = 1, Yk, e se |A| < 1 per ogni A autovalore di RT diverso da
1, allora i v convergono a x tale che RTx = x, ||x||; = 1, x > 0, con velocita di convergenza (26)
dove i A\; sono gli autovalori di RT e A\; = 1. Si noti che x & un vettore p di cui alla Proposizione
3.5.

Se R ¢ anche irriducibile, allora, per il Teorema di Perron-Frobenius, il vettore p > 0, ||p||1 = 1,
tale che RTp = p & unico ed ha componenti positive, e conviene scegliere vy =ddp, ovvero richiedere
che (vg); > 0, Vi, in modo che tutti i vettori della successione (27) (convergente a x = p) siano
ddp.

Esempio (R irriducibile).
Sia R la seguente matrice non negativa wstocastica per righe

1/4 1/4 1/2
R=| 3/4 1/8 1/8 |, (28)
11/16 1/4 1/16

e 1, po e ps3 isuoi autovalori. Poiché Re = e, per il Teorema 3.7 la matrice

1

W=R-— WHeewH, wHe;éO,

H

ha autovalori 0, o e p3. Scegliendo wl = ef R, la matrice W diventa

0 0 0
W=\ 1/2 —-1/8 -3/8
7/16 0 —7/16

E quindi evidente che uo = —1/8, u3 = —7/16. Notiamo che, per la Proposizione 3.8, la successione
(27) con R in (28) converge a p tale che p > 0, ||p|l1 = 1, RTp = p, con velocita di convergenza

Ivi = pll = O((7/16)").
Esempio (R riducibile).
Sia R la seguente matrice non negativa wstocastica per righe

111 1
1 010 3

R=gB, B=| 1 9 1_4q | *€0:1/4), (29)
010 3

e 4, po, pus, pg gli autovalori di B. Poiché Be = 4e, per il Teorema 3.7 la matrice

W=B-

ew! wlle #£0,

wile
ha autovalori 0, g, pg e pg. Scegliendo w¥ = el B, 1a matrice W diventa
0 0 O 0
-1 0 -1 2
W= 4da—1 0 1 —4a
-1 0 -1 2
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E quindi evidente che pg = (3 + I+ 16a)/2, pus = (3 — /1 + 16a)/2, s = 0. Abbiamo dunque
gli autovalori della matrice R: 0, (3 —+/1+ 16a)/8, (3 ++/1+ 16a)/8 e 1. Per la Proposizione 3.8,
la successione (27) con R in (29) converge a p tale che p > 0, ||p||1 = 1, R'p = p, con velocita di
convergenza ||vj, — p|| = O(((3 + +/1 + 16a)/8)*). Si osserva infine che

0100 1 11 1 0001 1 3 0 0
0001|1010 3 1000 1|1 3 0 0
001044 1 2 1—4a 001 0| 4|1 1—4a 2 4a |’
1 000 0 10 3 0100 1 1 1 1

echep=1[01/403/4T

Come risulta dalla Proposizione 3.8, il metodo delle potenze per il calcolo dell’autovettore p =
RTp > 0 potrebbe essere molto lento, o addirittura, potrebbe non convergere. Per capire se il
calcolo di p puo essere reso in qualche modo piu efficiente, ¢’e bisogno di ricordare un altro risultato
classico, che si puo formulare per una matrice A generica: il metodo delle potenze inverse. Il
vantaggio del metodo delle potenze consiste nel suo basso costo computazionale. Infatti, ad ogni
passo occorre semplicemente effettuare il prodotto Avy_; (vedi il Teorema 3.6) e 'implementazione
del metodo richiede un numero minimo di celle di memoria. Il problema del metodo delle potenze &
nel fatto che la sua convergenza puo essere molto lenta se ’autovalore dominante, domina di poco
gli altri autovalori. Illustriamo ora il metodo delle potenze inverse, il quale, vedremo, puo avere una
rapidita di convergenza molto maggiore, anche se il costo per passo si alza. Occorre infatti risolvere
un sistema lineare ad ogni iterazione e la matrice dei coefficienti di tale sistema, definita in termini di
A, puo non essere ben condizionata. Il metodo delle potenze inverse sara quindi improponibile per
certe applicazioni dove l'ordine di A ¢ molto elevato, per la proibitiva quantita di calcoli necessari
per passo e per la troppa memoria necessaria per la sua implementazione.

Teorema 3.9 Sia A € C"" e A, j = 1,...,n, i suoi autovalori. Sia A} una approssimazione
dell’autovalore A;, i.e. |A; — Af| € piu piccolo di |A; — Af|, YA; # A;, e supponiamo mg(\;) =
mg(Ni) = t. Sia X = [x1 -+ x,] € C™" invertibile tale che X 'AX = J essendo J la forma
canonica di Jordan di A e supponiamo che la sottomatrice ¢ X t in alto a sinistra di J sia A;I. Sia
v € C" generico tale che nell’espressione v =3 ., a;x; + >, a;X; il vettore x = ) ., a;x; sia
non nullo. Si noti che x & un autovettore di A relativo a \;. Posto vy = v, si considerino le seguenti
successioni di vettori:

()\II—A)ak.:vk_l, Vi — ag, k:1,2,....

1
||

Allora i vettori vy, convergono al vettore x/||x||. La velocita di convergenza é:

O(|ps, —
Y Hslgx (Ipsy, —1( |

dove per ogni A; # A;, il numero s, indica la dimensione del generico blocco di Jordan associato a Aj,
e ps, —1(k) ¢ un polinomio di grado sy, —1, i cui coefficienti dipendono da m, r=1,...,8\—1,
J J 7

e dai coefficienti o, j > ¢, di v rispetto ai vettori colonna di X (vettori principali) corrispondenti
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al blocco di Jordan in considerazione. Se A e diagonalizzabile, allora la velocita di convergenza e

i;:ii* k) Si osserva infine che se |A\; — A7| << |Aj — 7|, VA; # )\, allora il metodo

delle potenze inverse converge molto rapidamente.

max;: 3, O(

Dimostrazione. Usare il Teorema 3.6 applicato alla matrice (A\f1 — A)~1, osservando che 1/(AF — \;)
¢ autovalore dominante di (A\fI — A)~! con corrispondente autovettore x. [J

Tornando alla nostra R osserviamo che 1+ ¢, € > 0, & una approssimazione dell’autovalore 1
di RT, infatti (1 +¢) — 1| < |(1+¢€) — A| per ogni A € o(RT), X\ # 1. Quindi possiamo pensare di
ottenere un autovettore p = R7p > 0 di cui alla Proposizione 3.5 applicando il Teorema 3.9 ad R7.

Proposizione 3.10 Sia R € R™ "™ non negativa wstocastica per righe, ed ¢ > 0. Allora la
successione vy,

vo=wddp, ((1+&)I —RNa,=vi_1, v, = k=1,2,..., (30)

T 2k
a1
& ben definita, ¢ formata da vettori wddp (((1 + &)l — RT)™! > O!) e converge a p = Rp > 0,
Iplli = 1. Scegliendo & abbastanza piccolo si ha |(1 +¢) — 1] << |(1 4+ €) — A| per ogni A € o(RT),
A # 1 (cioé 1+ ¢ & una ottima approssimazione di 1), quindi dopo pochi passi v approssima molto
bene p. Si noti tuttavia che scegliere ¢ troppo piccolo rende la matrice (14¢)I — RT quasi singolare.
Se R ¢ anche irriducibile, allora, per il Teorema di Perron-Frobenius, il vettore p > 0, ||p||1 = 1,
tale che RTp = p & unico ed ha componenti positive, e conviene scegliere v =ddp, ovvero richiedere
che (vg); > 0, Vi, in modo che tutti i vettori della successione (30) (convergente a p) siano ddp
(1 4+&)I — RT)~! & non negativa e irriducibile!).

FEsercizio. Sia M € R™ ™ invertibile tale che M;; > 0, Vi, e M;; <0, Vi # j. Allora M~1t> 0.

Nei due esercizi che seguono si discutono due possibili procedimenti per la risoluzione del sistema
lineare ((1+¢)I — RT)ay = v;_1, operazione da fare ad ogni passo del metodo delle potenze inverse
(30) per costruire v, il nuovo vettore approssimante p, a partire dal vecchio v_1.

Esercizio (il metodo diretto LU oppure QU). Si introducono due matrici L, L; = 1, ed U,
rispettivamente triangolare inferiore e triangolare superiore, e una matrice di permutazione P tali che
(1+¢e)I —R" = PLU, e ad ogni passo si risolvono i due sistemi triangolari Lz = PTv,_;, Uay, = z,
oppure si introducono due matrici @ unitaria ed U triangolare superiore tali che (14+¢)I—RT = QU,
e ad ogni passo si risolvono i due sistemi Qz = vi_; (z = Qvy_,), Ua, = z. In generale non ¢
consigliabile usare il primo metodo, infatti la matrice dei coefficienti (1 + )l — R” potrebbe essere
mal condizionata. Entrambi i metodi sono sconsigliabili quando la matrice R ¢ molto grande e
sparsa, perche la loro implementazione richiederebbe, oltre che molte operazioni (O(n?)), troppe
celle di memoria (O(n?)).

Provare ad applicare i due metodi quando R ¢ la matrice di cui agli esempi (28), (29).

Esercizio (il metodo iterativo di Richardson-Eulero). Sia A € C™*™ non singolare. Dato f € C",
un metodo per trovare x € C" tale che Ax = f ¢ quello di Richardson-Eulero [40]. Sia xg € C", e
{x1} la successione generata a partire da x( con la regola x;11 = xx +w(f — Axy), £ =0,1,2,... (i
valori ammessi del parametro w, per semplicita, sono solo quelli reali). Allora x—xj = (I —wA)*(x—
xg) — 0, Vxg, se e solose p(I —wA) < 1, seesolose |l —wA?=(1-wRR(\)?+w?2(3IN)2<1
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per ogni autovalore A di A. Ne segue che esistono valori reali di w per cui il metodo converge se e
solo se #(A) > 0 (< 0) per ogni A € o(A), e i valori di w per cui si ha la convergenza sono (0,w™)
((—w*,0)) per un w* > 0.

Una matrice A pud non essere definita positiva (negativa), ma avere parte hermitiana definita
positiva (negativa). In tal caso gli autovalori di A, pur non essendo in generale reali e positivi
(negativi), devono avere, per quanto osservato alla fine del Capitolo 2, parte reale positiva (negativa).
Quindi si puo usare il metodo di Richardson-Fulero per risolvere un sistema lineare con matrice dei
coefficienti con parte hermitiana definita positiva (negativa).

Inoltre, si puo usare Richardson-Eulero per risolvere il nostro sistema ((1+¢)I — RT)a, = vj_1,
infatti gli autovalori della matrice reale (1 + ¢)I — R’ sono nel cerchio di centro 1 4+ ¢ e raggio
1, quindi hanno tutti parte reale positiva. Dunque, se w > 0 ¢ abbastanza piccolo, la successione
a =7, afjl =a) fw(vi_1—((1+e)]—RM)a)) = (1-w(l+e)) I +wRT)a) +wvi_1,5 =0,1,2,...,
converge ad ai. D’altro canto, nel caso particolare in cui 1 domina gli autovalori di R, cioe 1 > |)|
per ogni A autovalore di R diverso da 1, il raggio spettrale della matrice —eI + R” & minore di 1 se
€ ¢ abbastanza piccolo. In altre parole, se 1 domina gli autovalori di R, ¢ consentita la scelta w =1
e 'equazione del metodo di Richardson-Eulero diventa semplicemente a?jl = (—el+ RT)a?C +Vi_1.
Notiamo che, per ottenere una buona approssimazione del vettore a; con il metodo di Richardson-
Fulero occorre effettuare molte iterazioni dello stesso, essendo in generale il raggio spettrale della
matrice di iterazione (1 — w(1 + ¢))I + wRT poco minore di 1. Tuttavia con Richardson-Eulero &
possibile trattare i casi in cui R € molto grande e sparsa, visto che la sua implementazione richiede
un numero minimo di celle di memoria.

Provare ad applicare il metodo di Richardson-Eulero quando R € la matrice di cui agli esempi
(28), (29).
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3.2 La teoria di Perron-Frobenius

Sia A n x n non negativa (A > O) e irriducibile. Ad ogni x # 0, x > 0 associamo il numero reale
Tx = Min;. z,50(Ax);/z;. E semplice verificare che rx > 0, Ax > ryx, rx = sup{p € R: Ax > px},
€ Tax = I'x S¢ a > 0. Ad esempio,

sup{pe R: Ax > px} = sup{peR: (Ax); > pz;, Vi}
= sup{p e R: (4x); > pz;, Vi|z; > 0}
= sup{p e R: (Ax);/z; > p, Vi|z; > 0}
= min (Ax);/x; = rx.

i, >0

FEsercizio. Dimostrare che ry € una funzione continua di x.

Ad A associamo il numero 7 = Supy_q x>0 -

Proposizione 3.11 Il numero r = supy _sq x>0 Min;. z;>0(Ax);/z; > 0 & positivo.

(Nota: l'ipotesi A irriducibile non ¢ necessaria; il risultato vale nell’ipotesi pitt debole che A non
abbia righe nulle o che A abbia sulla diagonale almeno un elemento Ay, positivo (x = e, =
rx = ming. ;. >0(Ax);/x; = (AX)/z = A, > 0))

Dimostrazione. E sufficiente mostrare che ry > 0 per qualche x > 0, x #0. Siae=[11---1]7T,
e dunque re = min; Zj a;j. Se fosse re = 0, la matrice A dovrebbe avere una riga nulla. Poiché
A & irriducibile cio non & possibile (una matrice con una riga o una colonna nulle ¢ ovviamente
riducibile). Ne segue che 0 < 71e < 7. O

Sia p un polinomio positivo su [0,+o00) tale p(A) > O, ovvero tale che p(4)x > 0, Vx > 0
x # 0 (ad esempio p(t) = (1 +¢)" "1, vedi il Teorema 3.3). Si noti che affinché tale p possa esistere
e necessario che A sia irriducibile.

Proposizione 3.12 Se w # 0, w > 0 e tale che Aw > rw, allora Aw =rwew > 0.

Dimostrazione. Sia n = Aw — rw. Sappiamo che > 0. Supponiamo che n # 0. Allora,
per lirriducibilita di A, si avrebbe p(A)n > 0, ovvero Ay > ry, con y = p(A)w > 0. Quindi,
(Ay)i/yi > r, Vi, cioe ry = min;(Ay);/y; > r, ma questo € un assurdo, vista la definizione di r.
Dunque deve valere l'identita Aw = rw. Inoltre, da questa segue 'uguaglianza 'y = p(A)w = p(r)w,
che, essendo y > 0, implica la positivita del vettore w. [

Proposizione 3.13 Esiste z > 0, z # 0, tale che r = r, e, quindi, tale che Az > r,z = rz.

Dimostrazione.
7= SUp Tx = SUP Ty/|x| = SUp Ty.
x#0,x>0 x#0,x>0 ly|l=1,y>0
Si osserva che ry ¢ tale che Ay > ryy, Ap(A)y > ryp(A)y e, quindi, per definizione di r,,(4)y, tale che
ry < 1pa)y (Nota: y > 0,y # 0, mentre p(A)y > 0). Ne segue che, posto Q = {p(A)y : y € P},
P={y: |yl|l=1y >0}, siha

r < sSup  Tpa)y =Suprz <7

lyll=1,y=0 zeQ
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Poiché @ € un compatto, si puo allora dire che

dze Q| r<maxrz =r, <r,
7€Q

da cui la tesi, visto che i vettori di () sono tutti positivi. [
Proposizione 3.14 r ¢ un autovalore di A ed r = p(A).

Dimostrazione. Sia A € C un autovalore di A, quindi Ax = Ax per un vettore x # 0. Per v € C" sia
|v| il vettore le cui componenti sono i moduli delle componenti di v. Allora |A||x| = |Ax| = |Ax]| <
|Al|lx| = Alx|. Poiché |[x| > 0 e [x| # 0, la disuguaglianza |\[|x| < Alx| implica [A| < 7|y < 7.
Quindi p(A) < r. Ma r, per le Proposizioni 3.12 e 3.13, & un autovalore di A, quindi p(A) =r. O

Enunciamo ora il risultato principale della teoria di Perron-Frobenius [59], [60], [39], come corol-
lario delle Proposizioni precedenti 3.11, 3.12, 3.13, 3.14.

Teorema 3.15 Esiste z > 0 tale che Az = rz con r = SuPy4g, x>0 MiNi:z,>0(AX)i/z; = p(A)
positivo. Inoltre, r & radice semplice del polinomio caratteristico di A.

Dimostrazione. E da dimostrare solo il fatto che r, come autovalore di A, ¢ semplice. Vedi [39]. O
Esercizio. Scrivere una matrice A almeno 2 x 2 che non abbia il raggio spettrale come autovalore.

Il Teorema 3.15 giustifica la seguente

DEFINIZIONE 3.16 La coppia (r,z) con r = p(A), z > 0 tale che Az = rz, ||z|1 =),z =1, ¢é
detta coppia di Perron. Gli altri n — 1 autovalori di A, Ao, ..., Ay, sono diversi da r.

Calcolo della coppia di Perron
Per calcolare la coppia di Perron (p(A),z) si puo usare il metodo delle potenze (vedi il Teorema
3.6) che, riscritto nel nostro caso in cui A ¢ non negativa irriducibile, diventa:

Teorema 3.17 (metodo delle potenze per matrici A non negative irriducibili). Siano
vp €R", vo >0, [[vol1 =1, ap = Avg_1, vi = ai/||akl1, k=1,2,... .

Si noti che i vettori a e vi sono ben definiti e positivi per ogni k& (dimostrarlo!). Supponiamo che
A =1 = p(A) domina gli autovalori di A, cioe max;i |A;| < p(A). Sia X = [z xo - x,] tale che
X1AX = J dove J ¢ la forma di Jordan di A. Se v ¢ tale che nell’espressione vy = az—l—Z?:Q ;X
il coefficiente di z, «, € diverso da zero, allora, per k — +oo,

vi — 2z, |lag]i =eTar — p(A).

L’ordine di convergenza ¢ max; max, O(|pskj_1(k)]|)\j/)\1\k), dove Psy, -1 ¢ un polinomio di
grado sy, — 1 con sy; = dimensione del generico blocco di Jordan relativo all’autovalore ;. Se A &
diagonalizzabile, allora l'ordine di convergenza & max ;1 O(|A;/A1]*).

Quindi, il metodo delle potenze ci permette di calcolare (p(A),z) quando r = p(A) domina gli
altri n — 1 autovalori di A, ovvero se & soddisfatta la seguente condizione

‘max |A;| < p(A4). (31)
7j=2,...,n
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Viceversa, se tale condizione non e soddisfatta il metodo delle potenze in generale non puo converg-
ere, e quindi e inutilizzabile nel calcolo della coppia di Perron.

Esempi. Le seguenti matrici

01 00 1 0 0
A:[l 0], A=|1 00|, A=|1 0 1/,ac(0,1),
010 0 1—-a 0

sono irriducibili e non negative, quindi p(A4) = 1 ¢ autovalore semplice per tali A. Tutte e tre hanno
hanno pero come autovalori numeri A € C tali che |\ = p(A), A # p(A). Quindi, ad esempio per
la terza A, non possiamo usare il metodo delle potenze per calcolare il vettore ben definito, non
banale z = Az > 0, ||z||1 = 1. Anche le matrici

0 0 1 2 11 2 10
A= a 0 0],a€(01), A=|1 2 1|, A=|1 2 1/,
1—a 1 0 11 2 01 2
sono non negative irriducibili, ma oltre p(A), autovalore semplice, non hanno altri autovalori di

modulo uguale a p(A). Dunque, per la prima e per la terza A, che hanno vettori di Perron non
banali, si puo usare con successo il metodo delle potenze.

E noto che, per una matrice A non negativa irriducibile, la condizione (31) e soddisfatta se e
solo se esiste k intero positivo tale che A¥ > O [39]. Quindi, in particolare, ogni matrice A n x n i
cui elementi sono tutti positivi ha p(A4) come autovalore dominante. Dimostriamo nei dettagli solo
quest’ultimo risultato, di per se importante essendo stato il primo ad essere ottenuto in letteratura
nell’ambito della teoria di Perron-Frobenius (vedi [59]). Notiamo che il carattere “semplice” di p(A)
come autovalore di A segue immediatamente da (31) (per A > O).

Premettiamo due risultati ulteriori della teoria di Perron-Frobenius per le matrici A non negative
irriducibili.

Proposizione 3.18 Sia B € C™*" tale che |B| < A. Allora p(B) < p(A).
Dimostrazione. Sia f € C un autovalore di B, quindi Bx = fx per un vettore x # 0. Allora

IBl|Ix| = |px| = |Bx| < |B||x|] < Alx|. Poiché |x| > 0 e |x| # 0, la disuguaglianza |5||x| < A|x|
implica |B] < rjy <7 = p(A), quindi p(B) < p(A). O

Proposizione 3.19 Sia B € C™*" tale che |B| < A, |B| # A. Allora p(B) < p(A).

Dimostrazione. Per la Proposizione 3.18 deve essere p(B) < p(A). Supponiamo p(B) = p(A).
Sia § € C un autovalore di B di modulo uguale ad r. Quindi si ha Bx = ($x per un [ tale che
I8l = r = p(A) e per un vettore x # 0. Allora r|x| = |f||x| = |fx| = |Bx| < |B||x| < Alx],
con |x| > 0 e |x| # 0. Ma per la Proposizione 3.12 la disuguaglianza r|x| < A|x| implica |x| > 0
e r|x| = Alx|. Ne segue che r|x| = |f]||x| = |0x| = |Bx| < |B||x| < Al|x| = r|x|, e quindi che
|B||x| = A|x| con |x| > 0 e |B| < A. Cio puo essere possibile solo se |B| = A. O

Sia ora W = A — szel dove z & I'autovettore di Perron di A (sempre supposta non negativa
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irriducibile) e s € un parametro reale. Sia 7" una matrice invertibile la cui prima colonna ¢ z. Allora

T'AT = T7'[ p(A)z * - *]:[p({;l) ;}

T'WT = T7'AT — sT 'z’ T = [”(51) ;]—sel[l x k],

quindi pa(A) = (A=7)pB(A), e pw(A) = (A — (r —s))pB(A). Sia ora s = min; j a;j. Se A > O allora
|W| =W < A, quindi, per la Proposizione 3.19, si ha max{|A| : \ autovalori di B} < p(W) < p(A).
Poiché gli autovalori di B non sono altro che gli autovalori Ag,..., )\, di A, si ha la disuguaglianza
n (31). Abbiamo quindi ottenuto il seguente

Teorema 3.20 Se A ¢ positiva allora gli autovalori di A diversi da r = p(A), autovalore semplice
di A (con autovettore positivo), hanno modulo minore di r = p(A).

Teorema 3.21 Se A ¢ non negativa e irriducibile, e almeno un elemento diagonale di A & positivo,
allora gli autovalori di A diversi da r = p(A), autovalore semplice di A (con autovettore positivo),
hanno modulo minore di r = p(A).

Dimostrazione. Vedi gli esercizi in fondo alla sezione. [J

Citare, enunciare solamente il teorema in base al grafo, tesi Cardinali...ALTRA CONDIZIONE
CHE, AGGIUNTA A NON NEG E IRRIDUC, ASSICURI (31)

Il caso in cui A &€ anche wstocastica per colonne

Se la matrice A, oltre che non negativa e irriducibile, ¢ anche wstocastica per colonne, cioe
ATe = e, allora 1 & autovalore di A, e p(A) < ||Al|; = 1. Quindi, 1 = p(A) & autovalore semplice
di Perron. L’autovettore z di Perron, cioe il vettore z > 0, tale che z = Az, ||z||; = 1, non ¢ noto in
generale (lo &, ovviamente, se A ¢ anche wstocastica per righe). Lo si puo allora calcolare utilizzando
il metodo delle potenze di cui al Teorema 3.17. Come vedremo subito, tale metodo quando A ¢
wstocastica per colonne si semplifica e converge nella sola ipotesi che 1 = p(A) domini gli autovalori
di A e gia sappiamo che quest’ultima ipotesi € ad esempio soddisfatta se A ha almeno un elemento
diagonale positivo.

Lemma 3.22 Sia A € C"*" tale che ) ;" ;a;; = 1 per ogni j = 1,...,n. Per ogni v € C" vale
identita e” Av = >".(Av); = 3. v; = eT'v, e quindi

(i) >;vi =1 = > ,(Av); = 1; se in particolare A & non negativa e irriducibile, e v ¢ una
distribuzione discreta di probabilita (ddp), cioe v; > 0 Vi, > . v; = 1, allora anche Av & una ddp.

(i) Av=Av,veC", v#0, A #1= > v;=0.

(iii) A > O, irriducibile, X 'AX = J, J forma di Jordan di A, Je; = re;, Xe; = z =
> ;%ij = 0 per ogni j > 2.

Dimostrazione. E lasciata al lettore. Notare che sono stati ottenuti risultati molto simili nella
Sezione dove si studia il problema del calcolo del vettore p = RTp > 0, essendo R > O, wstocastica
per righe. [
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Teorema 3.23 (metodo delle potenze per matrici A non negative irriducibili wstocastiche per
colonne) Siano
Vo € Rn, vo > 0, ”V0||1 =1, v =Avi_1, k=1,2,... .

Si noti che i vettori v sono ben definiti, positivi e ddp per ogni k. Supponiamo che 1 = r = p(A)
domina gli autovalori di A, cio¢ max;; [A\j| < 1 = r = p(A). Sia X = [z x3 - x,,] tale che
X1AX = J dove J ¢ la forma di Jordan di A. Allora, nell’espressione vy = az + Z?:Q X, il
coefficiente di z, o, € diverso da zero (& uguale a 1). Quindi, per kK — 400,

vi — z,z2>0, ||z]1 =1, Adz=12, e |ag/i=1— 1=p(A).

L’ordine di convergenza ¢ max;; max, O(|p3Aj_1(kJ)]|)\j\k), dove Psy, -1 ¢ un polinomio di grado
sy, — L con sy, = dimensione del generico blocco di Jordan relativo all’autovalore ;. Se A ¢
diagonalizzabile, allora l'ordine di convergenza ¢ max;_z1 O(|A;[F).

Dimostrazione. Nel caso in cui A”e = e, nel metodo delle potenze per matrici A non negative

irriducibili (vedi il Teorema 3.17), per il vettore ap = Avy_; si ha ||ag|i = [[vk—1]1 = 1, quindi
vi = ai/|lag|l1 = ax. Da qui la sparizione dal metodo della succesione ay. Inoltre, 'espressione
vo =z + Y o;x; implica 1 = e’vg=celz + Zajeij = «. Il fatto che eij =0,7=2,...,n,

segue nel caso A diagonalizzabile dal punto (ii) del Lemma e, nel caso generico, dal punto (iii) del
Lemma. O

FEsercizio. Sia A > O irriducibile. Dimostrare che esiste una matrice diagonale D, con D;; > 0,
tale che Zi(D_lAD)U =p(A), Vj (Zj(D_lAD)ij =p(A), Y1i).

Esercizio (dimostrazione del Teorema 3.21). Se A & non negativa e irriducibile ed ha almeno
un elemento diagonale positivo, allora n — 1 autovalori di A hanno modulo strettamente minore
dell’autovalore p(A). Si noti che questo risultato ¢ molto piu forte del risultato di cui al Teorema
3.20. (Suggerimento: usare l'affermazione dell’esercizio precedente).

Esercizio. Sia A > O irriducibile. Dimostrare che esiste una matrice D +uv?’, con D diagonale,
u,v € R™, non singolare tale che per M = (D + uv?) "t A(D 4+ uv’) si ha 3", (M);; = > (M) =
p(A), Vi, j.

Esercizio. Dimostrare che A € C™*™ wstocastica per colonne con una riga costante deve essere

singolare.

FEsercizio (matrice B che non soddisfa entrambe le ipotesi B > O, B irriducibile, ma che ammette
lo stesso una coppia di Perron (p(B), w) con p(B) autovalore semplice che domina gli altri autovalori
e w > 0). La matrice di Hessenberg superiore

2 1/3 1
B=|3 -5/3 1
0 11/9 5/3

ha gli autovalori 3, 1, —2. Si nota che 3 = p(B) & autovalore semplice di B e un autovettore
corrispondente puo essere scelto a componenti positive con somma uguale a 1, infatti Bw = 3w,
se wy = 15/38, wy = 12/38, w3 = 11/38. Quindi, per essere verificate le conclusioni della teoria di
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Perron-Frobenius non ¢ necessario che la matrice sia non negativa. Possibili generalizzazioni della
teoria al caso A € R"*" e anche al caso A € C"*" sono considerate in [61], [62], [63].

Continuando 'esercizio, notiamo che p(B) e w potrebbero essere calcolati con il metodo delle
potenze (Teorema 3.6). A partire da un vettore vg, le successioni vj e ¢ generate dal seguente
algoritmo vo € R, vo > 0, ||voll1 = 1, ar = Bvi_1, o = ullay/ullvy_| = v Bbvy/ull By,
vi. = ai/|larlli = B*vo/||B*voll1, k = 1,2,..., se ben definite (ad esempio, se uvy_; # 0)
dovrebbero convergere rispettivamente a w e a p(B) = 3. Tuttavia, con una semplice osservazione
si puo evitare l'incertezza se le equazioni dell’algoritmo siano ben definite oppure no.

Si nota infatti che la matrice A = B+ (5/3)I & non negativa irriducibile, ed ha, sulla diagonale
un elemento positivo. Quindi Ay = r = p(A) > 0 & autovalore semplice di A ed esiste ed & unico
z,z >0, ||z]; =1, Az = p(A)z. Inoltre, per il Teorema 3.21, i rimanenti autovalori Ay e A3
hanno modulo minore di r, quindi il metodo delle potenze vy € R", vo > 0, ||vo|1 = 1, a = Avg_1,
vi = ai/||akll1, K = 1,2,..., genera due successioni di vettori positivi tali che v — z, ||ai|[1 — p(A),
se k — oo. Per essere precisi, questo ¢ vero nell’ipotesi che il coefficiente « nella rappresentazione
vo = az + x + vy, Ax = x, Ay = —2y, sia non nullo. Trovata la coppia di Perron (p(A),z) di A
si puo risalire immediatamente alla coppia di Perron (p(B),w) di B, infatti p(B) = p(A) —5/3 e
w =z

In questi ragionamenti, oltre l'osservazione che B differisce da una matrice non negativa ir-
riducibile per un multiplo della matrice identica, si ¢ usato il fatto che p(B) & autovalore di B, cosa
in generale a priori ignota per una matrice generica B € R"*"™.

FEsercizio. Sia
0 1—a a

A= a 0 l1—a |, aeR.
1—a a 0

Dimostrare che A ha almeno un autovalore in modulo minore di 1 se a € (0,1). Studiare esistenza
e unicita della coppia di Perron-Frobenius, e discutere la convergenza del metodo delle potenze nel
calcolo della stessa.

FEsercizio. Sia

b1

1—b1 0 T
A= . ,biE(O,l).
1—0by . bp—2
0 1
1—0by_o 0 ]

Studiare esistenza e unicita della coppia di Perron-Frobenius, e discutere la convergenza del metodo
delle potenze nel calcolo della stessa.

3.3 Il calcolo dell’importanza dei nodi di un grafo: pagerank

Illustriamo ora una interessante applicazione della teoria sull’esistenza e unicita della coppia di
Perron di una matrice e dei metodi illustrati per calcolarla. Consideriamo un insieme di entita
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interconnesse. Data una questione ¢ opportuno poter individuare nell’insieme il piu rapidamente
possibile, ovvero facendo pochi salti da una entita all’altra, ’entita in grado di rispondere esauri-
entemente alla questione. Individuare il nodo del grafo che soddisfa la questione. Ci potrebbero
essere entita che si mostrano in grado di risolvere tante questioni di ogni tipo, che effettivamente
possono essere in grado di farlo oppure possono esserlo per certe ma non per altre; ci potrebbero
essere entita che si dichiarano specializzate in un ristretto numero di questioni, e, di nuovo, questo
puo pitt o meno corrispondere al vero. La capacita dichiarata di rispondere alle questioni piano
piano assume un altro valore, maggiore o minore, a seconda di quanto, nel tempo, questa entita
viene interpellata, a seconda se e quante volte i visitatori, coloro che sottopongono le questioni,
tornano a interpellarla. Piano piano a queste entita vengono associati dei valori oggettivi che le
collocano al di sopra o al di sotto di altre entita in grado di rispondere come loro a certe questioni.
Quando questi valori vengono resi noti, dal piu alto al piu basso, il visitatore potra individuare
presto le entita che con piu probabilita sono in grado di soddisfare le sue questioni, e potra visitarle,
standoci tanto e tornandoci piu volte, perché sembrano rispondere alle sue questioni o, se insoddis-
fatto, abbandonandole subito in favore delle successive. E se questo secondo caso capitera sempre
piu spesso, le “seconde scelte” acquisteranno piu valore e cominceranno ad essere le “prime scelte”
delle nuove visite. Come stabilire (aggiornare) periodicamente i valori oggettivi di tutte le entita
dell’insieme? Visto che I'insieme delle entita e delle loro interconnessioni sono rappresentabili in
modo naturale dai vertici e dagli archi di un grafo orientato, la domanda diventa: come associare al
generico vertice di un grafo orientato un valore oggettivo, stabilito semplicemente sulla base della
conoscenza di tutte le connessioni del grafo? Nel seguito vedremo uno dei possibili modi, seguendo
brani del survey di Berkhin [27] sull’argomento.

Ad un grafo orientato con vertici 1, 2,...,n, si associ la sua matrice di transizione R. Se deg (7)
denota il numero di archi uscenti dal vertice i, allora R ¢ la matrice n x n definita come segue

Ri] - { deé @ se c"é un 'arco daiaj
0 altrimenti

Si noti che ), Rij=1se deg(i) >0e > R;j = 0 altrimenti. Quindi, la matrice R & una matrice
non negativa quasi-wstocastica per righe. Si noti, inoltre, che la riga i di R ¢ nulla se e solo se
nessun arco esce da i, e la colonna j di R ¢ nulla se e solo se nessun arco punta a j.

Sia p € R™ il vettore il cui elemento j, p;, € 'importanza (authority) del vertice j. Allora si
puo dire che p; ¢ proporzionale all'importanza del generico vertice ¢ che punta a j ed inversamente
proporzionale al numero dei vertici ai quali 7 punta, cio¢ in formule

i L. L . _
j i=1 i=1

i1i—]

La condizione p = RTp sul vettore delle importanze p esprime un buon modello della realtd, ma,
dal punto di vista matematico, puo essere in contrasto con la ragionevole richiesta che ogni vertice
J abbia una porzione di importanza p;, univocamente definita e positiva, di una importanza totale
> ;pj =1 Infatti, come vedremo, un vettore p tale che p = RTp puo non esistere, oppure, se
esiste, puo non essere unico o avere elementi nulli.
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(k+1)

Sia p; la probabilita che un certo utente al passo k + 1 della visita del grafo (navigazione

sul web) sia sul vertice (sulla pagina) j. E chiaro che pg-kﬂ) sara proporzionale alla probabilita che
tale utente al passo k sia stato su un generico vertice ¢ che punta a j e inversamente proporzionale

al numero degli archi uscenti da . Dunque,

(k) n n
(k+1) _ b; _ B (k) _ T (k) _ (T (k). k+1) _ pT(k
py =) Gos ()~ ;1 Rypy” => Plpy” = (RTp®);, p**+Y) = RTp®.

11— i=1

Anche qui sarebbe ragionevole richiedere che p§ ) sia positiva per ogni j, ovvero che ci siano pos-

sibilita che 'utente al passo k possa trovarsi nell’arbitrario vertice j del grafo, e che la somma su
(k)
J

cio¢ richiedere che p*) sia una distribuzione discreta di probabilita (ddp). Invece, una volta dato

j dei p;” sia 1, ovvero che sia certo che al passo k I'utente stia su un qualche vertice del grafo,

p® > 0, Zj pg-o) = 1, i vettori generati dallo schema iterativo pk+h) — RTp(k), pur esistendo ed

essendo univocamente definiti, potrebbero non conservare la caratteristica di p(®, di essere ddp.
Vedi piu avanti.
Riassumendo, vorremmo che valgano le seguenti affermazioni:

a) p tale che p= R”p, p > 0, ||p|1 = 1, esiste ed & univocamente definito,
b) il metodo p©® =ddp, p*t1) = RTp*) genera una successione di ddp convergente a p.

Adesso mostriamo che affinché a) e b) possano essere verificate, & necessario che la matrice RT
sia wstocastica per colonne e irriducibile.

Teorema 3.24 Se i fatti a) e b) sono veri, allora RT deve essere wstocastica per colonne.

Dimostrazione. Sappiamo che 3! p tale che p = RTp, p > 0, ||p|l1 = 1. Supponiamo che R” sia
quasi-wstocastica ma non wstocastica per colonne. Allora

IR i = D (RTp)i=>_> (RN)ypj=>_.> R,
7 Ji 7 7

i

= > Lt Y 0p<dp=lpl

j: deg (j)>0 j: deg ()=0 J
e, analogamente,
Ip* Ny = [RTpW 1 < [pW 1 < [pW 1 < [P = 1.
Quindi p non puo essere uguale a RTp, e p*) non puod convergere a una ddp. [J
Teorema 3.25 Se i fatti a) e b) sono veri, allora RT deve essere irriducibile.

Dimostrazione. Possiamo supporre, oltre che i fatti a) e b) siano veri, anche che la matrice RT sia
wstocastica per colonne. Supponiamo allora per assurdo che R’ sia riducibile. Allora esiste una
matrice di permutazione () tale che

QTRTQ — |: All A12 :| ’
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con A11 e Ao matrici quadrate almeno ~1 x 1. Si noti che QTRTQ ¢ wstocastica per colonne, come
RT. Sappiamo che 3! p tale che p = RTp, p > 0, ||p|[1 = 1, ma cio & equivalente a dire che 3!
QTp tale che

Ay A
e e e SN o T 3

Caso 1: Supponiamo Ao = 0. Allora Ay e A sono matrici non negative wstocastiche per colonne.
Possiamo supporre che siano anche irriducibili (perché?). Dunque, per la teoria di Perron-Frobenius,

Ay, y2 >0, [yili = lly2li =1, y1 = Ay, y2 = Anys,

e, di conseguenza, per tutti gli € (0,1) abbiamo

[ (1 f};l)yg ] - [ Aon A(; } [ (1 ié{-zl)yz ]

{ A ] >0, | [ A ] =1

Quindi, tutti i vettori p tali che p”’Q = [ay] (1—a)yl ], a € (0,1), soddisfano le proprieta p > 0,

Iplli =1, p = RTp, contro I'ipotesi di unicit.

Caso 2: Supponiamo Ajs # 0. Allora Ags € non negativa quasi-wstocastica ma non wstocastica
per colonne, quindi Ags pud non avere nessun autovalore uguale a 1 (non ce lo ha sicuramente se
¢ irriducibile). Ne segue che le equazioni in (32) coinvolgenti Ao possono essere verificate solo se
parte delle componenti del vettore p sono nulle, contro 'ipotesi di positivita di p. 0O

Viceversa, per il Teorema 3.15, sappiamo che se la matrice non negativa RT ¢ irriducibile e
wstocastica per colonne, allora 1 = p(RT) & autovalore semplice di RT ed esiste un unico vettore
p tale che p = RTp, p > 0, ||p||1 = 1. Sappiamo anche, perd, che tali ipotesi non sono sufficienti
per assicurare la convergenza (a p) della successione p ™) = RTp®) p© > 0, |po|: = 1, o,
equivalentemente, ad assicurare che i rimanenti autovalori di R” abbiano valore assoluto pili piccolo
di 1. Possiamo solo dire che la successione {p*)} & una successione ben definita di ddp.

La nostra matrice di transizione R, cosi com’e, fedele alla realtd, puo non essere wstocastica;
inoltre puo essere riducibile e avere molte righe nulle. Dunque, per i risultati visti, dobbiamo
modificarla in modo da rendere ben posto (3!) il problema matematico e rendere convergente
I’algoritmo per la sua risoluzione.

Primo passo: rendere RT wstocastica per colonne. Consideriamo la seguente modifica R della
matrice R,

3=

) 5deg(1),0
R=R+dv’, d= : ov=1| |,

AL

5deg (n),0

i.e, dove R ha righe nulle R ha il vettore riga v!. Con questa modifica, il vertice i che aveva
deg (i) = 0 ora punta a tutti i vertici del grafo, con la stessa “minima” probabilita. (Discutiamo qui
il caso uniforme, ma cio che segue puo essere ripetuto per il caso generale in cui v ¢ una generica

ddp).
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Si osservi che RT ¢ wstocastica per colonne e non negativa. Quindi, 1 ¢ autovalore di RT
con molteplicitd algebrica e geometrica coincidenti (Proposizione 3.4), gli altri autovalori di RT,
A2, ..., Ap, hanno modulo minore o uguale a 1, e almeno un autovettore p relativo all’autovalore
1 ¢ non negativo (Proposizione 3.5). Un tale autovettore p puo essere calcolato con il metodo
delle potenze o delle potenze inverse (vedi le Proposizioni 3.8 e 3.10). Tuttavia, poiché la matrice
RT potrebbe essere anch’essa riducibile, p non ¢ in generale univocamente definito e/o puod avere
componenti nulle, e questo puod non essere accettabile.

Secondo passo: rendere RT irriducibile. Consideriamo la seguente modifica R’ della matrice R,

1
R =cR+(1—-cevl, e=|: |, ce(0,1).
1
Poiché
T vl 4+ (1 =c)vl =vT deg (i) =0
€= -0 deé(i)o"']—k(l—c)vT deg (i) >0 >

stiamo supponendo che I'utente, visitando il grafo, possa andare dal vertice ¢ ad uno dei suoi vicini
con probabilita ¢/ deg (i) + (1 — ¢)/n, e ad un arbitrario altro vertice del grafo con probabilita
(1 —c¢)/n. Questo ¢ ammissibile, infatti, improvvisamente, 'utente potrebbe decidere di passare ad
un’altra ricerca (ad un altro argomento). Naturalmente, il parametro ¢ deve essere scelto vicino a
1, in modo che non ci si discosti troppo dal modello di visita del grafo (web) supposto inizialmente.
(Il motore di ricerca Google pone ¢ = 0.85 [27]).

Si osservi che (R')T & wstocastica per colonne e positiva, percio, in particolare, & non negativa
e irriducibile. Quindi abbiamo tutto cio di cui abbiamo bisogno.

Teorema 3.26 1 = p((R’)T) ¢ un autovalore semplice di (R’)T, esiste un unico vettore p tale che
p=(R)'p,p >0, |plli =1 (ie. siha il fatto (a)), e gli altri autovalori di (R')T, Xj,..., \,
hanno modulo minore di 1 (per il Teorema 3.20). Quindi, pkth) = (R’)Tp(k)7 k=0,1,....,p© >0,
[p©@]]; = 1, ¢ una successione di ddp convergente a p con velocita di convergenza
Ip™ —pll = max maxO(|ps,, —1(k)|IN;[*)
Jj=2,..,n Sy j
J
dove sy, & T'ordine del generico blocco di Jordan di (R"T relativo a A; (i.e. si ha il fatto (b)).

Inoltre, per la particolare scelta di (R")T, il costo di clascun passo del metodo delle potenze &
dominato dal costo del prodotto della matrice RT per un vettore, ed & quindi O(n), e sulla la
velocita di convergenza si ha che

||p(k) — p” = nsl)%X O(|ps>\971(k)|ck).

J

Dimostrazione: Segue quasi tutto dal Teorema 3.23. Si devono provare solo le ultime due affer-
mazioni, che sfruttano la particolare struttura di (R’)T. Dimostriamo la prima. Poiché

(R = ¢(RT 4+ vd?) + (1 — ¢)vel,
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possiamo dire che, per ogni vettore z non negativo,

(R)T'z = cR"z + v,
y=cdlz+ (1 —-c)el'z=elz - cle’z — d'z] = ||z||; — c[|R"z|

(dimostrare I'ultima uguaglianza!). Quindi, il vettore p**D) pud essere calcolato da z := p®*) nei
seguenti tre passi:

y=cR'2, v=|z|1 - |lyli, p**Y :=(R) 2=y +v,

dove 'operazione dominante ¢ chiaramente il prodotto matrice-vettore RTz. Si noti che ciascuna
riga j di RT ha un numero di elementi non nulli uguale al numero dei vertici che puntano a j, e
quest’ultimo in media & molto piccolo. Quindi Rz si pud calcolare con O(n) operazioni aritmetiche.
Si noti anche che per implementare i tre passi di cui sopra, per il calcolo di (R’)T'z, sono sufficienti
solo 2n 4+ O(1) celle di memoria.

Dimostriamo ora la seconda affermazione. A tale scopo sara sufficiente mostrare che gli autoval-

ori di R’ diversi da 1 hanno modulo minore o uguale a ¢. Per prima cosa si dimostra che se e’v =1,
allora 1

pr(A) = (A =1a(d) = ppipieer(A) == )eN), (33)
dove pps(A) indica il polinomio caratteristico della matrice M. Sia infatti S la matrice [e yo - yn]

cone=[11--- 1]7 e y; scelti in modo che det(S) # 0. Allora

1 u’l
SRS = [ L ] pr(N) = (= Dpar (V).

— T —
SR+ ! - CevT)S: [ (1) 1]:4 } + ! . €5 levls = [

Ql=
oh

!

| S

da cui segue lidentita pp((1-¢)/c)evr (A) = (A = 1/¢)pa(A), e quindi la tesi. Come conseguenza
di (33), se 1,Az,..., A\, sono gli autovalori di R (si ricorda che |A\;| < 1, j = 2,...,n), allora gli
autovalori di R+ ((1—c)/c)evl sono 2, s, ..., A, € quindi gli autovalori di R’ = cR+ (1 — c)ev’
sono 1,cAg,...,cA,. Ne segue che gli autovalori di R’ diversi da 1 hanno modulo minore o uguale
ac U

Esercizio Si dimostra che p = (R)Tp, p > 0, ||p||1=1, soddisfa la condizione p = (1/|x||)x
essendo x la soluzione del sistema lineare (I — aR”)x = v (& vero ??). Poiché R ha gli autovalori
in modulo minore o uguale a 1 (R ¢ non negativa e quasi-wstocastica per righe), gli autovalori della
matrice I —aRT hanno parte reale positiva. Quindi si puo usare il metodo di Richardson-Eulero per
calcolare x: per w € (0,w*) la successione x* 1) = x®) 4 ) (v—(T—aRT)x®), k = 0,1,.. ., converge
a x. D’altro canto, per la Proposizione 3.10 si ha che, per € abbastanza piccolo, la successione vy,

Vo = dep7 ((1 + 6)1 - (R,)T)ak = Vg-1, Vi = (1/”ak||1)ak7 k= 1727 SRR

converge in poche iterazioni a p. C’¢ una relazione tra i due risultati? (Nota: 1—}_6 < 1 come o!)

Perche calcolare p? Illustriamo con un esempio come utilizza p il motore di ricerca Google
[27]. L’utente sottopone una QUERY, ad esempio la QUERY: “Berkhin survey”. Google come
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prima cosa va nel “inverted terms document file”. In tale file, a ciascun termine di un “collection’s
dictionary” ¢ associata una lista di tutti i documenti che contengono tale termine:

term — LISTAyep, = {i1,12,...,ix} C {1,2,...,n}
Berkhin — LISTABerkhin = {1, 4, 6}

survey — LISTAsurvey = {17 3}

Google individua le liste corrispondenti ai termini contenuti nella QUERY, nel nostro caso le liste
corrispondenti ai termini “Berkhin” e “survey”, e definisce I'insieme di rilevanza per la query:

U LISTAserm = {1,3,4,6}.
term € QUERY

Poi, leggendo p (p ¢ aggiornato una volta al mese), considera il corrispondente insieme delle “au-
thorities” {p1,ps,ps,pe} € ordina i suoi elementi, per esempio py > pg > p3 > p1. Infine, mostra
all’utente i titoli dei documenti 1, 3,4,6 nell’ordine 4,6, 3,1, da quello con la piu grande authority
a quello con la piu piccola.

Una delle critiche che si muovono a questa procedura é che la sua indipendenza dal tipo di
QUERY, da un lato permette una veloce risposta, ma dall’altro lato non permette di distinguere
le pagine con una certa authority in tanti argomenti, dalle pagine con la stessa authority su un
argomento specifico.

Esercizio. Disegnare il grafo con la seguente matrice di transizione:

0 1/2 1/2 0 0 0 ]
0o 0 0 0 0 0
AolY3 3 0 0 13 0
“l 0o 0 0 0 1/2 1/2
0o 0 0 1/2 0 1/2
0o 0 0 1 0 0

Si noti che R & non negativa, riducibile e quasi-wstocastica, ma non wstocastica, per righe. Di-
mostrare che non c’¢ nessun vettore positivo p tale che p = RTp. Partendo da R e procedendo
come indicato nella teoria, introdurre una matrice non negativa R wstocastica per righe. Si noti che
R & riducibile, come R. Provare che non ¢’¢ nessun vettore positivo p tale che p = RTp. Partendo
da R e procedendo come indicato nella teoria, introdurre una matrice non negativa R’ irriducibile e
wstocastica per righe. Provare che esiste un unico vettore positivo p tale che p = (R')’p, ||p|l1 = 1,
e descrivere il metodo delle potenze per il calcolo di p. Ecco qui di seguito una approssimazione del
vettore p ottenuta con tale algoritmo:

p! = [0.03721 0.05396 0.04151 0.3751 0.206 0.2862].
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Assumendo, per esempio, che I'insieme di rilevanza della query sia {1, 3, 4, 6}, i documenti 1, 3,4, 6
vengono presentati nell’ordine 4, 6, 3, 1, essendo py > pg > ps > p1.

Spettro di (Cg)a (L4, £ =) per stimare lo spettro di A wstocastica ...7
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4 Metodi iterativi e tecniche di precondizionamento per la risoluzione
di sistemi lineari

4.1 ...Teoria sul Precondizionamento (Daniele)...

4.2 Precondizionamento, preliminari, precondizionamento con algebre (di sis-
temi di Toeplitz)

Come abbiamo visto nella Sezione 4.1, si puo migliorare l'efficienza di un metodo iterativo nella
risoluzione di un sistema lineare Ax = b, A € C™"*", b € C", applicandolo a un sistema equivalente
P~'Ax = P~ 'b, a due condizioni: (1) lo spettro di P~'A deve essere distribuito pill conveniente-
mente di quello di A (ai fini di una maggiore rapidita di convergenza del metodo); (2) la presenza
della matrice P nelle equazioni del metodo non deve aumentare troppo il costo di ogni sua iterazione.

In particolare, se A ¢ reale definita positiva, applicare il metodo del Gradiente Coniugato (GC)
al sistema P~'Ax = P~ 'b, b € R, P reale definita positiva, puo essere molto vantaggioso perché
sotto certe ipotesi su A e per opportune scelte di P lo spettro di P~'A si raggruppa e cio si
traduce in un ordine di convergenza superlineare di GC. Mostreremo cio nei dettagli quando A e
una matrice di Toeplitz e la matrice P ¢ scelta in una algebra £, con £ = Cy, ¢ = £1 [45], [43],
[44]. Molte delle cose che diremo valgono piu in generale per altre algebre di bassa complessita di
tipo £ = {Ud(z)UH : z € C"} dove U ¢ unitaria, ed, in particolare, per I'algebra 7 e le algebre
di tipo Hartley (vedi [46], [36], [47], [5]). La risoluzione dei sistemi lineari di Toeplitz con metodi
(diretti e) iterativi e lo studio di ogni possibile precondizionatore per tali sistemi sono argomenti
trattati approfonditamente in [48].

E importante citare almeno un altro caso in cui un sistema reale definito positivo Ax = b puo
essere trasformato con poco costo in un sistema equivalente risolubile con molte meno iterazioni di
GC. Dato un poligono Q2 C R?, la soluzione u € H}(Q) della formulazione variazionale del problema
differenziale di Poisson su Q, —Au = f, # € Q, u = 0, x € 99, e lo spazio V}, C H(Q) delle
funzioni nulle su 02, continue lineari a tratti su una triangolazione 75, di {2, i coefficienti della
approssimazione interna up € V}, di u rispetto alla base standard di Lagrange risolvono un sistema
Ax = b con A reale definita positiva e numero di condizionamento che va a infinito come O(1/h?).
La semplice sostituzione della base standard con una base di tipo gerarchico porta alla definizione di
un sistema P~!Ax = P~'b, con P reale definita positiva, tale che lo spettro di P~'A al diminuire
del parametro di discretizzazione h, pur non raggruppandosi da nessuna parte, occupa su R™ un
intervallo molto pit1 piccolo di quello occupato da o(A), infatti maxo(P~1A)/mino(P~1A) va a
infinito come O((log 1/h)?) [49]. Dunque anche in questo caso ¢ vantaggioso applicare GC al sistema
P~'Ax = P~'b anziché ad Ax = b.

Caratteristiche importanti del metodo GCP
Data una matrice A € R™*" definita positiva e b € R", il seguente metodo GCP

P € R™" definita positiva, xg € R”, rg = b — Axg, dg = hg = P 'ry;

Per £k=0,1,2,...:
rghk
Te = gradyr Xkl =Xk + Tede, Tepr =1+ 7eAdy,
T
—1 ry hk+1
i1 = P7orpts B = g ket = B + Bedy,
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(ottenuto applicando GC [41] al sistema lineare Ax = b, dove A = E-'AE~T b= E'b,x = ETx,
EET = P, e riscrivendo le equazioni del metodo in termini di xj, := E~T%y), fornisce la soluzione
del sistema lineare Ax = b, o, equivalentemente, il punto di minimo della funzione f : R” — R,
f(z) = %ZTAZ —z"b, in al pitt n passi.

Inoltre, valgono i seguenti risultati:

1 dJAd; =0, rfh; =0, 0 < j <k, finché ry # 0.
2 Esiste k minore o uguale del numero degli autovalori distinti di P! A tale che X, =X= A~ 1b.
3 Per l'errore al passo k, misurato con la norma ||-||4 = (- TA- )%, vale la seguente maggiorazione

X —X < min max t)llx —x
=l < min a0 = xolla

essendo H,lC I'insieme dei polinomi di grado esattamente k che in zero valgono 1 (si noti che gli
autovalori di P~ A sono reali positivi perché coincidenti con quelli di A).

4 Siano [a,b] C R (si pensi [a,b] N o(P71A) #0), ril numero degli autovalori di P~1A fuori
dall’intervallo [a,b], e A gli autovalori di P~1A tali che \ < %b e A < a. Allora, per k > r,

k—r
Ji-1 b
|x — xp[a < 2 s5 Ix—xolla, sy=][(=z-1)
b S\
a A
4a) Scegliendo in 4) @ = min o(P~1A), b = max o(P~1A), si ottiene la seguente maggiorazione
per 'errore al passo k:

k

H2(A) -1 -
[x =xklla <2 | ——=——] lIx—x%0lla, p2(4)=

po(A)+1

maxo(P~1A)
mino(P~1A)"

4b) Scegliendo in 4) a = 1 —¢, b = 1+¢, 0 < € < 1, si prova che il fattore di riduzione
dell’errore iniziale ||x — x¢|l4 €, per k > r, minore o uguale di

k—r

14+¢ %_1 14¢ gk
—€
— =12 YV = — —1)2(——— + ...
H(A ) e g H(A >%mr+)
A 1—¢ A
1 #5\ k
< (2EE 1) =S4,
min A grok=—r

dove i ) sono gli autovalori di P~1A taliche A\<1—ce\< %(1 + ¢). Quindi, se per ¢ tale

che (1+¢)/(1—¢) << p2(A) si ha r << n, allora GCP puo essere molto piu rapido di quanto
si potrebbe dedurre dalla maggiorazione in 4a).
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4c) Sia Apx = by, b, € R™", A, € R™ " reale definita positiva, una successione di sistemi
lineari, e P, T4,x = P, b, P, € R™*" definita positiva, una corrispondente successione di
sistemi equivalenti. Se .
() = 220y An)
mino (P, "Ay)
allora (si dice che) GCP converge con ordine di convergenza lineare quando applicato a
{P'A,x = P;'b,},. Se invece, per ¢ > 0 comunque piccolo, esiste un v, tale che per
n > v il numero 7, degli autovalori di P, 1A, fuori dell'intervallo [1 —¢,1 + ¢] ¢ limitato da
un numero 7. indipendente da n e il numero min o (P, 1 A,,) & limitato dal basso da un numero
positivo A MmN indipendente da n, ovvero

Ve>0, v, 7 ‘Vn > v, siha #{\¢€ O’(Pn_lAn), N=1|>e} =rpe <7e (35)
ed HS\M]N >0 | mina(Pn_lAn) > S\MIN, vn, (36)

<M, Vn, (34)

allora (si dice che) GCP converge con ordine di convergenza superlineare quando applicato a
{P1Ax =P, 'b,},.

Dimostrazione. Per i punti 1,2,3 si rimanda a [41], [42]. Per dimostrare il punto 4 si usa il punto 3,
scegliendo come p il seguente polinomio in H}C:

[N
Ao (P~1A), Aé[a,b]

dove (t) & il polinomio che rende la quantitd max;c(q ) |¢(t)| minima al variare di ¢ nell’insieme IT}

dei polinomi di grado esattamente k — 7 che in zero valgono 1, cioé §(t) = Ty, (22=2) /T, _T(bJra)
ove T, (t) & I'm-esimo polinomio di Chebycev (vedi [41]). Quindi

e —xilla < max  [p(t)]llx — xoll,

co(P14)
con
om0 = max (o aglan(l - A0
< max [Maeo(p1a, (1~ i)
= max e (p- (1)]

S max Myeo(p-14), 2gla), A<1p/1 — A\tgl[a}g] la(®)|

1 t
7+ max ]._.[)\|1 ‘,
Tk T(b_) te a b] )\

da cui la tesi, essendo Tk._r(%gfl) > 5 (X H)k_r [41]. L’affermazione 4b) segue dall’identita

ﬁ@
~
Q

b/a—1
ﬁ_l 2
1—¢ 15 £
fle) = Fm——= 5+§f”(0)+... .
He+1
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Infine, i risultati 4a) e 4b) giustificano le affermazioni in 4c). O

Le equazioni del metodo GCP e le sue proprieta 1),2),3),4) sopra descritte, ci permettono di fare
diverse considerazioni. E evidente che il costo di ogni passo dell’algoritmo GCP ¢ determinato dal
costo del prodotto matrice-vettore Adjy e dal costo della risoluzione del sistema lineare Phyg 1 =
ri+1. Scegliendo P = [ si evita questa seconda operazione, ma se lo spettro di A non e favorevole,
ovvero gli autovalori di A sono tutti diversi tra loro, sono distribuiti su un ampio intervallo di R*
e non sono per la maggior parte raggruppati, potrebbero essere necessari quasi tutti gli n passi per
ottenere un vettore x; ~ x. Invece, scegliendo P tale che lo spettro di P~!A sia pii1 favorevole
di quello di A, se 'operazione Phy,; = ry;; non appesantisce troppo il generico passo, allora si
potrebbe ottenere lo scopo, x; = x, a un costo computazionale totale minore. Dai punti 2)-4a)-
4b)-4c) di cui sopra, si deduce che per “piu favorevole” si possono intendere tre cose: i) il rapporto
tra il massimo e il minimo autovalore di P~'A (il numero di condizionamento di A = E~1AE~T,
P = EET) & molto minore di pa(A); ii) P~'A ha molti meno autovalori distinti di quanti ne ha
A; iii) quasi tutti gli autovalori di P~!'A sono contenuti nellintervallo [a,b], con @ > 0 non troppo
vicino a zero e b/a molto minore di pa(A), e quelli fuori di [a,b] non sono troppo vicini a zero. In
ogni caso, & opportuno (vedi [42]) che il numero di condizionamento, nel passaggio da A ad A, se
non diminuisce, almeno rimanga pressoché invariato.

E opportuno fare considerazioni particolari riguardanti il punto 4c). Il sistema lineare Ax = b
dato, che occorre risolvere, fa parte quasi sempre di un insieme di sistemi lineari {A,x = by},
di dimensione n variabile (ad es. crescente al rimpiccolirsi di un parametro di discretizzazione),
e il voler ottenere una x “migliore” potrebbe richiedere la sostituzione di Ax = b con un altro
sistema dell’insieme, di dimensione “maggiore”. Sarebbe quindi opportuno poter associare alla
sequenza {A,} una sequenza di matrici P, che si comportino da buoni precondizionatori anche al
crescere di n. Nel punto 4c) si sono formalizzate le condizioni ideali che la sequenza P,, dovrebbe
soddisfare. Osserviamo che anche nel caso in cui la condizione (34) non ¢ soddisfatta, cioe uo(A,) —
+00, possono essere soddisfatte le (35),(36) e il metodo GCP puo quindi avere comunque una alta
velocita di convergenza, anche per valori grandi di n. Tuttavia, in tale caso, la soluzione del sistema
P 'A,x = P, b, potrebbe diventare (al crescere di n) molto sensibile a variazioni dei dati; in altre
parole, il vettore (A, + JA4,) (b, + éb,) e, quindi, il vettore che lo approssima calcolato da GCP,
potrebbe essere molto diverso dal vettore A 'b,,, quello cui siamo interessati [42]. E da notare che,
tranne che per poche classi di matrici strutturate A, — vedi il caso A,, =Toeplitz (A, = (};—;))7 =1,
Dok ltk] <400, D pent k‘eikg > () considerato piltt avanti —, in generale non si riescono a soddisfare
le condizioni (34) o (35),(36), a meno che non si sceglie P, troppo vicino ad A4, (P, = A, =
Mg(An) = 1 Vn!), “troppo” nel senso che la risoluzione del sistema P,z = (rj)r+1, da effettuarsi
in GCP ad ogni passo k, verrebbe a costare quasi quanto la risoluzione del sistema A,x = b,!
Quindi, in generale & gia molto se si riesce a scegliere P, in modo che 1) i numeri ua(A,) (e/o
#{N€a(P 1A, N —1|>¢} e/o 1/mino(P,A,)) vadano a +0o meno velocemente dei numeri
wa(An) (e/o #{\ € o(An), |A = 1| > €} e/o 1/mino(A4,,)), quando n — oo, e 2) il costo per
passo di GCP con P = P, sta dell’ordine del costo per passo del metodo GCP con P = I, ovvero
dell’ordine del costo del prodotto matrice A, X wvettore. Si riesce a far cio ad esempio sostituendo
una base di tipo standard con una base gerarchica, nella rappresentazione della soluzione [49], come
abbiamo accennato all’inizio di questa sezione.
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La costruzione del precondizionatore P

Data A € R™ "™ definita positiva, si vuole quindi introdurre una matrice P € R™*™ definita
positiva tale che (1) lo spettro di P~!A sia distribuito pili convenientemente di quello di A, (2) la
presenza della matrice P nelle equazioni del metodo GCP non aumenti troppo il costo di ogni sua
iterazione. Inoltre, vorremmo che po(A) # p2(A), essendo A = E-'AE~T ¢ EET = P, ossia che il
sistema P~!Ax = P~'b non sia peggio condizionato del sistema Ax = b [42].

Esempio 1
Sia A =21 — X con
1
1 1
X = 1 ,
1
1

dove gli elementi non specificati sono zeri. Poiché X (sin r?fl)?zl = 2cos %(sin éfl Wy, J o=
1,...,n, gli autovalori di A sono: 2 — 2cos %, j=1,...,n. Quindi A & definita positiva, gli

autovalori di A sono distribuiti uniformemente nell’intervallo (0,4) e il numero di condizionamento
di A in norma 2 va a infinito come O(n?) (dimostrarlo!). Dunque, lo spettro di A non & favorevole
e, di conseguenza, il calcolo di una buona approssimazione di A~'b con GCP, P = I, potrebbe
richiedere un gran numero di iterazioni.

Precondizionatore di Azelsson. In [41], definita la matrice E' come

1
p=| b1 ;
-1 1
si osserva che A = E~1AE-T,
2 -1 1 1 -1 2 1 1
S A I R B B N P R
1 .11 1 9 1 1 -1 2

¢ definita positiva e ha gli autovalori tutti uguali a 1 eccetto uno, n + 1. Quindi, il numero di
condizionamento di A in norma 2 & n + 1, cioe lineare in n, e il numero dei passi da effettuare con
GCP, P = EET, per calcolare A~ 'b ¢ due. E inoltre semplice verificare che le operazioni in piu per
passo, dovute alla presenza di P = EET nel metodo, sono 2(n — 1) addizioni. Osserviamo infine
che per P = EET le condizioni (35), (36) sono soddisfatte (mentre non lo sono per P = I).

Diamo una possibile giustificazione della scelta di E in [41]. Siano

1 -1 0 1

-1 2 -1 1 -1 1
P=FEET = -1 - . , X = - . (37)



Si osserva che P ¢ una matrice dello spazio vettoriale £ = {af + X : «,3 € R}. Calcoliamo la
matrice in £ che meglio approssima A in norma di Frobenius:

1 1
= ol X =1 _ = -1 .
La=al+ 06X, « +32n—|—1’ﬂ +2n—|—1

Ora notiamo che P si ottiene da L 4 sostituendo il termine ﬁ, in a e B, con 0. Tale sostituzione
e giustificata pensando che L4 tende, in qualche senso, a P quando n tende a 4+oc0. Quindi P &
I’approssimazione migliore possibile di A in £ quando n — 400, ovvero quando A ha dimensione
semi-infinita.

Esercizio. Sia X la matrice in (37). Per quali a, 8 la quantita ||af + X — Al|cc = max{|a —
2+ |8+ 1],Ja—B—2|+2|6+1|} & minima? Sinoti che ||al + X — Al|c =1sea=1e = —1.
Vale la disuguaglianza ||al + X — Allcc > 1, Va, 5 € R?

Esercizio. Sia X la matrice in (37) e £ l'insieme dei polinomi in X. Calcolare la matrice £ 4.
L 4 tende, in qualche senso, a P quando n tende a 4007

Precondizionatori circolanti di Strang e T. Chan. La seguente matrice circolante

2 c c
c 2 c
P = c . , ceR
2 c
c c 2

(gli elementi non specificati sono zeri), potrebbe essere proposta come precondizionatore di A.
Vedremo che per ¢ = —1 essa non ¢ altro che il precondizionatore circolante di A di Strang [51],
[43], che ricalca la parte diagonale centrale della matrice A. Per ¢ = —1 4 % essa coincide con
il precondizionatore circolante di A di T. Chan [45], che minimizza || X — A|r al variare di X
circolante. Osserviamo che P ¢ definita positiva solo per |¢| < 1, quindi il precondizionatore di
Strang, in questo caso, a meno che non sia modificato opportunamente, & inutilizzabile perché non e
una matrice definita positiva. Poiché il precondizionatore di T. Chan per n — 400 viene a coincidere
con quello di Strang, si puo utilizzarlo solo per valori moderati di n, e, come e facilmente intuibile,
anche per questi n non potra essere molto efficiente. E infatti la matrice A non verifica le ipotesi
del teorema di clustering sugli autovalori di P~'A, A =Toeplitz e P =TChan, riportato pili avanti,
quindi non ¢ detto che valga la proprieta (35) (e le (36), (34)7).

Esempio 2
Sia A = (t"*ﬂ)zj:l, con t € C. Vale la seguente identita:
t . ottt 1 1 1t - ot
t 1 - - t 1 1— ¢t r -
A= . .o t - . .. . . t
A A A A 1—t2 1
Infatti
t =t 1t =t
t 1 .
= -1
t . + t ’
1 t 1 t 1 1
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Ne segue che

Se t2 =1, allora

ED @y @y

(:l:l)n—l
¢ una matrice di rango 1 i cui autovalori sono 0 con molteplicita n — 1, ed n.
Se t? # 1 allora A & non singolare e l'inversa di A & tridiagonale non Toeplitz (calcolarla!).
Se t ¢ reale e t? < 1, allora A ¢ definita positiva.

Supponiamo dunque ¢ reale e t?> < 1, in modo che A sia definita positiva, e studiamo l'efficienza
dei precondizionatori P circolanti di Strang e di T. Chan di A, che denotiamo con i simboli Pk,
Py.. Entrambi verificano la proprieta (35). Nel caso del precondizionatore di Strang si riportano
esplicitamente gli autovalori di Ps_tlA (Vn) da cui sara evidente la tesi (in effetti, sara evidente che
sono soddisfatte tutte e tre le condizioni (35), (36), (34)). Nel caso del precondizionatore di T. Chan
il risultato (35) verra dimostrato per una classe di matrici di Toeplitz di cui la nostra A & un esempio
particolare (e le (34), (36)7). Si puo inoltre affermare che ogni passo di GCP, con P = Py, P, ha
un costo dell’ordine del costo di GCP, P = I, infatti, come sappiamo, la risoluzione di un sistema
lineare con matrice dei coefficienti circolante non costa piu del prodotto di una matrice di Toeplitz
per un vettore.

Precondizionatore circolante di Strang. Sia n pari. Alla matrice A, —1 < ¢t < 1, si puo as-
sociare il precondizionatore circolante di Strang, ovvero la matrice Pg circolante con prima riga
[1te?-.. t2-h ¢z gzl g2 t]. Ad esempio, per n = 4

1 ¢t 2 ¢ t ot ot
t 1 t t? t 1 t t?
A= 2 e o1 ¢ | BTl e o1y
32t t 2t 1

Sorprendentemente tale matrice Py, oltre ad essere definita positiva (condizione essenziale affinché
Py; possa essere usata come precondizionatore), rende lo spettro di Ps_tlA particolarmente favorevole.
Si dimostra infatti che

1 1 1 n 1

-1 — - — = _— ) = — — Eaa—
J(Pst A)_{L 1+ n/2° 1:|:t}7 ma(l) 2, ma(l:i:tn/Z) 9 2, ma(l:i:t

)=1 (38

(vedi [50] e la Proposizione 4.1 qui sotto). Quindi, lo spettro di P;'A si raggruppa su 1 ed &
limitato, al variare di n, sia dal basso che dall’alto, cioé le condizioni (34), (35), (36) sono tutte e tre
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soddisfatte. Inoltre, J(PSQIA) ¢ costituito da soli cinque autovalori distinti. Questo equivale a dire
che GCP, P = Py, converge in al piu cinque passi (Vn), quando applicato per risolvere il sistema
Ax = b.

Proposizione 4.1 Se t?> < 1, allora esistono vettori xli, i=1,...,5 —2, linearmente indipendenti
tali che Ax;t = lﬂ%ppstxgt e vettori y* tali che Ayt = %:ttpstyi [50]. Inoltre, Aen/g = Psten/Q e
Aey, o1 = Pstepjoqq. L vettori xf, yt. e, /25 €p /241 costituiscono un insieme di n vettori linearmente
indipendenti. Quindi, la matrice Py € non singolare, vale il risultato (38), e Py ¢ definita positiva.
Dimostrazione. Se Az = ABz, z # 0, e Aw = uBw, w # 0, con A non singolare, A # 0, u # 0 e
A # p, allora necessariamente z e w devono essere linearmente indipendenti (infatti si avrebbe %z =
A 'Bz e %w = A~!'Bw, quindi z e w sarebbero autovettori della stessa matrice corrispondenti ad
autovalori distinti!). Quindi X, la matrice con colonne i vettori xfc, y*. e, /25 €n /241, € nON singolare.
Inoltre vale lidentita AX = Py XD, con D = diag()\;) dove i \; sono scelti opportunamente
nell'insieme {1, 1/(14t™/2), 1/(1#t)}. Nesegue che det(Py) # 0, P;'AX = XD, e, di conseguenza,
i \; sono gli autovalori di P;'A e le colonne di X sono i corrispondenti autovettori. Inoltre,
poiché (P;'A)™" = APy = LTL™'Py = L™T(L7'Py L~ T)LT, gli autovalori di L~'PyL~"
sono semplicemente gli inversi dei \; e dunque sono positivi. Quindi L='Py L~ & definita positiva
e anche Py e definita positiva. In particolare, Ps_tlA ed A = E'AE-T, EET = P, hanno gli
stessi autovalori. [J

Precondizionatore circolante di T. Chan. La matrice circolante Py, che meglio approssima A =

(= |)§’j:1 ha la seguente espressione

1 n
Pe==> ((n—k+t" 1+ (k= D Hho1,
n
k=1

dove II & la matrice circolante con prima riga el. Ad esempio, per n = 4

1ot 2 3 AN I ©
t1 t #2 3413 1 3t+t3 +2

— — 4 4
A=l 4 o 4 |0 Pe= 2 Btx® 1 3t4dd
4 4
o2t 1 3463 g2 3l

4 4

La matrice Pj. &, come Py, un buon precondizionatore di A. Per i dettagli si rimanda all’esempio
seguente dove si considera una generica matrice di Toeplitz simmetrica A = (t|i_j|)2j:1 e, sotto
opportune ipotesi su A — soddisfatte quando A = (=7 |)2j:1 —, si dimostra che P,;' A soddisfa la
proprieta (35), e quindi si prova lefficienza di GCP, P = Py, nella risoluzione del sistema Ax = b.

Esempio 3 (A =Toeplitz generica)

Sia A = (t};—;|)i j=1, dove to, ... ,t,—1 sono n parametri reali tali che A ¢ definita positiva. Sia
¢ = £1. Alla matrice A possiamo associare la matrice ¢-circolante di Strang (Huckle), Pg, definita
come la matrice ¢-circolante la cui prima riga €, per n pari,

[to t1 t LY L t—{o ¢=-1
0 t1 t2 5—1 ¢5—1 ¢2¢17 - t% ¢:1 )
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e, per n dispari,

ito £ ¢ LPRL L)
0l1t2 -+ tno1 —ln- —t2 —
¢ ¢
La matrice Py € reale simmetrica come A. Si e visto che Pg pud non essere definita positiva,

nonostante lo sia A (vedi 'esempio 1, dove Py ¢ semidefinita positiva), come puo invece essere,
oltre che definita positiva, particolarmente efficiente come precondizionatore di A, per certe A (per
P = Py le proprieta (34), (35), (36) sono tutte e tre soddisfatte nell’esempio 2). Qui si omette lo
studio di Ps; come precondizionatore di matrici di Toeplitz A simmetriche generiche (vedi [51], [43],
[50], [48]). Ci silimita a dire che vale un risultato analogo a quello enunciato nel Teorema clustering
per il precondizionatore di T. Chan.

Ad A possiamo anche associare la matrice ¢-circolante di T. Chan, Py, definita come la matrice
¢-circolante che realizza il minimo:

|Pe — Allp = min {|| X — A||p : X ¢-circolanti}.

Tale matrice per ¢ = 1 ¢ stata proposta come precondizionatore di matrici di Toeplitz simmetriche
da T. Chan in [45]. Successivamente per ¢ = —1 & stata studiata da Huckle [44].

Utilizzando P'espressione (22) si ottiene una formula per Py, valida per ogni Scelta di ¢ e per A
pit generale, A = (t;—;);_;, tx € C. Sia Il la matrice ¢-circolante con prima riga el Allora

n

1 — i1
P.=(C = — 7+ 1)t j — 1)ty iy1)IT
tc (¢)A ;n_3+1+|¢‘2(]_1)((n J+ ) ]+1+(J )¢n j-l-l) )
¢ (n—1)t_1+¢ptn_1 . t_pt1+p(n—1)t1
o n—1+[¢[? 4¢P (n—1)
¢t—n+1+¢(n*1)t1
= 1+[p[%(n—1)

(n=1)t_1+¢tn_1
s EN LA

E evidente da tale formula che se A & simmetrica, allora anche Pj. = (Cy) 4 € simmetrica, a condizione
che ¢ € R, |¢| = 1, ovvero che ¢ = +1. Analogamente, se A ¢ hermitiana (definita positiva), allora,
se ¢ ¢ tale che |¢| = 1, anche Py = (C4)4 ¢ hermitiana (definita positiva) e, da quanto visto nella
Sezione 2.6, vale I'inclusione o((Cy)a) C o(A).

La nostra matrice A di Toeplitz € reale, simmetrica e definita positiva, quindi, per quanto detto,
se ¢ = £1, anche la matrice P;. = (Cg)a,

"1 , , -
Pe=(Ce)a = D —((n—j+Dtj1+ (G~ DED )
j=1
t() (nfl)t1+(i1)tn_1 . tn_1+(i1)(n71)t1

(:l:l) tnfl-l—(:l:l)(n—l)tl

= n

(Zl:l) (nfl)t1 +(i1)tn_1

n

e reale, simmetrica e definita positiva.
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FEsercizio. Trovare la matrice circolante piu vicina in norma di Frobenius a una matrice 4 x 4
simmetrica di Toeplitz A = (t\i—j\);l,jzh e chiamarla P, = L4, £L = C. Scrivere P;. = L4 nel caso
particolare tg = 2, t; = —1, t9 = t3 = 0. Estendere il risultato al caso n x n, notando che la prima
riga di P = L4 puo essere calcolata con O(n) operazioni aritmetiche. Ripetere tutto per £ = C_;.

Risoluzione. La matrice P, = L4 ¢ la matrice circolante la cui prima riga e
[to (3t1 + t3)/4 to (3t1 + t3)/4].
Quindi, nel caso particolare,

8/3 -1 0 -1
31 -1 8/3 -1 0
41 0 -1 8/3 -1

-1 0 -1 8/3

PtczﬁA:

L’ultima affermazione ¢ evidente dalla formula generale per Ca4, A = (t;_;)i;—;, trovata prima
dell’esercizio.

Esercizio. Trovare la matrice dell’algebra 7 piu vicina (in norma di Frobenius) a una matrice
4 x 4 simmetrica di Toeplitz A = (t|i,]~|)§{j:1 e chiamarla P, = 74. Scrivere 74 nel caso particolare
to =2, t;1 = —1, to = t3 = 0. Estendere il risultato al caso n x n, notando che la prima riga di 74
puo essere calcolata con O(n) operazioni aritmetiche.

Esercizio. Trovare le matrici £4 delle algebre di tipo Hartley £ = C° + JIICK, ¢5 4 JC°
piu vicine (in norma di Frobenius) a una matrice 4 x 4 simmetrica di Toeplitz A = (t\z‘—j\)?,j:r
Estendere il risultato al caso n x n, notando che la prima riga di £ 4 puo essere calcolata con O(n)

operazioni aritmetiche.

Prima di proseguire con lo studio della matrice di T. Chan (Huckle) (C+1)4 nel caso di una
particolare classe di matrici A di Toeplitz simmetriche reali, osserviamo che essa e, piu in generale,
ogni matrice L4, con £ = {Ud(z)U : z € C"}, U unitaria, potrebbe in principio essere proposta
come precondizionatore del sistema Ax = b per ogni A definita positiva (quindi non necessariamente
di Toeplitz). Ad esempio, ¢ sempre vero che L 4 ¢ definita positiva e che lo spettro di £ 4 ¢ contenuto
in quello di A, cioe o(L4) C o(A); quindi in particolare ¢ sempre ben definito GCP con P =
L4, come metodo per la risoluzione del sistema Ax = b. Unica accortezza, quando A & reale,
scegliere una £ generata da matrici reali in modo che anche £ 4 sia reale (ad es. Cy con |¢| = 1,
¢ # %1 produrrebbe una (C4)4 non reale). Questa applicabilita della matrice £4 come possibile
precondizionatore di A anche per A non Toeplitz, ha permesso ad esempio di risolvere iterativamente
i sistemi lineari di Toeplitz non simmetrici Mx = f, M;; = t;_;, applicando GCP con P = L1,
ai corrispondenti sistemi normali M7 Mx = MHf, ovvero ponendo A = MHM, b= MUf P=L4
in GCP. Si vedano i lavori [53] per £ = Cy, [54] per L di tipo Jacobi, e [6] per £ di tipo Hartley.

Sullo spettro di una classe di matrici reali simmetriche di Toeplitz; precondiziona-
mento di tipo T.Chan di tali matrici nelle algebre C.; il Teorema di clustering
Siano {t;}/%, t; € R, una successione di numeri reali tale che > ;%0 |tx| < 400, e t(0) la
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corrispondente funzione simbolo,

+oo +oo
Z t‘k|elk9 =tp+ 2 Z t cos(k0).

k=—00 k=1

Osserviamo che t(f) ¢ una funzione continua, pari e di periodo 27. Quindi sono ben definiti ¢y,
€ tmax, rispettivamente il minimo e il massimo valore assunto da ¢(f) in R (ovvero in [—m,7]). Il
generico elemento della successione {t;}; > puo essere rappresentato in termini di ¢(f) tramite la
seguente formula: _
ty = 5 t(0)e " *0qp.
2 J_,

Infatti,

™

o — th‘ei(k’;j)e = 71]0d9 = th / ik=00qp = 2mt;.

kEZ - kEZ -T

Per ogni n, sia ora A, la matrice n x n reale simmetrica di Toeplitz A, = (t;;)i;=;. Si possono
avere informazioni sullo spettro di A,, studiando la funzione ¢(6), infatti vale la seguente

Proposizione 4.2 Sia data la successione {t;}/29, Y720 |t| < +o00, e la corrispondente suc-
cessione di matrici {Ay, }fnen, An = (t|i_j|)2j:1. L’intervallo [tmin, tmax] contiene gli autovalori di
Ay, cioe 0(Ap) C [tmin, tmax] Per ogni valore di n, e I'insieme |J,, 0(A4,) € denso in [tmin, tmax]|- Se
tmin > 0, allora le matrici A,, sono definite positive per ogni n, e pao(Ay) < tmax/tmin- S€ tmin = 0,
sotto opportune ipotesi sull’insieme {6 : ¢(f) = 0} si ha ancora che le matrici A,, sono definite pos-
itive per ogni n, ma ps(Ay,) va a +0o (pitt o meno velocemente a seconda di come & fatto l'insieme

{6:t(0) =0}).
Dimostrazione. Per ogni z € C”,

T ik 1 [T -4 y
ZHAnZ — sz[% /_Wt(g)e (k J)Gd(g]zj:% _W(sze ke)t(e)(zjzzjew)de

k.j k

tmaX / sze ko) sz 179 H—tmax szz]/ M09 = ¢,z z.

IA

Quindi, tyinzfz < 2 Az < ty.zfz, ¥z € C?, e, in particolare, si ha 0(A) € [tmin, tmax]. O

Applichiamo la Proposizione 4.2, calcolando la funzione (), nel caso degli esempi 1 e 2.

Nell’esempio 1 si ha tg =2, t; = —1, e t;, = 0 per ogni k > 1. Allora t(f) = 2 — 2cos 6, e quindi
t(f) € minima per § = 0 e £(0) = 0, ed & massima per § = £7 e t(+m) = 4. Per la Proposizione 4.2,
per ogni n si ha 0(A4,,) C [0,4] e, per come ¢ fatto I'insieme {0 : t(0) = 0}, si ha o(A,) C (0,4) (tali
informazioni ci venivano anche dal teorema di Gershgorin), inoltre pa(A,) — +oo. Effettivamente

o(Ap) ={2—2cos ;J5 : j=1,...,n}, e, quindi, pu2(A,) = O(n?).
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Invece nell’esempio 2 si ha t;, = t* con ¢ parametro tale che —1 < ¢ < 1. Quindi la funzione ¢(6)
e data da

. +w . +w .
HO) = 3tk = 7 pheiht 4 S ph—iho
k=0 k=1

kEZ
1 1 1—¢2
— 4+ — — 1= )
1—teld = 1 —te 10 1+t2 —2tcosf

E semplice individuare i valori massimo e minimo di ¢(6), infatti

Ne segue che, per ogni n, la matrice A,, = (t"'*j |)?j:1 ¢ definita positiva, il suo spettro ¢ contenuto
nell'intervallo [(1—[¢])/(1+]¢]), (1+[t])/(1—1t])], e quindi pa(A4,) < (1+]t])?/(1—|t|)%. Sinoti che,
stavolta, con il teorema di Gershgorin non avremmo potuto ottenere tali informazioni sullo spettro
delle matrici A,,.

Enunciamo ora il seguente risultato che, in pratica, afferma ’esistenza di buoni precondizionatori
A, per le matrici 4,, (quando queste sono definite positive), ovvero l'esistenza di matrici A,, che
verificano la condizione (35) su P, e quindi tali che GCP con A = A4,,, P = A, ha convergenza
pressoché superlineare nella risoluzione del sistema A, x = b,,.

Teorema 4.3 Sia data la successione {t}°0, =125 |tx| < +o00, e la corrispondente successione

di matrici {A, }fnen, An = (ji—j))7j=1- Allora esiste una successione di matrici reali simmetriche
{A; }nen tali che

i) Se A, e A, sono non singolari allora risolvere un sistema lineare con A, come matrice dei
coeflicienti € molto meno costoso che risolvere un sistema lineare con A,, come matrice dei coefficienti;

ii) Per ogni ¢ > 0 esistono v., k. tali che Vn > v, almeno n — k. autovalori di A, — A, non
distano da 0 piu di €.

i) Se t(0) = S5 t‘k|eik9 > 0 (in [—m,7]), allora A,, & definita positiva e laffermazione ii)

vale anche per I — A, 1A,

Per dimostrare il Teorema esibiremo semplicemente una particolare sequenza A,, che verifica i
risultati enunciati, la sequenza A, = C4, di T. Chan. E pero prima opportuno osservare che le
conclusioni del Teorema sono vere anche per diverse altre particolari sequenze A,, e che alcune di
tali conclusioni, in realta, sono verificate per classi molto generali di sequenze A,,.

In particolare, in [51], [43], [57] si mostrano le tesi del Teorema 4.3 per A,, definita (¥n) come
la matrice circolante la cui parte diagonale centrale ¢ identica alla parte diagonale centrale di A,
(vedi la matrice Py definita in precedenza, associata ad ogni matrice reale simmetrica di Toeplitz).
Osserviamo che nel caso dell’esempio 1 si ha che /25 |tx| = 3 < +oo, ma ¢(f) = 2 — 2cos @
non & positiva in [—m, 7], quindi l'ipotesi ¢(f) > 0 non ¢ soddisfatta, ecco perché, pur essendo A,
definita positiva, la matrice A,, non viene definita positiva (gli autovalori di 4,, in tal caso sono
2n(j—-1) . _
——,7=1..

2 — 2cos .,n, quindi A,, & solo semi definita positiva).
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Le tesi del Teorema si possono poi mostrare per A, scelta come la migliore approssimazione £ 4,
di A, in £ =L" = sdU, = {Und(z)U,, : z € C"}, con U, unitaria, a condizione che le matrici
{Up }nen siano scelte in modo opportuno.

Si noti che, indipendentemente dalla scelta di U, e, quindi, dell’algebra £ = sd U,,, la matrice
La, = U,diag (UM A,U,);)UH & hermitiana. Quindi, nell’ipotesi che £ sia generata da matrici
reali, L4, ¢ reale simmetrica, come A,. Inoltre 0(L4,) C 0(An) C [tmin, tmax) Per ogni valore di
n. Quindi, nell’ipotesi tyi, > 0, le matrici A,, e dunque le L4, sono definite positive per ogni
n, e p2(La,) < u2(Ap) < tmax/tmin, ¥n. Nel caso in cui ty;,, = 0 e sotto opportune ipotesi su
{6 : t(#) = 0} si ha ancora che le matrici A,, e quindi le £4, sono definite positive per ogni n e che
pua(La,) < p2(Ay), ma us(A,) va a +00.

Una scelta opportuna di Uy, e, quindi, di £ = sd U,, ¢ invece necessaria per ottenere le affer-
mazioni centrali i) e ii) del teorema. Per ottenere i) occorre scegliere come £ una algebra di bassa
complessita computazionale, in modo che il costo della risoluzione di un sistema Mz =f, M € L —
ad esempio M = L4, —, sia O(nlogn). Per ottenere ii) occorre che la struttura delle matrici di £
sia in qualche modo vicina alla struttura di Toeplitz delle matrici A,,. Il risultato ii) ¢ ottenuto in
[47], [5] nel caso di algebre £ di tipo Hartley, e in [36], [46], [56] per £ di tipo Jacobi. Tuttavia, &
per £ = Cy4 che si ¢ notato per la prima volta che poteva valere un risultato tipo ii) [43], [57], [58].
Si vedano anche i survey [55], [48].

Notiamo infine che una volta dimostrata la ii) per A, = L4,, I'affermazione iii) per A, = L4,
segue immediatamente dalla disuguaglianza ottenuta qui di seguito. Sia E,, tale che E,EL = L4, ,
e agn)
Allora

e BJ(-n) rispettivamente gli autovalori di I — E;'A,E; T e L4, — A, in ordine non decrescente.

n 1 n
8] < — 8] (39)

tmin J

™M) <o)< L
mj = ]a] = min A(L4,)

(si applichi la caratterizzazione minimax di Courant-Fisher degli autovalori di una matrice reale
simmetrica [42] alla matrice [ — E,, 1A, E,7T).

1 (n) 1
i 1E IO B
tmaxmj = max A\(L4,)

Dimostrazione. Proviamo le affermazioni ii) e iii) del Teorema 4.3 per A, = C4,. Per semplicita
poniamo A = A,. Si prenda un numero N, n > 2N, e siano W) ¢ E(N) le matrici n x n definite
come segue

[W(N)]” _ { [CA - A]z] ,j <n—N

0 altrimenti

Cp—A=EN Wi, (40)

Si noti che [Cali; = ((n —j + Dtj—1 + (J — Dtn—j+1)/n, 5 = 1,...,n; quindi, per i,j = 1,...,n,
abbiamo o
_3|ifj|‘2 — Jl

[Ca — Al = y Sk =tk — ty—k-

(N) (N)

Ora si osservi che il rango di E'**) & minore o uguale di 2V, quindi £*¥) ha almeno n—2N autovalori
nulli. Si osservi anche che C4 — A, E™) ¢ W) sono tutte matrici reali simmetriche. Nel seguito
dimostriamo che comunque fissato € > 0, esistono N, e v, > 2N; tali che

W), <& Vn> .. (41)

()



Come consequenza di questo fatto e dell'uguaglianza (40) per N = N, avremo che per tutti gli
n > ve almeno n — 2N, autovalori di C4 — A sono in (—¢,¢). Inoltre, se tyi, > 0, allora, per (39),
otterremo anche il cluster su 0 degli autovalori di I — CZIA.

Quindi dimostriamo (41). Prima di tutto si ha che

an

1w ||1<— Y dlsil<2 Z 5]+ — Z]It\ (42)

7=1 j=N+1

Poi, per ogni € > 0 si scelga N, tale che 2 N 411tjl < § esiponga N = N, in (42) e nei
precedent1 argomenti. Se v, v > 2N, & tale che, Vn > v, nZ 1Jltjl < 5 (la successione
L w2 j|t | tende a 0 nell'ipotesi 325 |tx| < 400), allora per (42) abbiamo la tesi (41). O

FEsercizio. Nelle ipotesi del Teorema 4.3 provare l'affermazione ii) per A, = (C-1)4

FEsercizio [47], [5]. Nelle ipotesi del Teorema 4.3 provare l'affermazione ii) per A,, = L4,,, con
L =C°+ JICSK, ¢S + Jcs.
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CONTINUAZIONE DELL’ESERCIZIO SULL’ALGEBRA DI BASSA COMPLESSITA’ DI HAAR:
BASE ORTOGONALE, STRUTTURA DELLE MATRICI DELL’ALGEBRA

Consider the matrix algebra £ associated to the transform U: £ = {Ud(z)U"} = {QDd(z)DQ™}.

Exercise: Find an orthogonal basis {J1, Ja,...,J,}, n = 2%, for £ made up with matrices whose
entries are 0, 1 or —1. Solution: the following rank-one 0, 1, —1-matrices form a basis for £ (n = 4,

n =8, n=_2"):

11 1 1 1 1 -1 -1
111 1] S 11 -1 -1 | T AT
101 1 1 |TQee@n | T Qeses @,
11 1 1 1 -1 1 1
1 -1
—1 1 T AT T AT
= Qese; Q" 1 1 = Qeze; Q" ;
11
r1 1 1 1 1 1 1 17 rT101 1 1 -1 -1 -1 —-17
111111 11 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
11111111 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
1111 11 1 1| . oo |1 1 1 1 -1 -1 -1 -1| 5.4
1111 11 1 1|~ 9@ 4 4 4 4 1 1 1 o | T@esesd,
11111111 1 -1 -1 -1 1 1 1 1
111111 11 1 -1 -1 -1 1 1 1 1
11 11 1 1 1 1| | -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 |
Tl 01 -1 -1 1 r 1
1 1 -1 -1
1 -1 1 1
1 -1 1 1
= Qere7 Q" L1 1 1 | = Qeses@
11 -1 -1
1 -1 1 1
I | I -1 -1 1 1 |
C - - .
1 1
1 -1
. T AT -1 1 . T AT
*QBSeSQ 9 7Qeﬁe6Q )
L 1 = Qese1 Q" = Qe2e3Q;
11
1 -1
L - L _1 1 -
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eeT = Qele’{QTv

Jsi _ 12571 —12571 ® HE%) — Qe*e*TQT, % = (n o 25—1 4 1) o 23(2- _ 1)7

)

—125—1 125—1
i=1,...,595, s=1,2,... loggn=F

(r)

(1, is the 7 x r matrix with ones everywhere; p1; ' is the r x r matrix with 1 in position 4,7 and 0

elsewhere). Note that if X,Y are two matrices from such basis, then (X, X) = n?, ”742, ’f—;, e 22’;3—2_2 =
4, and (X,Y) =0 if X # Y. This implies, in particular, that we have immediately a formula for
the best approximation of A € C"*" in L:

Observe that for n = 4 and n = 8 the generic matrix in £ has the following structure:

a+b a—-b c c
a—b a+b c c
c c a+d a—d |’
c c a—d a+d
[ (a+d)+c (a+d)—c a—d a—d b b b b i
(a+d)—c (a+d)+c a—d a—d b b b b
a—d a—d (a+d)+e (a+d)—e b b b b
a—d a—d (a+d)—e (a+d)+e b b b b
b b b b (a+f)+g (a+f)—g a—f a—f
b b b b (a+f)—g (a+f)+g a—f a—f
b b b b a—f a—f (a+f)+h (a+f)—h
| b b b b a—f a—f (a+f)—h (a+f)+h |
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