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Introduzione

Data una qualsiasi matrice, non sempre e necessario conoscere l'insieme di
tutti i suoi autovalori , spesso e possibile limitarsi alla ricerca di quelli estre-
mi, ovvero quelli di modulo massimo e/o di modulo minimo.

In questa tesi esporremo il metodo delle potenze, che € un classico metodo
iterativo per approssimare ’autovalore di modulo massimo di una matrice,
meglio detto autovalore dominante, e il corrispondente autovettore.

Nel Capitolo 1 iniziamo ad introdurre alcune definizioni ed osservazioni che
saranno utili nei capitoli successivi. In particolare, tratteremo nozioni ri-
guardanti la norma vettoriale, le matrici, gli autovalori ed i corrispondenti
autovettori.

Nel Capitolo 2 introdurremo il metodo delle potenze. Inizieremo studiando
tale metodo nel caso piu semplice, ovvero quello di una matrice diagonaliz-
zabile (in particolare definita positiva) e successivamente, passeremo prima
a studiare il caso in cui la matrice sia generica, per poi concludere con due
casi particolari ovvero, il metodo delle potenze applicato ad una matrice non
negativa ed irriducibile e ad una non negativa, irriducibile e stocastica per
colonne.

Nel Capitolo 3 verra affrontato un problema riguardante la monotonia della
successione @y definita nell’algoritmo del metodo delle potenze, visto nel
capitolo precedente, nel caso particolare di una matrice non negativa ed
irriducibile.



Capitolo 1

Nozioni utili

1.1 Norme vettoriali e prodotto scalare

Introduciamo alcune definizioni riguardanti le norme vettoriali ed il prodotto
scalare.

Definizione 1.1. Una norma vettoriale ¢ un’applicazione || - || : C" —
R U {0} tale che valgono le seguenti proprieta:

L. ||x]] > 0 V¥x € C" e ||x|| = 0 se e solo se x = 0.
2. |lax|| = |a]||x|| YVa € C, ¥x € C".
3. ||[x+yll < x|+ lly]] Vx,y € C* (disuguaglianza triangolare).

Esempi importanti di norme vettoriali sono:

L ||x[]1 = > |z;] (norma-1).
=1

n 2
2. ||x|]|e = (Z |xj|2) (norma Euclidea o norma-2).
j=1

3. ||x||eo = max|z;| (norma infinito).
J

Tutte queste norme sono casi particolari della norma-p, definita come:

n 1

p

Ixll, = (§ jw) .
i=1

Definizione 1.2. 1l prodotto scalare su C" & un’applicazione (.,.) : C" X
C™ — C che alla coppia (x,y) associa lo scalare (x,y) tale che:

4
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1. (x,x) >0VxeC"e (x,x) =0 se e solo se x = 0.

3.

{

2. (x,y) = <,X>VX,y€C”.
(x,\y) = \x,y) Vx € C", VX € C.
{

4. (x+y,z) = (x,2z) + (y,z) Vx,y,z € C".

Osservazione 1.1. (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz) Per ogni x e y vet-
tori in C™, il loro prodotto scalare soddisfa la disuguaglianza di Cauchy-
Schwarz, cioe:

[, ) * < Il - [yl

(nota: vale 'uguaglianza se e solo se i vettori x ed y sono linearmente
dipendenti).

1.2 Matrici

Introduciamo alcune definizioni riguardanti le matrici, che ci saranno utili.

Definizione 1.3. Sia A una matrice quadrata di ordine n. Diremo che A ¢
diagonalizzabile se e solo se esiste P, matrice invertibile, tale che:

P 'AP=D

dove D e diagonale.
La matrice P si dira la matrice diagonalizzante di A.

Definizione 1.4. Sia U una matrice complessa e quadrata di ordine n.
Diremo che U & wunitaria se soddisfa la condizione:

UfU =U0U" =1
dove I & la matrice identita e U ¢ la trasposta coniugata di U.

Esempio 1.1. Le matrici di permutazione sono esempi di matrici unitarie.
Ricordiamo che P € R™ "™ si dice matrice di permutazione se ¢ ottenuta
dalla matrice identica operando su di essa una permutazione delle righe o
delle colonne. Sia {iy,1s,...,%,} una permutazione degli indici {1,2,...,n}
allora, ogni matrice di permutazione si puo scrivere come:

P = €, €, ... €
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dove e, € C" e:

(ea)r = {(1) ser#£k

ser ==k

Si osserva che:

T 2
P'P= 1€ €, ... €,

€, eileiz B S
e.

i1

12

T T
€; €, €; e;, |
ed in particolare:

0 ser#s

(PTP)ns = ezT.eis = {
" 1 ser=s

da cui ne segue che:
PTP =1
quindi, le matrici di permutazione sono unitarie.

Definizione 1.5. Una matrice quadrata A di ordine n si dice diagonale se
gli unici elementi che possono essere non nulli sono quelli sulla diagonale
principale. Ossia, se:

Ai7j:O, Z%j, VZ,]ZI,,TL

Definizione 1.6. Sia A una matrice quadrata di ordine n. Diremo che A ¢
diagonalizzabile mediante matrice unitaria se esiste una matrice unitaria U,
tale che:

U 'AU=D

dove D e diagonale.

Definizione 1.7. Due matrici A, B di ordine n si dicono simili se esiste P,
matrice invertibile, con la proprieta che:
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P'AP =B.
Quindi, una matrice e diagonalizzabile se e simile ad una matrice diagonale.

Definizione 1.8. Una matrice quadrata A si dice triangolare se ha tutti gli
elementi nulli sopra o sotto la diagonale principale.

In particolare, a seconda che gli elementi nulli siano sopra o sotto la diagonale,
la matrice viene chiamata rispettivamente triangolare inferiore e triangolare
superiore.

Definizione 1.9. Una matrice quadrata A di ordine n e complessa si dice
normale se:

AAH = ATA.
Lemma 1.1. Una matrice normale e triangolare e diagonale.

Dimostrazione. Consideriamo la matrice triangolare a blocchi:

a b’
0 C
dove C ¢ una matrice triangolare.
Poiché per ipotesi € normale, allora:

a 0] |a bl [a bf a0
b CH 0 C| |0 C b CH|-
Da cui, sviluppando i calcoli:

aa ab’ _ [aa+bfb bHCH
ab bbf +CHC| Cb cct

quindi, sono uguali se e solo se:

aa = aa + bb
ab? = bHCH
ab =Cb

bbl + CHC = CCH
da queste, otteniamo che:
(Ibll2)* =0

e quindi:
b =0.
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Ma se b = 0, allora:
cfc=cc”

ovvero, C e normale.

Ma poiché per ipotesi C, che ha ordine (n — 1) x (n — 1), & triangolare allora

¢ diagonale.

Da questo, ne segue che l'intera matrice quadrata di ordine n ¢ diagonale.
O

Teorema 1.1. (Decomposizione di Schur) Ogni matrice A € C™™ si puo
triangolarizzare con una trasformazione per similitudine data da una matri-
ce unitaria. Quvvero, esistono una matrice triangolare superiore T ed una
matrice unitaria U tali che:

UYAU=T.

Dimostrazione. Procediamo per induzione sulla dimensione n della matrice
A.

Sia n = 1.

In tal caso, la matrice A & un numero complesso e la decomposizione di Schur
valecon T=A e U = 1.

In generale, supponiamo ora che la decomposizione valga per dimensione n—1
e vogliamo dimostrare che cio € vero anche se la dimensione della matrice e
pari ad n.

Consideriamo quindi A € C™*™ e denotiamo con A ed x rispettivamente un
autovalore ed un autovettore di A, cioe Ax = Ax (vedi Definizione 1.17.).
Supponiamo che x sia normalizzato in modo che x”x = 1 e consideriamo una

base ortonormale formata dai vettori {ys,...,y,} dello spazio ortogonale ad
X.
Costruiamo la matrice Q le cui colonne sono costituite dai vettori {x, ys,...,¥n}
In particolare, la matrice appena costruita e unitaria, ovvero:
Q'Q =1
ed inoltre si ha che:
Qe1 =X
da cui e; = Q¥x, dove e; = (1,0,...,0)T.

Inoltre vale: \ .
H . u
Q"AQ = {0 A}

dove A,,_; € Clr—Dx(n—1),
Per verificare quest’ultima relazione, basta considerare Q” AQe;, che ¢ la
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prima colonna della matrice Q7 AQ.
Allora, vale:

Q7AQe; = QP Ax = Q¥ )x = \Qx = \e;

come richiesto.
Inoltre, per I'ipotesi induttiva, si ha che:

Anfl = UnflTnflUg_l
da cui posto: )
1 0
Un N Q L Un—1:|
si ottiene:

H _
UAU, = | o

da cui la tesi, essendo U¥ AU,, una matrice triangolare superiore.

B uTUnH_l]

]

Osservazione 1.2. Un’osservazione utile ¢ che la decomposizione di Schur
della matrice A non ¢ unica. Infatti, per qualsiasi scelta di P matrice di

permutazione e D matrice diagonale unitaria, moltiplicando A a sinistra per
Pdiag{e "}UH ed a destra per U, Pdiag{e”}PT, cioe:

(Pdiag{e YU A(U,Pdiag{e”}P")

si ottiene sempre una matrice triangolare superiore sulla cui diagonale vi sono
gli autovalori di A.

La decomposizione di Schur ha delle conseguenze interessanti, una prima
conseguenza riguarda in particolare le matrici hermitiane.
Infatti, se UY AU = T ¢ la decomposizione di Schur della matrice hermitiana,
A allora, la proprietd A = A implica:

T = UPAYU = UFAU=T.

Cioe T e hermitiana, e quindi essendo triangolare, e diagonale.

Ovvero si ottiene che, le matrici hermitiane sono diagonalizzabili con una
trasformazione per similitudine unitaria. In particolare, gli elementi diago-
nali della matrice T sono tali che ¢;; = t;; e quindi sono reali.

Se invece la matrice A & anti-hermitiana, cioe se A = —Af procedendo
analogamente a quanto detto sopra, si ottiene che anche T ¢ una matrice
anti-hermitiana ed in particolare, ¢ una matrice diagonale con elementi tali

che tm‘ = —m

Un risultato piu generale e espresso dal seguente teorema.
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Teorema 1.2. Una matrice A € C™" ¢ normale, cioé AHA = AA" | se e
solo se ¢ diagonalizzabile mediante matrice unitaria.

Dimostrazione. Dimostriamo la doppia implicazione.
Si supponga dapprima che A sia normale. Per la decomposizione di Schur
(Teorema 1.1.) esiste una matrice unitaria U tale che:

A =UTUY

con T matrice triangolare superiore.
Poiché A ¢ normale, si ottiene:

(uTuh)#(uTUu?) = (UTU)(UTU")H
(uTHuf)(uTUu?) = (UTU?)(UTHUH)
(UT")(U"U)(TU") = (UT)(U"U)(T"U")

Da cio:
UTHTUY = UTT U = THT =TT

ovvero, T & normale e triangolare. Ma questo, per il Lemma 1.1., implica
che T ¢ una matrice diagonale.

Viceversa, supponiamo ora che A sia diagonalizzabile mediante una matrice
unitaria e vogliamo dimostrare che A & normale.

Per ipotesi esiste una matrice unitaria U tale che:

UYAU =D

dove D ¢ una matrice diagonale.
Da questo si ha che:

A = UDUY,

Calcoliamoci ora le quantita A7A e AAH:
AP A = (UDUY)# (UDU¥) = (UD#U")(UDUY) = UDYDU"
AA" = (UDU)(UDU"# = (UDUY)(UD”U") = UDD”U".
E quindi, si ha che AA¥ = A7 A se e solo se:
DD” = DD

ma questo € sempre vero.
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Osservazione 1.3. Una matrice unitaria A ¢ in particolare una matrice
normale e quindi la T della decomposizione di Schur e diagonale. Inoltre,
dal fatto che A A =1, segue che:

2 -1,

i

Osservazione 1.4. Se esiste una matrice unitaria U che diagonalizza A al-
lora ogni altra UDP diagonalizza A, dove D = diag(e?*, k = 1,...,n)) e
P di permutazione. (Vedi anche 1'Osservazione 1.2.)

Infatti, se U diagonalizza la matrice A, per definizione si ha:
U7AU = Ay

dove A5 ¢ matrice diagonale che ha gli autovalori di A sulla diagonale prin-
cipale.

Moltiplichiamo ora ambo i membri a sinistra per D e a destra per D,
ottenendo:

(D¥UY)A(UD) = (UD)?A(UD) = D" A,D

da cui:
e7® 0 ... 0 e 0 ... 0
—i0o 102 .. .
0 e A O e . : — AL
: : . 0 : .00
0 .0 eitn 0 ... 0 g

Definizione 1.10. Dato uno scalare A\, chiamiamo blocco di Jordan di ordine
t con autovalore A la matrice di ordine ¢ avente tutti gli elementi appartenenti
alla diagonale principale uguali a A, tutti gli elementi della diagonale subito
superiore a quella principale uguali ad 1 e tutti gli altri nulli.
(nota: si dimostra che ogni matrice A € C™ ™ ¢ simile ad una matrice
diagonale a blocchi dove i blocchi diagonali sono di Jordan).

Definizione 1.11. Una matrice A si dice non negativa se tuttii suoi elementi
sono maggiori o uguali a zero.

Definizione 1.12. Una matrice A si dice riducibile se esiste una matrice di
permutazione P tale che PAP~! = PAPT ¢ triangolare a blocchi, cioe:
B O}

-1 _
PAP " = {C D

dove B e D sono matrici quadrate.
Una matrice A che non e riducibile si dice irriducibile.
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Definizione 1.13. Una matrice quadrata A = {a; ;} di ordine n ad elementi
non negativi si dice stocastica per colonne (righe) se la somma degli elementi
su ogni colonna (o su ogni riga) € uguale ad 1, cioe:

n
ai’j20€2ai,j:1,j:1,...,n
1=

o analogamente sommando sulle righe.

Definizione 1.14. Una matrice quadrata A di ordine n e complessa si dice
hermitiana se coincide con la trasposta coniugata, ovvero:

A =AY

Definizione 1.15. Una matrice quadrata A di ordine n si dice definita
positiva se:

zHAz >0,VzcClez#0

Osservazione 1.5. A definita positiva = A hermitiana, A con elementi
diagonali positivi ed A diagonalizzabile con autovalori positivi.

Osservazione 1.6. Data una matrice A definita positiva, esiste una matrice
B definita positiva tale che:
B? = A.

Infatti, A = UDU¥ con D;; positivi, quindi:
A = (UVDU")(UvDU")

dove vD & la matrice diagonale dove gli elementi sulla diagonale sono le
radici degli autovalori.

Definizione 1.16. Una matrice di Toeplitz € una matrice in cui gli elementi
su ogni diagonale discendente da sinistra a destra sono uguali tra loro.
Per esempio, una matrice quadrata A di ordine n e detta di Toeplitz se:

ao a1 Q-9 ... ... G_pn4i
aq Qo a_q :

a
! = (ai—j)?,j:r

Ap—-1 .- ay Qo
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1.3 Autovalori ed autovettori

Introduciamo alcune definizioni ed osservazioni riguardanti gli autovalori ed
autovettori di una matrice.

Definizione 1.17. Sia A una matrice quadrata di ordine n; A € C e detto
autovalore di A se esiste x € C", x # 0, tale che:

Ax = )dx

Dove il vettore x € detto autovettore associato all’autovalore \.

In particolare se A e autovalore di A allora e soluzione dell’equazione ca-
ratteristica:

pa(A) =det(\I—A) =0
dove I & la matrice identita e pa(\) € detto polinomio caratteristico di A.

Definizione 1.18. Data una generica matrice A viene chiamato o(A), lo
spettro di A, 'insieme degli autovalori della matrice, cioe:

o(A) ={\ € C:3Iv #0 tale che Av = \v}
e si definisce p(A) il suo raggio spettrale:

p(A) = max, Al
Definizione 1.19. Sia A una matrice quadrata di ordine n e A € C au-
tovalore di A. Si dice molteplicita algebrica di A (e si indica con my(\)) la
molteplicita che A ha come radice del polinomio caratteristico.
Si dice invece molteplicita geometrica di A (e si indica con my(\)) la dimensio-
ne dell’autospazio relativo a A\, ovvero il numero degli autovettori linearmente
indipendenti relativi all’autovalore \.

Lemma 1.2. Siano A € C"*", A\ € C autovalore di A ed x € C" corrispet-
tivo autovettore, cioe Ax = Ax. Allora ne seque che:

p(A)x = p(A)x
per ogni polinomio p.

Osservazione 1.7. Una matrice quadrata A di ordine n e diagonalizzabile se
e solo se la molteplicita algebrica e geometrica coincidono per ogni autovalore
di A. Inoltre, se A e diagonalizzabile, gli elementi sulla diagonale di D
(vedi Definizione 1.3.) sono gli autovalori di A! e le colonne di P sono gli
autovettori corrispondenti.

Ip-IAP=D= pA()\) = pD(/\)
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Osservazione 1.8. Autovettori relativi ad autovalori distinti sono indipen-
denti. In particolare, nel caso in cui la matrice € normale, sono ortogonali.

Osservazione 1.9. Se A e una matrice quadrata di ordine n e definita
positiva, allora i suoi autovalori sono tutti strettamente positivi. Inoltre, il
massimo autovalore coincide proprio con il raggio spettrale p(A) (nota: p(A)
puo avere molteplicita algebrica maggiore di 1).



Capitolo 2

Metodo delle Potenze

2.1 Caso A diagonalizzabile

In questa sezione dimostriamo un teorema in cui si analizza la convergenza
delle potenze di una matrice A diagonalizzabile (vedi Teorema 2.1.).

Il metodo delle potenze € un metodo iterativo per il calcolo approssimato
dell’autovalore di modulo massimo di una matrice e di un autovettore ad esso
associato.

Sia A € C™" diagonalizzabile con autovalori i, Ag,..., \,. Supponiamo,
inoltre, che gli autovalori siano ordinati in modo tale che:

Al > [A5], VA # M

(nota: molteplicita geometrica ed algebrica di A; coincidono).
Con tali ipotesi A\; ¢ detto autovalore dominante per la matrice A.

Siccome per ipotesi A e diagonalizzabile, esiste una base di autovettori
{x1,...,x,} dove x; & l'autovettore associato all’autovalore );, cioe Ax; =
Aix;, 1 =1,...,n. Sia v € C", allora questo puo essere scritto come:

n
vV = E ;X
=1

Osserviamo che, per le identita A*x; = Ax; (vedi Lemma 1.2.), I'azione di
A" su v ammette la seguente rappresentazione:

n n n
k k k k
Av=A E X, = E o AYx, = E QAN X
i=1 i=1 i=1

— Z ai)\]fxi—k Z ai)\fxi.

LA =A1 LN FEAL

15
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Dividiamo adesso ambo i membri per A} e si ha:

_Akv— Z ;X + Z az(Al)

A=A LN FEM

e passando al limite per £ — oo si ottiene che:

1
FAkV — Z ;X (21)
1 A=A
A B : . o ,
e quindi FA v tende a disporsi nella direzione dell’autovettore x = > a;x;
1 A=A

associato all’autovalore A;. Dalla (2.1) otteniamo:
— |Ixll (2.2)

Considerando sia la (2.1) che la (2.2) si ha una successione convergente
all’autovettore x normalizzato:

M |F Afv X

) (2.3)
JA"v]] koo |||
La (2.1) implica pure che, per ogni vettore u € C™:
1 a A H
)\k( A ) k—o00 ux
allora sara anche vero che:
1 H A k+1 H
e quindi, se uf’x # 0:
HAk—i-l
“ M A (2.5)

uf Afv koo
Da cui possiamo osservare che, con il metodo delle potenze, & possibile cal-
colare anche 'autovalore dominante.

Enunciamo di conseguenza il seguente teorema:

Teorema 2.1. Sia A € C™" diagonalizzabile, siano \;, 1 = 1, 2, ... , n,

i suot autovalori e X; autovettori linearmente indipendenti corrispondenti ai
A
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Supponiamo |A1| > ||, VA; # A1 (osservazione: mq (A1) = mg(A1)).

Sia v € C", ||v|| = 1, tale che nella rappresentazione di v, v = > a;X;,
i=1
il vettore x = Y. ayx; sia mon nullo (nota: cio implica A*v non nullo,
’i2>\i:>\1
VE=1,2,3,..).

1
Sia anche u € C", tale che uf’x # 0 (nota: F(uHAkv) — u’x e quindi
—00

1
3k* € N per cui sono non nulli Yk > k*). Allora:

A|E AR
|1k| i , = (2.6)
AT [ARV]] koo [[x]|

HAk+1

4 AN W (2.7)

ulAky koo
dove la successione in (2.6) é ben definita Vk ed 3k* € N tale che la succes-
sione (2.7) ¢ ben definita Vk > k*.
Le quantita in (2.6) e (2.7) si possono calcolare tramite il sequente algoritmo:

vo:=vVv. Perk=1,2, ...

a .= AVk_l

uHak H
Or = Wiy, L u’vy_1 #0Vk (2.8)
ag
Vi =
|la||
, u Akv o Arv
Infatti, o = ATy (e quindi py, — A1) evy = m Vk=1,2,..
Ik X
d > .
(e quindi v Vi ||X||)

Dimostrazione. Rimangono da dimostrare solamente le affermazioni:

1. A*v non nullo, Vk =1,2,3, ...

Punto 1:
Supponiamo per assurdo che A*v sia nullo, allora anche la sua rappresenta-

zione data da:
Afv = Z ozi)\’fxﬂ- Z ai/\fxi

A=\ LN FEAL
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sara nulla.

Ma poiché per ipotesi gli autovettori x; sono linearmente indipendenti, que-
sto implica che gli scalari «;, con i : \; = Ay, siano tutti uguali a 0 (perché
A1 # 0). Da questo ne segue pero che anche il vettore x sarebbe nullo, che &
assurdo.

Punto 2:
Procediamo per induzione.
Sia k =1 e vogliamo dimostrare che:

Ay
YAV

B u’Av
pY1 = aiv

Utilizzando le definizioni dell’algoritmo (2.8) otteniamo:

~ap Avg Ay

Al (Aol [[AV]]
u’a;  ufAvy ufAv

901 = _= = .
uflv, uv ullv

Vi

Ora supponiamo che la tesi e vera per k < n, in particolare:

u?A"v
Pn = H A1
u?A" v
A'v
Vp = ——
[|A"V]|
Dimostriamola per kK = n + 1, cioe vogliamo dimostrare che:
uHAn—HV
P+l = " g aAne
" u A"v
Aty
Vol = Tl
|A™ ]|

Utilizzando le definizioni dell’algoritmo (2.8) e cio che abbiamo supposto vero
nell’ipotesi induttiva, otteniamo:

u’a, ;  u’Av, u’A(A") u A"ty

Prt1 = uflv,  uflv, T T ufAw ufA'v
o B Av, A"l
+1= = =
" lanial]  [[Ava]l  [[A" ]|

la tesi e quindi verificata.



CAPITOLO 2. METODO DELLE POTENZE 19

Osservazione 2.1. La velocita di convergenza del metodo va come:

(j:%%l (:%D)k

Osservazione 2.2. Il costo per ogni passo ¢ dato dal prodotto della matrice
A per un vettore. In generale quindi & n?, ma nel caso in cui A ha qualche
particolare struttura, tale costo si puo ridurre. Ad esempio, se A ¢ di Toeplitz
(vedi Definizione 1.16.) allora A puo essere immersa in una matrice circolante
di ordine 2n e quindi, il prodotto di A per un vettore e calcolabile con
O(nlogn) operazioni aritmetiche (vedi [5]).

2.1.1 A definita positiva

Come conseguenza del Teorema 2.1., scegliendo ||.|]| = ||.]|2 e u = v, si
puo enunciare il seguente risultato nel caso particolare in cui la matrice sia
definita positiva.

Corollario 2.1. Sia A € C™" definita positiva, siano 0 < X\, < --- <

Air1 < A = -+ = A\ 1 suot autovalori e x; autovettori corrispondenti ai \;

peri=1,2,....

Sia v € C", ||v||2 = 1, tale che nella rappresentazione di v, v =Y a;x; +
i<t

ST aix;, il vettore x = > ayx; sia non nullo (nota: cio implica che AFv # 0,
i>t i<t

vix = (||x||2)? # 0 (vedi Osservazione 1.8.)).

Sia anche u = v € C", (nota: vl'x # 0 e 0 < —(vIA*v) —— vlix

)\’f k—oo
Vk € N). Allora:
AF M|F AR
7 _ | 1k| 7 y (2.9)
[|ARV][z A [[ARV]ly koo [[x]]2
HAk:—H
M M A (2.10)

VIAFY koo
dove le successioni in (2.9) e (2.10) sono ben definite Vk € N.
Le quantita in (2.9) e (2.10) si possono calcolare tramite il sequente algoritmo:

vo:=vVv. Perk=1,2, ...

IRES . viv, # 0 Vk (2.11)
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. vH Ay o Ay
Infatti, o = W (e quindi oy, — A1) e vy = —||AkV||2 VEk=1,2,..
(e quindi vy, — —— ). Inoltre:

HXH2
o < opr1 SN =p(A) VE=1,2,.... (2.12)

cioé la successione @y converge in modo monotono a \y = p(A).

Dimostrazione. Rimane solo da dimostrare che la successione @y, ottenuta in
(2.11) e crescente.
Utilizzando la definizione di ¢y in (2.11) si ha che ¢ < g1 se e solo se:

v Aky vH ARy
vHAk-1y — vHAky

cioe se e solo se moltiplicando il membro di destra per v A*~1v e quello di
sinistra per v AFv:

(VIARV)2 < (VAR ) (v ALY, (2.13)

Ma la (2.13) risulta verificata perché equivale alla seguente disuguaglianza di
Cauchy-Schwarz:

(VIAT AT V) < (AT v]L) (AT v]|,)”

(nota: ¢ possibile considerare la radice quadrata della matrice A in quanto
quest’ultima per ipotesi & definita positiva (vedi Osservazione 1.6.)).
O

Abbiamo verificato quindi che, nel caso in cui A ¢ matrice definita po-
sitiva, si genera una successione ¢ che tende in modo monotono, in questo
caso crescente, all’autovalore dominante di A.

Osservazione 2.3. Se si volesse invece calcolare ’autovalore minimo, che
chiamiamo \,,;,, della matrice A definita positiva, basta applicare il Corol-
lario precedente alla sua inversa, ovvero ad A1,

In particolare, in tal caso, si produce una successione ¢, che tende in modo

crescente a ——, ovvero, una successione — che tende in modo decrescente

>\mzn SO
a Anin di A. 1l costo per ogni passo ¢ dato dal prodotto della matrice A~*

per un vettore, ovvero risolvere un sistema lineare con A matrice dei coeffi-
cienti. In generale quindi ¢ O(n?). Pero, se A ad esempio ¢ di Toeplitz allora
il costo si riduce a O(n?)(vedi [2]).
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2.2 Caso A generica

Sia A € C™" generica e sia X € C™*® una matrice del tipo:

X=1|x; X9 ... ... X,
tale che: _ )
A1 0 0
AX =X |: .. .. . 0 (2.14)
; |
0 ... ... 0 A
OVVero:
AX1 = /\X1

A.X2 =X+ )\XQ
AX3 = X2 + )\X3

Ax, = x,_1 + AXq
Poiché ci servira successivamente, vogliamo ora ottenere una rappresentazio-

ne di Akxj con: 1 <j<s.
Per 7 = 1 si ha immediatamente che:

AFx; = \xy
Vediamo il caso in cui j = 2:

A’xy = A(Axy) = A(x) + M\Xy) = Ax; + MAX,
= Ax; + Ax1 + A2x5 = 2)\x1 + A%y

A3X2 = A(AQXQ) = 2)\AX1 + )\QA.XQ = 2)\2X1 + /\2X1 + )\3X2
= 3\%x; + A%y

A'xy = A(A%xy) = A(BN*x; + \Pxy) = 3N Ax; + VP Ax,
= 3)\3X1 + )\3X1 + )\4X2 = 4)\3X1 + )\4X2
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Dalle precedenti uguaglianze possiamo congetturare:
AfFxy = ENIx) + Mxy, kB> 1 (2.15)
(nota: (2.15) & vera anche per k =0 se A # 0).

Dimostrazione. Dimostriamo la congettura procedendo per induzione.
Sia k = 1, allora per quanto gia visto precedentemente:

Axy = x1 + Axo.
Supponiamo ora che sia vera per k < n, in particolare:
A%y = n\"Ixy + \'xo.
Dimostriamola per k =n + 1:

A"x, = A(A™Xp) = A(nA"'x; + \"xy)
=nA\"TAX; + \"AX,
= A" (Ax)) + N'(x1 + Axa)
= n\"x; + \"x; + \"x,
= (n+ 1)N"%x; + \"xy

la congettura ¢ quindi verificata.

Caso j = 3:

A2X3 = A(AXg) = A(XQ + )\Xg)
= AXQ + )\AXg =X+ )\Xg + )\Xg + )\2X3
= X1 —I— 2)\X2 + )\2X3

A’x3 = A(A%x3) = Axy + 20AXy + NV Axy
= Axy + 2A\(x1 + AXy) + A (%o + Ax3)
= AX; + 22X + 220%2x9 + A%y + A3x;
= 3Ax1 + 32%x5 + A3x3
A'xs = A(A%x;) = A(BAx; + 330 + A%xs)
= 3A\AX; + 3N Axy + NPAxg
= 3A(AX)) + 3N (%1 4 Axa) + A3(x5 + Ax3)
= 3)\2X1 + 3)\2X1 + 3)\3X2 + )\3X2 + )\4X3
= 6A%x; + 4X3x%s + Axs
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Da quanto ottenuto possiamo congetturare che:
1
Afxy = SRk = DA%y + kX Ixy 4+ Moxg, k> 2 (2.16)

(nota: (2.16) ¢ vera anche per k = 0,1 se A # 0).

Dimostrazione. Procediamo a dimostrare la congettura per induzione.
Per k = 2 otteniamo che:

A%x5 = X1 + 20X + Ax3

e cio e vero per quanto visto precedentemente.
Supponiamo che sia vera per k < n, in particolare:

A"x3 = %n(n — DA% + nA" %y + A
Dimostro ora che la congettura ¢ vera per k =n + 1.
A"lx; = A(A"x3) = A %n(n — DA"?x; + nA" %y + A'xs
= %n(n — DA 2AX; + nA"TTAX, + ATAX;
_ %n(n C AT 4 AT () Ae) 4 (X + Axs)

1
= —n(n — DA 5 + n\"7Ix + nA"xo + A"xo + A" xg

2
1
= én(n + DA Iy + (n 4+ DA™x + A" xg
La congettura e quindi verificata.
m
Da cio che abbiamo verificato precedentemente, possiamo quindi conget-
turare il caso per j generico in {1,2,...,s}:
k k k—j+1 k k—j+2
AX]—.l)\]X1—I— 2)\3x++
\ J = - (2.17)
+ 5 (k- DN 2% o + kN Ixy + Moxg, k> -1

(nota: (2.17) & vera anche per k =0,1,...,7 —2se A #0).
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Dimostrazione. Nell'ipotesi (2.14) piu precisamente dimostriamo questo:

Ak — (DA + () Ak + -+ (N0 + (§) A%, sek<j—1
! (jﬁl)kk_jﬂxl - (jf2))‘k_j+2x2 o (N + (DN se k> 5 —1
(2.18)

Le formule del sistema (2.18) sono intuitive esaminando i casi in cui j ¢
piccola, oppure come segue, procediamo a dimostrarle per induzione su j.
Abbiamo che: AFx; = \x; per k > 0, da cui ne segue che la (2.18) & vera
per j = 1. Inoltre:

Ak, — X9 se k=0
ENFIxy + Mexy se b >1

quindi la (2.18) ¢ vera per j = 2.

Supponiamo che la tesi sia vera per j, si deve dimostrare ora che sia ve-
ra anche per j+1,5=1,...,s — 1, cioe:

Afxi = {(:) A1k () A%z o (DN ()M X se k<
1=

(];) )\k_jxl + (jﬁl) )\k_j—HXQ + -+ (];) )\k_lxj + )\ka+1 se k > J

ovvero che:

(DA + (A o+ (DA% se k<

(/;))\k—jxl + (jfl) )\k—j—l—lxz 4+t (/c) )\k—lxj se k> ] :

(Ak_)\kI)XjJrl = {
1

Si nota innanzitutto che:

(AP XA £ AR 4 AFPA AT (A - D)
— Ak . )\Akfl + /\Akfl - )\2Ak72 + >\2Ak72 - )\3Ak73_’_
o ATPAZ S NTTA F TTA - VT = AR T

e (A= AND)x;41 =x;perj=1,2,...,s—1.

Da questo ne segue che:

(AF — ND)xj 0 = (AR AAR2 £ N2ARS 4 AF2A 4 A D
= Ak_lXj + )\Ak_2Xj + )\2Ak_3Xj —+ -+ )\k_ZAXj + )\k_lXj.

Ora, per quest’ultimo risultato ottenuto, nei due casi distinti si ha:

Primo caso: k£ < j
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In tal caso, per tutti gli addendi utilizziamo la prima equazione della (2.18),
ottenendo:

E—1 k—1 E—1\ .
(Ak—)\kI)XjJrl:(k_l))\oxj_k+1+(k_2))\xj_k+2+...+( 0 ))\k 'x;
k—2 k—2
+)\|:<k _ Z)onj_k_;,_z + (k _ 3))\Xj—k+3 + ...
k—2 k—3 kE—3
+( 0 >)\k2Xj:| —|—)\2|:(k_3))\OXjk+3+ (k_4))\Xjk+4
+ (k 8 3> )\kBXj} o AF2 [(i) A%+ <(1)> )‘Xj}
+ /\k_1 <8> )\OXj
(k-1 \ k— —1
=\r_ Xj k41 T AXj g2 L 9 +
k—3 k—2
ool 7)< (6 3)+( )}
1
()« 6) -+ ()
_ 0 k—
o) o)+ ()
k k
= (k)XJ k+1+)\XJ k+2(k 1)+)\2Xj k+3(k_2) + ...
k
k—2 k— 1
+ AT <2)+>\ <1)
—1

(nota: nell’ultimo passaggio abbiamo usato il fatto che: (1:) = j:zszl (Sil))

—_

= 4
@]

N

Secondo caso: k > j
In questo caso, per i primi £ — j + 1 addenti utilizziamo la seconda equazione

della (2.18) e per i rimanenti successivi, la prima. Ottenendo:

k—1 , k—1 , E—1
(Ak—ﬁD@H::Q_{)ﬁﬂxr%g_a)ﬁﬂHXy+~~%(2 >ﬁ4@4+

-1
i (/{5 : )/\k_2Xj_1 +/\k—1Xj +)\[(j_ 1)/\k Jj— 1X +

—2\ —2 —2
+(§_2)ﬁﬂxQ+~-+(k2 )MH&¢2+(k1 )V*xfﬁ
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. i — 2 — 2 =2\

+ ARt j %, + ‘] AXg+ -+ / N7

J—2 J—=3 1
j—2\ .. . j—3 J—=3

n ( . )/\J 2Xj] 4+ \b—it2 KJ - 3) A0xs + <j B 4) AX4+

=3

(o) = (0)+ (57w
() () 00) )
+“i+(k12 .+(k11)}+)\k3){j2[(§>+(§)+“.+
+(];3)+<f;?>+<f;f>+~--+<’f;2>+<’“;1>}+
+--+*—jﬂm{<§:§)+(§:é) ~(5o2)
ool s G+ (o) G0
s (1) o () naen () o
vt ) o).

Quindi in entrambi i casi, la tesi risulta verificata.

_|_

]

Dal risultato appena dimostrato, possiamo enunciare il seguente corolla-
rio.

Corollario 2.2. i) Nell’ipotesi (2.14) vale (2.18) per j € {1,2,...,s}.
ii) Sia k < s — 1. Sappiamo allora che vale la seconda rappresentazione in
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(2.18) di Akxj per 3 =1,2,... k+ 1 mentre vale la prima rappresentazione
perj =k+2,...,s, cioé:
AF |x Xp Xpgl Xiio x| = |[x1 Xp Xpel Xpsz oo Xg
[ (o) A" G G0 0 |
0 B ()
(F)AF : 0
U RS (x)
0 (/:1))‘
| 0 0 (AN

Sia invece k > s—1. Sappiamo che vale la seconda rappresentazione in (2.18)

di AFx; per j = 1,2,..
blocco di Jordan di \), cioé:

AF|x; x9 ... X X, = [x1 xo
(e (- ()
U Y DA () R
IR R
: 0 (F)AF
: 0
i 0

., § (cioe per tutte le colonne Xy, ..

., X, relative al

OJ

Sia J la forma canonica di Jordan di A allora, 34X € C"*" non singolare:

AX = XJ. Siano Xit1y - -

., X;+s le colonne di X corrispondenti al generico
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blocco di J di ordine s di A. Dalla (2.18) possiamo dire che, per k abbastanza
grande, k > s — 1, e vera la seguente relazione:

k » k . k _
AkX,i+j = (] _ 1) )\k ]+1X1+i + (J . 2) )\k ]+2X2+i-'- -+ §(l€ — 1))\k 2Xj72+i

j
_ il K .
+ kAF 1Xj—1+i + )\kaH' = ,,E_l Xy AT <j B r>’ j=1,...,s.
(2.19)

Per k > n — 1 la (2.19) & vera per le colonne di X corrispondenti ad ogni

blocco di Jordan di A.

Dato un autovalore A generico, per comodita chiamiamo ¢ la sua molte-
plicita geometrica (cioe il numero di blocchi di Jordan ad esso associati) ed
a quella algebrica.

Assumiamo che il generico blocco di Jordan associato a A occupi le posizioni
11+ 1 e 7,4 s; quindi, s; € la dimensione del blocco mentre la somma degli s;
perl=1,...,¢g ¢ uguale ad a.

Sia ora v € C", ||v|| = 1, allora v si puo rappresentare in questo modo:

g Sl
V:...+ZZ@il+inl+j+...+X (220)

=1 j=1

t
dove x = > Xy, €t =mu(A) = my(A\r).
m=1
Si suppone che un autovalore dominante di A, \;, abbia molteplicita geo-

metrica ed algebrica coincidenti e che occupi la parte in alto della forma
canonica di Jordan di A (Jyp = A1, k=1,...,1).
Moltiplichiamo ora entrambi i membri della (2.20) per A*, ottenendo quindi:

9 s
Afv = AFx+ AR+ ZZO@ZHXQH +...)

=1 j=1
g s

=Mx+ (- + Zzail+jAkXiz+j +...)
I=1 j=1

Utilizzando poi la relazione (2.19) su cio che abbiamo appena ottenuto, si
ha:

g s J
(K
AkV = )\le + -+ E E Oyt g E Xil+r)\k+1”—] (j _ 7’) + ... (221)
r=1

=1 j=1
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Ora dividiamo entrambi i membri per A}:

AFy Netr=i [k
= -+ Z Z iy ZXW % ( , ) +.. (222)
=1 j=1 J-r
A\*L
Infine, passando al limite per k — oo (nota: (—) AN ——0e (f ) o
)\1 k—o0 I k—oo
+00, dove il primo fra i due converge piu velocemente), si ottiene:
by
Dalla (2.23) otteniamo:
|A*v|
N — |[x]| (2.24)

Considerando sia la (2.23) che la (2.24) si ha una successione di vettori
approssimante x normalizzato:

IMF ARy X (2.25)
AL |[ARV]| koo [[x]]
Inoltre la (2.22) implica pure che, V vettore u € C™:
1
aAF H
/\k( A ) k—o00 ux
Allora sara anche vero che:
1
N (uff AF 1y — u’x (2.26)
e quindi, xuf’x # 0:
HAk—H
4 v A (2.27)

uf?Afv koo
Da cui possiamo osservare che con il metodo delle potenze e possibile calcolare
anche I'autovalore dominante.

Teorema 2.2. Sia A € C™*™ generica. Allora, ne seque che esiste X € C"*"
non singolare (cioé detX # 0) tale che:
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A1 O 0

0

) S

0 0 N

—1 _ ". .
XTAX = \ 1 =:J

1
A

dove J é una matrice diagonale a blocchi (nota: ci possono essere pit blocchi
diagonali con lo stesso \), in particolare si ha che:

A Xi+1  oee e Xty
A1 0 0
Xig+1 oo oo Xigs | - N (D S Crxs
S
10 0 Aj
cons;: 1<s<n,eX€c(A).
Supponiamo || > ||, VA; # A1 e ma(A) = mg(Ar).
Sia v € C", ||v|| = 1, tale che nella rappresentazione di v, v = > a;X;,
i=1
t
il vettore X = Y. X, sia non nullo (nota: cio implica A¥v non nullo,
m=1
Vk=1,2,3,..).
1
Sia anche u € C", tale che uf’x # 0 (nota: F(UHAICV) — ux e quindi
1 — 00
3k* € N per cui sono non nulli Yk > k*). Allora:
M| ARy X
> 2.28
N TART v T 229
H A k+1
4 M A (2.29)

u?A*v koo
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dove la successione in (2.28) ¢é ben definita ed Ik* € N tale che la successione

(2.29) é ben definita Vk > k*.

Le quantita in (2.28) e

(2.29) si possono calcolare tramite il sequente algorit-

mo:
ag =V, vy := v Perk =1, 2, ...
v
a, = Avy,_;
ufa; i
= 1 #£0VEk
Pri= Gy, W Ve # (2.30)
ag
Vi = ——
© Tl
_ uf Akv . Afv
Infatti, o = S ATy (e quindi @y, — A1) e vy = M Vk=1,2,..
. . ’)\1’k X
d > .
(e quindi v Vi HXH)

Osservazione 2.4. La velocita di convergenza del metodo va come:

))kp(k)

(e (1

dove il grado del polinomio p ¢ uguale all’ordine del blocco di Jordan di
ordine massimo relativo all’autovalore che realizza il massimo.

Osservazione 2.5. 1l costo per ogni passo ¢ dato dal prodotto della matrice
A per un vettore. In generale quindi ¢ n?.
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2.3 Caso A non negativa

2.3.1 Cenni sulla teoria di Perron-Frobenius

Diamo adesso un risultato che descrive le proprieta dell’autovalore massimo
e del corrispondente autovettore di una matrice quadrata, non negativa ed
irriducibile.

Teorema 2.3 (Teorema di Perron-Frobenius [4]). Sia A matrice quadrata
di ordine n, non negativa ed irriducibile. Allora:

1. p(A) ¢é un autovalore di A.
2. p(A) > 0.

3. FEsiste un autovettore corrispondente all’autovalore p(A) con compo-
nenti positive.

4. p(A) & autovalore di A semplice, cioé la sua molteplicita algebrica é
uguale ad 1.

5. L’autovalore di modulo massimo, visto come funzione p(A) della ma-
trice A, e una funzione strettamente crescente in ognuno dei suoi ele-
menti: cioe, se per ogni B € C"*™ tale che |B| > A (ovvero, la di-
suguaglianza vale elemento per elemento) e B # A, allora p(B) >

p(A).

Se quindi A e matrice non negativa ed irriducibile allora, dal teorema
appena enunciato, segue che A possiede un unico autovettore z positivo e
stocastico (cioe ||z||; = 1) rispetto all’autovalore p(A). Tale autovettore
viene chiamato autovettore di Perron di A.

La coppia (p(A),z) e quindi detta coppia di Perron di una matrice A non
negativa ed irriducibile.

2.3.2 A non negativa ed irriducibile

Sia A matrice quadrata di ordine n, non negativa ed irriducibile allora, per
il Teorema di Perron-Frobenius (vedi Teorema 2.3.), si ha che:

dlz > 0, ||z||; = 1 tale che Az = p(A)z,
p(A) >0, ma(p(A)) = my(p(A)) = 1.
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Grazie a questo risultato si puo ottenere una versione del Teorema 2.2. nel
caso in cui A sia matrice non negativa ed irriducibile, in cui I'unica ipotesi e
A1 = p(A) dominante (per avere convergenza).

Come |[.|| si sceglie ||.||; e come u si sceglie u = e.

Teorema 2.4. Sia A € C"*" non negativa ed irriducibile. Allora, ne seque
che esiste X € C™*™ non singolare (cioe detX # 0) tale che:

(p(A) 0 ... ... ... 0]
0 . 0 ;
XAx - | - A | =3
: SR
0 0

dove J é una matrice diagonale a blocchi (nota: ci possono essere pit blocchi
diagonali con lo stesso \), in particolare si ha che:

A X411 -0 o0 Xt
(A 1 0 0]
0
Xij41 e eeo Xigs || . - -0 | eCv
o
10 0 Aj

con s;: 1 <s<n,elea(A).
Supponiamo Ay = p(A) > ||, V7 > 2 (nota: ma(A\) = my(A) =1).

Siano v > 0, ||v]|y =1 e a, o tali che: v = az+ Y a;x; (nota: Xe; = x; =
i=2

z).

Allora il vettore x = az ¢ non nullo perché a > 0 (nota: cio implica A*v

non nullo, Vk = 1,2,3,...).

1
Siae=[1,...,1]7, allora e"x > 0 (nota: cio implica che F(eTAkv) —
1 —00

el'x ed ¢ positivo Vk € N). Allora:
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Arv AP AR X az (2.31)
— > = = Z .
ARVl AT [[ARV] koo [Ix[]r (laz]]
T A k+1
AN W (2.32)

el Akv koo

dove le successioni in (2.31) e (2.32) sono ben definite Vk € N.
Le quantita (2.31) e (2.32) si possono calcolare tramite il sequente algoritmo:

vo:=v>0. Perk =1, 2, ...

a, = Avy_1, nota: ax >0
_ el ool
Ok 1= Ty nota: e vi_1 > 0 Vk (2.33)
a
Vg = ——,
|2k |1
T Ak k
‘ e A'v . Afv

]nfattz, Pk = m (6 C]U,anl Pk m Al) €V = M Vk = ]_,2,
(e quindi vy, i @ z).

koo x|l lazlls

Dimostrazione. Sia:
X=1|z %X ... ... %X,|,XTA=JX"!

allora, ne segue che:
e] X 1A =elJX!

cioe:
(eTXHA = p(A)(ef X7
da cui si ha che esiste un g € C tale che:
ef X '=py" cony: y >0, [lyli=1ey"A=pA)y"

(perché m,(p(A)) =1 e y € univocamente definito per il teorema di Perron-
Frobenius applicato ad AT).
Ma:
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1

1
1= (efXH(Xe,) = Bylz= 3= T2 ed anche el X! = yszT'

Inoltre per ¢ > 1 si ha che:
0= Tx—l X ) = —— T i
(e X 1) (Xe) =~y
da cui:
yIix; =0sei>1.

n

Ora, data la rappresentazione di v, v = az + Y a;x;, moltiplicando ambo i
i=2
membri per y?, si ottiene:

n T
v
yiv=aylz+ Z aylx; =aylz=a= YT (2.34)
i=2 Yz
Quindi, la rappresentazione del vettore v é:
T n
y'v
v=|=]z+ X,
<yTZ) z; o
Ty
Osserviamo che x = (T)Z ¢ non nullo se y'v # 0, ma poiche v > 0 si
ylz

ha che y’v > 0, da cui otteniamo che x > 0.
Ed infine si ha che: a >0 e

= Z.
1

]

2.3.3 A non negativa, irriducibile e stocastica per co-
lonne
Sia A matrice quadrata di ordine n, non negativa, irriducibile e stocastica

per colonne allora p(A) = 1 e, per il Teorema di Perron-Frobenius (vedi
Teorema 2.3.), si ha che:

dlz > 0, ||z||; =1 tale che Az =2z e m,(1) =m,(1) = 1.

Grazie a questo risultato si puo ottenere una versione del Teorema 2.2. nel
caso in cui A sia matrice non negativa, irriducibile e stocastica per colonne.

Teorema 2.5. Sia A € C™" non negativa, irriducibile e stocastica per
colonne. Allora, ne seque che esiste X € C" ™ non singolare (cioé detX # 0)
tale che:
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10 0
0 0

XIAX = | A o —
: . 1
0 ... . .. 0 )

dove J é una matrice diagonale a blocchi (nota: ci possono essere pit blocchi
diagonali con lo stesso \), in particolare si ha che:

A Xi+1 e e X4y
(A 1 0 0]
Xip1 oo e XK | |1 e e - | €T
IR |
0 0 Al

cons;: 1<s,<n,ele€c(A).

Supponiamo Ay = p(A) =1 > |)j|, V7 > 2 (nota: ma(A1) = my(A) =1).

Siav >0, ||vli =1 ea,aq; tali che: v=az+ > a;x; (nota: Xe; = z).
i=2

Allora il vettore x = az ¢ non nullo perché a = 1 (nota: AFv > 0 Vk =

1,2,3,..).

1
Sia e = [1,..., 17, allora e'x > 0 (nota: cio implica che F(eTAkv) =

1
e’v=1VkeN). Allora:

Arv AP ARy X
Afy = = =z 2.35
AN~ A AR o X (2:35)
TAk+1
1= Y A =1 (2.36)

7
elTAkv  k—oo
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dove le successioni in (2.35) sono ben definite Vk € N.
Le quantita in (2.35) e (2.36) si possono calcolare tramite il sequente algorit-
mo:

vo:=v>0. Perk =1, 2, ...

a,:=Av,_; >0

ela, )
ag
Vi i— ——— — Ak
jE
(nota: ap > 0 e efa, = ||lai||y = 1) e quindi l'algoritmo si puo riscrivere
come:
vo >0, ||vo|l1 =1
Vi :Avk—b k= 1,2,...
el Arv o Afv
AllOTa@k:mzl (@ QUZ’I’LdZQOk m))\lzl) er:M:
. ‘)\1‘16 X

AFv VEk =1,2,... (e quindi vy,

= =1z).
X s ([ J
Dimostrazione. Dall’epressione di « in (2.34) ottenuta nel teorema del caso
di A non negativa ed irriducibile, segue che:
yiv. elv 1
ylz €Tz 1

]

Osservazione 2.6. Un’applicazione importante del precedente teorema e il
calcolo del vettore Pagerank p, definito come 1'unico vettore, con componenti
positive, di norma 1, uguale ad 1, tale che:

p=Gp

dove G ¢ la matrice di Google.
Si ricorda che la componenti i-esima di p risulta uguale all'importanza della
pagina ¢ del web (o piu in generale, al vertice 7 di un grafo orientato), (vedi

[6])-



Capitolo 3

Problema

In questo capitolo affronteremo il seguente problema.

Abbiamo potuto verificare che nel caso in cui A sia una matrice definita
positiva la successione ¢y, generata dal metodo delle potenze, converge in
modo monotono all’autovalore dominante p(A)(vedi Corollario 2.1.). Ci si
puo chiedere se un risultato analogo si puo ottenere anche per la successione
di numeri reali ¢, generata nel caso in cui A sia una matrice non negativa
ed irriducibile.

Ovvero, data ¢, come in (2.33), sappiamo che ¢, tende a p(A), ma quale ¢
il suo comportamento? Cioe, si puo dimostrare che g \, p(A) o pr 7 p(A)
almeno sotto alcune ipotesi su A?

In particolare, studiamo la disuguaglianza: ¢y > i1, dove ricordiamo che:

el Akry
k= -
v el Ak-ly

Supponiamo k = 1, allora si ha:
el A%v

el Av

1> 2 el Av >

(si ricorda che e’v = ||v]]|; = 1).
Moltiplicando ora ambo i membri per e’ Av, si ha:

(eTAV) 2 > el A’y

ovvero, scritta in forma estesa:
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Consideriamo il caso in cul n = 2.

Per questo si ha:
a b v
a-fod -l

quindi, sostituendo tali A e v in (3.1) si ottiene:

a*+bc bla+d)| [v
cla+d) d*+bc| |w
=va® + wd® + (v + w)be + (a + d)(ve + wb).

(via+c)+w(b+d)*>[1 1] [

Per semplificare i calcoli possiamo scegliere v = w = = (ricorda: ||v||; =

2
v4w=1).
Sostituiamo tali valori e si ha:
2 2 2
(a+bzc+d) 5 @ erd et (a+d)2(b+c)

in cui, svolgendo i calcoli necessari:

(a®> +0* + * + d* +2ad + 2bc)  (a® + d?)

_ —be >
1 5 bc >0
e questo se e solo se:
N2 ()2
(b—1c)®—(a—ad) >0
1 >
nota: (b—c¢)* — (a —d)* = det(A — JAJ) dove J = Lol )

Riassumendo si ha il seguente risultato:

Proposizione 3.1. ¢; — o > 0 se e solo se:
1 1
Zdet(A —JAJ) = Z[(b —c)? — (a—d)? = (p1 — p2)(e" Av)(e"AV) > 0.

Consideriamo il caso k = 2, si ha che:
el A%v _ eTAdv
elAv — eTA%v

moltiplichiamo ora il membro di sinistra per e’ A%v e quello di destra per
el Av, si ha:

P2 2 3= (3.2)

(eTAQV)2 > (e? A?v)(e"Av).
Consideriamo, anche qui, n = 2 e v uniforme quindi analogamente al caso
precedente:
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a b v 1
A= L d},v— [w] conv—w—i.
Inoltre, poiche:
A2 _ a’+bc bla+d)
“ela+d) d*+be
5 aaz_ |a b] [a*+bc bla+d)
AT=AAT= [c d] [c(a+d) d? + be
| @+ 2abc+bed  a*b+ b + abd + bd?
| a®b+ b*c + abd + bd? abc + 2bed + d®
allora: ; p
o Av — a+b+c+
2
2
2
TA2\2 _ a*+bc bla+d)| [1/2
(e"A™v)" = (“ 1] [c(a +d) d*+bc| [1/2
2 | 12 2
_ [a +d bt (a+d)(b+c)}
2
AN = [1 1] a® + 2abc +bed b+ b*c+ abd + bd*| [1/2
V= a?b+ b*c+ abd + bd®  abc + 2bed + d3 1/2
_a+d? n 3abc n 3bed  acd + abd
2 2 2 2
a’c + d*c + b*c + a*b + b*c + bd?
+ 5 .
Sostituendo i precedenti risultati in (3.2), otteniamo che:
a?® + d? (a+d)(b+¢)]” a®+d*  3abc  3bed  acd + abd
+be+ —t—| > + 5=+
2 2 2 2 2
+a2c+d2c+b2c+a2b+b2c+bd2) (a+b+c+d
2 2

da cui, dopo gli opportuni calcoli e semplificazioni si ha che:
1
Z(ad —be)[(b—¢)* — (a—d)*] > 0.

Riassumendo si ha il seguente risultato:

Proposizione 3.2. ¢, — p3 > 0 se e solo se:

idet(A)det(A _JAJ) = i(ad —bO)[(b— o) — (a—d)?]
= (s — @3) (e’ Av)(eT A*v) > 0.

40

)
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Dai risultati ottenuti precedentemente, possiamo congetturare il seguente
risultato nel caso n = 2.

1
Proposizione 3.3. (Congettura) Per n = 2, v = §e e Vk > 1, wvale la

sequente uguaglianza:

}ldet(A)’“det(A _JAJ) = }l(ad b (b— 0 — (a — d)2

= (¢r — pr41) (" A¥ V) (e AFv)
el Akv el AFtly
- (eTAklv - eTAky

= (e A*v)? — (e A"y (eT ARy,

) (e" AFlv)(eT Av)

Quindi, o — orr1 > 0 se e solo se:
1 1
Zczet(A)’%zezt(A —JAJ) = (ad — be)* (b —¢)* — (a — d)?] > 0.
Da cui, se ad — bc > 0, la successione g ¢ monotona (nota: in particolare

se [(b—c¢)* — (a —d)*] > 0 & decrescente, mentre se [(b— ¢)* — (a — d)*] <0
¢ crescente), altrimenti é alterna.

Si e dimostrato che tale risultato vale per le seguenti matrici:

A= E ﬂ per k=1,2,3,4,5

1 2
B = [2 4] per k=1,2,3,4

0 1
C= L J per k=1,2,3,4,5

In particolare, verifichiamo con due esempi quanto detto per A e C con
k=4.

Esempio 3.1. Sia k = 4 e considero la matrice:
11
S
poiche in tal caso det(A) = 0, si vuole far vedere che:
(eTA'V)? — (T APv)(eTAPv) = 0.

Per cui, considerando:
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1] 11] _[2 2
11 o1 T2 2
2 2] [1 1] [4 4
3_2— . pu—
S i B R
4 4] 1 11 [8 8
4 _ A3BA _ . _
a=wa= )=

8 8 11 16 16
5 — 4 e . =
SR UM i R ]

A2:AA:l

allora:

e'Atv=1[1 1]- {2 2} : E?ﬂ = [16 16] - Eﬁ} =16

e"Av =11 1]- Eg }2} : Eg] = [32 32]- Eg} =32

T A3 |44 (12 |11/2]
e’Alv=11 1] {4 R =[8 8] 1ja| =8
da cui si ottiene che:
(T A')? — (T APV) (e APv) = (16)% — (32-8) = 0.
Esempio 3.2. Sia k£ = 4 e considero la matrice:
0 1
c-[1
in tal caso vogliamo dimostrare che:
1
z_l(ad —be)3[(b—¢)? — (a — d)?] = (eTC'v)? — (eTCov)(eT C3v)

dove gli elementi della matrice, nel nostro caso, sono a = 0,b =c=d = 1.
Per cui, consideriamo:

coco- [V [

c3_020—ﬁ iH(l) H_E ﬂ
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1 2 01
4 _ 030 — .
cr=co=, 3|1 ]

ceco-[2 [0 ]

I
—
w N
W
[ |

allora:

T Cly = [1 1}-{2 3]-{1/2}:[5 8].[1/2}_3

3 5] |1/2 1/2] ~ 2
vt w2
cov-to a3 - 1 -

da cui si ottiene che:
(€7 CHv)? — (e7CPv) (" CPv) = (1—23>2 - (22—1)4 = }l

Inoltre, osserviamo che:
1
4
da cui quindi segue:

(ad = be[(b = 0 = (@ — )] = {[(-1)(-1) = §

}L(ad —be)?[(b—c)* — (a — d)?] = L (eTC*'v)?2 — (eT'Cov) (e C3v)

4
che e proprio il risultato che volevamo ottenere.

Nell’ultimo esempio si osserva che, per k = 1:

e'Ce e''C2e ele e'Ce
det( |: eTe eTCe :| ) = det(C)det ( |:eTcle eT :|

)

43

Allora, si puo pensare che questa relazione fra due determinanti successivi

sia vera per ogni matrice quadrata di ordine 2:
Lemma 3.1. (Congettura) Per n =2 si ha che:
e"Afe eTAltle
det T A k—1 T Ak
e A" 'e e'Ae
= (ad — be)[(e" AFte)? — (eT A*e)(e” AF~

e’AFle eTAke
= det(A)det( [eTAk—ze el AF—1g

D = (e"Are)’ — (e"A*'e)(e"AF e)

‘e)]

l)

(3.3)
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Ora, possiamo osservare che se valesse l'identita in (3.3) si potrebbe
facilmente dimostrare la Proposizione 3.3. nel modo riportato in seguito.

1
Dimostrazione. Cio che vogliamo dimostrare ¢ che, per v = ée eVk > 1,

vale la seguente uguaglianza:

i(ad C b (b= )2 — (a— d)] = (T ARV — (6T AFH1v) (6T ARy

- i[(eTA’“e)2 — (e"AMe)(ef AFte)].

Procediamo per induzione.
Sia k =1, allora si ha che:

(b—c)* = (a—d)* = (e Ae)* — e’ A%

che e verificato per quanto abbiamo visto precedentemente nel caso in cui
k=1.
Supponiamo che l'ipotesi sia vera per k < m, in particolare:

(ad = o)™ (b= ¢ = (a = Y] = (" A™e)* — (A" e) (" A" )

Dimostriamo che e vero il caso per k = m + 1, ovvero vogliamo dimostrare
che:

(ad — be)™[(b—c)® — (a — d)?] = (e A™e)? — (el A" 2e) (el A™e).
Utilizzando ora il Lemma 3.1. e I'ipotesi induttiva, si ottiene:

(e’ A" tle)? — (eT A e)(e" A™e) = (ad — be)[(e? A™e)? — (e" A" e) (e A" le)]
= (ad — be){(ad — be)™ ' [(b — ¢)* — (a — d)?]}
= (ad — be)"[(b— ¢)* — (a — d)?]

che e proprio cio che volevamo dimostrare e quindi, la tesi e verificata.
O

Osservazione 3.1. Data una matrice quadrata A di ordine n, invertibile,
gli si puo sempre associare la seguente matrice di Toeplitz di ordine infinito:
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el Akre

el'Ate eTe eTAe
el'A~le eTe
e"AFe

el A Fe

Osserviamo che, quando I'ordine di A e pari a 2, le sottomatrici coinvolte
nell’identita (3.3) del Lemma 3.1. sono sottomatrici successive 2 x 2 della
matrice di Toeplitz precedente.

O

Ci si puo chiedere come diventerebbe la Proposizione 3.3. nel caso in cui
n=3.
In particolare, ci chiediamo se puo valere ancora un’identita del tipo:

[det(A)]*ldet(A — JAT) = (e" Afe)? — (e? AFtle)(e" AV le) (3.4)
per un’opportuna scelta della matrice J di ordine 3. Proviamo a verificare,

in particolare, se l'identita in (3.4) con:

J:

_ o O
O = O
OO =

vale per il seguente esempio.

Esempio 3.3. Consideriamo la matrice quadrata A di ordine 3 data da:
111
A=1(1 11
1 11

e sia k = 2. Allora, vogliamo far vedere che vale:
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det(A)det(A — JAJ) = (el A%)? — (el Ade)(e” Ae).

Per cui, consideriamo:

11 1] 111 333
A’=AA=|111/-|1 1 1/ =|3 33
111 |1 11 333
11 1] 333 9 9 9]
AP=AA*= |11 1{-|3 3 3] =9 99
111 333 9 9 9
allora:
333 1 1]
e’A’e=1[1 1 1]- |3 3 3|-|1|=[9 9 9]-|1| =27
333 |1 1]
9 9 9] [1 1
e’Afe=1[1 1 1]- |9 9 9| -|1| =[27 27 27]-|1| =81
9 9 9| |1 1
11 1] [1 1
eAe=[1 1 1]-[1 1 1| -|1|=[3 3 3]-|1| =9
11 1] [1 1

da cul si ottiene:

(e? A%e)? — (el Ale) (e’ Ae) = (27)? — (81)(9) = 729 — 729 = 0.
Inoltre, poiché in tal caso il det(A) = 0, si ha:
det(A)det(A —JAJ) =0
da cui segue che:
det(A)det(A — JAJ) = (e" A%e)? — (e" A’e)(e’ Ae)

che e proprio il risultato che volevamo ottenere. Quindi, in tal caso specifico
'identita in (3.4) ¢ valida.

Osservazione 3.2. Nel caso n = 3, con J matrice data da:

001
J=10 1 0
1 00

si puo osservare che:
det(A — JAJ) = 0.

In realta cio e vero per ogni n dispari.
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Dimostrazione. Moltiplico A — JAJ sia a destra che a sinistra per J, otte-
nendo:

JA-JANI=(JA-ANI=JAT-A (3.5)

(nota: J? =1).
Per comodita chiamiamo M := A — JAJ.
Dalla (3.5) otteniamo:

JMJ = -M

da cui ne segue che:

det(JMJ) = det(—M).

Utilizzando ora il Teorema di Binet® si ha:
det(J)det(M)det(J) = det(—M) = (—1)"det(M)
ed applicando ulteriormente Binet al primo membro otteniamo:
det(J?*)det(M) = (—1)"det(M)

da cui:
det(M) = (—1)"det(M).

In conclusione, se n e pari otteniamo semplicemente l'identita:
det(M) = det(M)
mentre se n e dispari otteniamo:

det(M) = —det(M) = det(M) =0

L’identita in (3.4) viene pero contraddetta con:

J =

—_ o O
O = O
SO =

dal seguente esempio:

1Se A e B sono due matrici quadrate, con lo stesso numero di righe, in un campo K
allora: det(AB) = det(A)det(B)
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Esempio 3.4. Sia k = 2 e sia A matrice data da:

110
A=121 1
0 21
Dall’osservazione precedente, poiché n = 3, occorrerebbe solo verificare che:
(e’ A%e)? — (e"Ale)(e’Ae) =0 (3.6)
Poiché:
110 110 3 21
A’=AA=|2 1 1|-|2 1 1| =14 5 2
0 21 0 21 4 4 3
11 0] [321 7 7 3]
A’=AA*= |2 1 1| -|4 5 2| =|14 13 7
0 21 4 4 3 12 14 7]
si ha:

3 [t 1
e’Ae=[1 1 1]-|14 13 7|-|1| =33 34 17]-|1| =84
12 14 7] |1 1
11 0] [1 1]
e"Ae=[1 1 1]-[2 1 1| -|1|=[3 4 2]-|1| =9
02 1] |1 1]

da cui si ottiene:
(eTA%e)” — (eT A’e) (e’ Ae) = (28)% — (84)(9) = 784 — 756 = 28.
Da questo ne segue che l'identita (3.6) non ¢ verificata.

Il precedente esempio ci dimostra che I'identita in (3.4) non ¢ vera per la
nostra scelta di J, ma potrebbe essere vera per un’altra scelta di J che per

n = 2 diventi:
01
- L O} |

Rimane quindi aperta la seguente congettura:

Proposizione 3.4. (Congettura) Data A non negativa ed irriducibile, se
det(A) > 0 allora ¢, converge in modo monotono a p(A) mentre, se det(A) <
0 converge a p(A) da sopra e da sotto in modo alternato.
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