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Minimizzazione non vincolata

Problemi di natura teorica e pratica

Formulazione di un modello matematico:

inf
yin F(x)

f:R" —R
x = (x1,x2, -+ ,Xn) per n > 1.

Obiettivo: trovare x* tale che f(x*) = minycgrn f(x).
€

Tecniche di tipo algoritmico
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Algoritmi di minimizzazione non vincolata di tipo line search

xo = {x}

Differenti strategie per passare da x, a Xj41

I
LINE SEARCH

Algoritmo di discesa

Scegli xp € R";  k :=0;
While Vf(xx) # 0

calcola dy € R”; /* direzione di discesa */
calcola o, € R; /* lunghezza del passo */
X1 = Xk + apdy;

k:=k+1;

4
Aspetti critici:
o scelta del passo ay = STEP LENGTH
o scelta della direzione dy (Vf(xx)7dyx < 0)
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Step length e direzioni di discesa

Step length
Condizioni di Wolf:

Direzione Steepest Descent d°

d7P = —Vf(xk)
f(xk + cndi) < F(xi) + crax VF(xi) Tdi o calcolo del gradiente
Vf(xk + O{kdk)Tdk > Csz(Xk)Tdk

o convergenza lineare
conl0<c<1l/2e0<caa<c<l

b o()=fix;+ap, )
|

o lenta in problemi “difficili”

Direzione di Newton dJ

Tl ,/ \ line of sufficient
o .

\ decrease
[\

dl = —V2f(x) "IV (xk)
i / R S ()
[\ ~ desired |/ R X

| |

- o calcolo dell'Hessiano e del gradiente

\ o complessita O(n®) — inadeguata per
accepuable scceptable problemi di grandi dimensioni

@ convergenza quadratica, ma....
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Direzioni quasi-Newton

e sostituire I'Hessiano con una sua approssimazione:
V2f(xk) ~ Bk

Obiettivo: ridurre il ® aggiornare By usando By
costo computazionale

—> mantenere il modello nei pressi della soluzione
ad ogni iterazione

—> aggiornamento di Bk_Jrll a partire da Bk_1
—> basso costo computazionale

3

Direzione quasi Newton dSN

d2V = —B, 'V f(x)
By approssimazione definita positiva dell’Hessiano,
® Bjiii1Sk = yk, (equazione secante), sy = X1 — Xk €
Yk = Vf(xk1) — VF(xk)
o calcolo del gradiente
o il migliore ha convergenza superlineare (es.: classe di Broyden)

o complessita O(n?) — valida alternativa per risolvere problemi
di grandi dimensioni
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Una classe di metodi quasi-Newton: Broyden ristretta

¢ €[0,1]
Bysisy Br YKL Yk = 8k+1 — 8k
Biy1 =B — — 75— + ¥ + o(sy Bsi)vivy dove 1Bk
Sk PkSk Yic Sk Sk = Xk41 — Xk,

v =
ylsi sl Bisk

Algoritmo: Broyden Class

Scegli xo € R"; By r. s. d.p., k:=0;
While Vf(xxk) # 0
{

Yk Bysk ]

dy = —B,lef(xk);

Calcola a, € R che soddidfa le condizioni di Wolf;
Xk+1 = Xk + agdy;

Biy1 = ¥(Bk, Sk; Yk )

k:=k+1;

Isabella lori
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Proprieta della classe di Broyden ristretta

Vf(xk + akdk)Tdk > CQVf(Xk)Tdk — y[sk >0 = Byy1 d.p.
© Bit1Sk = Yk
complessita computazionale O(n?)

Bip1 = (1 — ¢)BPIY® + ¢BPIT.

Sia D = {x € R": f(x) < f(xo)} insieme di livello.

Assunzione 1: f due volte differenziabile in modo continuo, convessa e limitata inferiormente.
Inoltre D & convesso ed esiste esiste una costante M per cui

[H)|| < M

per ogni x € D.

o convergenza globale della classe (per problemi convessi) per ¢ € [0,1) (Byrd, 1987)

o convergenza superlineare per funzioni uniformemente convesse: m||z||? < z7 H(x)z < M||z||?
per ogni x € N(x*), con N(x*) intorno di x* e m, M costanti positive.
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Metodi "di tipo" quasi-Newton: la Broyden class type

Obiettivo: By & By per abbassare ulteriormente il costo computazionale e ridurre lo spazio di

memoria scegliendo By adeguatamente = metodi quasi-Newton type

Algoritmo: Broyden class type

Scegli xo € R"; go = Vf(x0); Bo, By d.p.; do=— Jlgo; k :=0;
While V£(x4) # 0

X1 = Xk + akdy;

Sk = Xk41 — Xk;

8k+1 = VF(Xk+1)i Yk = Bk+1 + 8ki
Biy1 = ¥s(Bu, Sk; Yk )

o definisci Bip1 & Biyr dp. , diyr = =B hgirr (VS);
oppure

o diy1 = =B 8ks1, definisci By ~ By dp. (S);
k:=k+1;

Sotto quali ipotesi sulla matrice By & garantita la convergenza globale del
metodo secante e non secante?
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Convergenza globale della classe di Broyden type secante

Convergenza globale del metodo secante

Sia xg un punto iniziale per il quale f soddisfa |'Assunzione 1. Allora per ogni matrice
definita positiva By, I'algoritmo generato con il metodo Broyden type ristretto S e a che
soddisfa le condizioni di Wolf, produce una successione {x,} tale che

liminf||gk|| =0
k—o0
se per ogni k vale che .
tr B < tr By
det By > det By

|| Biesicll? S l| Biesk |
(s] Bksk)? ~ (s] Bisk)?

| A\

Convergenza globale del metodo non secante

Stesso enunciato del metodo secante, ma delle tre ipotesi sono necessarie solo quelle su
traccia e determinante.
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Convergenza globale dei metodi £K) QN

Powell
Convergenza del metodo

BFGS =

(1976)

4

S.Cipolla, C.Di Fiore, F.Tudisco, P.Zellini
Convergenza del metodo
LK)BFGS SECANTE
(2015)

C.Di Fiore, S.Fanelli, F.Lepore, P.Zellini
Convergenza del metodo
L)BFGS NON SECANTE
(2003)

p Ve

convergenza della
CLASSE DI
METODI
L*)BROYDEN
SECANTE e
NON SECANTE

N

R.H. Byrd, S.J.Nocedal, Y.X.Yuan
Convergenza della
CLASSE DI BROYDEN
(1987)

By e L) =algebra di bassa complessitd computazionale = Broyden type:O(n)=costo per passo
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Algebre di matrici £ e £(K) di bassa complessita

Obiettivo: scegliere By in uno spazio opportuno di bassa complessita

— ldea: coinvolgere algebre di matrici di bassa complessita:

M, (C) = spazio delle matrici n x n con elementi in C;

lAIZ = (A, A) = E?,j:l Fja; = >0 4 f:l |a;;|2 = norma di Frobenius;

L:= sd U= {Udiag(z)U" : z € C"}, U=trasformata discreta veloce unitaria;
minxer [|A = X|[F = [|A = LallF-

@ Ar.s.dp. = Lar. s. dp.
o tr(La) = tr(A)

o L4 = Udiag((UMAU);) UM J
o det(A) < det(La)

(4] [Z],' = (UHAU),','7 = 17 ey N

LK) .= sd U, = {Uydiag(zi)U} : 2, € C"}
Una possibile scelta é:

By = L) = Urdiag(zi) UY! = Udiag((UfBiUp)i) Uf!

determinante sono immediatamente

soddisfatte

Con questa scelta le ipotesi su traccia e
= risulta risolto

il problema non secante J
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Convergenza della classe £(K)Broyden secante

(SkT_ékSk)2 (s4 Bisk)?
1Brskll2 = NBkskll®

Osservazione: Bysg = oBysk, con o € Rt —

@ & un'ipotesi piu restrittiva, ma...
o permette di dimostrare |'esistenza di una By di bassa complessita
o fornisce un modo pratico per costruire Bk

o Bysy = aéksk <~ di':_/is) = O’dgj_)l

4

Dato gkt+1 € R, Byy1 = wd,(ék,sk, yi) definita positiva e dﬁ)l = —Bkjrllgkﬂ trovare una

matrice unitaria Ugy; € R"X" di bassa complessita, tale che, se LG+ = sdUy41, allora

s . — k+1)) 1
Ud5<+)1 = —(Uks1diag (UL 1 Bis1 Uks1)in) Up 1) "t = — (E,Egktl)) Ek+1-
U
problema con alto grado di non linearita
U

trovare strategie migliori
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Convergenza degli Algoritmi £) QN Ibridi Secanti

Scegliere:
5 . V V unitaria:
Bt = Uendiag(V' Bt VIidUis 0o oq v
=Msg,,, [zis1]i = (VB V)i = Ai(M,,, ):
0 o det(Bk+1) < det(MBk+1)

tr(B, >t
Metodo £K) QN ibrido o tr(Byt1) > tr(Mp,,,)

Dato gkt+1 € R”, Bky1 = w¢(Bk,sk, yk) definita positiva, d$<+)1 Bk_+11gk+1 ez €ER7,
zx+1];i > 0 per ogni i = 1,...,n, trovare una matrice unitaria Uy € R"%", tale che
+ +

Ud(ki1 = —(Uks1(diag(zi11)) Uk 1) " grs1-

Ad esempio: (Zk+1),' = (U,IjBk+1 Uk),','
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Convergenza della classe £(K)Broyden secante

Teorema di esistenza della soluzione

Dato z,41 > 0 esistono Uy e o > 0 tali che

T 2
4zmzm (_dk+1gk+1)

=: cl
Zmtzm)? = e 2 Mg lZ ) &)

—[Uks1diag(zii1) Uf 4] 7 8k = odkyn <=
+ (

dove zy := minj=1, . n[zkt1lii 2w = maxi=1,... n[zkt1li

Cercare V tale che [z11]; = (V" By, 1V); verifichi la condizione (c1) che equivale a

4p(Bita) c 5 _ M
e (c2) (u(BkH) Zm)

[Zk+1]; = (U,f’Bk_H Uk),',‘ = )\,‘(,cgjlrl), se (Cl) OK = V= Uy

altrimenti ... = CORREZIONE SPETTRALE
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Correzione spettrale

Riassumendo: condizioni su zj1: /-\
i 14
1

det(Byy1) < H[Zk+1]i ‘

i=1

'
'
' 1
'
i i
' N

[ |
' 1
' |
' |
' |

n
tr(Bis1) > D [zxsali
i=1 u(Mg,.) #(Beta)

ZM

4zmzy 4zm < ~
Zmtzng)? N2 =
(emba)® (1424

Osservazioni

@ noti x,= autovettore relativo all’autovalore minimo di By
X = autovettore relativo all’autovalore massimo di By
— E|Vk+1 t. c. Vk+1em =Xm € Vk+1eM =XM — Zm = >\m(Bk+1) ezy = >\M(Bk+1)
ma & troppo costoso calcolare x, e xpu

0 sezyp = d(V,f'_"_lBkH Vi+1) e det Byyq = [ 1 [2k+1]i => V41 sarebbe la matrice che
diagonalizza Bxt1 — det Biq < []7;[zk+1]i
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Correzione spettrale

Sia z = d(VHBV)

Strategie per ottenere (c2):

Calolo di p > 0 tale che
det(B) =(zm — p) [Tism[2li
U !’
det(B) = [TLulz Ii

tr(B) > >0, [];
Seg (Zm_p) <7

Obiettivo raggiunto!!
Altrimenti....

Osservazioni

Calolo di § > 0 tale che
det(B) =(zm — 5)UFZM + 5)Hi;£m[z]i
det(B) = [T}, 1:
tr(B) = 7421
Seg (ZMJ”S) <7

Obiettivo raggiunto!!
Altrimenti....

o Z ha ancora tutte le componenti positive

e p<é
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Clusterizzazione

Obiettivo: modificare z ottenendo z tale che
[T&i<II )
i#m,M i#m,M

in modo da ottenere

e N\
un p' > 0 tale che un &’ > 0 tale che
’ ’ ’ ’ ’
det(B) = (zm — p ) [Tjtmlz i det(B) = (zm — 6 )(zm + 6 ) [I1tm,mlz i
e che verifichi e che verifichi
p < p/ §<
Ma come ottenere questa disuguaglianza?
U
Lemma

Siano a e b due quantita positive tali che a < b. Sia inoltre 0 < A < (b — a). Allora
ab< (a+A)(b—A)

¥
CLUSTERIZZAZIONE
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Cluster " ottimale”

Sia x := 72/—,;":;4[111

Cluster " ottimale”

max 1T @)+ am) @ —aw)— ] i

i#m,M

2,2k i
zp<x i#m,M,h,k

zp >x

o tale algoritmo fornisce la coppia di nodi ottimale
@ viene mantenuto |'ordine rispetto al vettore originario

@ potrebbe essere computazionalmente dispensioso

Isabella lori
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Cluster sulla media

Cluster dei nodi adiacenti alla media

Siano z; e z, i due nodi adiacenti alla media
A=|x—z|—2z,tA=x

2
zvz) < (z2v £ A)(zy F A)

. . . . ’ ’
o all'ultima iterazione si haz, + A =x=2z F A
@ viene mantenuto |'ordine rispetto al vettore originario

@ potrebbe essere meno efficace rispetto al cluster ottimale, ma meno dispensiosa

Cluster dei nodi piu distanti dalla media

Siano z; e z, i due nodi piu distanti dalla media
A= [x — zv| *)zv:I:Al =x
4
2,21 < (2, £ A)(z F A)

s A<A = piu veloce

@ non viene mantenuto |'ordine rispetto al vettore originario
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Altre strategie di correzione spettrale con cluster

Obiettivo: modificare il meno possibile il vettore z per discostarci il meno possibile dal modello
dell'Hessiano che si sta costruendo.

3

Oltre a variare il numero indispensabile di elementi di z, possiamo mantenere la proprieta sul
prodotto degli elementi interni:

[T = (zm - ») [T 121
i=1 i#m
oppure

[T = zm = 8)(zm +5) ] 2]
i=1 i#m,M
Zm — p < Am(B)
Infatti se det(B) < []7_,[z]; — < oppure
Zm — 8 < Am(B) /o zy + 6 > Au(B)

Costruzione di metodi mizzazione convergenti di tipo Broyden con algebre di matrici di bassa complessita Isabella lori



