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Metodo delle Potenze (MP)

A ∈ Cn×n, v ∈ Cn e u ∈ Cn.

v0 = v, a1 = Av, v1 =
a1

||a1||
, a2 = Av1, v2 =

a2

||a2||
, a3 = Av2, . . .

ϕ1 =
uHa1

uHv0
, ϕ2 =

uHa2

uHv1
, ϕ3 =

uHa3

uHv2
, . . .

convergono all’autovalore dominante ed al corrispondente
autovettore?

Vedremo i casi:

I A definita positiva

I A generica

I A non negativa ed irriducibile.



MP: Caso A definita positiva (xHAx>0, ∀x ∈ Cn x 6= 0)

Teorema: Sia A ∈ Cn×n definita positiva, siano
0 < λn ≤ · · · ≤ λt+1 < λt = · · · = λ1 i suoi autovalori e xi
autovettori corrispondenti ai λi per i = 1, 2, . . . , n (nota:

X−1AX = diag(λj), j = 1, . . . , n⇒ Akxj = λkj xj , j = 1, . . . , n).

Sia v ∈ Cn, ||v||2 = 1, tale che nella sua rappresentazione:
v =

∑
i≤t

αixi +
∑
i>t

αixi , il vettore x =
∑
i≤t

αixi sia non nullo (nota:

ciò implica che vHx = (||x||2)2 6= 0, Akv 6= 0 ∀k ∈ N,
1

λk1
Akv −−−→

k→∞
x e 0 <

1

λk1
(vHAkv) −−−→

k→∞
vHx ).

Allora:
Akv

||Akv||2
−−−→
k→∞

x

||x||2
, Ax = λ1x (1)



Metodo delle Potenze: Caso A definita positiva

vHAk+1v

vHAkv
−−−→
k→∞

λ1. (2)

Le successioni in (1) e (2) sono ben definite ∀k ∈ N e possono
calcolate tramite il seguente algoritmo:

v0 := v. Per k = 1, 2, ...


ak := Avk−1

ϕk :=
vHak

vHvk−1
, vHvk−1 6= 0 ∀k

vk :=
ak

||ak ||2

(3)



Metodo delle Potenze: Caso A definita positiva

Infatti, ϕk =
vHAkv

vHAk−1v
(e quindi ϕk −−−→

k→∞
λ1) e vk =

Akv

||Akv||2
∀k = 1, 2, ... (e quindi vk −−−→

k→∞

x

||x||2
). Inoltre:

ϕk ≤ ϕk+1 ≤ λ1 = ρ(A), ∀k = 1, 2, . . . .

Dimostrazione. Dimostriamo che la successione ϕk ottenuta in (3)
è crescente.
ϕk ≤ ϕk+1 se e solo se:

vHAkv

vHAk−1v
≤ vHAk+1v

vHAkv



Metodo delle Potenze: Caso A definita positiva

cioè se e solo se, moltiplicando entrambi i membri per
(vHAkv)(vHAk−1v):

(vHAkv)2 ≤ (vHAk−1v)(vHAk+1v). (4)

Ma la (4) risulta verificata perché equivale alla seguente
disuguaglianza di Cauchy-Schwarz:(

vHA
k−1
2 A

k+1
2 v
)2 ≤ (||A k−1

2 v||2
)2(||A k+1

2 v||2
)2
.

�

Ma se la matrice A non è definita positiva?



Metodo delle potenze: Caso A generica

Utilizzando la forma canonica di Jordan, X−1AX = J, di A e la
seguente espressione che esprime l’azione di Ak sulle colonne
i + 1, . . . , i + s della matrice X corrispondenti al generico blocco di
Jordan di ordine s con λ come autovalore:

Akxi+j ={(
k
k

)
λ0xi+j−k +

(
k

k−1

)
λxi+j−k+1 + · · ·+

(
k
0

)
λkxi+j k < i + j − 1(

k
i+j−1

)
λk−(i+j)+1x1 +

(
k

(i+j)−2

)
λk−(i+j)+2x2 + · · ·+

(
k
0

)
λkxi+j k ≥ i + j − 1

(5)

(j = 1, . . . , s)
si ottiene il seguente Teorema:

Teorema: Sia A ∈ Cn×n generica e supponiamo che uno degli
autovalori di A, λ1, domini sugli altri, cioè |λ1| > |λj |, ∀λj 6= λ1 e
che ma(λ1) = mg (λ1) =: t. Allora, ne segue che esiste X ∈ Cn×n

non singolare (cioè detX 6= 0) tale che:



Metodo delle potenze: Caso A generica

X−1AX =



λ1 0 . . . 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 . . . 0 λ1

. . .

λ 1
. . .

. . .

. . . 1
λ

. . .



=: J

dove J è una matrice diagonale a blocchi (nota: ci possono essere
più blocchi diagonali con lo stesso λ), in particolare si ha che:
Axj = λ1xj , Akxj = λk1xj , j = 1, . . . ,ma,g (λ1) e, fissato
λ ∈ σ(A), λ 6= λ1, per l = 1, . . . ,mg (λ) si ha:



Metodo delle potenze: Caso A generica

A

xil+1 . . . . . . xil+sl

 =

xil+1 . . . . . . xil+sl

 ·


λ 1 0 . . . 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . 1

0 . . . . . . 0 λ


∈ Cn×sl

con sl : 1 ≤ sl < n.
Ne segue che Axil+1 = λxil+1, Axil+j = λxil+j + xil+j−1,
j = 2, . . . , sl . Quindi vale (5) con i ↔ il e s ↔ sl .



Metodo delle potenze: Caso A generica

Sia v ∈ Cn, ||v|| = 1, tale che nella rappresentazione di v,

v =
n∑

i=1
αixi , il vettore x =

t∑
m=1

αmxm sia non nullo (nota: ciò

implica Akv non nullo, ∀k = 1, 2, 3, ...).

Sia anche u ∈ Cn, tale che uHx 6= 0 (nota:
1

λk1
Akv −−−→

k→∞
x,

1

λk1
(uHAkv) −−−→

k→∞
uHx e quindi ∃k∗ ∈ N per cui sono non nulli

∀k > k∗). Allora:

|λ1|k

λk1

Akv

||Akv||
−−−→
k→∞

x

||x||
, Ax = λ1x (6)

uHAk+1v

uHAkv
−−−→
k→∞

λ1 (7)

dove la successione in (6) è ben definita ed ∃k∗ ∈ N tale che la
successione (7) è ben definita ∀k > k∗, ed entrambe le successioni



Metodo delle potenze: Caso A generica

in (6) e (7) si possono calcolare tramite il seguente algoritmo:

v0 = v,


ak := Avk−1

ϕk :=
uHak

uHvk−1
, se uHvk−1 6= 0

vk :=
ak

||ak ||
k=1, 2, . . .

(8)

Infatti, ϕk =
uHAkv

uHAk−1v
(e quindi ϕk −−−→

k→∞
λ1) e vk =

Akv

||Akv||

∀k = 1, 2, ... (e quindi
|λ1|k

λk1
vk −−−→

k→∞

x

||x||
).

Costo: prodotto A · vettore.

Velocità di convergenza:
(

max
j :λj 6=λ1

( |λj |
|λ1|

))k
p(k)

Corollari: Il Teorema precedente, per A definita positiva, ed il
Teorema per A diagonalizzabile già presente in letteratura.



Metodo delle potenze: Caso A non negativa ed irriducibile

A ≥ 0 (ai ,j ≥ 0, ∀i , j), irriducibile

(
@ P di permutazione:

PTAP =

[
M R
0 N

]
, M ed N matrici quadrate

)
;

ρ(A) = maxj |λj(A)|.

Teorema di Perron-Frobenius:
∃!z > 0 : ||z||1 = 1, Az = ρ(A)z, ρ(A) > 0 e ρ(A) è semplice
come autovalore di A
(cioè mg (ρ(A)) = ma(ρ(A)) = 1) .

Se ρ(A) è dominante, ρ(A) = λ1 = |λ1| > |λj |, j = 2, . . . , n, allora
ρ(A) e z si possono calcolare col metodo delle potenze:



Metodo delle potenze: Caso A non negativa ed irriducibile

Sia A ∈ Cn×n non negativa ed irriducibile. Partendo da v,
||v ||1 = 1, positivo, ed applicando il Teorema con ||.|| = ||.||1 ed

u = e =
[
1 . . . 1

]T
, nella sola ipotesi che λ1 = ρ(A) sia

dominante, si ha che l’algoritmo:

v0 := v,


ak := Avk−1, nota: ak > 0

ϕk :=
eTak

eTvk−1
, nota: eTvk−1 > 0 ∀k

vk :=
ak

||ak ||1
k=1,2,. . .

(9)

genera ϕk −−−→
k→∞

λ1 = ρ(A) e vk −−−→
k→∞

x

||x||1
=

αz

||αz||1
= z.

(ρ(A), z) coppia di Perron.

Costo: prodotto A · vettore.

Velocità di convergenza:
(

max
j≥2

( |λj |
ρ(A)

))k
p(k)



Metodo delle potenze: Caso A non negativa ed irriducibile

Nota: Se ρ(A) non è dominante il metodo delle potenze applicato
alla matrice A non è convergente.

Applicandolo però ad A + αI, α > 0, è sempre convergente e
produce: ρ(A + αI) e z > 0, ||z||1 = 1, tali che:

(A + αI)z = ρ(A + αI)z

(perché ρ(A + αI), α > 0, è sempre autovalore dominante di
A + αI se A ≥ 0 ed irriducibile).
Da cui segue:

ρ(A) = ρ(A + αI)− α, Az = ρ(A)z.

=⇒ che la coppia di Perron di A non negativa ed irriducibile è
sempre calcolabile con il metodo delle potenze.



Problema

Nel caso A non negativa ed irriducibile, ci si può chiedere se la
successione di numeri reali ϕk , generata dal metodo delle potenze,
converge a ρ(A), autovalore dominante di A, in modo monotono
(come accadeva nel caso A definita positiva), cioè:

ϕk =
eTak

eTvk−1
=

eTAvk−1
eTvk−1

Q ϕk+1 =
eTak+1

eTvk
=

eTAvk
eTvk

?

(eTAvk−1)(eTvk) Q (eTvk−1)(eTAvk) ?

(nota: eT =
[
1 . . . 1

]
).



Problema (caso n=2)
Su diverse matrici 2× 2 si è verificata la seguente:

Proposizione (Congettura): Se nel MP si sceglie v0 = v =
1

2
e,

allora ∀k ≥ 1, valgono le seguenti uguaglianze:

1

4
det(A)kdet(A−QAQ) =

1

4
(ad − bc)k−1[(b − c)2 − (a− d)2]

= (ϕk − ϕk+1)(eTAk−1v)(eTAkv)

=

(
eTAkv

eTAk−1v
− eTAk+1v

eTAkv

)
(eTAk−1v)(eTAkv)

= (eTAkv)2 − (eTAk+1v)(eTAk−1v).(
nota: Q =

[
0 1
1 0

])
.

Quindi essendo (eTAk−1v)(eTAkv) > 0, si ha che ϕk − ϕk+1 Q 0 se e
solo se:

1

4
det(A)kdet(A−QAQ) =

1

4
(ad − bc)k−1[(b − c)2 − (a− d)2] Q 0.



Problema (caso n=2)

Segue che:

I Se (ad − bc)[(b − c)2 − (a− d)2] = 0⇒
ϕk = ϕk+1 = ρ(A), ∀k.

I Se (ad − bc) > 0 e [(b− c)2− (a− d)2] 6= 0⇒ ϕk monotona.
In particolare:
I se [(b − c)2 − (a− d)2] > 0⇒ ϕk decrescente

I se [(b − c)2 − (a− d)2] < 0⇒ ϕk crescente.

I Se (ad − bc) < 0 e [(b − c)2 − (a− d)2] 6= 0⇒ ϕk alternata.



Problema (caso n=2)

Si è anche osservato (su diverse matrici 2× 2) che potrebbe valere
il seguente Lemma, che lega tra loro determinanti di particolari
matrici 2× 2 associate ad Ak e ad Ak−1.

Lemma (Congettura): Si ha che:

det

([
eTAke eTAk+1e

eTAk−1e eTAke

])
= (eTAke)2 − (eTAk+1e)(eTAk−1e)

= (ad − bc)[(eTAk−1e)2 − (eTAke)(eTAk−2e)]

= det(A)det

([
eTAk−1e eTAke
eTAk−2e eTAk−1e

])
.

Se tale risultato fosse vero, la Proposizione precedente risulterebbe
dimostrata facilmente per induzione.
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