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Bernoulli, Ramanujan, Toeplitz e le matrici triangolari
Carmine Di Fiore, Francesco Tudisco, Paolo Zellini

Speaker: Carmine Di Fiore
Usando una delle definizioni dei numeri di Bernoulli, si osserva che essi risolvono particolari
sistemi even e odd triangolari inferiori di Toeplitz (1.t.T.).

In un articolo Ramanujan riporta un sistema lineare triangolare inferiore sparso risolto dai
numeri di Bernoulli; si osserva che tale sistema e equivalente a un sistema 1.t.T. sparso.

Cercando di ottenere il sistema di Ramanujan 1.t.T. dai sistemi 1.t.T. odd e even, si ¢ indotti
a studiare metodi efficienti per la risoluzione di sistemi 1.t.T. generici.



I numeri di Bernoulli sono i numeri razionali che soddisfano la seguente identita
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Ne segue che essi soddisfano le seguenti equazioni lineari
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In altre parole, i numeri di Bernoulli possono essere ottenuti risolvendo (per sostituzione in avanti) un sistema
lineare triangolare inferiore (uno dei due di cui sopra). Per esempio, risolvendo per sostituzione in avanti il
primo sistema, ho ottenuto i primi numeri di Bernoulli:

1 1 1 1 5
By(0) =1, B2(0) = =, B4(0) = ——, Bg(0) = —, Bs(0) = ——, Bjo(0) = —,
691 6 7 30 42 47021 30 66
B =-———.B =-—-=~1.16, B =~ 7.
12(0) 7730” 14(0) 5 6, Bis(0) 5630 7.09,

I numeri di Bernoulli appaiono nella formula per le somme di Eulero-Maclaurin, e, in particolare, nell’espressione
dell’errore della formula di quadratura trapezoidale come somma di potenze pari del passo di integrazione h
(Uespressione che giustifica Vefficienza del metodo di quadratura Romberg-Trapezoidale).

I numeri di Bernoulli sono anche spesso coinvolti negli studi sulla funzione Zeta di Riemann. Per esempio, &
ben nota la seguente formula di Eulero:

+oo
1 4™| B, (0) |72
= — 2n) = ————~—— 1,2,3,...
¢(s) ;k ¢(2n) BEmy 0 "€ L3,
(vedi anche [Riemann’s Zeta Function, H. M. Edwards, 1974]).

L’articolo di Ramanujan cui ci riferiremo in seguito ¢ intitolato “Some properties of Bernoulli’s numbers”
(1911).



Le matrici dei coefficienti dei due precedenti sistemi lineari triangolari inferiori sono sottomatrici della matrice
X mostrata qui sotto:
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1 1
0 1
2 2 2 [ 1 1
0 1 2 1 1
3 3 3 3 1 2 1
X = 0 1 2 3 =11 3 3 1
4 4 4 4 4 1 4 6 4 1
0 1 2 3 4 1 5 10 10 5 1
5 5 5 5 5 5 |- : |
0 1 2 3 4 5
6 6 6 6 6 6 6
0 1 2 3 4 5 6
Si puo facilmente osservare che X puo essere riscritta come una serie di potenze:
0
N 1 0
X1 . 2 0
X = kz_o GV Y= 3 0
- 4 0
Dim:  [X]yj = —— [V ]y = —je(i=2)i—1)= (L"), 1<j<i<n
. ”_(Z—j)' ”_(Z—)] - j—l 9 7]7 = .
Questa osservazione ¢ il punto da cui partire per dimostrare che
r(2
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2 4 4
12 too . 0 2
30 —— " = 6 6 6 )
56 kgo (2k +2)! 0 2 1
. 8 8 8 8
0 2 4 6
- /1 ;
0
1 3 3
3 +oo 1 . 0 2
5 —_o¢F = 5 5 5 )
” kzzo 2k + 1! 0 2 4
7 7 7 7
0 2 4 6
0
2 0
12 0
dove ¢ = 30 0 ,2=1-2,12=3-4,30=5-6, ... .



Quindi i sistemi lineari risolti dai numeri di Bernoulli (di cui sopra) possono essere riscritti come qui di

seguito, in termini d
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Adesso trasformiamo ¢ in una matrice di Toeplitz. Si osserva che
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Siamo pronti per introdurre i due sistemi triangolari inferiori di Toeplitz (1.t.T.) even e odd risolti dai numeri

di Bernoulli. Poniamo
By(0)
B (0)
b =
B4(0)
dove i By;(0),4=0,1,2,..., sono i numeri di Bernoulli.



Allora il sistema (almosteven) +°° 027% +

D,q°, cioe al seguente sistema 1. t T even:

5 @b = q° ¢ equivalente al sistema Z (2k+2)'( ®D; )k (D,b) =
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Idem, il sistema (almostodd) Zk o (2k+1),¢ b = q° ¢equivalente al sistema Zk ~0 (2k+1),( ®D; )k (D,b) =
D,q°, cioe al seguente sistema 1.t.T. odd:

+oo k
X
—~ __7*(D,b) = D,q°.
kZ:O(%H)! (Dsb) = Daq (0dd)

Ne segue che ¢ numeri di Bernoulli possono essere calcolati usando un solver di sistemi lineari [.t.T.. Tale
solver produce il seguente vettore z:

By (0)
32(0)
B4(0)

=D,b= 7
z (QS)IBZS (0)

(271 2)IBQn 2(0)

dal quale si ottiene il vettore dei primi n numeri di Bernoulli:

{b}n = {D;zlz}n~

Perché puo essere utile scegliere = positivo diverso da 1 ?
Una opportuna scelta di z puo rendere possibile e pilu stabile il calcolo, attraverso un L.t.T. solver, degli
elementi z; di z anche per i molto grandi. Infatti, poiché

zt ,L'QZ
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si ha che |(§—;),B24(0)| — 0 (+oo) se < 47? (x > 47?), entrambe situazioni non ok. Invece, per z ~

472 = 39.47.. la successione \ BgZ(O)\7 i =0,1,2,..., & (dovrebbe essere) limitata sia inferiormente che
superiormente.
2
\(Z)! 1(0)] <1 sse |z| < 26.84
| &5 Bs(0)] < 1 sse |a] < 33.2
8
\(f6)!316(0)| < 1sse|z| <36.2
|y Bz (0)] < 1 circa sse [af'® < 13 57 2 sse |u] < 37.82
8 . z° s s)! (mwe
|G Bas (0] < 1 circa sse | /s pioyze| < Lsse [of* < GRG0 .

Insomma, il parametro x dovrebbe essere utilizzato per rendere piu stabile il 1.t.T. solver.



Ramanujan in un articolo osserva che i numeri di Bernoulli B(0), B4(0), Bg(0), ..., soddisfano il seguente
sistema triangolare inferiore sparso di equazioni lineari:

1 Bs(0) 1/6

0 1 B4(0) ~1/30
0 0 1 Bs(0) 1/42

£ 0 0 1 Bg(0) 1/45

0 2 0 0 1 B1o(0) —1/132
0 0 11 0 0 1 Bi2(0) | | 4/455
0 0 ¥ 0 o0 1 Bus(0) | — | 1/120
04 0 0 25 90 0 1 Bi6(0) —1/306
0 0 2 0 0 221 0 0 1 Bis(0) 3/665
i 0 o0 18 o o0 20 0 01 Ba(0) 1/231
0 4 o0 0 T 9 0 32 0 0 1 B»(0) —1/552

(per essere esatti, poiché i numeri di Bernoulli per Ramanujan sono i moduli dei nostri, le sue equazioni,
ottenute per via analitica, sono leggermente diverse).

Per esempio, dalle equazioni di cui sopra ho facilmente calcolato i numeri di Bernoulli B1g(0), B2o(0), B22(0)
(a partire da quelli gia calcolati):
43867 174611 854513

Blg(o> = W ~ 5497, BQQ(O) = — 330 ~ —529.12, BQQ(O) = 138

~ 6192.12.

Problema.

E possibile ottenere tale sistema di Ramanugjan, triangolare inferiore di equazioni sparse, dai nostri sistemi
lineari 1.t.T. even e odd ¢ E possibile ottenere altre equazioni sparse (possibilmente pit sparse di quelle di
Ramanugjan) che definiscono i numeri di Bernoulli ¢

Si noti che la matrice di Ramanujan, chiamiamola R, ha elementi non nulli esattamente nei posti dove la
matrice di Toeplitz

“+o0
Z Yk (Zg)ka Z =
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ha elementi non nulli. Ma R non ¢ una matrice di Toeplitz !
... pausa per alcuni mesi ...

Si noti che il vettore delle indeterminate nel sistema di Ramanujan & Z7 volte il nostro vettore b:

By(0) 0 1 Bo(0)
By(0) | _ 0 1 By(0) | _
= o || Bioy | =7

Quindi, il sistema di Ramanujan puo essere riscritto come segue

R(Z™)=f, f=[fifofs 1"



Osservazione
La matrice di Ramanujan R soddisfa la seguente identita, coinvolgente una matrice triangolare inferiore
sparsa di Toeplitz R:

2! 2!

* ¢ too 3s
R a? = a? R, R= AR
5 b ’ ; (6s+2)!(2s+1)

RZTb = f, f= [fl fg f3 °]T sse

2! [z )
e 2,
R g 4 s ZTb =f sse
z? 67
2! -z -
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Ty R
o R a4 s ZTb =f sse
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a1, [ B(0) ] [a h
R ;fT' R B4(0) _ % X f2
L Bg(0) e E

In altre parole, il sistema di Ramanujan é equivalente al sequente sistema sparso l.t.T.:

o f
; o f2
R(ZT"D,b) = a , dove
& JE!
S _ C1 T
0 1 0
0 0 1 0
2 3 2 3
mm 20 5 0 1 mx
I PR 8
R — Ry — EERd R_
E=L@") Ze® 0 0 24 0 0 1 ) & o
0 2=t 0 0 H 0 0 1 0
20 . 0 =a® 2o . 0 e’ 2o \ 0 1 20 ,
ml’ 20 0 0 14!5:13' 20 . 0 ml‘ 20 5 0 1 20!71’
o7& 0 0 TaE T 0 0 537 0 0 1
ag ago
. . . a ar a
Si noti la nuova notazione : a = Y, = L@= to
as a2 a1 a2



TEOREMA

Notazioni: Z ¢ la matrice lower shift

i)
i)

L(a) & la matrice triangolare inferiore di Toeplitz con prima colonna a, i.e.

ao
ag
a1 +oo ) ay Qo
a= a | L(a):ZaiZ: as ap ap ,
. =0 as az aip Qo
d(z) & la matrice diagonale con z; come elementi diagonali.
Poniamo
By(0) ‘
_ | B2(0) T
b= Bi0) | Dx—dlag(@ﬂ—o,l,&...),mER,
dove B;(0),i=0,1,2,..., sono i numeri di Bernoulli.

Allora i vettori Dyb e ZT D,b risolvono i sequenti sistemi lineari I.t.T.

L(a) (D;b) = Dza, L(a) (2" D;b) = d(2)Z" Dsq,

dove i vettori a = (a;);L%, a = (¢:);55, e z = (2;)]-°, possono assumere rispettivamente i valori:

22 1 .
a; :5i=0m0d3m’ Q?:m(l—fsi:zmod?,g)’ 1=0,1,2,3,...
zﬁ=1—5i20m0d3%,i:1,2,3,...,
. 27" . 1 ,
ai:m, ?i:m,z:0,1,2,3,...
= i=1,23,...,
1+ 1
o ! ‘ 0 o 1 .
ai:m,Z:O,l,Q,&...,qO:l, qi:5,1:1,2,3,...
Lo2i—1
W= = L2



Problema (riguardante il calcolo dei numeri di Bernoulli).

St puo ottenere il sistema sparso l.t.T. di Ramanujan
L(a®)D,b = D,q",
come consequenza dei sistemi [.t.T. even e odd
L(a®)D;b = D.q°, L(a°)D,b=D,q° ?

— trovare a°, a° tale che L(a°)L(a®)

ie. tale che L(a®)a®=a) = L(a®)a°,

L(aW) = L(a")L(a%),

O =

R

R = oppure a) pitt sparso di a’t.

o

con a(l) = a

Importante: il calcolo di tali vettori a¢, 4% e a¥) dovrebbe richiedere molte meno operazioni di quante sono
richieste per risolvere i sistemi originali (densi) even e odd.

Un problema piu generale: € possibile trasformare efficientemente una matrice I.t.T. generica in una matrice
L.t.T. pit sparsa ?

— Questione: dati a;, i = 1,2,3,..., & possibile ottenere “in modo economico” a; e agl) tali che
1 1 1
al 1 &1
az a1 1 az | = agl) ;
as az ai 1 &3 0
M1 17 1 7 1 7
al 1 dl 0
a2 al 1 a 0
as az ail 1 dg = a<11) ;
as a3z a2z ar 1 a4 0
as as a3 a2 a1 1 as 0
1 117 1 7 [1 7
al 1 &1 0
az ail 1 &2 agl)
as a2 ai 1 as = 0 =7, 0€ Rb_l ?
as a3z az a1 1 [N agl)
as as az a2 a1 1 as 0

Se la risposta e si, allora avremo che un generico sistema 1.t.T denso puo essere trasformato efficientemente
in un sistema 1.t.T. sparso:

L(a)z=c iff L(d)L(a)z= L(a)c iff L(y)z= L(a)c.



DEFINIZIONT:

1 1
a=| " | e Ct*>®, L(a)= a1 ,
a2 as ap 1
1 00 1 0 0
0 0 O 0 0 O
0 1 0 s _| 0 1 0 .
E= 00O . ) O_Ob—17 E° = 0 0 O . ) O_Obs—la
0 0 1 0 0 0 1 0
1 !
1 0 0 I
_ U1 _ U _ o U1 oT 1 .
u= ws | Eu= o | 0=0,_1, L(Eu)= 0 wl 0 I , 0=0,_1.
. Uo us 0T wy 07 1
1 1
LEMMA: Se u= | ! , V= vl , allora
U2 V2
L(Euw)Ev = EL(u)L(v), L(E°u)E°v=FE°L(u)v, VseN.
1 1 1
ay N dl CL(I)
PROBLEMA: Dato a = , trovare a= | . e all) = {2y | tali che
a2 a2 as
1
0
Laa=FEa"V = | oY |, 0=0,_1, L(a)L(a)=L(Ea").

Questioni:

; o . . . 1
E possibile ottenere “in modo economico” a; e aE- )9
(1) 9

i

Esistono formule esplicite per a; e a

Per il momento, vediamo nei dettagli, con due esempi, come

le soluzioni del Problema di cui sopra possono condurre a metodi efficienti per la risoluzione di sistemi lineari
[.t.T. generici.

10



ESEMPIO: n =8 (n

a=a" =

1
ai
a2
as
aq
as
ae
ar

az
as
aq
as
ae

ai

as
[¢2
as

ai
az
as
a4

step 1: Dato a = a(® trova a = a(% tale che

1
ai
a2
as
a4
as
ae
ar

L(a)L(a) = L(EaW);

step 2: Dato a(t) trova a®) tale che

L(EaW)Ea® =

L(EaM)L(EaW) = L(

1
al 1
a2 al 1
as a2 al
aq as az
as a4 as
Qae as a4
1

)
)

) MO
)

) MO
af!)

E?a®);

a2
as

step 3 = log, 8: Dato a(® trova a(® tale che

L(E*a®)E?a® =

L(E?a®)L(E?a®) = L(E%*a®).

in pratica, abbiamo effettuato una specie di eliminazione di Gauss.

=

a1
a2
as

ai
az

ai
az

al 1

11

L(E*a?)L(EaM)L(a)[ L(a) | = L(E*a®)) =

1 1
0
1
0
, E= 1
0
1
0
1] [ 1]
a 0
as agl)
as 0
as | = Ea® = | oV |,
as 0
s alV
a7 0
S )
0
ai”
0
alV | = E?a® =
0
as”
0
Troq - i
0
0
0
d?) = E*a® =
0
0
0
[ Iy O
)

o
coorgo oo

OO OO OO o




Quante operazioni aritmetiche (a.0.) ?
(0)

In realta, dati gli a; = a; ', ¢ =1,...,7, dobbiamo calcolare
[ 1 1717 1
a1 1 dl ?1)
as ap 1 as aq
as ag aip 1 &3 0
L (0) (1) 1 ~ — (1)
a; =a; ', a; | as a3 az ai ay | = | ay , g a.0.,
as a4 az az a; 1 as 0
ag a5 a4 Qa3 a2 Q1 1 dﬁ agl)
ary Qg a5 Qa4 az ag Q1 1 &7 0
1 [ 1 1
a1 alt 0
(1 2 1 1 (1 2
a, o? | aV a1 a | =1 a? |, ¢aao,
aél) aél) agl) 1 Agl) 0
1 0 i 1
(2 N
ag ) | a§2) 1 a§2) =10 |, g2 a.0.
Il caso generale: n = 2F
Dati gli a; = aEO), peri=1,...,n—1=2*%—1, dobbiamo calcolare
i 1 1T 1 1 (1)
agf) 1_ &57) QU+
4 . agj) a(lj) 1 dgj) 10
&EJ)7 aZ(JJrl) . . . 1 . — . , P a0,
(4) (") ) (") a1V
” J | a' Ao
a2] 1 ay ay G/E 1 27 0
n n ) .
2 X %

j=01,....k—2k—1 (j=k—1: soloal)

k-1 o
Costo totale: ijo E <7
Osservazione. Si noti che, al passo j, gli scalari agj 1 sono gli 5757 elementi non nulli di un prodotto matrice
5 X 57 (2k_3 x 2F=7) Lt.T. per vettore. Se supponiamo tale prodotto matrice vettore calcolabile con al piil
c2F=3(k — j) a.o., per qualche costante c, allora

k—1 k—2 k—1
Z pn < cz2k_3 (k—j)+ Z CostCompOf(dEj) )
5=0 j=0 =0
k-1 . "
k N _
< 02 k:)—i—ZOCostCompOf(ai ,z—l,...,f—l)_?
i=

12



Calcolare la prima colonna di L(a)™*

Sia v = [vg vy vy - |7

e dal Lemma, segue che

In altre parole, il sistema L(a)z = E?v & equivalente al sistema

Quindi il vettore

20
zZ1
22
Z3
24
Z5
26
27

¢ tale che

1
a1
az
as
Qa4
as
as
ar

a1
a2
a4
as

L(a)z = E?v iff
L(E?a®)z

Ig

(n =23 =38)

un qualsiasi vettore. Dall’identita

L(E*a®)L(EaM)L(a)[ L(a) | = L(E*a®)

4 2]

L(a)L(FaM)L(E?a®)E?v
L(a)L(EaM)E2L(a®)v

L(

a
a

= {z}s = {L(é)}s{E}s{L(A
= {L(a)}s{E}s a{L(@&"

az a2
as a3

1
aq
a2
as
a4
as
aeg
ar

ax
a2

1
aj
a2
as
Gy
as
ae

1
ai
az
as
Qay
as

Quante operazioni aritmetiche (a.0.) ?

Cason = 2F

ai
a2
as
Gy

M1
0

1

aq 1

a2 ai

asz asz

ay

)}s{E}s{L(“
D)}a{E}an{L(al

20
21
z2
Z3
Z4
25
26
27

JEL(@W)EL@E®)v.

)}S{V}s
D}a{v}a.

a1
a” alv o1

coof ocoocosg

E evidente che il procedimento sopra descritto richiede il calcolo di prodotti matrice 27 x 27 1.t.T. per vettore,

conj=1,...,

operazioni aritmetiche.

k (i vettori sono sparsi per j = 2,...,

j=1

k). Se supponiamo tali prodotti matrice vettore calcolabili
con al piu ¢2’j a.o., per qualche costante ¢, allora il procedimento richiede al piu

13

k
¢y 2§ < O(2%)



ESEMPIO: n =9 (n

a=a" =

step 1: Dato

1
ai
a2
a3
aq
as
a6
ar
as

az
as
aq
as
ae
ar

ai
az
as
aq
as
ae

az
as
a4

a=a trova a = a tale che

L(a)L(a) = L(EaW);

1
ai
a2
a3
aq
as
a6
ar
as

1
ai
a2
as
a4
as
ag
ar

1
ai
az
as
a4
as
ae

az
as
a4

ai
a2
as
G4

step 2 = logs 9: Dato a") trova aV) tale che

L(EaW)Ea® =

L(Ba®)L(EAM) = L(

in pratica, abbiamo effettuato una specie di eliminazione di Gauss.

= LEAV)L@)[L(a)] = L(E*®) = [

1
1
)
)
=
o
EQa(Q))

1
al 1
a2 al 1
as a al
a4 as az
1
al 1
a2 al 1
as a2 al
1
1
afV
(1)

14

ai

=}
EOO)—‘

j=33

o ovoo o

I O]

=: Fa® =

1
0
0
1
0
0
-1
0
0
al
0
0
ol
0
0
=: E2a® =

[ecNeNeloNolNoloNoll




Quante operazioni aritmetiche (a.0.) ?
(0)

In realta, dati gli a; = a; ', ¢ =1,...,8, dobbiamo calcolare
o - A1 SRR
a
aq 1 &1 0
a2 Qi 1 d2 q)
as az ap 1 &i ag
a = a9 M | as az az ap 1 as | = 0 o a0
* L as a4 a3z az ai 1 e 0 ’ o
ag as as a3 az a; 1 o al!
ay Qg a5 Qa4 Qa3 az Qi1 1 a 0
ag ay Qg a5 a4 a3 az Qi 1 d; 0
1 1 1]
(1) (1)
& | a; 1 a; _ |0 a0
i SO RO AW o | ¥3 a0~
2 1 2
Il caso generale: n = 3*
Dati a; = ago), i=1,...,n—1=3%—1, dobbiamo calcolare
_ 1 i
0
i 1 1T 1 1 0
HONESY & otV
aé]) a(lj) 1 dé]) 0
dg”, az(-ﬁ'l) . . . 1 — 0 , px ao.,
) R ¢ B ¢ B - () QD
a§§—1 as ay aé%_1 3161_1
. — i 0
n n - . -
X —
37 37

j=01,....0k—2k—1 (j=k—1: soloal)

Costo totale: Zf;g pn <7

37

Osservazione. Si noti che, ad ogni passo j, gli scalari agj *1 sono gli 575 elementi non nulli di un prodotto

matrice 57 X gr (377 x 3#77) Lt.T. per vettore. Se supponiamo tale prodotto matrice vettore calcolabile
con al piu 031"_3(14: — j) a.o0., per qualche costante ¢, allora

k—1 k—2 b—1
> vz = e (k=4 + > CostCompOf (a7
Jj=0 j=0 i=o
- () n
k G) . B
< 0@ k)—l—ZCostCompOf(ai ,z—l,...,§—1)_?

Jj=0

15



Calcolare la prima colonna di L(a)~! (caso n = 32 = 9):

Sia v = [vg v1 v2 - ]T un qualsiasi vettore. Dall’identita
SO\ T (4 _ 2.2y _ | o O
L(EaV)L(a)[L(a)] = L(E*a®) = | 77 ~

e dal Lemma, segue che
L(a)z = Ev iff
L(E?a®)z = L(a)L(EaW)Ev
L(a)EL(aM)v.

Cioe, il sistema L(a)z = Ev & equivalente al sistema
[ L o ] [ {Z'}g } = L(E?a®)z = L(A)EL(AW)v

= {z}o = {L(a)}o{ E}o{L(@M)}o{v}e
= {L(a)}o{E}os{L(aW)}s{v}s.

Quindi il vettore

Z0 1 1
Z1 d1 1 0
22 az ar 1 0
23 as a2 ar 1 1 1 V0
2z | =] a4 as Gz a1 1 0 [ a1 ] [ vy ]
25 s a4 asz a2 a1 1 0 dgl) dgl) 1 V2
Z6 d@ d5 d4 dg &2 &1 1 1
27 a7 Ge¢ a5 Ga az a2 a1 1
L %8 | L dg d7 &6 d5 d4 fl3 &2 &1 1 1 L 0 |
e tale che ~ o _ ~ _
1 20 Vo
aq 1 Z1 0
a2 aq 1 V) 0
az az Qi 1 zZ3 (%1
ay a3z a2 ap 1 zZ4 = 0
as ag a3z a2 al 1 z5 0
ag as ag4 az az a; 1 26 Vg
a7 ag as a4 a3 az ap 1 27 0
L ag a7y Qg QA5 A4 a3z a2 Qi 1 1L z8 i L 0 i

Quante operazioni aritmetiche (a.0.) ?

Cason = 3F

E evidente che il procedimento descritto sopra richiede il calcolo di prodotti matrice 37 x 37 1.t.T. per vettore,
per j =1,...,k (i vettori sono sparsi per j = 2,...,k). Quindi, se supponiamo tali prodotti matrice vettore
calcolabili con al piu ¢37j a.o., per qualche costante ¢, allora il procedimento richiede al piu

k
¢y 375 <O0(3")

Jj=1

operazioni aritmetiche.

Per il caso generale n = b* vedi I’ Appendice.
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— PROBLEMA

Rispondere a punti interrogativi nella seguente uguaglianza:

ai
az
L(a)a= | a3
a4
as

ai
az
as
a4

az
as

ai
az

ai

- Non c¢’¢ una unica risposta ai ?.
- Ci deve essere una risposta che permette di ottenere dai sistemi even e odd un sistema risolto dai numeri di
Bernoulli la cui matrice dei coefficienti ha diagonali nulle che si alternano con quelle non nulle. Trovarla ...
- Se c¢’¢ una risposta per cui i primi 27 elementi di & possono essere calcolati con al piv O(2735) operazioni
aritmetiche, per ogni j < k, allora si ha un algoritmo di costo O(2Fk) per la risoluzione di sistemi triangolari

inferiori di Toeplitz 2F x 2F generici.

B IS IERCERECERC IS

0O N O O

=Ea", E= 1

Ecco qui di seguito una risposta per cui i primi 27 elementi di & possono essere calcolati a costo zero:

a
a2
L(a)a= | as
ay
as

ay
a2
asz
Gy

ay
a2
as

ay
az

61+Z

ay

)'aieit1 —el—i—Z(SZ omoda( 2al+z

—ay
a2
—as
Q4
—as

i=1
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1
0
2ay — af
0
2CL4 — 2&10,3 + CL%
0
2a¢ — 2a1a5 + 2a2a4 — a%
0
2ag — 2a1a7 + 2asa¢ — 2azas + aZ
0

i—1
ajai,j)eiﬂ.
j=1

= Ea®),




— PROBLEMA

Rispondere ai punti interrogativi nella seguente uguaglianza:

1 -1 _
- o - - 0 0
1 1 0 0
al 1 7 ? 1
a2 al 1 ? O
L@aa=| as a2 a1 1 ?7|1=|0|=Ea", E= 8
a4 as az al 1 ? ? 1
as a4 az a2 a1 1 ? 0 0
i I 0 0

- Non c’¢ una unica risposta ai 7 .

- Ci deve essere una risposta che permette di ottenere il sistema di Ramanujan di Toeplitz, risolto dai numeri
di Bernoulli, come conseguenza dei sistemi even e odd. Trovarla ...

- Se c¢’¢ una risposta per cui i primi 37 elementi di & possono essere calcolati con al piu O(3735) operazioni
aritmetiche, per ogni j < k, allora si ha un algoritmo di costo O(3*k) per la risoluzione di sistemi triangolari
inferiori di Toeplitz 3% x 3F generici.

Ecco qui di seguito una risposta :

-1 _
al 1
as al 1

as az ay 1

aq as az ai 1

as ay a3z a2 ai 1

L(a)a = ag as a4 a3z a2 ai 1

a7 ag a5 a4 a3z a2 ai 1

as ar ag a5 a4 a3 as ai 1

ag ag a7y ag as a4 a3z az a1 1

alp a9 ag ay ag a5 a4 a3z a2 a1
a1 aio a9 ag ar as as a4 a3z az ai 1

- 1 - 1
—a 0
—az +a 3
2a3 — ajaz a;
—a4 —aijas + a% 0
—as + 2a1a4 — aza3 0
2a6 — a1as — azaq + a3 = aél) = EaD),
—a7 — aiae + 2a2a5 — azaq 0
—ag + 2a1a7 — azag — azas + a3 0
2a9 — ajag — agay + 2a3ae — aqas aél)
—a10 — a1a9 + 2a2as — azar — a4ae + a2 0
—a11 + 2a1a10 — a2a9 — azag + 2a4a7 — asag 0
1
a§ ) = 3az — 3a1a2 + al,
1 )
a<2 ) = 3ae¢ — 3ai1as — 3aza4 + 3a§ — 3aiaz2a3 + 3a%a4 + ag?,
1
aé ) = 3ag — 3aras — 3azar + 6asas — 3a1azas — 3a1azas — 3azazas + 3ala7 + 3a1a% — 3asas + 3asal + a3, ...
e ZO>371' Qi3 g, Qits_5 1 odd
~ 2 s - s —5=—3s .
di=— Y @i +0_ymod,a3 39 oo ° 2 L i=0,1,2,3,45,....
r=0 2 ZSZ% a%-ﬁ-Ssa#—Ss v even
Tali a;, per i =0,1,...,37 — 1, possono essere calcolati con al pitt O(3’5) operazioni aritmetiche ? —
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ri
0
al 0
3
as 0
3a1| O
as 3
3az 0
a4 3ai| O
3as 3
as 3az 0
3ay 3a1 0
ag 3as 3
3as 3a2 0
( ay 3ay 3a1 0
3ag 3as 3
asg 3as 3az 0
3ar 3aq 3a1 0
ag 3ag 3as
3ag 3as 3az 0
alo 3ar 3ay 3a1| O
3ag 3ag 3as 3
a1 3asg 3as 3as 0
3a10 3ar 3aq 3a1]| O
aio 3ag 3ag 3as
3a11 3ag 3as 3as 0
a3 3a10 3ar 3aq 3a1
[ T 1
1 ay
1 az
ay 1 as
ay 1 a4
a2 | a1 1 as
az | a1 1 ag
as | az | a1 1 ar
az | a2 a1 | 1 ag
ag | ag a2 | a1 | 1 ag
aq | a3z | a2 | a1 1 a10
as | aq | a3 | a2 | a1 1 ail
as | aq | a3 | a2 | a1 1 a2
ag | a5 | a4 [ a3 | az | a1 1 a3
as | as | aq | a3 | a2 | a1 1 aiq
a7 |asg |as | ag | a3 | a2 | a1 1 ais
a7 |ag | a5 | a4 | az | a2 | a1 1 aie
ag | a7 | ag | a5 | aq | a3 | a3 | a1 1 air
ag | a7z | as | a5 | as | a3 | a2 |a1 | 1 ais
ag | ag | ar | ag | a5 | a4 | a3 |az a1 | 1 a9
ag | ag | a7y | ae | a5 | a4 |a3z |a2 |a1 | 1 a0
aijp | ag | ag | ar | ag | a5 | a4 |azg |a2 a1 | 1 az1
aio | a9 | ag | a7 | as | a5 | a4 | a3 | a2 | a1 | 1 az2
ail a0 | ag | ag | a7 |ae |as |aq | a3 | a2 | a1 | 1 a3
a1l | aio | a9 | ag |ar |ag | a5 | aq |az a2 a1 | 1 a24
aj2 | a1 | a0 | a9 |ag | a7 |as | a5 |ag [ a3 | a2 | a1 | 1 a2s
ai2 | a11 | aio |ag | ag | a7 |as | a5 | ag | a3 | a2 | a1 a26

— Si puod calcolare il prodotto matrice 37 x 37 (27 x 27) per vettore qui sopra effettuando al pitt O(375)
operazioni aritmetiche ?

Se si, allora avremmo un metodo in grado di risolvere sistemi lineari triangolari inferiori di Toeplitz 3% x 3*

con al pitt O(3Fk) operazioni aritmetiche.

Se no, allora provare a cercare un’altra soluzione a del sistema L(a)a = [100 @ 00-]T per cui il vettore {é}gj

si possa calcolare da {a}gj con al pitt O(377) operazioni aritmetiche . ..

FINE
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APPENDIX Introduce low complexity 1.t.T. linear system solvers:

1
L(a) = a1 1 , a®:=a

Find 4, a® such that

L(@®)a® =ga® = | 0 |, 0=0,_;, so that

L@ L(a®) = L(EaM).
Find 4V, a® such that

1

L@aY)a® =Fa® =] 0 |, 0=0,_;, so that

1
L(EaW)Fa®M) = E2a® = | 0

; 0=0p2_1,
L(EaW)L(FaM) = L(E?a®).

(use Lemma). Find 4®), a® such that

1

L@a®)a® =Fa® = | 0 |, 0=0,_;, so that

1

L(E?a®)E?a® = E3a®) = | 0 |, 0=04_1,

L(E?a®)L(E?a®) = L(E%a®).
... Find a*=2 a(*=1) guch that

1
L(a(k_Q))é(k_Q) — Ea(k_l) = 0 R 0= Ob*la so that

1

L(Ek—?a(k—2)>Ek—Qé(k—2) — Ek—la(k—l) — 0 , 0= Obkflfl,

L(Ek72a(l€72))L(Ek72é(k72)) _ L(Ekfla(kfl)).
Find a*=Y a®) such that
1

L@®Dat-b = ga® = | 0 |, 0=0,_1, so that

1
0|, 0=04_,

L(Ek—la(k—l))Ek—lé(k—l) _ Eka(k) —

L(EFtat-D)[(EF-1alk=D) = [(E¥a™).
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Then

* = L(E*Fa®)) = L(EFtak-D)L(E*2at-2) ... L(FaM)L(aO)L(a®).
]

This implies that
L@z =c iff L(E*a®)z =L@")L(EaW) ... L(E*2ak=2)L(EF1ak—D)c,

Moreover, if
Vo

U1
c=FEFlv= 0 , 0=0pr-1_1,
V2

where v = (v;)/.5 is any vector (for example v = e;), then by using the Lemma, we obtain the following

result:
L(a®)z = c iff
Ibk O .
(k) z = L(E*a®)z =
aq ] ..
LEAOYEL(@W)E .- EL(a®*~2)EL(a*V)v.

In other words, the vector {z}n, n = bF, such that

Vo
1 0
a 1 U1
{L(a)} {z} - @ {z} = o |,0=0 1,
. 1 ’
QApk _q ai Vb1
L 0 -

(for example {L(a)};l{el}n, vg =1, v; =014 > 1), can be represented as follows

(o, = e} (5} fma) () o) (2] 2] o
RIS C AN I R

% by I =) TRz phoT
FIRST: Compute the first n entries of 4”) and the first 2 entries of al") (cost ¢y ); compute the first 2

{L(é(k—l))} ﬁ{v}b

entries of (V) and the first 7z entries of a® (cost @pr-1); ... compute the first 725 entries of a(*=2) and the

first 7 entries of a*~1) (cost ¢y2); compute the first ;2 entries of &F~1) (cost ;). Total cost of this
. k—1

FIRST operation: 3, E

SECOND: To such cost add Z?Zl cost ((b7 x b1 1.t.T) - (b’ vector)) (the vector is sparse if j = 2,...,k; the
cost for j =1 is zero if v = e1). See also the next page.
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Amount of operations.

In the following n = b* and 0 = 0;_:

FIRST: For j = 0,...,k — 1 compute, by performing 30% arithmetic operations, the vectors Ik a(¥) and
bJ

1Y, al+) e, scalars 6! and agﬁl) such that

%

pit+1
_ 1 -
1 1 0
a(lj_) 1' dgj_) agjﬂ)
I af) | = 0 , j=0,...,k—1
a(i)_l a(]) a(]) 1 &(i)_l a(j_j:l),l
bJ bJ bit1
- 0 -
n n
W W

Z(»k) to be computed).
(@)

)

(note that there is no a
Case b = 2. In this case, since a,”’ = (—1)"0%(-])7 only 7= x = Lt.T. by vector products, j = 0,...,k—2, need

to be computed (the agj 1 are the e nonzero entries of the resulting vectors).

Vo
SECOND: Compute the b x b 1.t.T. by vector product {L(a*=V)} : ,and 77 x £ Lt.T. by
pk—1
Ub—1
vector products of type
1
. 0
(L@}, | o |, j=k—2,...,1,0.
NI 1
n_ n
]
COMMENTS
So, in case b = 2, we have to perform 27 x 27 1.t.T. by vector products, for j = 1,...,k, twice. If we assume

the cost of a 29 x 27 L.t.T. by vector product bounded by ¢2’j (c constant), then the total cost of the above
operations is smaller than O(2%k) = O(nlog,n). As a consequence we have obtained, in particular, a 1.t.T.
linear system solver of complexity O(nlog,n)

Analogously, for b = 3, if we assume both ¢3; and the cost of a 37 x 37 1.t.T. by vector product bounded by
374, then the total cost of the above operations is smaller than O(3%k) = O(nlogsn). ...

But is ¢4 bounded by ¢375 7 ...

For me:

http://www.imsc.res.in/~rao/ramanujan/collectedindex.html
http://mathworld.wolfram.com/BernoulliNumber.html
http://numbers.computation.free.fr/Constants/Miscellaneous/bernoulli.html
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