Esercizi (& teoria): si svolgono dall’ultimo al primo (SMC-STM 2009)
O Siano

0 1 2 3
A=| -2 3 5|, b=]|56
1 -1 1 1

1 Risolvere il sistema lineare Ax = b con il metodo di Gauss

ii Trovare matrici II di permutazione, D diagonale, L e U triangolari infe-
riori con L; =U;; = 1,4 =1,2,3, tali che A =1ILU

iii Annullare la seconda e la terza componente del vettore b usando il metodo
di Givens

iv Esistono le fattorizzazioni di Cholesky delle matrici M = A+ AT e N =
AAT?

v Dire se —4 puo essere autovalore di A (non calcolare il polinomio carat-
teristico di A)

vi Studiare la convergenza del metodo di Gauss-Seidel nella risoluzione di
Ax=Db
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Condizionamento di un sistema lineare vs stabilita dell’algoritmo per la sua
risoluzione (seconda parte)

Esempio. Gauss al sistema

[ 31078 1 oy +dey | [ 1]
A(x—&-dx)—{ 1 O}[xg—l—dxg}_[l]_b_'—db'

Anziché

1 0
E= [ -1/.3-107% 1 ]

il calcolatore definisce

W o 1 0
E _[—.333-104 1]'

Poi effettua le moltiplicazioni macchina

wa=| Py 3 353101 } , “E7(b+db) = [ 353101 }
(—.333-10%“ 4+ 71 = —.333 - 10%). Quindi “x + dx” = (cio’ che la macchina ha
effettivamente ottenuto calcolando x + dx) = (1) } ed
errore algoritmico = || “x + dx” — (x + dx)||/||x + dx|| = 1/1 = 1. Nota: &
grande rispetto a u = 0.5-1072 (x+dx = 1_ .31_ 10-3 | © si e usata la norma

infinito).



In effetti gli elementi di

wre o 1 0 «rTY .3'10_3 1
L _{.333-104 1}’ v _[ 0 —.333-10*

sono in modulo molto pit grandi di quelli di |A].
Conclusione: il problema Ax = b & ben condizionato, ma ’algoritmo di
Gauss per la sua risoluzione ¢ instabile.

Modificando Gauss e possibile definire un algoritmo stabile per la risoluzione
di Ax =b:
Gauss modificato al sistema

Alx + dx) = { 3-1073 1}[x1+dxl}:[1]:b+db.

1 0 To + dxo 1
0 1 1 0 1
P—[1 0},1:,4_[.3_10_3 1},P(b+db)_[1},
1 0 1 0 1
B e U] mpac[} 0] mrean =[]
(—.3-1073“+ 71 =1). Quindi “x + dx” = [ 1 ] ed

errore algoritmo = ||“x + dx” — (x +dx)||/||x + dx|| = .3-1073/1 = .3- 1073,
Nota: & pitt piccolo di u = 0.5- 1072,
In effetti gli elementi di

wry 1 0 Wrry 10
L _[.3-10—3 1]’ u _[0 1]

sono dello stesso ordine di grandezza di quelli di |A].
Conclusione: I'algoritmo di Gauss modificato per la risoluzione di Ax = b ¢
stabile.
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Condizionamento di un sistema lineare vs stabilita dell’algoritmo per la sua
risoluzione (prima parte)

“Risultato 1” (senza dim) sul condizionamento di un sistema lineare Ax = b:
Siano x e x + dx tali che Ax =b e (A+ dA)(x+ dx) = b+ db dove dA ¢
db sono perturbazioni, rispettivamente, della matrice A e del vettore b. Allora

Jldx] JdAI/IAl + bl [1b]
I < AT @Al A

dove pu(A) = [JA|||A7Y| e la norma matriciale & quella indotta dalla norma
vettoriale utilizzata.

[Nota: per dA = 0 ritroviamo il risultato visto in precedenza, relativo a
perturbazioni sul solo vettore dei termini noti: Ax =b & A(x +dx) =b+db
= Jlax||/ ]| < (A) ]|/ b].]

Questo risultato ¢ ovviamente utile per valutare I’errore inerente sulla soluzione
di un sistema lineare: u(A) grande = errore inerente pud essere molto piu



grande dell’errore inerente sui dati; p(A) piccolo = errore inerente deve essere
dello stesso ordine dell’errore inerente sui dati.

Esempio. 1l sistema

(3103 1][an ] _[1+.3-1037
S R P B S

in F(10,3,...) diventa

_ 3-1073 1 Ty + dry . 1
A(x+dx)_[ 1 0][x2+dm2 1

] =b+db
(1+.3-1073 =.10003 - 10, 1“4 7.3-1073 = .1 - 10%) quindi, per il “Risultato
1”7 con dA = 0, utilizzando la norma infinito, si ottiene la limitazione

2Jldb|| |ldb] _ 3107
bl bl ~ 1+.3-10-3

dx
I < (140
[
Essendo e = .3 - 1073, il numero po(A) = (1 + €)? & poco piu grande di 1
= l'errore inerente sulla soluzione & dello stesso ordine di grandezza dell’errore
inerente sul vettore dei termini noti = il problema Ax = b ¢ ben condizionato.

Vediamo ora come il “Risultato 1”7 puo essere utile anche per valutare I’errore
commesso nelle successive operazioni richieste dal metodo di Gauss (errore
dovuto ai necessari arrotondamenti operati dalla macchina durante i calcoli)
per la risoluzione di Ax = b.

Premessa: “Risultato 2” (senza dim) sul metodo di Gauss :

Dati A n x n non singolare, b n x 1, con a;; e b; numeri macchina, posto
X = soluzione esatta di Ax = b, “x” = soluzione effettivamente calcolata con
Gauss tramite i passi:

a) scrittura di “L”, “U” (i fattori della decomposizione LU di A effettiva-
mente calcolati) e di “c” (la soluzione di “L”c = b effettivamente calcolata);

b) scrittura di “x” (la soluzione di “U”x = “c” effettivamente calcolata),

SI HA CHE “x” & la soluzione esatta di un sistema ottenuto da Ax = b
perturbando A di DA, cioe vale I'identita

(A+DAY” =b, [DA| < dnu(|A| + |“L”||“U”]) + O(u?)

(|[M] = matrice i cui elementi sono i moduli degli elementi di M).

Il “Risultato 2” permette di valutare ’errore dell’algoritmo di Gauss sfrut-
tando la maggiorazione del “Risultato 17:

[IDA]/]IAl
L= pu(A)[|DA]/]A]

| — x|

< u(A)

[1x]]

(usa Ris.1 per dA = DA, db = 0, x+dx = “x”). Quest’ultima disuguaglianza e
la maggiorazione data per |DA]| ci dicono che || “x” — x||/||x|| puo essere grande
quando |“L”| e |“U”| sono grandi rispetto a |Al; || “x” — x]|/||x]|| & invece piccolo
se |“L”| e |“U”| sono dello stesso ordine di grandezza di |A|.

Per risolvere Ax = b (sempre nel caso det(Sg) # 0, k = 1,...,n) si puo
usare anche l’algoritmo:



(1) calcolare L ed U tali che A = LU,
(2) risolvere il sistema Lc = b (con il m. di sostituzione in avanti),
(3) risolvere il sistema Ux = ¢ (con il m. di sostituzione all’indietro).

NOTA: applicare le E; oltre che ad A anche a b ( cioe calcolare E,,_1 - - - E3 E1[A| b)),
come si fa nel metodo di Gauss, € equivalente ad eseguire i passi (1) e (2) del
presente algoritmo contemporaneamente, infatti £, _q--- FsE1b = L~ 'b.

9 Maggio 2009

O Risolvere con il metodo di Gauss il sistema lineare

-2 4 -1 1 12
4 -9 0 T2 | = | —32
—4 5 -5 T3 3

[0 Calcolare le decomposizioni LU delle matrici

6 3 3 1 1/2 1/3
2 4 1 1/2

Nota: Le prime due matrici sono singolari, ad esempio nella prima matrice la
seconda colonna ¢ —2 volte la prima colonna, quindi ¢ “linearmente dipendente”
dalla prima. Ne segue che per tali matrici uy,, = 0.

Metodo di Gauss: decomposizione LU, risoluzione sistemi lineari

air a2 - G1p
A— a21 Q22 -+ A2n
apl QAp2 - Qpnp
IPOTESI: a1, # 0
1 0 0
_ 1 ail a1z - Ain
az1/an 0 a2 .- a2
Ey = 0 , B1A = 22 o= A%
. N o 5
—(Lnl/au O --- 0 1 0 “n2 @nn
afj = @z’j — (aﬂ/an)alj, 2 S i,j S n,
af1:0,2§i§n,
aj; = ag; altrimenti (per i rimanenti i e j).
NOTA:

1 0 ai; a2 _ ail a2
—ag1/ann 1 a1 a92 0 a3, |’
quindi, passando ai determinanti,

1 ailr a2
a3, = — det .
ail az1 a2



IPOTESLI: a2, # 0 (ovvero det { ar } #0)

az1 Q22
1 0 0 0
0 1 0 0
E2 - 0 —a§2/a%2 ]. .
. . 0
0 —a2y/a3, 0 ---0 1
aix a2 aiz -+ Qain
0 a3 a3 - a3,
ExEyA=1| 0 0 ady - a3, | =A%
0 0 a}y - ap,
al; = af; — (ah/a3,)a3;, 3 <i,j <n,
a?, =0,3<i<n,
a% = a?j altrimenti (per i rimanenti i e 7).
NOTA.:
1 0 0 1 0 0 a11 Q12 a13 a1 a1z
0 1 0 —agl/an 1 0 ag21 Q22 Q23 = 0 G%Q
0 —agg/agg 1 —a31/a11 0 1 a3zl aso ass 0 0

ail a2 ais

1
3
a33 = 3 det a21 Q22 Q23
11039
as; as2 ass
a11 te A1n—1
.oon—1
IPOTESL: a;,~; ,,_1 # 0 (ovvero det . . #0)
ap—-11 " OGp—-1n-1
1 0 0
0 .
En1= 1 0
n—1 n—1
0 - 0 _annfl/a’nflnfl 1
a1 a2 A1n
a2 Cl2
En—l . EQElA — 22 2n —- An7
n
a”n,n
n _ ,n—1 n—1 n—1 n—1
Upp = Qpp = — (ann—l/a‘n—ln—l)an—hN
n
App—1 = 07
ay; = a1 altrimenti (per i rimanenti i e j).

NOTA: si osserva che

A, = ——— det(4).

2 n—1
11059 Gpy 11



SiaAnxne

Sk = . . , k=1,...,n.

Teorema. Se det(S;) # 0 per k=1...n— 1 allora

(1) esistono matrici Eq, Ea, ..., E,_1 “elementari di Gauss” taliche F,,_1--- EaE1 A =

(2)
3)

~

A = (ajy)fj—1 © triangolare superiore
:

det(A) =0seesoloseal, =0

esiste L n x n triangolare inferiore, L;; = 1, ed U triangolare superiore
tali che A = LU: U =A™ e

1 0 . 0
asi/ai 1
L=FE'E;'- B = : a3a/ a5y :
. . 1 0
api/ar  ana/azy aﬁﬁil/aﬁiinfl

(metodo di Gauss (a)) considerato il sistema lineare Ax = b, b n x 1
generico, si puo introdurre un sistema lineare triangolare superiore Ux = ¢
equivalente ad Ax = b col seguente algoritmo:

[A ] b]
E[A | b] = [E1A | Eib]
E2Ey[A | b] = [E,E1A | EyEybl

E, 1 -E3FE[A|bl=[E,_1-- EsE1A| Ep_q--- E3FE1b],
U=E,_1 - EyEA c=E,  ---EFEDb

ovvero:
per k=1...n—1 {
a5 = — (el fa ek, k1< <n,
aff' =0, k+1<i<n,
afﬂ'l =al, altrimenti (per i rimanenti i,j),
byt = b — (ab Jaf )bk, k+1<i<n,
bf"'l = 0¥, altrimenti (i <=k); }
U=A"=(a}y)i,j=1..n,
c=b".

Il costo di questo algoritmo & n®/3 + O(n?) operazioni moltiplicative. Pitl
precisamente, per k generico occorre eseguire: n — k divisioni per calco-
lare i rapporti l;; = a¥ /a¥, , cioe gli elementi della matrice L, le (n — k)2
moltiplicazioni likaﬁj e le n — k moltiplicazioni likbl,z. Quindi L ed U
possono essere calcolate con »°, , ,(n—k) = n(n—1)/2 divisioni e
St no1(n—k)?> = n(n — 1)(2n — 1)/6 moltiplicazioni. Per calcolare
anche ¢ occorre eseguire altre >, _, . ;(n —k) = n(n — 1)/2 moltipli-
cazioni

(metodo di Gauss (b)) se A € inoltre non singolare i sistemi Ax = b
e Ux = c oltre ad essere equivalenti ammettono una unica soluzione



x = A7'b = U~l¢, calcolabile, con altre n(n — 1)/2 moltiplicazioni e
n divisioni, applicando il metodo di sostituzione all’indietro al sistema
Ux=c

O Se A n x n & definita positiva allora det(Sg) > 0, k = 1...n, quindi esiste
la decomposizione LU di A ed ogni sistema Ax = b, b n x 1, puo essere risolto
usando il metodo di Gauss

O Un esercizio dell’esonero

A,B n xn. Se A & autovalore di AB allora ¢ autovalore di BA.

Infatti A autovalore di AB = esiste v # 0 tale che ABv = A\v = B(ABv) =
B(Av) = (BA)Bv = ABv, ovvero A & autovalore di BA con corrispondente
autovettore Bv. Quindi AB e BA hanno gli stessi autovalori e gli autovettori
di BA si ottengono moltiplicando quelli di AB per B

A n x n invertibile = ps(A*A) = us(A)%

Infatti,

p2(A*A)

[[A* All2[|(A*A)H[2 = p(A* A)p((A*A)7)
p(A*A)p(A~H(A*)~ )—p(A* )p((A)~1 AT
= p(AA)p((A71)A7Y = [JAPATH? = pa(A)?

( risultati utilizzati: A*A & hermitiana; M hermitiana = M 1 hermitiana;
MN ed NM hanno gli stessi autovalori, quindi p(MN) = p(NM); (M*)~! =
(M~1)%)

28 Aprile 2009

[0 Usando il Teorema di Schur scrivere un algoritmo alternativo per la
risoluzione di Ax =b, A n xn, bn x 1. Si suppone det(A) = determinante di
A diverso da zero. Qual’e 'inconveniente di tale algoritmo?

Risoluzione. Algoritmo:

(1) calcolare una matrice unitaria S tale che S~ AS =: U ¢ triangolare supe-
riore (essa esiste per il Teorema di Schur),

(2) risolvere i due sistemi lineari: Uy = S*b, S*x =y.

Inconveniente: l'operazione di cui al punto (1) non ¢ banale e comunque
non puo essere effettuata (in generale) con un numero finito di operazioni arit-
metiche. Sappiamo invece che, usando Gauss o una delle sue varianti, o Givens,
o Householder, & possibile introdurre un sistema lineare triangolare Ux = ¢
equivalente ad Ax = b facendo tot < 400 o0.a.. La U ottenuta con tali algoritmi
non ha gli autovalori di A, ma che importa !

Risolvere sistemi lineari con matrice dei coefficienti triangolare superiore

U n x n triangolare superiore non singolare, ovvero [U]; # 0, per ogni i, e
c vettore n x 1: Ux =c iff

U111 + U122 + ... FURKT, = C1
U22X2 + ... + U2pTp = C2

Un—1,n—1Tn—1 + Un—1,nTn = Cp—1
UnnTn = Cp



iff
Tn = Cn/unn
Tpn—1 = (Cn—l - un—l,nxn)/un—l,n—l

T3 = (C — U23T3... — U2nTn)/U22

ry = (61 — U12X2.... — Uln,xn)/un
iff peri=mn,...,1: z;, = (¢ — Zj:Hl’---,n u;;25)/ui;i. Costo = n(n +1)/2
moltiplicazioni-divisioni.

Risolvere sistemi lineari con matrice dei coefficienti generica, triangolariz-
zazione di una matrice

A matrice n x n non singolare, b vettore n x 1. Fy, k= 1,...,n—1, matrici
n X n non singolari tali che

Ax =b iff

o
*

EiAx = E1b, E A= o iff

o :
S ¥ ¥ % .

EQElAX = E2E1b, EQElA = iff
0 0 * --- =%
Jiff Bpoq - BoB1Ax = By -+ EoFh b, ovvero Ux = ¢, con

*
0 * * .-+
U:Enfl-'-EgElA: . 0 * -+ % s C:Enfl-'-EgElb.
o . . 0 =«
Definizione di Ey (passo k della triangolarizzazione)
Per k =1,...,n—1: Al termine del passo k — 1 ¢ stata prodotta la matrice
T V
Ek—l"'EQElA—|:0 W}’

T k—1x k — 1 triangolare superiore, W n —k+1xn—k+1 (per k=1 si ha
A=W).

Si vogliono annullare gli elementi (k+1, k), ..., (n, k) di tale matrice, ovvero
il secondo, ..., I'ultimo elemento della prima colonna di W:
I 0
Ey = 0 F | ITk—1xk—-1, Fn—k+1xn—k+1,
I 0 T V T V T \%4

Br(Eies - B E14) = [ 0 F ] [ 0 W } N [ 0 FW ] - [ 0 [Fw FY]
dove W = [w Y]. Se w, la prima colonna di W, ¢ gia’ della forma [* 0 --- 0]
allora porre F' = I, altrimenti scegliere F' come in Gauss semplice, Gauss con
pivot parziale, Givens, Householder per ottenere Fw = [x 0 --- 0]7T.

|



Costo = >, _; ,,_;[costo del prodotto matrice-matrice FY, F n —k+1 x
n—k+1,Y n—k+1xn—k]. Ad esempio, in Gauss costo(FY) = (n — k)?
moltiplicazioni = costo di Gauss = n?/3 + O(n?).

Un esempio di triangolarizzazione

Ey

Ey =

Es =

o O O

1
0
0

0

e L el

o = O

0

_FR OO0 ORrOoOOo oo

—Ro oo @HFOoOOo

o O O

—_

_= o o O

1
—1
A= —1
-1

B A=

, Eo B A =
 EyEyE A =

o = O

0

0
0
1

0

—

= DN

=N =

o9}

In questo esempio di triangolarizzazione di una matrice si osserva che Gauss con
pivot parziale coincide con Gauss semplice e che max |(FW);;| = 2 max |(W)],
cioe la disuguaglianza ottenuta prima ¢ ottimale. Nota: ||Al|p = V13 < ||U||Fr =

V/88.

Applicando Givens, per triangolarizzare A, si ottiene

EsEyFiA=U =

2
0
0
0

0O --- 0
1
0 ...0 1

1/2

V11/2
0

0

0
0

V2

0

-1
_1/\/ﬁ

0

V2/v11

(vedi pitt avanti). Nota: ||All2 = |U|2 < ||A|lr = ||U]||r = V13.
Vedremo che per triangolarizzare una matrice A n X n occorre calcolare dei
prodotti del tipo FW con F,W matrici j xj, j =mn,...,2. La prima riga di FW
coincide con [un,jJrl,n,jH ... un,jﬂ,n] essendo U n X n la matrice triangolare
finale. Gli elementi della prima colonna di F'W se si eccettua il primo sono tutti
nulli. Inoltre l'elemento (2,2) dell’ultima FW coincide con .
In Givens e Householder F' ¢ unitaria, quindi ||[FW|o = ||W]|2, ovvero gli
elementi di FW e W hanno lo stesso ordine di grandezza.
In Gauss F = GP,

P j x j di permutazione



= |[FW |2 < [|F|[2[[W]|2, dove
[Fll2 = [Gll2 = maxyx1 |xjo=1 [|GX[l2
|Gey|l> = \/1+mgl+...+m§1 >1 se G#1I,

V

ovvero gli elementi di F'W possono essere in media piu grandi di quelli di W
Nota: poiché my = —(Pw)i/(Pw)1, k = 2,...,j, dove w ¢ il vettore che

vogliamo trasformare in
*

0
Fw =

.0

(w=prima colonna di W), il numero /1 +m3, +...+ m?l ¢ minimo quando
P & scelta in modo che |(Pw)i| = maxy |(Pw)g|, ovvero in Gauss con pivot
parziale. In Gauss con pivot parziale si ha inoltre: max |(FW);;| < 2max |(W);;]
(provare a dimostrare questa disuguaglianza) da cui segue il risultato max |u;;| <
2"~ max |a;;|, ciot¢ gli elementi di U non possono essere pitt di 2"~! volte pilt
grandi di quelli di A.

1/V2 —1/\2 1 0 0 1 V2 —1/v/2 0 0
1/vV2 1/V2 -1 1 0 1| _|[ 0 1//2 0 V2
1 -1 -1 1 1 -1 -1 11
1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1 1
V2/V3 0 -1/V3 V2 —1/V2 0 0
0 1 0 0 1/vV/2 0 V2
1/vV3 0 V2/V3 -1 -1 11
1 -1 -1 -1 1
V3 0 -1/V3 -1/V3
o 12 0 V2
S0 —VB/V2 V2/VB V2/VB |
-1 ~1 -1 1
V3/2 0 0 —1/2 V3 0 -1/v3 -1/V3
0 1.0 0 0 1/V2 0 V2
0O 01 0 0 —V3/v2 Vv2/V3 \/—/\/_
/2 0 0 3/2 —1 -1 -1
2 1/2 0 ~1
o 1/V2 0 V2
S0 —VB/V2Z V2/VE V2/VB |
0 —v3/2 —2/V/3 1/V3
1 0 0 0 2 1/2 0 -1
0 1/2 —v3/2 0 0 1/V2 0 V2
0 v3/2 1/2 0 0 —v3/v2 V2/vV3 V2/V3
0 0 0 1 0 —v3/2 —2/vV3 1/V3
1/2 -1

2 0
0 V2 —/2/2 0
|0 0 (V2/V3)/2 2v2/V3 |’
0 —V3/2 —2/V3 1/V3

10



1 0 0 0 2 1/2 0 —1
0 2v2/V11 0 —v3/V1l 0 V2 —v2/2 0
0 0 1 0 0 0 (V2/V3)/2 2V2/V3
0 V3/ViI 0 2v2/Vil 0 —v3/2 -2/V3 1/V3
2 1/2 0 -1
_ 10 Vi1y2 0 —1/Vi1
S ]o0 0 (V2/V3)/2  2v2/V3 |7
0 0  —(vV22/Vv3)/2 2v2/V33
10 0 0 2 1/2 0 -1
0 1 0 0 0 V11/2 0 —1/V/11
00 (1/V3)/2 —(V11/V3)/2 0 0 (V2/V3)/2  2v2/V3
0 0 (VII/V3)/2  (1/V3)/2 0 0 —(v22/v3)/2 2v2/V33
2 1/2 0 -1
o viiz2 o -1/V11
0 0 V2 0
0 0 0 4v2/V11
O Mostrare che |lyw*|2 = |lyw*|lr = ||lyll2l|w|l2, y, w vettori n x 1, ricor-

dando che || M|z = /p(M*M) e |M||r = +/tr (M*M) (tr (A) = traccia di A
=D i)
Risoluzione.

Iy ™[5 = tr (yx"xy™) = x"x[tr (yy")] = x"x[y"y] = [x[3]yll3,

Ixy* (3 = plyx"xy*) = x"x[p(yy")] = x"x[y"y] = [x[3]y3

Nota: a entrambi i risultati si puo arrivare usando solo le definizioni di || - || e
I - ||z e la disuguaglianza di Schwartz:

[ywlz =~ max _ [lyw'x[lo = max _|wx[[[yllz=[lyll2 ~ max _|w"x].
x nx1 [|x]|2=1 x nx1 ||x]2=1 x nx1 [|x]|2=1

Studiamo I’argomento del max: se x = w/||w||z, allora |[w*x| = ||w||2; per ogni

x, invece, [wx| < [wla]x]2 = [[wls. Ne segue che maxy nr ot [wx| =

[[wl|2-

Esercizi, 1I Teorema di Gershgorin, matrici normali e Teorema di Schur

O A,B matrici n X n non singolari.
a p(AB) < p(A)u(B), p(M) = | M][|[M 1|

b AB e BA hanno gli stessi autovalori (sugg.: dimostrare che AB e BA sono
simili)

¢ p2(B*B) < uz(B)? (sugg.: usare a) e b))

O

, a€C.

— =
=
o OO
— =



a Trovare P 4 x 4 di permutazione tale che

PAPT =

* X K Kk
* X X Kk

O O O %
EOE CHEE

(Nota: righe di PA = permutazione delle righe di A; colonne di PAPT =
permutazione delle colonne di PA con la stessa legge)

b per quali valori di @ la matrice A ha un autovalore uguale a p(A) ?

O Datiy, w, z vettori nx 1 dimostrare che il prodotto matrice vettore (yw*)z
si puo calcolare con 2n moltiplicazioni

0 Mostrare che in generale non ¢ vera l'identita AB = BA, A,Bnxn

O Per A nxnlamisura [Alr = /32,y lai]* € una norma matriciale

che non ¢ indotta da nessuna norma vettoriale. Mostrare che ||A]2 < ||4||F.

[J Localizzare nel modo migliore possibile gli autovalori di

10 2 3
A=| -1 2 -1
0 1 3

Notal: A ha elementi reali = il polinomio caratteristico di A ha coefficienti
reali = se A & autovalore di A anche X & autovalore di A. Nota2: A e AT hanno
gli stessi autovalori

O IT Teorema di Gershgorin: Se m cerchi di Gershgorin di A n x n sono
disgiunti dai rimanenti n — m, allora m autovalori sono nell’unione di quegli m
cerchi e n — m nell’unione di quegli altri

2]

¢ diagonalizzabile con una trasformazione unitaria?

O La matrice

0 A n x n si dice “normale” se AA* = A*A, ovvero se commuta con la sua
trasposta coniugata.

(1) Se A & normale e triangolare allora A ¢ diagonale. (sugg.: fare il caso
n = 2. Per n generico far vedere che A n x n triangolare =

T

_ | 611 W
=1

con B n—1xn—1 triangolare, e che, se A & anche normale allora il
vettore w deve essere nullo e la matrice B deve essere normale.

(2) Sia A = QTQ* con @ unitaria, T triangolare. Allora A & normale se
e solo se T' & normale. Teorema di Schur: Data A n X n esiste ) uni-
taria tale che A = QT'Q* con T triangolare, ovvero ogni matrice si puo
trasformare in triangolare con una trasformazione per similitudine uni-
taria. Dimostrazione: omessa.
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(3) A n x n si pud diagonalizzare con una trasformazione per similitudine
unitaria se e solo se & normale (sugg. usare il teorema di Schur e i risultati

(1) e (2))

O
9 1 -2 1 -9 1 -2 0
0 8 1 1 1 8 0 1
A= -1 0 7 0|’ B= -2 0 7 0
1 0 0 1 0 1 0 2

i osservare che A ha almeno due autovalori reali

ii trovare un limite superiore di ps(B)

O Sia p un numero naturale. Se AP = 0, allora gli autovalori A di A sono
tutti nulli. Se AP = I, allora gli autovalori A di A devono risolvere ’equazione
algebrica zP — 1 =0

21 Aprile 2009

Come annullare tutti gli elementi di un vettore eccetto il primo
O Dato w vettore j x 1 trovare F' matrice j X j tale che (Fw), =0, k =
2,...,7, cioe:

w1 *

wo 0
W = . — Fw=

wj 0

Vediamo quattro matrici ' con questa proprieta:

(1) Metodo di Gauss: F' = GP dove P di permutazione tale che (Pw); #0 e

1 0 - 0
—(Pw)z/(Pw); 1 0 --- 0

G = : 0 :
: : 0

(2) Metodo di Gauss con pivot parziale: come (1), ma si richiede |(Pw);| =
maxg—1,... ; |(PW)g|. Con questa scelta di P gli elementi della matrice
G hanno tutti modulo minore o uguale a 1 = se z & un vettore affetto
da errore questo errore non ¢ amplificato nel calcolo di Gz = piu stabile
(meno accumulazione degli errori di arrotondamento) di Gauss

(3) Metodo di Givens (F' unitaria): F' = Q;---Q3Q2, Qr matrice j x j di
Givens.

a=w /w2 + w2, b=wy// W+ w?,
a b wi Vw? + w3

—b a w 0

Qow = 1 .2 = w3
w; :

]. J ’[,UJ
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a=/wi +wi//wi+wi +wi, b=ws/\/wi+wi+ i,

[ 8 (1) 8 \/m \/U}% + w% + w% i
0
b 0 a 0 0
QBQQw - ]_ w3 - Wy
I 1] o I w;

e cosi’ via...

(4) Metodo di Householder (F' unitaria): F' = matrice di Householder = I —
(2/u*u)uu*, u vettore j x 1 opportuno

O Utilizzando 1 metodi (1),(2),(3) trasformare i vettori
0 1/v2

w = 1/V3 |, w= 1/2

Va3 12

in un vettore del tipo
*

Fw= |0
0
Numero di condizionamento di una matrice
[0 Mostrare che le seguenti due matrici
1 1/2 1/3
{ 1}2 % ] Cl2 13 14
1/3 1/4 1/5
sono definite positive. Calcolare il loro numero di condizionamento

0O Usando l'identita 1/(i+j—1) = fol 2117 =2dx, mostrare che la matrice “di
Hilbert”

1 1/2 1/Tl
U I VC B VBT VICE Y = (1/(i+5—1))ijetn
I/n 1/(n+1) - 1/(2n—1)

¢ definita positiva. La matrice di Hilbert ha un numero di condizionamento che
cresce molto rapidamente con n

O Per A n x n non singolare sia u(A) = ||A||||A~}] il “numero di con-
dizionamento” di A. Dal risultato: Ax = b & A(x +dx) = b + db =
ldx|l/lI1x]| < p(A)||db]|/||b|l (valido se la norma matriciale ¢ indotta da quella
vettoriale), segue che p(A) misura la sensibilitda della soluzione di un sistema
lineare a una eventuale perturbazione del vettore dei termini noti. Ad esempio
la soluzione del sistema

we (s )2 18]




¢ molto sensibile a variazioni di b1, by perché u(A) ~ 10° e, quindi, una pertur-
bazione su b puo causare una grande perturbazione su x

O Valgono le seguenti affermazioni:
(1) pu(A) > max |A;|/ min|X;| > 1, \; autovalori di A

(2) Se A ¢ hermitiana e || - || & la norma spettrale (cio¢ la norma matriciale
indotta dalla norma vettoriale euclidea), allora u(A) = max |A;|/ min |\;]

(3) Se A & definita positiva e ||-|| & la norma spettrale, allora u(A) = max A;/ min A;

O Scrivere una limitazione superiore per u(A) essendo A la matrice tridiag-
onale

2+ h2p; -1
-1 24+ h%py —1
A= -1 )
. -1
-1 2+ h%p,
con p; reali positivi per ogni 4
O Il numero di condizionamento delle matrici
10 1 0 0
{ m 1 ]7 Imai1| <1, | mar 1 0 |, |ma| <1,
2 m31 0 1

e maggiore di 1.

0 Il numero di condizionamento di ogni matrice unitaria, misurato con la
norma spettrale, ¢ uguale a 1

Norme matriciali

O Data || - || norma vettoriale, per A n X n si pud usare come misura di A
il numero [[A| = sup, ,x1.0(l42|/|zl]). Questo numero soddisfa le seguenti
proprieta:
(1) Al =0

(2) 1Al =0if A=0

3) llaAll = la][|A]

@) A+ Bl < [lAl+ Bl
) [AB] < [AlllB]

(A, Bnxn,alxl)
Ogni numero che soddisfa tali proprieta ¢ detto “norma matriciale”

O Dimostrare che p(A) = max |\;|, A; autovalori di A nXxn, non & una norma
matriciale

O Per le norme matriciali “indotte” dalle norme vettoriali |- ||2, |||l1, || ||co, Si

dimostra che [|All2 = \/p(A*A), [|All1 = max; >, |ai;|, [[Allc = max; D |ai;].
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Se || - || & una norma matriciale indotta da una norma vettoriale ed I & la

matrice identica allora ||I|| = 1. Esempi di norme matriciali che non sono
indotte da norme vettoriali sono: [[Allp = />, ;|ai[* = \/tr (A*A) “norma
di Frobenius” e ||A|| = nmax; ; |a;;|, infatti se si misura la matrice identica con

tali norme si ottengono numeri maggiori di 1. Le norme matriciali, come quelle
vettoriali, sono equivalenti tra loro.

O La maggiorazione per il raggio spettrale (di una matrice) ottenuta in
precedenza si puo riscrivere come segue: p(A) < min{||Al|1, || 4|l }. Tale risul-
tato si pud generalizzare: per ogni norma matriciale || - || indotta da una norma
vettoriale si ha p(A4) < ||A||. In realta la limitazione p(A4) < ||A|| & vera per
ogni norma matriciale || - ||. Quindi, ogni cerchio del piano complesso del tipo
{z € C: |z| <||A]|} (di centro (0,0) e raggio ||A||) con | - || norma matriciale
qualsiasi deve contenere tutti gli autovalori di A

O Dimostrare che per A n X n il numero max; ; |a; ;| € una misura di A che
non ¢ una norma matriciale

0 Sia A n X n generica e @ n X n unitaria. Allora
1) @l =1

2) |QA[l2 = |AQ]|2 = [|All2

IQlF =vn

1QAllF = [|AQlIr = [|Allp

5) [All2,p = [[A"|l2,F

6) ([IAll2)* < |Afl1[IAllo

(

(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)

7) esiste A n x n tale che |All2 > || Al

Risoluzione. (5) ||Al3 = p(A* A) < | 4*Alls < | A% 3l|Alls = | Al]2 < [[4° .
Si dimostra allo stesso modo che ||A*||2 < ||All2.

(6) [|A]l3 = p(A*A) < [[A*Ally < [|A"[[1 Al = [|Allsc[|A]l1-

(7) Sia
A=ty

Allora [|Als = 11, | Al = 20, [|Al|2 > 1A%2l2 = 10\/2 = [| A, > | A]| -

llez]l2
Un altro esempio. Sia A = aee” + ﬂee;f, el =[11---1,0a>0,8>0=
Aej . .
1Al = na+ 8, [Alh = n(a+8), Al > 155l = Va(a + 8). Quindi, se
B8 > y/na allora || All2 > [| A co-
Nota: per (6), ogni volta che ||A|l2 > ||A||cc deve essere necessariamente
verificata la disuguaglianza || A|2 < || A||1-

O Calcolare il numero ju1(A) = ||A||1]]A71]]1 per

1900
L]

7 Aprile 2009, 4 Aprile 2009, 22 Marzo 2009, 15 Marzo 2009, 7 Marzo 2009
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7 aprile era perFra
4 Aprile 2009

O Sia A = uv*, con u, v vettori n x 1. Dimostrare:

(1) Vp(A*A) = |lull2[[v]

(2) max; 3 _; |ai;| = [Jullcol|v]|y

(3) max; >, |as;| = [[ul[1][v][e

(4) p(A) = [vru| < minflull2[|v[|2; [ull V], [l /VI1}
(5) Esistono u, v per cui [v*u| < ||ul|1||v]e < [Jull2||v]2

O Usando il I teorema di Gershgorin osservare che esiste un intervallo posi-
tivo della retta reale che contiene i due autovalori di

A= { —11/2 _11/2 }

(non calcolare gli autovalori). Essendo A anche hermitiana ne segue che A &
definita positiva.
O E’ possibile stabilire usando il I teorema di Gershgorin se
1 1/2
A= { 1/2 1/3 ]
¢ definita positiva? Dimostrare che A & definita positiva.

O Data
1 1/4 2 1

a2 2 0 1—-+2
- 0o 1/2 -3 0
-i/2 1/2 1 1+i

disegnare i seguenti insiemi, tutti contenenti gli autovalori di A:
(1) {z: |2] < min{max; }; |as;[, max; 3=, |ai;[}}
(2) Ui=1..nK;, K; cerchi di Gershgorin di A
(3) Ui=1..nH;, H; cerchi di Gershgorin di AT
(4) (Uiz1..nKi) N (Ui=1..nH;)
Si puo stabilire se A & non singolare senza calcolare il suo determinante?

O I T. di Gershgorin: Sia A n X n generica. Gli autovalori di A sono
nell'insieme U;—1. , K;, K; ={z: |z —ay| < Zj,jﬂ laij|}

O Rafforzare il I T.di Gershgorin usando 1’osservazione che A e A” hanno
gli stessi autovalori.

[ Localizzare gli autovalori della matrice

1 2 3
A=| -1 1/2 1
4 2 1
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[0 Dimostrare, senza calcolare gli autovalori, che la matrice
3 2
=[7 ]

ha autovalori reali

O Sia @ unitaria n x n. Dimostrare l'identita ||@x||2 = ||x||2, ovvero appli-
cando una matrice unitaria a un vettore la misura in norma euclidea del vettore

non cambia.

O Siaw n x 1. Se F' n x n unitaria ¢ tale che

a
0
Fw = . ,
0
cioe (Fw); =0,4i=2...n, allora |a| = ||w]|2.

O Dare una maggiorazione per p(A) essendo

1 2 3
A=| -1 1/2 1
4 2 1

O Scrivere I'inversa della matrice A n x n

ai;=1,i=1...n, aj;41 = -1, i=1...n—1, ap1 = a, a;; = 0 altrimenti.

)

O Sia A = A* n x n. Allora le seguenti affermazioni sono equivalenti:
(1) z*Az > 0 per ogni vettore z non nullo
(2) gli autovalori di A sono positivi

(3) le sottomatrici di A

aip - Qg
gl v Qkk
hanno determinante positivo per k =1,...,n.

(A tale che A = A* e vale (1) si dice definita positiva).
Vedremo che in certi casi e possibile dire che gli autovalori sono positivi senza
calcolarli e questo, per la (2), ¢ sufficiente per stabilire che A ¢ definita positiva

O (PER ME) Sia A la matrice 2 x 2

c a
=lad]

a numero complesso, b, ¢ reali. Si osserva che A & hermitiana.
1) Condizione necessaria affinché A sia definita positiva & che b e ¢ siano

positivi.
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2) Condizione necessaria e sufficiente affinché A sia definita positiva & che
c>0,b/c>0,+/b/c—|a/c| >0 ovvero che ¢ > 0 & bc — |a]? > 0.
Suggerimento: applicare il risultato ottenuto nell’esercizio precedente

Risoluzione

e oa _ | 1 afe
A_[E b],b,cER, A—c{a/c b/c}

definita positiva iff

c>0 & [ai/c Z;ﬂ p.d.

iff c>0,b/c>0,+/b/c—lajc|>0iff c>0& bc—|a|> >0
O (PER ME) Sia A la matrice 2 x 2

a numero complesso, b reale. Si osserva che A € hermitiana
1) Condizione necessaria affinché A sia definita positiva & che b sia positivo.
2) Condizione necessaria e sufficiente affinché A sia definita positiva € che b
sia positivo & v/b — |a| > 0 o, equivalentemente, che b — |a|? sia positivo.
Trovare una formula per z*Az che consenta di dedurre tale affermazione
senza calcolare esplicitamente gli autovalori.

Risoluzione
a, b numeri complessi =
* Az = 2 b 2 — —
72" Az = |z1]° + b|22|* + z1Z2a + Z1220.
b reale positivo =

a a .
z"Az = (1 — |—\/[|_))(|zl|2 + b|z2)?) + |7|5|21 + Vbelare(@ 2,

Ne segue che A & definita positiva se e solo se b > 0 & Vb — |a| > 0 se e solo se

b—la®>>0
1 a
SR

a numero complesso, & definita positiva se e solo se 1 — |a| > 0 (o, equivalente-
mente, se e solo se 1 — |a|? > 0). Trovare una formula per z* Az che consenta di
dedurre (senza calcolare esplicitamente gli autovalori) tale affermazione. Sugger-
imento: studiare i casi a reale negativo (vedi @ = —1/2 del precedente esercizio),
poi a reale positivo e infine a generico.

O La matrice

Risoluzione
z" Az = |zl|2 + |,22|2 + z1Z2a + 29Z10.

a reale positivo: z*Az = (1 — a)(|21|? + |22]?) + a|z1 + 22]%,

a reale negativo: z* Az = (14 a)(|z1]* + |22]?) — a|z1 — 22/,

19



a generico: z* Az = (1 — |a|)(|z1|? + |22]?) + |al|21 + e'278(2) 2|2
Ne segue che A ¢ definita positiva se e solo se 1 — |a| > 0.
[J Dimostrare, senza calcolare gli autovalori, che la matrice

A= { —11/2 _11/2 }

¢ definita positiva.
Risoluzione: 1) A ¢ reale simmetrica, quindi ¢ hermitiana. 2) Inoltre,

2 Az = [2—15][_11/2 _11/2}[2%[71—1/25—1/22—1“—2][2}

= |al® —1/2217 — 1/2Z120 + | 22|* = 1/2(|21* + |22)*) + 1/2(21 — 22)(Z1 — Z2)
1/2(|z1% + [22]?) + 1/2|z1 — 22| >=1/2(|z1]* + [ 22]?).

Ne segue che z* Az > 0 per ogni vettore z = [21 z2]7 non nullo.

Norme vettoriali:

O a scalare (1 x 1), |a] = modulo di a = misura della distanza tra i punti

(0,0) e (R(a), 3(a)) = /R(a)? + I(a)?,

Oznxl, |z =zl = (3,]2*)!/? = misura “euclidea” di z. Proprieta:
(1) |lz]| = 0 per ogni z
(2) |lz]|=0ifz=0
(3) |laz|| = |al||z||, per ogni a scalare e z
(4)

4) [lz+ w| < |lz]| + [[wl]|, per ogni z, w

Ogni misura che soddisfa tali proprieta e detta “norma vettoriale”.

Ad esempio sono norme vettoriali anche ||z = |lz]1 = Y, |z e |z =
|z|| o = max; |z;| (verificarlo).

Per ogni z n x 1 non nullo il vettore y = z/||z|| ha norma uguale a 1, infatti,
per la terza proprieta delle norme vettoriali, ||z/||z]/|| = (1/||z])||z] = 1.
Esempi:

1
zZ = = ||z|l2 = —=, ||z|]1 =1, ||Z||lcc =1/2
Va | = = s ek =1, el =1

sy =a/lale=| Voo | y=alah = | 13 ] v =aslale = | |

E’ semplice far vedere che, per ogni vettore z n x 1, (1/n)]|z]l1 < ||2]|co < ||2]|1-

Pil in generale comunque prese due norme vettoriali ||-||4 e ||+ ||» queste sono
equivalenti, cioeé esistono c¢; e co costanti positive per cui ¢1]|z||s < [|2]|la < c2lz]s
per ogni z. Ne segue che, se un vettore ha misura grande (piccola) in una norma
allora ha misura grande (piccola) in ogni altra norma. Inoltre, se per una certa
norma || - ||p si ha che ||zx — z||p — O (per k che tende a infinito) allora sara
anche vero che ||z — z|| — 0 in ogni norma vettoriale || - ||.

Due limitazioni superiori per il raggio spettrale:
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Anx =p(A) < iils A) < ij
v o) <o 3ol o) < S

Dim: Av = Av = 3 a;v; = Av; per ogni @ = |Allvi| < 37 ai;llv;] <
[Vlloo 22, laij| per ogni i = esiste k tale che |A| < >7. |ak;| < max; > |ail.
La seconda disuguaglianza si ottiene applicando la prima ad AT ed osservando
che p(A) = p(AT) (gli autovalori di AT coincidono con quelli di A).

Teoria(metododellepotenze) [per il calcolo dell’autovalore in modulo domi-
nante di una matrice e del corrispondente autovettore]:

A n x n diagonalizzabile, ovvero Av; = \;jv;, i = 1,...,n, con vy,...,V,
linearmente indipendenti. |A1]| > |A;| per ogni j # 1, ovvero ¢’e un solo autoval-
ore il cui modulo & uguale al raggio spettrale di A e tale autovalore & semplice
(ciot & radice semplice del polinomio caratteristico di A). x n x 1 tale che a; in
X = ai1vy + asve + ... + apv, € diverso da zero. In queste ipotesi si ha, per k
che tende a infinito,

o (1/XM)AFx — ayvy, quindi (e71)FAFx/||AFx| — ayvi/|laivi]| dove a &
I'argomento di Ay (A1 = |Aq|el).

e per ogni v, vivy # 0, vIAFIx/vT AFx — Ay (nota: vivy # 0 =
vT Akx # 0 per k grande).

Ne segue che le successioni {zj}, {yx} generate dall’algoritmo:

y-1=x
Per k=0,1...
z, = yi—1/|ye-1ll, yr = Az, (NOTA : z;, = AFx/|| AFx]))
soddisfano le proprietas:
(1) (e7' )z — arvi/[larva |
(2) vTyrp/vTzr — A\ (vIvi # 0 = vz, # 0 per k grande)

Dim della NOTA. Per induzione:

Y-1 X
Z) = — = —,
ly—1l ]l
Yk Az, AAkx Ak+1x y
Zi+1 = = = _ . ok!
Iyl [[Azi]l — [[AARx]] — [[AR+1x]]
Dim di (1) e (2). Usare la NOTA. Ad esempio, per (2):
VTyk B vTAzk VTAk+1X/||Akx|| B v Ak+1x

vlz,  vlz,  vTAkx/||AFx||  vTAkx

Esercizi:

[0 Sia A la matrice

e
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Scrivere un algoritmo per il calcolo dell’autovalore di modulo massimo e del
corrispondente autovettore (usare il metodo delle potenze con ||z|| = ", |z])
Risoluzione: A & diagonalizzabile e |[\1| > [Xo|: A=V DV 1L,

(12 0 111
D__o 3/2]"/_%[1 —1]
(Nota: V = V* = V1), In altri termini Avy = \vy, Avy = Aavg, vy =

[ _11 }, A =3/2,ve = i , A2 = 1/2 e vq, va sono linearmente indipendenti.

Sia x il vettore [ (1) ] . a1 in X = a1vy + agvy e diverso da zero, infatti

(1] _1]1 e

0] 2|1 2| -1 |

Quindi, se y_1 = x e per k = 0,1,... si definisce la coppia di vettori z =

Vi—1/llyr-1ll, yx = Az, (nota: z, = A¥x/||A*x||) allora, per k che tende a
infinito,

1/2
zi, — a1vi/||avi|| = [ _1//2 ] ,VTyk/VTZk — A1 =3/2 Vv, vTvy #0

(nota: vI'vy # 0 = vTz # 0 per k grande).

[J Eseguiamo i primi passi con v = [ (1) } (v= [ } } non ok perché vI'v, =
0)
Zo = (1)}7 Yo = [ _11/2], vlyo/vTizg =1
= —21/?3 Y= _51{/66 } » VIyi/viz =5/4
B O I RS

O Ripetere l'esercizio precedente per le matrici
1 -1/2 1 1
—4 1 ' 4 -2 |

O Sia A nxn definita positivae A;, j = 1,...,n, isuoi autovalori. Nell'ipotesi
A > Ao > ... > A1 > A\, proporre un algoritmo per il calcolo del numero
max \;/ min\;

O Sia A n x n hermitiana invertibile e A;, 7 = 1,...,n, i suoi autovalori.
Proporre un algoritmo per il calcolo del numero max |A;|/ min |A;]|

O (PER ME) Sia A n x n hermitiana e A1, A2, ..., A, 1 suoi autovalori dove
A1 si suppone diverso da 0. Sia y; m X 1 non nullo tale che Ay; = A\y; e
W = A— (M/yiy1)y1y;. Allora W & hermitiana e i suoi autovalori sono
0, A2, ..., An. Dedurre da questo risultato un algoritmo per il calcolo di tutti gli
autovalori di A
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O (PER ME) Sia A n x n e A\, \a,..., A, 1 suoi autovalori dove A\ si
suppone diverso da 0. Sia y; n X 1 non nullo tale che Ay; = My e W =
A— (A /w*y1)y1w™ con w n x 1 tale che w*y; # 0. Allora gli autovalori di W
sono, per ogni scelta di w, 0, Ag, ..., Ay.

ESEMPIO. Se w* = el A = riga i di A con i tale che (y;); # 0, allora
w*y1 = Ai(y1): # 0, quindi gli autovalori di W = A — (1/(y1):)y1el A sono
0, A2, ..., A,. Notare che per tale scelta di w, la riga ¢ di W e nulla, cioe

Wit Wi Wia
W = 0..0 0 0..0

W31 Wiz Wis
con Wip it —1xi—1, Wioi—1x1, Wian—ix1, Wss n—1xn—1i. Nesegue
che Aa,..., A\, sono gli autovalori della matrice n — 1 xn —1

Wir Wis

Wi Wiz |°

FINE ESEMPIO

Si verifica inoltre che Wy, = 0, cio¢ y; (autovettore di A relativo a A1) ¢
autovettore di W relativo a 0. Se poi y; son tali che Ay; = \jy;, i = 2,...,n,
allora per gli 7 tali che \; # 0, A1, posto w; = y; — (A1 /) (W y:/w*y1)y1 si
ha Ww; = \;w;. Pero, se A ¢ singolare ci sono valori di ¢ in 2,...,n per cui
Ai = 0. In questo caso Ay; = 0 = Ww; =0 con w; = ? ... Inoltre, A\; puo
essere radice multipla del polinomio caratteristico di A, cioe ci possono essere
valori di 4 in 2,...,n tali che A; = A;. In questo caso Ay; = \y; i # 1 =
Ww; = A\iw; conw; =7 ...

Teoria(matrici stocastiche):

Se A n xn & stocastica per colonne, cioé se a;; > 0 per ogni¢,j e > a;; =1
per ogni j, allora:

(1) 1 & autovalore di A, cioé esiste z non nullo tale che Az = z (ma ¢ banale
calcolarlo solo se A & anche stocastica per righe)

(2) p(A) =1, cioe 1 > |A| per ogni autovalore A di A

(3) per ogni vettore x n X 1 con tutte le componenti non negative e di somma
uguale a 1 si ha che Ax >0 & )" (Ax); =1

(4) Teoria(metododellepotenzematricistocastiche):

se A, inoltre, & diagonalizzabile,

se Ay = 1> |\;| per ogni j # 1,

se x ¢ tale che a1 in x =a1vy + ...+ a,v, ¢ diverso da 0,
se || - | & la norma ||z|| = >, |2, e

se il vettore iniziale x & scelto tale che x; > 0 & ). x; = [|x|| =1,
ALLORA la successione {zj} generata dall’algoritmo:
70 =X, 2Zpy1=Azg, k=0,1...

soddisfa le proprieta:

23



-z, = AFx >0 e ||zx]| = 1 per ogni k = 0,1,... e, per k che tende a

infinito, zx — a1vi/||lavi|| =2, Az=12,2 > 0, ||z| = 1,
-elzp/efzy=1/1—1(eT=[11...1]).
Esercizi:
[ Sia
12 0 1/3
A=| 0 1/2 2/3
1/2 1/2 0

Osservare che per zg = x = [1/3 1/3 1/3]7 si ottiene

5/18 3/12
z1=Azg= | T/18 |, zo=Azy = | 5/12 |, ...
1/3 4/12

quindi, effettivamente z; sta convergendo al vettore z tale che Az = z, cioe
z=12/94/9 3/9]T.

Verificare che tutte le ipotesi della teoria sulla convergenza sono soddisfatte
(gli autovalori di A sono: 1,1/2,-1/2...)

O Ripetere ’esercizio precedente per

1/6 1/2 1/3
A=|1/6 1/4 1/3
2/3 1/4 1/3

Teoria(Google)

[In un modello per la ricerca di documenti nel web ¢ determinante una cor-
retta valutazione delle importanze delle sue pagine. Per eseguirla ¢ sufficiente
calcolare I’autovettore relativo all’autovalore dominante di una matrice, solo che
questa matrice & n X n con n = numero delle pagine del web(...)]:

e G=1{1,2,...,n} le pagine del web
e p; = importanza della pagina
e deg(j) = numero delle pagine puntate da j

Di=>. iji P / deg(j) (p; & proporzionale alle importanze delle pagine che
la puntano e inversamente proporzionale al numero delle pagine puntate da
queste).

a;; = 1/deg(j) se j — 14, a;; = 0 altrimenti = p; = ijlmn ai;jp;, cioe, in
forma vettoriale, p = Ap. Quindi, per determinare il vettore p = [p1 pa...pn]T
delle importanze delle pagine web ¢ sufficiente trovare 'autovettore di A relativo
all’autovalore 1.

Se A fosse stocastica per colonne e soddisfacesse le ipotesi in Teoria(metododellepotenzematricistocastiche),
P si potrebbe calcolare con il metodo delle potenze. Questo in generale non &
vero (ad esempio, & semplice vedere che > . a;; = 1 se deg(j) >0e ) .a;; =0
altrimenti, cioe se vi sono pagine j che non puntano a nulla A non € nemmeno
stocastica per colonne). Quindi A va sostituita con una matrice A’ che soddisfa
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le proprieta dette, con il metodo delle potenze si calcola p’ tale che p’ = A'p’ e
si usa p’ come vettore delle importanze (.. .)

22 Marzo 2009

[ e; vettore n x 1 con elementi tutti nulli eccetto il primo che & uguale a 1,
y vettore n x 1 con prima componente nulla. Allora (I +ye?)~! =1 —yel

O Scrivere l'inversa delle matrici

1 000 0
1/3 1.0 0 0 300
1 010 0], 1 30
—2 0 0 1 0 1/2 0 3
1/2 0 0 0 1

O Il prodotto di due matrici 7', U triangolari superiori (inferiori) & triangolare
superiore (inferiore). Una matrice T triangolare & invertibile se e solo se i suoi
elementi diagonali sono tutti non nulli. L’inversa di una matrice T' triangolare
superiore (inferiore) invertibile ¢ triangolare superiore (inferiore). Inoltre gli
elementi diagonali di 7~! sono gli inversi degli elementi diagonali di 7. (T, U
matrici n X n)

[0 Trovare i valori di a numero complesso per cui la matrice A 2 x 2
b
a —a
€ unitaria
O A hermitiana iff esiste Q tale che Q7 1AQ = D, Q* = @', D diagonale

reale (dimostrare almeno una delle due implicazioni)

O Dimostrare che le matrici A

ERIERIERER AT

sono diagonalizzabili, cioe esiste S non singolare tale che S™'AS = D, D diag-
onale. Dire quali tra di esse ¢ diagonalizzabile tramite trasformazione unitaria,
cioe esiste S, S” = S, per cui S™'AS = D, con D diagonale. Dire quali di
esse hanno autovalori tutti reali.

O Mostrare che le matrici

010

Az[g (1)}, B=|0 01
0 0 0

non sono diagonalizzabili. Calcolare A*, B* k = 1,2,... Dimostrare che ogni

matrice A n x n hermitiana che abbia tutti gli autovalori nulli deve essere la

matrice nulla.

O Descrivere i seguenti insiemi di numeri complessi z: Z; = {z: |z—1]| = 1},
L={z: |z+1|=3}Tz={2: |z=1>1}, Ty ={2: |z + 1] <3}, I3ULs,
I3 Za, T N 22, T2 UZs, 04, 1.
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0 Se A =1+ yw* ¢ unitaria allora w = ay con a complesso

O I valori di b numero complesso per cui la matrice A = I + byy™ € unitaria
sono b = —2cos(a)e’®/y*y, a reale. Per a = 0 (oppure a = 7) si ottengono, in
particolare, le matrici di Householder

O Usando la formula (I +yw*)™! =T — (1/(w*y + 1))yw*, trovare una
formula per (A +yw*)™!, A n x n non singolare (Sherman-Morrison). Sugger-
imento: (A+yw*)™! = (Al + A~ tyw*))~!

0 Se S™'MS = diag(a,b,0...0), S* = S~ allora esistono y, w tali che
M =yy* +ww*.

O (PER ME) Ax = b, A hermitiana con autovalori qualsiasi, Sistema equiv-
alente: Rx = ¢, R hermitiana con autovalori tutti uguali a 1 eccetto due, 1+«
e 14+ b = R — I hermitiana con autovalori tutti nulli eccetto due, a e b =
R-I=yy"+ww* ...

[ Siano y, w vettori indipendenti.
(yy* +ww*)(ay + bw) = c(ay + bw),
con a, b non entrambi nulli, se e solo se

aly"y —¢) +b(y"w) =0,
a(w*y) +b(w*w —¢) =0,

con a, b non entrambi nulli, se e solo se il determinante della matrice 2 x 2

RS AN (calc)

¢ zero. In altre parole, i due autovalori significativi di yy* + ww* (cioe quelli
non nulli) sono i due autovalori della matrice

y'y y'w
w'y w'w

e ciot cp = L(y*'y + w'w £ /(y*y — w*w)? + 4]y*w[?). Poiché y e w sono
indipendenti, si ha |y*w| < |ly||||w|| (Nota: (y*y)(w = ly*w|? iff w =
ay,infatti y*[w — (y*w/y*y)y] = 0, w*[...] = 0 = [...] = 0). Ne segue che

0<c- <y
Agli autovalori ¢ e c_ corrispondono, rispettivamente, gli autovettori v =
ary +bywev_ =a_y+b_w con ay,by soluzioni di eq(cy).

(yy* + ww*)z = 0y + Ow = 0 se y*z = w*z = 0. Quindi 0 ¢ autovalore di
yy* + ww* e i corrispondenti autovettori sono i z # 0 per cui y*z = w*z = 0.
Calcoliamoli. Poiché y e w sono indipendenti, esiste i < j tale che y;w; —y;w; #
0. Quindi gli autovettori corrispondenti all’autovalore 0 sono i z # 0 tali che

3)-(2 8] Eo

Zj w; Wy - Zk;ﬁi,j W2k
Tra di essi se ne possono trovare n — 2 linearmente indipendenti, vy, ..., V,_s.
Riassumendo
(yy" + ww) Vi V- |vi] ... [Vas]
= [vi|v_|vi] ... |Vh—2]diag(ct,c_,0,...,0)
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(Nota: y*w =0 = (yy* + ww*)w = (w'w)w e (yy" + ww")y = (y*y)y.)
O (PER ME) Siano y, w, z vettori indipendenti.
(yy* + ww* + zz*)(ay + bw + cz) = d(ay + bw + cz),
con a, b, c non tutti nulli, se e solo se
a(ly*y —d) + b(y*w) + c(y*z) =0
a(w*y) + b(w*w — d) + c¢(w*z) =0
a(z*y) + b(z*w) + c¢(z*z — d) = 0,

con a, b, c non tutti nulli, se e solo se il determinante della matrice 3 x 3

y'y—d y'w y'z
w'y w'w—d w'z
z'y z'wW z'z —d

e zero. In altre parole, i tre autovalori significativi di yy* + ww™ + zz* (cioe
quelli non nulli) sono i tre autovalori della matrice

* * *
Yy yw yz
w'y w'w w'z
z'y z'w z*z

(Nota: quest’ultima matrice ha 0 come autovalore se e solo se ... y, w, z linear-
mente dipendenti ?)

O (PER ME) Siano y,w vettori indipendenti e u, v vettori indipendenti.
(yu* + wv*)(ay + bw) = c¢(ay + bw), con a,b non entrambi nulli, se e solo
se
a(u*y — ¢) + b(u*w) =0,
a(v*y) 4+ b(v*w —¢) =0,

con a, b non entrambi nulli, se e solo se il determinante della matrice 2 x 2

u'y —c¢ u'w
vy viw — ¢

e zero. In altre parole, i due autovalori significativi di yu* + wv* (cio¢ quelli
non nulli) sono i due autovalori della matrice

u'y u'w
vy v'w

(Nota: quest’ultima matrice ha 0 come autovalore se e solo se (u*y)(v*w) =
(ww)(v'y) = vi(w - 1=y) = 0, u*(w — $=7y) = 0 = piano u, v ortogonale
a piano y,w ... 0 autovalore = yu* + wv* ha rango 1 7 Nota sul viceversa: y

e w (u e v) dipendenti = 0 ¢ autovalore.)

O yu* + wv* ¢ uguale a xz* se e solo se w e y (0 v e u) sono linearmente
dipendenti. E’ vera tale affermazione ?

15 Marzo 2009

O A n x n di dice “definita positiva” se soddisfa le due proprieta:
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(1) A= A* (A & hermitiana)
(2) z*Az > 0, per ogni vettore n x 1 z non nullo

(Nota: (1) = z*Az = z*Az, ciot z*Az reale = ha senso richiedere una
condizione sul segno di z*Az)

O Trovare una condizione su B n X n per cui A = B*B (oppure A = BB*)
sia definita positiva

O Se A soddisfa (1) allora valgono le seguenti due implicazioni:

(2) = autovalori di A positivi (Dim: A = v*Av/v*v, con v autovettore
relativo all’autovalore A di A),

autovalori di A positivi = (2) (Dim: omessa).

In altre parole, se A € hermitiana, per verificare se A soddisfa la condizione
(2) & necessario e sufficiente verificare che il segno degli autovalori di A sia
positivo

0O Dimostrare che A = I 4+ yy* & definita positiva ed osservare che A~! =
I-(1/(y*y+1))yy*. Sotto quali condizioni su b reale la matrice A = I +byy™* &
definita positiva? Scrivere I'inversa della matrice 31 4+ yy*. Risolvere il sistema

4 -1 —i 2 Ty 1
-1 4 i -2 2 | |1
i i 4 2 zg | |1
2 =2 =2i 7 T4 1

O Dimostrare che A = I + yw* & non singolare se w*y # —1 ed osservare
che A=t =1 — (1/(w*y + 1))yw*. Sotto quali condizioni su b reale la matrice
A = I+byw* e definita positiva? Scrivere, quando esiste, I'inversa della matrice
3I + yw*. Risolvere il sistema

4 —2 1 -1 x1 1
-1 5 -1 1 2 | |1
i =21 i+3 —wi z3 | |1
2 —4 2 1 Ty 1

O Siano M n x n hermitiana e b reale. Mostrare che esistono sempre valori
di a reale per cui A = al + bM & definita positiva

O Calcolare autovalori, determinante e inversa della matrice A n X n, con
ai; = 2, per ogni ¢, e a;; = 1 se i ¢ diverso da j.

0 Q n x n si dice unitaria se Q* = Q= (ovvero, se per calcolarne I'inversa
basta farne la trasposta coniugata) o, equivalentemente, se Q*Q = T

O Se @ ¢ unitaria allora gli autovalori di ¢ hanno modulo 1

O Gli autovalori della “matrice di Givens”

A:{ “ b},a,beR, A2+ =1
—b a

sono a — ib e a + ib. Le matrici di Givens hanno determinante 1
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O La matrice A = I 4 byy*, b reale, & unitaria se b = —2/y*y. In tal
caso 1 suoi autovalori sono 1 (n — 1 volte) e —1. Le “matrici di Householder”
A=1-(2/y*y)yy" hanno determinante —1.

O Q@ n x n si dice “matrice di permutazione” se Q = [e;, €;, ... €;,] dove
{i1,42,...,in} & una permutazione di {1,2,...,n} e e; ¢ il vettore con compo-
nenti tutte nulle eccetto la j-esima che & uguale a 1. Osservare che le matrici di
permutazione sono matrici unitarie (cioe Q*Q = I) e che il loro determinante
deve essere uguale a 1 oppure a —1

Esercizi di base

- Se Am xn, Bnxk allora (AB)* = B*A*

- Se A, B sono matrici n x n allora (AB)~! = B~tA~!

- a numero complesso, A matrice n x n = (aA)™! =a"1A!

- se X\ ¢ autovalore di M n x n allora ag + a1\ + . .. + ap\F & autovalore di
A=agl + oy M + ...+ apM* (a; numeri complessi)

- det(A) = det(AT), det(A) = det(A), det(A*) = det(A)
- se \ ¢ autovalore di A allora )\ & autovalore di AT
- se \ ¢ autovalore di A allora X & autovalore di A e, quindi, di A*

7 Marzo 2009

O Dato y, vettore colonna n x 1, trasposto di y: y7 = [y1 y2 ... ¥nl,
trasposto coniugato diy: y* = [71 72 ... Un)

71 = R(y1) +1S(y1) = R(y1) —iS(y1), -+ )

O Sia p(x) il raggio spettrale di *. Siano A, B matrici n X n, a scalare. Quali
delle seguenti proprieta sono vere?

Risoluzione
Laproprieta (4) ¢ falsa, infatti

a=[o o] o= 0 0] ererat o1 o4 = L pa)olB) = 2

(A + B is real unitary). Thus, if |a| < 1/2 then p(A + B) > p(A4) + p(B).
In the complex field:

0 0
A= { 8 g ] , B= { 3z } ,a,b€C, |a*+b)> =1, p(A+B) =1, p(A)+p(B) = 2|a|
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(A + B is unitary). Thus, if |a] < 1/2 then p(A + B) > p(A) + p(B).
La proprieta (5) ¢ falsa, infatti

[s 8] -]
1]

o[2 3] o]

O Discutere se, per ogni A, B n xn, (1) AB = BA (2) autovalori di AB
coincidono con quelli di BA, quindi p(AB) = p(BA)

X (1’] p(AB) =0 < p(A)p(B) = 1-1 =1,

. otam) = pt2) =2p) = 22 = 4 = p()p(B),
1

1

] p(AB)=2>p(A)p(B)=1-1=1.

O Supponendo y, w indipendenti, scrivere I'insieme dei z per cui y*z =0 &
w*z =0

O Discutere 'affermazione: |y*w| = ||y|/||w| iff w = ay
O Siano y, w vettori n x 1 indipendenti. Calcolare esplicitamente
1) determinante, traccia, autovalori e autovettori di yy*

idem di yw*

(

(2)

(3) idem di yy* + ww*
(4) idem di I + yw*
()

inversa di A =1+ yw™* (cercarla del tipo I + ayw™*)

Risoluzione

(1): (yy")y =y(y*y) = (y*y)y = y*y ¢ autovalore di yy™* con corrispon-
dente autovettore y.

(yy*)z =0y = 0 se y*z = 0. Quindi 0 ¢ autovalore di yy™* e i corrispondenti
autovettori sono i z # 0 per cui y*z = 0. Calcoliamoli. Poichéy # 0, esiste i t.c.
y; # 0. Quindi gli autovettori corrispondenti all’autovalore 0 sono i z # 0 tali
che z; = (— Zk# Urzk)/Ti. Tra di essi se ne possono trovare n — 1 linearmente
indipendenti, vy, ..., v,,—1. Riassumendo

yY [ylvil. . [va-1] = [y[vi] ... [vn-1] diag (y"y,0,...,0).

In particolare si ha: p(yy*) =y*y

(2): (yw")y = y(w'y) = (w*y)y = w*y & autovalore di yw* con cor-
rispondente autovettore y. w*y in generale non e reale.

(yw*)z = 0y = 0 se w*z = 0. Quindi 0 & autovalore di yw* e i corrispon-
denti autovettori sono i z # 0 per cui w*z = 0. Calcoliamoli. Poiché w # 0,
esiste ¢ t.c. w; # 0. Quindi gli autovettori corrispondenti all’autovalore 0 sono
iz # 0 tali che z; = (— Zk# Wi zk)/W;. Tra di essi se ne possono trovare n — 1
linearmente indipendenti, vy, ..., v,_1. Riassumendo

yWilylvil. .. [vna] = [ylval. .. [va] diag (w"y, 0,...., 0).

In particolare si ha: p(yw*) = |w*y]|
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Nota: plyw?) = |w'y| < [lyw"ll = [lyll2[wl2, mentre plyy™) = y*y
lyyllz = lIyllz-

(3) (vedi piu avanti).

O Studiare 'andamento del numero p(A)p(A~1), A =1+ yw*

O Scrivere le matrici

1 -1 2 -3

2 1 2 -2 4 -6
{1 1/2}’ i —i -2 -3i
4 -4 8 12

nella forma yy* o yw™, e calcolare il loro raggio spettrale

O Calcolare p(A) dove A ¢ la matrice 4 x 4

1 -2 5 -1

-2 4 10 2
5 10 25 =5
-1 2 -5 1

O Calcolare gli autovalori A della matrice 2 x 2

Rl

con a, b reali. Determinare una CNES affinché |\| =1

Risoluzione
Gli autovalori sono a — ilb| e a + i|b|, e il loro modulo & va? 4 b2. Quindi,
|A| =1 se e solo se a? + b? = 1.
Gli autovalori di
a b
A:[ - _], a,beC,
-b @
sono R(a) +1iy/S(a)? + |b|2, e il loro modulo vale y/|a|? + [b|2. Quindi, |A| =1

se e solo se |a]? + |b]? = 1.

O Per A n x n sia A* la matrice [A*];; = [A]ji- A n x n si dice hermitiana,
se a;j = aj; Vi,j (ovvero se A = A*).

O yw™ e hermitiana se e solo se w = ay, a reale

O A n X n con elementi non negativi tale che Zj a;; = 1 per ogni 7 si dice
stocastica per righe. Se A & stocastica per righe allora

1) 1 & autovalore di A con autovettore [1 1 ... 1]T

p(A) =

(1)
(2)
(3) AF & stocastica per righe (per induzione su k)
(4)

4 Zk 0 yrAF & stocastica per righe, se yr > 0 per ogni k e dryk=1
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Esercizi di base

- Ad autovalori distinti corrispondono autovettori indipendenti

- Gli autovalori di aA si ottengono moltiplicando gli autovalori di A per a

- Gli autovalori di A* si ottengono facendo le potenze k degli autovalori di
A

- Gli autovalori di A~! si ottengono invertendo quelli di A

-Se B=S"1AS allora A e B hanno gli stessi autovalori

- Se T e triangolare gli autovalori di T sono i suoi elementi diagonali

-Se S7'AS = T con T triangolare allora gli autovalori di A sono gli elementi
diagonali di T'

-Se S™'AS = D con D diagonale allora gli autovalori di A sono gli elementi
diagonali di D e i corrispondenti autovettori sono le colonne di S (e A si dice
diagonalizzabile)

- Esiste sempre S, S* = S~!, per cui ST'AS = T con T triangolare. Esiste
S, 5* =S8~ per cui STTAS = D se e solo se AA* = A*A (ovvero A & normale)

- A = A* = autovalori di A reali

- Autovalori di A reali & A normale = A = A*

Inizio:

y vettore colonna n X 1,

yT = [y1 ... yn] trasposto di y,

y* =[y1 ... Un] trasposto coniugato di y
Esempio

T B e AR RS
y*y =Y, |yi|* & un numero reale non negativo (che si indica anche ||y||3)

yy™* & una matrice n X n, ha determinante nullo (= ha almeno un autovalore
uguale a zero), ha traccia uguale a ||y||3, ¢ un esempio di matrice hermitiana
(def di traccia e di matrice hermitiana)

matrici hermitiane hanno gli elementi diagonali reali

def di autovalori, autovettori, polinomio caratteristico, A n X n ha n auto-
valori, gli autovalori di una matrice triangolare sono i suoi elementi diagonali,
autovettori di autovalori distinti sono indipendenti, se A ¢ simile a T triangolare
allora gli autovalori di A sono gli elementi diagonali di T'

def di raggio spettrale di A n x n: p(A) = max; |\;| dove A\;, i = 1,...,n
sono gli autovalori di A.

es. y vettore n x 1 = p(yy*) =y*y

es. trovare due matrici 2 x 2 A, B per cui p(AB) > p(A)p(B), <, =
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